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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1986-1987 (25-31)

INTRODUCTION AUX TRAVAUX DE FUKAYA

par Colette ANNE

Les théorèmes de finitude sont une approche des obstructions topologiques
à l'existence de certaines métriques. Par exemple M. Gromov prouve, voir [Gl],
qu'on ne peut pas mettre de métrique à courbure sectionnelle positive sur la somme
connexe de suffisamment de copies de Sp x Sn~p en donnant une majoration de la
somme des nombres de Betti, universelle si la courbure est positive et dépendant
en général du diamètre et d'une borne inférieure de la courbure (P. Bérard et S.
Gallot ont par la suite amélioré ce résultat, voir [Bé]).

Ces théorèmes ont été inaugurés par A. Weinstein [W]; puis J. Cheeger, [C],
montra la finitude des classes de difféomorphisme des variétés vérifiant dim M = n,
Vol M > u, Diam M < D et \KM\ < K> H restait pour obtenir à partir de ces
théorèmes des résultats du type de Rauch à montrer la convergence des métriques.
La réponse a été donnée par M. Gromov avec son théomème de compacité *
[G2 p. 129]: l'espace

mn^D = {(M,g) var.riem./dimM = n, Diam M < D, Inj M > jz, \KM\ < 1}

est compact pour la distance de Lipschitz:

dL{X,Y)= inf . |log<fc/(ƒ)| + | logd^r 1)! .
f:X—*Y homeo.

Citons comme exemple d'application le raffinement que M. Berger en a tiré pour
son théorème de la sphère [B]: Vn e N 3e(n) > 0 tel que si M est une variété
simplement connexe de dimension 2n admettant une métrique dont la courbure
sectionnelle vérifie j — e(n) < K < 1 alors M est homéomorphe à S2n ou
difféomorphe à un espace symétrique compact de rang 1.

Pour démontrer son théorème de compacité M. Gromov commence par
prouver la précompacité de

QJln D = {(M,gf) var.riem./dimM = n, Diam M < Z>, Ricci(g) > —(n — l)rg}

11 Inj représente le rayon d'injectivité.
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pour la distance de Hausdorff

dH(X,Y) = inf .
f:X—*Z et fc:Y—• £ îsometnes

Ceci se fait en majorant le cardinal d'un e-réseau maximal quelconque, grâce à
l'inégalité de Bishop (cf. [G2] p.65-66).

Ensuite il reste à montrer l'équivalence des deux distances sur 39înj/4t£, on
peut alors utiliser le théorème de J. Cheeger.

Que ce passe-t-il entre 97tn,/*,D et 9JînjD?

1. — Ces méthodes suggèrent un théorème de finitude du type d'homotopie
avec Diam M < Dy KM > «? Vol M > v; ceci vient d'être démontré par Grove et
Peterson [G P].

2. Collapsing. — K.Fukaya a étudié certaines dégénérescences (ou collap-
sing) de variétés.

DÉFINITION. — Une variété compacte M dégénère si elle admet une suite
de métriques gk à courbure uniformément bornée et dont le rayon d'injectivité
vérifie:

Vm G M lim Inj(gf*) = 0.
k—>oo

UN EXEMPLE. — On obtient facilement des exemples en écrasant la fibre
de certains fibres riemanniens si celle-ci est plate, ou bien les orbites de l'action de
certains groupes.

Le tore T2 agit sur la sphère S3 = {(21,22) G C2, \zi\ + \z2\ = 1} par

Les orbites sont paramétrées par (cos£,sintf)f€[0,i] , il y a deux orbites singulières
{z\ = 0} et {z2 = 0}. Donnons nous un réel a et multiplions la métrique dans
la direction du flot d'isométries engendré par le champs de vecteur ^ + o;^-,
par e2.

o Si a = 1 on obtient la fibration de Hopf utilisée par Marcel Berger pour
trouver un contre-exemple à la généralisation en dimension impaire du théorème
de Klingenberg en exhibant une métrique à courbure pincée et rayon d'injectivité
petit en dimension impaire. La limite de la variété quand e tend vers 0 est une
sphère.

o Si a est rationnel les orbites restent compactes et la limite est une sphère.

o Si a est irrationnel l'adhérence d'une orbite non singulière forme un
tore plat T2 , la limite pour la convergence de Hausdorff est le segment [0, j ] .
On peut ici regarder la limite des valeurs propres de l'opérateur de Laplace.
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La première valeur propre de la fibre Ft tend vers +00, il n'y a donc qu'à
estimer le quotient de Rayleigh-Ritz des fonctions constantes sur les fibres. Il sort

le spectre est donc celui de l'opérateur autoadjoint déduit de la forme
quadratique J0

T |V/|2Vol (Ft)dk par rapport au produit scalaire J0
T |ƒ|2Vol (Ft)dt

(c'est la mesure d'intégration qui a changé).

THÉORÈME DE CARACTÉRISATION. — [C.G] Une variété riemmannienne
dégénère si et seulement si elle admet une F-structure de rang strictement positif,
cela signifie grossièrement que la variété admet localement des revêtements finis
où agissent des tores qui peuvent être différents mais vérifient des conditions de
compatibilité (une définition précise est donné dans l'article de référence).

K.Fukaya donne une description précise de l'objet limite pour des collapsings
bien déterminés. Avant d'énoncer ses résultats rappelons le théorème historique de
Gromov des variétés presque plates (qui décrit un collapsing sur un point) [G3]:

3en tel queV(M, 0) variété riemmannienne compacte

|/<*| < 1, Diam M < en ==> M infranilvariété

c'est à dire: M admet un revêtement fini qui est le quotient d'un groupe de Lie
nilpotent par un sous-groupe discret co-compact (ou nilvariété).

LES RÉSULTATS DE FUKAYA. —

[FI] II existe enttl tel que si M et N sont deux variétés vérifiant:

dH(M,N) <6nifl et dim M < n, \KM\ < 1,
dimiV < n, \KN\ < 1, Inj N > /i

alors il existe une ûbration ƒ : M —> TV dont la fibre est une infra-
nilvariété et qui est presque riemannienne (i.e. il existe un encadrement

< \\df(O\\ < er*||£|| pour les vecteurs Ç orthogonaux à la fibre).

[F2] Si la variété X est dans le bord de l'ensemble des variétés riemanniennes
pointées vérifiant dim M < n, Diam M < Z>, \K\ < 1 (pour du) il existe
une variété riemannienne M sur laquelle agit le groupe orthogonal O(n) de
telle sorte que X est isométrique à M/O(n); X est une variété stratifiée, et
les strates admettent des métriques de classe ClîOf.

[F3] Convergence spectrale. Les variétés sont munies de mesures de probabilité.
On dit que les variétés mesurées (M a , / / a) convergent vers (M, JJL) pour
la topologie de HausdorfF mesurée si en plus il existe des applications
mesurables tpQ : Ma —> M et 0*(/wa) converge faiblement vers fi. Alors
si les variétés riemanniennes (Mj, Vol 'M, ) convergent vers (X^/JL) le spectre
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du laplacien sur M{ converge vers celui d'un opérateur sur X déûni à partir
de //.

LA MÉTHODE. — Nous parlerons ici surtout de [FI].

1. Construction de f. — M et N étant comme dans [FI], vérifiant
du (M, N) < e, posons R = inf(^, y) et prenons sur M et N des réseaux de points,
respectivement m i , . . . , mp et n i , . . . , np, les approchant à 3e près et vérifiant:

d(m,-,nt) < e et i J= j => d(rrii,mj) > eet d(nj,mj) > e;

choisissons enfin une fonction positive, à support dans [-r,r], de classe C°° et égale
à 1 sur un voisinage de 0.

On plonge N dans Rp par /N(X) = \h(d(x,ni)))

En effet fjy est de classe C°° et si r et e sont assez petits c'est un plongement;
de plus si k = sup^.^ ^{j; d(x,ny) < r} l'exponentielle normale restreinte au
voisinage tubulaire de /N(N) de rayon C\/k réalise un difféomorphisme, pour une
constante bien choisie. Enfin la norme de dfw est uniformément bornée et

V*,y G N, d(x,y) < C-udKP(fN{x),fN(y)).

Il faut maintenant envoyer M dans ce voisinage tubulaire, mais le rayon
d'injectivité de M n'est pas minoré et on ne peut utiliser directement d(m{y . );
on définit alors

di(x) = f d(x, y) * de classe C1

JyeB(mi,e) Vol B(mi,e)
et si A = {y € 5(m,-,e) | y ^ CutLocus (a:)}

Ce résultat s'obtient par un raffinement du théorème de Lebesgue: d,- est lipschit-
zienne, sa dérivée est donc bornée et le Cut Locus est inclu dans un ensemble de
mesure nulle. Ecrivons A =Î(J-An. Alors

dj(x) = lim / d(x,y)

or l'application: x t—• fA d(x,y)dt est différentiable, sa différentielle est uni-
fermement bornée et donc limn_*+oo JAn €-d(yy )d existe.

On pose alors / M ( # ) = ( h(dj(x)) )

fM(M) C ^
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Vm e M 3n G N tel que d(m, n) < e

\dj{m) - d{nhn)\ = | I {d{m,y) - ^(n^n
voi \De) Jd(y9mj)<e

s %rk)/ l < ( ( m ' ! ' ) " < i ( m ' m ' ) l + l ' i

29

ƒ est définie par: M
/M |

TUB3e^ftf{N)

N
î

n.b: ÎT est de classe C°° dès que e est assez petit.

2. Propriétés de f. —

§2- ƒ est une submersion et M fibre au dessus de N:

LEMME(2.3).— Vm 6 M, £ G Tf{m)N, 3£' G TmM

Donc M est transverse aux fibres normales à JV.

IDÉE DE LA DÉMONSTRATION. — II faut un contrôle des dérivées des
fonctions distance entrant dans la définition de f M et /JV et donc des angles
de géodésiques particulières. L'auteur démontre pour cela plusieurs lemmes dont
l'ingrédient fondamental est le théorème de Toponogov (ce qui explique les
hypothèses de courbure) et dont il ressort deux types importants de géodésiques
sur M: les petits lacets et les géodésiques longues dont la distance des extrémités
est proche du paramètre.

o Si l\ : [0,f i] est un petit lacet (d'ordre d ) et si /2 : [O,^] est une géodésique
longue issue du même point et vérifiant rf(/2(0)^2(*2)) < y alors

|Ang (/i(0),/2(0)) - \\ < OH + 0(€) + 0{d).
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o Si{/j : [0,tï]}«=3,4 sont des géodésiques sur M et {/(• : [0,tfj]}t=3,4 des
géodésiques minimisantes sur M qui vérifient
d(f.-(O), «{(O)) < u, rf(/i(*,-),«S(*5)) < " <* |«f(/*(O),/*(tO)l < v alors

|Ang (7,(0), 1,(0)) - Ang (fc(0), £(0))| < O(i/) + O(e).

o Soit alors m G M, <f (m, ƒ (m)) = C(e). Notons /' la géodésique minimisante
sur [0, to] de N issue de f (m) et tangente à £'; prenons sur M un point p tel que
d(p, /'(*o)) < e et l une géodésique sur M de m à p; alors on vérifie que £ = /(0)
convient.

§3- La submersion est presque riemannienne.

Il faut définir une horizontale et une verticale. Pour m G M notons n = f (m)
et si N est de dimension k prenons k points z[ . . . z'k sur N tels que d(niz

t
i) soit

petite et Grad d(z'^ -)i<*<* forme un repère orthonormé de TnN. Alors si z\ . . . Zk
sont des points de M qui vérifient d(z{, z[) < e et si

notons ITi(a:) le sous-espace de T^M engendré par Grad <7ii<j<fc et Il2(x) son
orthogonal, alors

V^tangent aux fibres|Pi(Ô| < |f |O(r) + O(e)

donc ^ G IIi(a:) => expx(6^) est une géodésique du deuxième type (long).

§4- La fibre est une infranilvariété.

ƒ n'est pas de classe C2, on ne peut donc parler de la seconde forme
fondamentale de la fibre et appliquer directement le théorème de Gromov, aussi
Fukaya reprend pas à pas le livre de Buser et Karcher [BK] et redémontre le
résultat dans sa situation.

3. Les autres résultats. — Pour [F2], si X = lim(dh)Mi il faut passer
au fibre des repères: FM{ admet une limite M pour dn et M est une variété (ceci
se démontre avec la théorie des pseudo-groupes de M.Gromov et en utilisant le
lemme de Margulis), O(n) agit librement sur FM{ donc O(n) agit aussi sur M;
X = M/0(n) mais cette action n'est pas forcément libre.

[F3] se fait par des méthodes standard grâce à la formule du Mini-Max, mais
la fibration de [FI] n'est pas riemannienne et on ne peut pas, comme dans [A],
faire la moyenne sur la fibre pour implanter une fonction de Mi sur -X", il faut
donc utiliser une section de la submersion ce qui induit quellesque complications
techniques.

Je conseille à toute personne intéressée par les questions de collapsing la
lecture de l'article très complet de Pierre Pansu [P].
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