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POLES DE LA DIFFUSION ACOUSTIQUE
ET SINGULARITES GEVREY 3

par C. BARDOS, G. LEBEAU. J. RAUCH

Introduction

Soit 1 C R"™(n > 3, impair) une sous-variété & bord connexe, non bornée,

de bord 911 analytique compact. Dans R; X {1 , on considére le probléme mixte
pour ’équation des ondes :

{ (8? — A)u(t,z) =0 dans R; x 0
(1) u(t,z) =0 dans R; X 89,
u(0,z) = uo(z) , 3%(0,7) = u4(z)

On note u(t) les données de Cauchy a I’instant ¢ :

ou
ﬁ(t) = (“’(t’ z), 'é?(t’ 1:))
et H(N) = HY(N) ® L?(N) ’espace de Hilbert fermeture de C§°(02) x C$(N1) pour

la norme énergie :

(2) (osus)ll = [ V2uof? + fus.
Si u(0) € H(N) , la solution de (1) est unique, u(t) € H(f) pour tout ¢t et on a

u) =40 4= (1)

Soit p > 0 tel que le complémentaire de {2 soit contenu dans la boule centrée
3 l’origine et de rayon p . Pour étudier le comportement des solutions de (1), Lax
et Philipps [3(a)] introduisent les sous-espaces suivants de H()
DY = {x(0) € H(Q) t.q. la solution u(t, z) de (1)
(3) avec donnée initiale u(0) vérifie
u(t,z) = 0 pour |z| < +t+ p dans =t > 0}.
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Les sous-espaces D% , D’ sont orthogonaux, et en désignant par P les
projecteurs orthogonaux sur (D4)* , on pose pour t >0 :

(4) Z(t) = P{e!4P? .
Alors Z(t) est un semi-groupe de contractions sur
K =H(N) e (D} & D?).

Si B est le générateur de Z(t) , Lax et Phillips ont prouvé [3(a)] que son spectre
o(B) est purement ponctuel et que la résolvante (u Id — B)~! est méromorphe
dans C , holomorphe dans Reu >0 .

Les points du spectre o(B) sont par définition les péles de la diffusion. Ce
sont exactement les valeurs de 4 € C pour lesquelles le probléme aux limites
elliptiques

(u? — A)u=0dans 0 ; u =0 sur 30

posséde une solution u non identiquement nulle vérifiant la condition de radiation
de Sommerfeld, c’est-a-dire de la forme (pour n = 3)

e—klz-yl
u(z) = /; o ——v(y)dy.

|z -y

Les points du spectre o(B) sont donc associés aux valeurs propres du
Laplacien dans le domaine extérieur 2 .

Remarque. — Les pdles du prolongement méromorphe de la matrice S de
diffusion sont les w complexes tels que iw appartienne & o(B) .

Résultats

On suppose que ’obstacle O = R™\l est non captif [3(b),5(2)]; on a alors
les deux résultats suivants sur le spectre o(B) :

THEOREME 1. — Il existe une constante ¢ > O telle que
(5) o(B) C {u €C, Reu< —C|u|1/3} .
THEOREME 2. — Onsuppose de plus O strictement convexe et qu’il existe

dans 80 une géodésique fermée ~ , non dégénérée, de longueur T , telle que T ne
soit longueur d’aucune autre géodésique fermée de 911 .

Alors, pour tout € > 0, le sous-ensemble du spectre

{M € U(B) , Rep > —[Co + €]|#|1/3}
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est infini. Ici Cp est la constante géométrique :
-1/3 n 1 [T 2/3
(6) Co = 27"/" cos(=w) —/ p*>(s)ds ,
6 'TJ,

ot p(s) désigne la courbure de la géodésique ~ considérée comme courbe dans R"™ ,
et ol —w € R_ est le zéro de plus petit module de la fonction d’Airy.

Le théoréme 1 améliore 'estimation logarithmique de [3(b)] et le théoréme
2 prouve que dans les bons cas, I’estimation (5) est optimale. Les hypothéses du
théoréme 2 sont génériques pour les obstacles strictement convexes.

Les preuves des deux théorémes précédents utilisent des résultats de pro-
pagation des singularités pour ’équation des ondes avec obstacle. Notre obstacle
étant toujours supposé non captif , toutes les singularités C° d’une solution de
(1) dont la donnée de Cauchy u(0) est & support dans la boule de rayon R ,
s’échappent & ’infini; plus précisément, il existe un instant ¢(R) > O tel que pour
tout ¢ > t(R), u(t) soit de classe C* dans la boule de rayon R .

Par contre, comme cela a été remarqué par J. Rauch (6], il demeure
nécessairement pour tout temps des singularités analytiques prés de I’obstacle. 11
est donc naturel de se demander quel est le comportement des singularités relatives
aux classes de Gevrey G° , s € [1,00[ . Le théoréme 1 est alors conséquence du
fait que les singularités G® , s > 3 se comportent comme les singularités C* ,

i.e. s’échappent a 'infini [4(b)], I'indice critique 3 fournissant ’exposant 1/3 dans
’estimation (5).

Rappelons qu’une fonction f € C*(R") est de classe de Gevrey s si et
seulement si pour tout compact K , il existe des constantes Ax , Bk telles que

(7 Va € N", sup|8%f| < AxBlZ\(a)* .
K

La preuve du théoréme 2 est assez technique et repose d’une part sur la

construction d’une parametrix asymptotique pour la diffraction [4(a)], d’autre part
sur une formule de trace de R. Melrose :

(8) Tr(t) = E ekt = 2%/ E(t,z,z)dz ,
pr€o(B) L

ot E(t,z,y) est la solution du probléme mixte

(atz_Az)E(t»zay)an teR,z€eN, yeN
E(t,z,y)|zeq E(a)
'E(O,z,y) =0, "5?'(01:5’!/) = 6X=Y

L’obstacle O étant supposé strictement convexe, on commence par prouver
que la distribution Tr(t) définie pour ¢ > 0, est analytique en dehors des longueurs
des géodésiques fermées de la frontiére 81 (on remarquera que d’aprés le théoréme
1, Tr(t) € G3(RY)). Si la conclusion du théoréme 2 était fausse, on déduirait alors
de I'estimation polynomiale de Melrose [5(b)] sur la distribution des pdles de la



130 C. BARDOS, G. LEBEAU, J. RAUCH

diffusion, que prés de la période T, la fonction Tr(t) vérifierait une estimation de
type (7) avec une constante B “petite”.

Toute la preuve consiste donc a calculer la constante B fournie par le membre
de droite de (8). Ce calcul se fait en utilisant des versions analytiques & poids
Gevrey 3 des distributions intégrales de Fourier de Horma.nder et les techniques
classiques & la Duistermaat-Guillemin [2].

(Il s’agit essentiellement de manipuler des intégrales de phase de la forme
/eisp(zﬂ)—l(zﬁ)a(x’g)dg

ol ¢ est une phase classique, a un symbole analytique et I(z,6) une fonction
homogéne de degré 1/3 en 0 et strictement positive).
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