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Séminaire "Théorie spectrale et Géométrie" IV. 1
C HAMBER Y-GRE NOBLE

1982-1983

THEORIE DE MORSE (d'après E. Witten)

par Gérard BESSON

0. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de donner une idée des méthodes in-

troduites par E. Witten fWl qui conduisent à une preuve analytique des

inégalités de Morse, ainsi que celles utilisées par P. Malliavin [Ml]

pour étudier le Laplacien de De Rham.

La première partie (§ 1 à 3) est consacrée à ce dernier point

et permet de donner une expression stochastique du semi-groupe associé

â l'opérateur apparaissant dans fW|, obtenu par perturbation du complexe

de De Rham.

La seconde partie esquisse la preuve des inégalités de Morse

(fWi) dans un cas simple permettant d'illustrer l'importance de cette

technique nouvelle. Pour cette dernière le lecteur avide de comprendre

la philosophie de E. Witten [Wl concernant la théorie de Morse doit se

référer à la rédaction de l'exposé n°617 du Séminaire Bourbaki ([Bol)

et à ses nombreuses références, ainsi qu'à fC]. Signalons enfin que

cette rédaction s'est faite également sous l'influence de iBo].

Dans ce qui suit, M désignera une variété riemannienne

compacte, D sa connexion de Levi-Civita, < . , . ) le produit scalaire

sur les p-formes défini par sa structure, d la différentielle extérieure

et b la codifférentielle.
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I. PERTURBATION DE LA DIFFERENTIELLE EXTERIEURE

Soit h une fonction lisse à valeurs réelles, on considère les

deux opérateurs suivants :

, -sh, sh
d = e de

s
* j * sk t -sh sh,* -sh6 = d = e 6e = e d es s

et le Laplacien associé, opérant sur les formes différentielles :

à = d 6 + 6 d
s s s s s

qui apparaît comme une perturbation régulière de l'opérateur Afl qui

coïncide avec le Laplacien de la variété riemannienne (M, g) . L'objet

de ce paragraphe est d'exprimer à en fonction de LQ •

Désignons par a l'opérateur de multiplication extérieure par

dh et a* l'opérateur adjoint qui est le produit intérieur par (dh)

(champ de vecteur dual de dh ) :

. -sh -sh, #^*.6oe = e (sa +6)

d[ e
2 s h(6oe" s h) l = eSh[sao(sa*+6)+sdoa*+d6l

d'où :

d 6 = dô + s(da*+a6) + s2aa*s s

et de même :

6 d = 6d + s(6a+a*d) + s2a*a
s s

= A + s2(a*a+aa*) + s(da*+a*d+a6
s

Simplifions cette expression :

a) (a*a+aa*)(uu) = |dh|2uj

où tu est une forme différentielle.

b) da* + a*d + a6 + 6a = L .



IV. 3

Par la suite et pour la commodité des calculs, nous nous r e s -

treindrons au cas des 1-formes. Soit alors uu une 1-forme sur M et

X un champ de vecteurs :

L(uu)(X) m X. <uu,dh> +diu((dh)*, X) + (6u)).dh(X) + 6(dhAu,)(X)

+ (ou.D^h) + duu((dh)*,X) + (ôuu).dh(X)

+ uu(X)(Ah) - dh(X)ôu) +

- duu((dh)*,X) ,

L(u,)(X) = 2<Dxdh,uu> + (Ah)iu(X) ,

L(uj) - (Ah).uj + 2<D#dh,u)> .

II. SCALARISATION DES FORMES DIFFERENTIELLES

Mous allons utiliser dans ce paragraphe une technique développée

dans [Mil . Soit T*M l'espace cotangent à M et P l'espace total du

fibre des repères orthonormés de M . Le fibre cotangent (comme fibre

euclidien) est associé au fibre des repères orthonormés (cf. [K-N]) :

PxE ^ — T*M

I I
P - M .

P

E désigne l'espace euclidien IR , sur lequel O(n) agit de

manière canonique :

X(g).Ç = g-? g€O(n) et Ç Ç IRn ,

Tapplication q étant le passage au quotient par l'action O(n) à droite

sur P et à droite sur E égale à X

Par cette identification, les sections du fibre cotangent,

c'est-à-dire les 1-formes sur M correspondent de manière biunivoque

aux sections du fibre trivial PxE au-dessus de P » c'est-à-dire aux

fonctions sur P à valeurs dans E et vérifiant :
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) = X(g~W)

où r désigne un repère orthonormé en un point de M . Plus précisé-

ment, rappelons qu!un repère orthonormé en un point x de M est une

isométrie de IR muni de sa base canonique (e.,...,e ) sur T M •

L'identification ci-dessus consiste donc à associer à une 1-forme uu la

fonction sur P,f , définie par :

f (r) = {ou (r(e
w ' l xv v

Le Laplacien horizontal*

• La donnée d'une connection ou dérivation co va riante sur M

est équivalente à la donnée d'une connection principale sur P . L'es-

pace horizontal ainsi défini permet de munir P d'une métrique dont

la restriction aux fibres de P -* M soit bi-invariante et en sorte que

cette fibration soit une submersion riemannienne à fibres totalement

géodésiques (voir [K-N] et [Bel).

• Soit rQ un repère de M en un point xQ . Le transport

parallèle du repère rQ le long de la géodésique définie par le vecteur

ro(e.) définit une courbe s -•> r(s) dans P telle que r(0) = rQ .

Soit A.(rQ) le vecteur tangent à cette courbe à l'origine. La

famille de champs de vecteurs {A.} . définit en chaque point un

repère orthonormé de l'espace horizontal de la connection.

Remarquons, par ailleurs, que l'espace vertical (de la submer-

sion) est parallélisable puisque isométrique de manière naturelle à un

groupe de Lie, On retrouve, en conséquence, le fait que le fibre des

repères d'une variété riemannienne est parallélisable (attention, ceci

est faux pour le fibre des repères d'un fibre vectoriel euclidien quel-

conque I ) •

• Définissons l'opérateur :

4 = - l A 2 .
P k=l k
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où A est le champ de vecteurs précédemment défini considéré comme

opérateur différentiel.

A est le Laplacien horizontal de la submersion au sens de

[B-B].

Ses propriétés sont liées à celles de la connection en un sens

qu'il reste à préciser.

• Si v désigne la dérivation co va riante de M , étendue aux

1-formes, alors dans la correspondance entre une forme uu et la fonc-

tion f sur P à valeurs dans E , on a :
ou

vvuu~ f = X*.f

où X désigne un champ de vecteurs sur M et X* son relevé hori-

zontal sur P à travers la connection (cf. [K-N] p. 116) et à le

Laplacien brut sur les formes différentielles,

La formule de Weitzenbô'ck pour les 1-formes devient alors :

pour toute 1-forme uu ,

W r ) = W ( r ) + J(r)* V r ) (*>
J(r) étant la matrice symétrique de la courbure de Ricci e primée dans

le repère r .

L'intérêt de ce procédé est de "détordre" le fibre T*M ^ M

en un fibre trivial, en transportant la courbure et l'holonomie (obstruc-

tion à la trivialité) de l'espace total T*M sur la base du nouveau

fibre, soit P . Les endomorphismes du fibre cotangent deviennent, dans

cette transformation, des fonctions sur P à valeurs dans les endomor-

phismes d'un espace euclidien fixe et le Laplacien de Hodge-De Rham,

un opérateur différentiel d'ordre deux semi-elliptique avec potentiel.
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II suffit alors d'appliquer cette correspondance à l'opérateur

A du paragraphe I ; pour obtenir la formule suivante :
s

avec

<**> V V ( r ) + J ( r ) -V r ) + Ks ( r )-Vr )

L(r)

H(r)

= s2 |dh|2op(r)IdE + sL(r)

= (Ah)op(r)IdE + 2H(r)

= matrice de Hess(f) en p(r) exprimé dans Ie

repère r .

in . EXPRESSION DU SEMI-GROUPE ASSOCIE A A
ss

Ce paragraphe est également entièrement inspiré de [Ml] et

[M 2 ] .

Donnons-nous une forme uu et cherchons 6. dépendant du

paramètre t Ç IR vérifiant l'équation de propagation

09

Ce problème peut être traduit sur P en

(i)

u = f
U)

ö h t

"ir
O

L'opérateur L n'étant pas elliptique la solution ne peut en général

s'exprimer en fonction de la condition initiale à l'aide d'un noyau C°° •
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On peut toutefois donner une expression simple utilisant la diffusion

associée à à •
P

a) Diffusion horizontale sur P .

Soit n r (P) l'espace de probabilité des trajectoires r (t) de

la diffusion sur P , associée à A » partant du point rQ • On note

également par P (r~,dr) les probabilités de transition de ces deux

processus.

Cette section est volontairement réduite, ceci étant justifié par

le fait que la mise en place des connaissances nécessaires à la compré-

hension complète de la théorie de la diffusion sur les variétés rieman-

niennes nécessiterait des développements dépassant le cadre d'un exposé

de séminaire- Nous nous bornerons donc à une compréhension intuitive.

Pour de plus amples informations les ouvrages suivants peuvent être

consultés : [M2J, [Bi] , [Ke], te].

Rappelons toutefois que l'espace du paramètre y de la diffu-

sion peut être pris comme étant l'espace des chemins continus horizon-

taux.

b) Intégrales multiplicatives.

Soit A(t) une matrice carrée d'ordre n dépendant régulière-

ment du paramètre réel t . Soit tQ 6 IR et l'équation différentielle

matricielle

| ^ = -A(t)V(t,s)

ou V(u,u) = Id

| j « V(t,s)A(s) .

La solution est donnée par :

V(t,s) = lim
n-*»

1
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On utilisera la notation suivante :

V(t,s) = expf* f A(u)duj - intégrale multiplicative de A
V lt,s] '

Remarquons que :

f A(u)du] - expU? A(u)dujejq?[*r A(u)du] .
it.si ; ^J[t,vi ' ^ rv.si ;

Par contre, il n'existe pas en général de relations simples

entre l'intégrale multiplicative de A et celle de -A .

c) Expression de la solution de (I).

THEOREME (fMl], ÏM21). La solution de (I) s'écrit :

où E_ est l'espérance définie sur l'espace des chemins de lar0
diffusion partant de rn , Q- (P) •

IV. INEGALITE DE MORSE.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner une idée de

la preuve de Witten [W] des inégalités de Morse. Le travail consiste à

obtenir ces dernières de manière analytique, comme limite d'inégalités

faisant intervenir l'opérateur L .

Comme précédemment, on se restreindra aux 1-formes et à la

preuve de :

1er nombre de Betti de M = b (M) s N = # [points critiques
d'indice 1 de h}

où h sera supposée de Morse sur M .

1) La théorie de Hodge appliquée au complexe de De Rham permet

de montrer (M) que :
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b (M) = multiplicité de la valeur propre 0 de à opérant
sur les 1-formes

s # {valeurs propres de à s A}
s

et ceci pour tout s et A > 0 fixé.

L'inégalité cherchée découle alors de :

ïïm M(s) s N, .
S-+oo 1

2) Pour la démonstration de cette inégalité, nous nous placerons

dans un cas particulièrement simple en supposant que chaque point cri-

tique de h possède un voisinage dans lequel la métrique de M est

euclidienne et la fonction h s'écrit sous la forme réduite :

h(m) - h(0) + i Z e.x^

où (x.) est un système de coordonnées locales euclidien. L'indice du

point critique est alors le nombre de e. égaux à - 1 .

3) Soit alors m ,. . . ,m les points critiques de h et V. les

boules géodésiques de rayon p de centre ces points. On suppose

p suffisamment petit en sorte que V. possède la propriété du para-

graphe précédent pour tout i • Enfin, on pose VA = M\ U V. .
0 tel l

Rappelons que l'opérateur A est associé à la forme quadra
s

tique suivante :

2 „jt

Ayant pour domaine les sections L de T*M telles que les
2 1

courants d w et ô uo soient aussi dans L , i . e . H (M;T*M) .
s s

De plus,

q (ou) - f (|d'ju|2 + |6u;|2+s2 |dhj2 |u)|2+s<L tw>a )»
s M
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Notons alors T|V. la restriction de T*M au-dessus de V.

et H (T|V.) l'espace de ses sections. On définit de manière naturelle

l'opérateur de Neumann associé à A sur V. , noté A par la
s j s,]

forme quadratique

q . M = ƒ ( |duü | 2 + |6üL) | 2 +s 2 | dh | 2 | U Ü | 2 +s<Lu j ,u j» .
* » J Y-

Comme dans ÎR-Sl, section XUI-15, on a :
q

j=0 s,j s

cette inégalité entre opérateurs devant bien être prise au sens des

formes quadratiques. Et donc :
q

M(s) £ Z M.(s)
j=0 J

avec M.(s) = {valeurs propres s A de A .} .

4) Sur V. , |dh| est bornée inférieurement par un nombre

strictement positif, par conséquent si Z est le minimum sur VQ de
® 2 2

la plus petite valeur propre de Tendomorphisme s |dh| + sL :

et donc il existe b > 0 tel que, pour s assez grand :

dfoù

à n ^ A +b > 0
s, 0

MQ(s) = 0 pour s assez grand.

Sur V. (j^l) , les hypothèses simplificatrices permettent de

se ramener à un problème purement euclidien : l'étude des valeurs pro-

pres d'un opérateur, opérant sur les fonctions à valeurs dans IR ,

défini sur la boule de centre 0 et de rayon p avec "conditions de

Neumann au bord".
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L'opérateur A . se simplifie en :

J
o a

et K. = ra.,a*]

a. = multiplication extérieure par dx.

a* = multiplication intérieure par dx. .

K. est une matrice à coefficients constants sur 1R et par

conséquent commute avec H. . Plus précisément K. est une matrice

diagonale dont tous les termes de la diagonale principale sont égaux à

- 1 à l'exception du terme de rang i qui vaut +1 .

n
5) Etudions l'opérateur H = T H. + se.K. sur R .

s i = 1 i i l

H. et K. commutant, ils sont simultanément diagonalisables,

or H. est un oscillateur harmonique sur 1R , dont on connaît le

spectre ÏR- SJ
Spectre de H. = a(H.) = {s(l + 2N.) ; N =0,1,2, . . .} .

Le spectre de K. est constitué de la valeur propre - 1 de

multiplicité n -1 et de la valeur propre simple 1 .

D'où :
n

a(H ) = {s E (l+2N.+e n.) ; N = 0 , l , 2 , . . . n =±1} .

Il est clair que 0 est valeur propre de H si et seulement
s

si le point critique est d'indice 1 et que dans ce cas elle est simple.

De plus, Tunique fonction propre, lorsqu'elle existe, est :-s 4
tu = e 2 dx. où r = distance à l'origine,

s i

si e. = - 1 et e. = 1 pour j ^ i .
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6) Pour obtenir l'inégalité désirée, il suffit de montrer que :

M.(s) = 0 si m. est d'indice différent de 1

M. (s) = 1 sinon

pour s suffisamment grand.

La démonstration utilise des techniques standards. Le lecteur

peut se référer à [Bol pour les détails.

V, CONCLUSION

E. Witten [Wj donne d'autres résultats utilisant la même tech-

nique de démonstration, ainsi qu'une intéressante conjecture concernant

le calcul de la cohomologie de M .

La référence [Bol contient un résumé de certains développements

de la méthode ainsi que de nombreuses références. On doit également

consulter [Cl et ÏG1.
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