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Séminaire "Théorie spectrale et Géométrie" Iv.1
CHAMBERY-GRENOBLE

1982-1983

THEORIE DE MORSE (d'aprés E. Witten)
par Gerard BESSON

0. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de donner une idée des méthodes in-
troduites par E. Witten [W] qui conduisent 4 une preuve analytique des
inégalités de Morse, ainsi que celles utilisées par P. Malliavin [M1]
pour étudier le Laplacien de De Rham.

La premiére partie (§1 4 3) est consacrée 4 ce dernier point
et permet de donner une expression stochastique du semi-groupe associé
a l'opérateur apparaissant dans [W]|, obtenu par perturbation du complexe
de De Rham.

La seconde partie esquisse la preuve des inégalités de Morse
(IWl) dans un cas simple permettant d'illustrer 1l'importance de cette
technique nouvelle. Pour cette derniére le lecteur avide de comprendre
la philosophie de E. Witten [W] concernant la théorie de Morse doit se
référer i la rédaction de l'exposé n°617 du Séminaire Bourbaki ([Bol)
et 3 ses nombreuses références, ainsi qu'a [C]. Signalons enfin que

cette rédaction s'est faite également sous l'influence de [Ro].

Dans ce qui suit, M désignera une variété riemannienne
compacte. D sa connexion de Levi-Civita, (.,.) le produit scalaire
sur les p-formes défini par sa structure, d la différentielle extérieure

et % la codifférentielle.
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I. PERTURBATION DE LA DIF FERENTIELLE EXTERIEURE

Soit h une fonction lisse & valeurs réelles, on considére les

deux opérateurs suivants :

ds - e-shdesh
65 - d: - eShbe-Sh _ eshd*e-sh

et le Laplacien associé, opérant sur les formes différentielles :
A =db +8d
s 5S 5Ss

qui apparaft comme une perturbation réguliére de l'opérateur A, qui

0
coihcide avec le Laplacien de la variété riemannienne (M,g) . L'objet

de ce paragraphe est d'exprimer As en fonction de Ao .

Désignons par a l'opérateur de multiplication extérieure par
dh et a* l'opérateur adjoint qui est le produit intérieur par (dh)g

(champ de vecteur dual de dh ) :

-sh

boe e-Sh(sa*+ 8)

2sh -sh

dle“" (80 )1 = eSh[sao(sa*+6)+sd a%* +ds)

0
d'ol :

dsbs = dé + s(da®+ab) + szaa*
et de méme :

8d + s(ba+a*d) + sza*a

o
Q.
I

>
i}

A+ s2(a*a +aa”) + s(da* +a*d +ab + 8a)

Simplifions cette expression :
2
a) (a“a+aa”)(w) = |dh|w

ol w est une forme différentielle.

b) da* +a%*d +ab+8a =1L .
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Par la suite et pour la commodité des calculs, nous nous res-
treindrons au cas des l-formes. Soit alors  une l-forme sur M et

X un champ de vecteurs :

L@)(X) = X.(w,dh) +du(dh)® %) + (6).db(X) + bdhAw)(X)
= (Dyw,dh) + (u,Dydh) + du(@)®, %) + (bw).dn(X)
+ w(X)(8h) - dh(X)bw + (Dydh,w) - (dh, D)
- doi@n)’®, 0
Lw)(X) = 2<Dxdh,w> + (Ab)w(X) ,

L) = (bh).w + 2(D dh,w) .

II. SCALARISATION DES FORMES DIFFERENTIELLES

Nous allons utiliser dans ce paragraphe une technique développée
dans [M1]. Soit T*M I'espace cotangent 4 M et P l'espace total du
fibré des repéres orthonormés de M . Le fibré cotangent (comme fibré

euclidien) est associé au fibré des repéres orthonormés (cf. [K-N]) :

PxE 9, ™M

1 |

P M .
P

E désigne l'espace euclidien R" , sur lequel O(n) agit de

maniére canonique :
r(g).E = g.8 geom et ZeR",

I'application q étant le passage au quotient par l'action O(n) & droite
sur P et 4 droite sur E égale a L

Par cette identification, les sections du fibré cotangent,
c'est-d-dire les 1-formes sur M correspondent de maniére biunivoque
aux sections du fibré trivial PxE au-dessus de P , c'est-ad-dire aux

fonctions sur P & valeurs dans E et vérifiant :
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f(r.g) = A& ()

ol r désigne un repére orthonormé en un point de M . Plus précisé-
ment, rappelons qu'un repére orthonormé en un point x de M est une
isométrie de IRn muni de sa base canonique (el,...,en) sur TxM .

L'identification ci-dessus consiste donc & associer 3 une l-forme w®w la

fonction sur P,fw , définie par :

£ ) = {u, kel 4 -

Le Laplacien horizontal.

e La donnée d'une connection ou dérivation covariante sur M
est équivalente a4 la donnée d'une connection principale sur P . L'es-
pace horizontal ainsi défini permet de munir P d'une métrique dont
la restriction aux fibres de P —- M soit bi~invariante et en sorte que
cette fibration soit une submersion riemannienne & fibres totalement

géodésiques (voir [K-N] et [Bel).

e Soit r, un repére de M en un point Xg - Le transport
paralléle du repére r, le long de la géodésique définie par le vecteur
ro(ei) définit une courbe s —r(s) dans P telle que r(0) = r, -
Soit Ai(ro) le vecteur tangent i cette courbe i l'origine. lLa

famille de champs de vecteurs {Ai} définit en chaque point un

repére orthonormé de l'espace horiz:;l:;lde la connection.

Remarquons, par ailleurs, que l'espace vertical (de la submer-
sion) est parallélisable puisque isométrique de maniére naturelle a un
groupe de Lie. On retrouve, en conséquence, le fait que le fibré des
repéres d'une variété riemannienne est parallélisable (attention, ceci
est faux pour le fibré des repéres d'un fibré vectoriel euclidien quel-

conque !).

e Définissons l'opérateur :

32 2
A = - Z A
P k=1 k
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ol Ak est le champ de vecteurs précédemment défini considéré comme

opérateur différentiel.

Ap est le Laplacien horizontal de la submersion au sens de
[B-B].

Ses propriétés sont liées a4 celles de la connection en un sens

qu'il reste a préciser.

e Si- v désigne la dérivation covariante de M , étendue aux
l-formes, alors dans la correspondance entre une forme w et la fonc-

tion fw sur P & valeurs dans E , on a :

~ = X*.
vxw fvxw fw

- 3
= ~ — = f
AW =V VW wa Ap( w)

ol X désigne un champ de vecteurs sur M et X* son relevé hori-
zontal sur P & travers la connection (cf. [K-N] p.116) et A le

Laplacien brut sur les formes différentielles.

La formule de Weitzenbdck pour les l-formes devient alors :

pour toute l-forme w ,
£ @ = 8,E)@ +I@L @ )

J(r) étant la matrice symétrique de la courbure de Ricci exprimée dans

le repére r .

L'intérét de ce procédé est de "détordre" le fibré T*M — M
en un fibré trivial, en transportant la courbure et 1'holonomie (obstruc-
tion a la trivialité) de l'espace total T*M sur la base du nouveau
fibré, soit P . Les endomorphismes du fibré cotangent deviennent, dans
cette transformation, des fonctions sur P & valeurs dans les endomor-
phismes d'un espace euclidien fixe et le Laplacien de Hodge-De Rham,

un opérateur différentiel d'ordre deux semi-elliptique avec potentiel.
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11 suffit alors d'appliquer cette correspondance & l'opérateur

As du paragraphe I ; pour obtenir la formule suivante :

** -
**) f As“”)m Ap(fw)(r) + J(r)~1w(r) + Ks(r)-fw(r)
avec
K (r) = 82|dh|2op(r)ld + sL(r)
s E
L(r) = (Ah)°P(r)IdE + 2H(r)
H(r) = matrice de Hess(f) en p(r) exprimé dans le

repére r .

III. EXPRESSION DU SEMI-GROUPE ASSOCIE A AS .

Ce paragraphe est également entiérement inspiré de [M1] et
Im2].

Donnons-nous une forme ®w et cherchons et dépendant du

+
paramétre t € IR  vérifiant 1'équation de propagation

98

t
o3t _-Aset
60=w .

Ce probléme peut &tre traduit sur P en :

{ h = f
t g
u=f
W
=" fAs = -(Ap +J(r) +K_(r) . b (r)
(Bo =1

L'opérateur Ap n'étant pas elliptique la solution ne peut en général

s'exprimer en fonction de la condition initiale & 1'aide d'un noyau c”.
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On peut toutefois donner une expression simple utilisant la diffusion

associée 4 A .
P

a) Diffusion horizontale sur P .

Soit Qro(P) l'espace de probabilité des trajectoires ry(t) de

la diffusion sur P , associée a Ap , partant du point r, . On note

0
également par Pt(ro,dr) les probabilités de transition de ces deux

processus.

Cette section est volontairement réduite, ceci étant justifié par
le fait que la mise en place des connaissances nécessaires i la compré-
hension compléte de la théorie de la diffusion sur les variétés rieman-
niennes nécessiterait des développements dépassant le cadre d'un exposé
de séminaire. Nous nous bornerons donc 3 une compréhension intuitive.
Pour de plus amples informations les ouvrages suivants peuvent &tre

consultés : [M2], [Bi], [Kel, [E].

Rappelons toutefois que 1'espace du paramétre vy de la diffu-
sion peut &tre pris comme étant l'espace des chemins continus horizon-

taux.

b) Intégrales multiplicatives.

Soit A(t) une matrice carrée d'ordre n dépendant réguliére-

ment du parameétre réel t . Soit to € IR et 1'équation différentielle

matricielle
v
ol A)V(t,s)
ou V@,u) = Id
3V ;
= V(t,s)A(s) .

La solution est donnée par :
vit,s) = rllixg {(I+AnA(t)).(I+AnA(t+An))...(I+AnA(s-An)}

1
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On utilisera la notation suivante :

Vit,s) = exp(*f A(u)du) = intégrale multiplicative de A .

It,sl]
Remarquons que :
exp (*_ A@u)du] = exp (* A(u)du|exp [+ A(u)du
J«[t, s ) J.(t,v] ) ( “Iv, 8] )

Par contre, il n'existe pas en général de relations simples

entre l'intégrale multiplicative de A et celle de -~A .

c) Expression de la solution de (I).

THEOREME (IM1], [M2]). La solution de (I) s'écrit :

h (ry) = Ero[exp (*J'(o’t] (-J-Ks)(rY(E))(dg)u(rY(t)))]

ol Ero est l'espérance définie sur l'espace des chemins de la

diffusion partant de r , Qro(P) .

IV. INEGALITE DE MORSE.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner une idée de
la preuve de Witten [W] des inégalités de Morse. Le travail consiste 2
obtenir ces derniéres de maniére analytique, comme limite d'inégalités

faisant intervenir l'opérateur As .

Comme précédemment, on se restreindra aux 1-formes et 2 la
preuve de :

= # {points critiques

ler nombre de Betti de M = bl(M) < N
d'indice 1 de h}

1

ol h sera supposée de Morse sur M .

1) La théorie de Hodge appliquée au complexe de De Rham permet

de montrer ([K]) que :
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bl(M) = multiplicité de la valeur propre 0 de As opérant
sur les l-formes

< # {valeurs propres de A< A}

et ceci pour tout s et A > 0 fixé.

L'inégalité cherchée découle alors de :

lim M(s) < N, .
§-+to 1

2) Pour la démonstration de cette inégalité, nous nous placerons
dans un cas particuliérement simple en supposant que chaque point cri-
tique de h posséde un wvoisinage dans lequel la métrique de M est
euclidienne et la fonction h s'écrit sous la forme réduite :

12 2
h(m) = h(0) + 3 2 €.X,

oll (xi) est un systéme de coordonnées locales euclidien. L'indice du

point critique est alors le nombre de €, égaux a -1 .

i

3) Soit alors m mq les points critiques de h et Vi les

1,...,
boules géodésiques de rayon p de centre ces points. On suppose
p suffisamment petit en sorte que Vi posséde la propriété du para-

graphe précédent pour tout i . Enfin, on pose VO = M\ U Vi .
i=1
Rappelons que l'opérateur As est associé 4 la forme quadra-
tique suivante :

. 2 2
Q) = J‘Mldswl + |6Sw| .

Ayant pour domaine les sections 12 de T*M telles que les
courants dsw et ésw soient aussi dans L2 , i.e. HI(M;T*M) .
De plus,

2 2, 2 2
q ) = [ (|dw|” +|6w|” +s"|dh] |w|2+s<Lw,w))
M
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Notons alors TI‘S la restriction de T*M au-dessus de Vj
et Hl(T|Vj) l'espace de ses sections. On définit de maniére naturelle
l'opérateur de Neumann associé & As sur V, , noté A par la

J s,}

forme quadratique

2 2 2 2
9@ = [ (ldu|*+ ew|*+" ab[ o] *+s(Lu0)) .
J

Comme dans [R-S], section XIII-15, on a :
q
j(;)oASsj < bgo
cette inégalité entre opérateurs devant bien &tre prise au sens des
formes quadratiques. Et donc :
M(s) < %’ M, (s)
j=0 J

avec Mj(s) = {valeurs propres < A de As j} .

4) Sur V., |dh| est bornée inférieurement par un nombre
strictement positif, par conséquent si es est le minimum sur V0 de

la plus petite valeur propre de l'endomorphisme szldh|2 + sL :

————
s s—c+&

et donc il existe b >0 tel que, pour s assez grand :

A >A+b >0

s,0
d'ol
Mo(s) = 0 pour s assez grand.

Sur Vj (j=1) , les hypothéses simplificatrices permettent de
se ramener a4 un probléme purement euclidien : 1'étude des valeurs pro-
pres d'un opérateur, opérant sur les fonctions a valeurs dans an .
défini sur la boule de centre 0 et de rayon p avec "conditions de

Neumann au bord".
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L'opérateur As . se simplifie en :

n )J
By = e
2
ol Hi = --§-2- + aszxi2
ox;
= <
et K = [ ai,ai]
a, = multiplication extérieure par dxi

ar = multiplication intérieure par dxi .
Ki est une matrice & coefficients constants sur IRn et par

conséquent commute avec Hi . Plus précisément Ki est une matrice

diagonale dont tous les termes de la diagonale principale sont égaux a

-1 & l'exception du terme de rang i qui vaut +1 .

n
5) Etudions l'opérateur Hs =2 Hi + se:iKi sur an .
' i=1

Hi et -Ki commutant, ils sont simultanément diagonalisables,
or Hi est un oscillateur harmonique sur IR , dont on connaft le
spectre [R-S]

Spectre de Hi = c(Hi) = {s(1+2Ni) ;Ni=0,1,2,...} .

Le spectre de Ki est constitué de la valeur propre =1 de
multiplicité n-1 et de la valeur propre simple 1 .

Dol :

n
o) = {sEl(1+2Ni+eini) s N=0,1,2,... n=+1} .

i

Il est clair que 0 est valeur propre de Hs si et seulement

si le point critique est d'indice 1 et que dans ce cas elle est simple.
De plus, l'unique fonction propre, lorsqu'elle existe, est :

wg = e'-s“f_dxi ol r = distance & l'origine,

si e =-1 et ej=1 pour j#1i .
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6) Pour obtenir l'inégalité désirée, il suffit de montrer que :
Mj(s) =0 si mj est d'indice différent de 1
Mj(s) =1 sinon

pour s suffisamment grand.

La démonstration utilise des techniques standards. Le lecteur

peut se référer i [Bol pour les détails.

V. CONCLUSION

E. Witten [W] donne d'autres résultats utilisant la méme tech-
nique de démonstration, ainsi qu'une intéressante conjecture concernant

le calcul de la cohomologie de M .

La référence [Bo] contient un résumé de certains développements
de la méthode ainsi que de nombreuses références. On doit également

consulter [C] et [G].
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