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SUR LA STABILITE DES AMAS D'ETOILES

par MAROEL MAyor

SoMMAIRE. — Dans la premiére partie de ce travail, ' ai étudi€ la stabilité séculaire des amas d’étoiles

de forme ellipsoidale obtenus par Mr MINEUR, dans le cas ou le centre de gravité de Uamas décrit
un cercle :

a) Les ellipsoides stables sont ceuzx pour lesquels le rapport de Uaxe moyen au grand axe est

supérieur & une valeur bien déterminée, voisine de 0,5 et indépendante du champ de gravitation
extérieur.

b) La condition limite qui définit les ellipsoides stables est équivalente a celle qui exprime
le minimum de densité de Uamas pour tous les rapports d’axes compatibles avec la théorie.
(Lamas est supposé homogéne en premiére approximation.)

Dans la deuxiéme partie, j°ai éabli les équations générales qui permettent d’étudier le mou-
vement d’un amas dont le centre de gravité déerit une trajectoire quelconque en présence d’un champ

de gravitation extériewr I’omoas peut prendre ume forme ellipsoidale amimde de mouvemenis
1Nernes.

Les demi-azes a, b, ¢ de Uamas vérifient, entre autres, les relations :
(4 + wa® = (B + )b = (C + v)c*;

A, B, C sont les coefficients du potentiel intérieur de Uellipsoidale ; o, B, Y sont en général des
fonctions du temps, dépendant du mouvement du centre de gravité et des mouvements internes.

INTRODUCTION

On peut observer dans le ciel des condensations stellaires appelées « amas
d’étoiles ». Ils ont été rangés en deux catégories principales :

10 Les amas globulaires de forme sphérique, qui présentent une forte condensa-
tion centrale ; ils contiennent un nombre considérable d’étoiles (on en a compté jus-
qu’a plusieurs dizaines de milliers dans certains amas) ; ils sont répartis sur toute la
sphére céleste : on en observe trés peu au voisinage de la Voie Lactée, mais on peut
penser que ce n’est 14 qu'une apparence, due & la position particuliére du Soleil.

2° Les amas ouverts, de formes plus variées ; ils sont beaucoup moins denses et
contiennent & peine quelques centaines d’étoiles ; ils sont par contre & peu pres tous

situés dans le voisinage de la Voie Lactée ; on les appelle aussi, pour cette raison,
amas galactiques,
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Il existe encore d’autres particularités, notamment sur les étoiles constitutives
de ces différents amas.

Dans I’étude du mouvement des amas, il ne saurait étre question de considérer
chaque étoile individuellement.

Les premiéres études effectuées par EpDINGTON et JEANS (Monthly Notices, t. T4-
75) supposent les amas isolés, le plus souvent & symétrie sphérique. Les amas sont
assimilés & des masses gazeuses en équilibre statistique.

Depuis, Henri MINEUR a étudié les conditions d’équilibre dynamique et statistique
des amas décrivant dans le plan galactique une trajectoire circulaire ; il tenait compte
ainsi du champ de gravitation extérieur (Annales d’ Astrophysique, t. 1 (1939), n° 1).
On sait que dans la condition d’équilibre statistique la loi de distribution des vitesses
cst celle de Maxwell. Alors les résultats obtenus sont les mémes que ceux déduits
des équations de '’hydrodynamique sous leur forme habituelle [RocarDp : I’hydro-
dynamique et la théorie cinétique des gaz (thése)]. Mentionnons également les
recherches récentes de CHANDRASEKHAR sur la dynamique des systémes stellaires
(Astrophycical Journal, t. 93, 95, 96).

Le champ de gravitation extérieur (celui de la Voie Lactée) est connu avec une
approximation suffisante dans le voisinage du Soleil, par ’étude de la rotation diffé-
rentielle des étoiles voisines ; en dehors de cette région, on peut faire des hypotheéses
vraisemblables et considérer la Voie Lactée comme superposition de plusieurs ellip-
soides trés aplatis, de densités différentes ; c’est ce qu’a fait LiNDBLAD.

Dans ce travail, j’ai assimilé 'amas & une masse gazeuse homogéne, dont les par-
ticules s’attirent suivant la loi de Newton. J’ai supposé connu le champ de gravitation
de la Voie Lactée. Enfin, les dimensions de I’amas sont supposées négligeables par
rapport a celles de la Galaxie. J’ai donc été amené & étudier le mouvement et la forme
d’une masse gazeuse homogeéne dont les particules s’attirent suivant la loi de Newton
dans un champ de gravitation donné (le probléme peut étre considéré comme résolu
pour une masse isolée, c’est a-dire en P’absence de forces extérieures de forme ellip-
soidale ; il a été traité par H. PoINCARE, etc.).

Le travail se compose de deux parties distinctes.

Dans la premiére partie, j’ai étudié la stabilité séculaire des figures d’équilibre
ellipsoidales obtenues par Henri MINEUR dans le cas d’une trajectoire circulaire. J’ai
obtenu deux résultats principaux :

a) Parmu ces ellipsoides, ceux pour lesquels le rapport de Uaxe moyen auw grand axe
est supérieur a une valeur bien déterminée voisine de 0,5 sont stables ; le rapport de axe
moyen au petfit axe peut prendre toutes les valeurs possibles, mais le rapport précé-
dent reste compris en effet entre 0,510 et 0,515.

Ce résultat est indépendant du champ de gravitation extérieur ; lorsque celui-ci est
connu, on peut calculer les valeurs des rapports des axes pour lesquels les ellipsoides
obtenus sont stables : il en existe donc une simple infinité, dont la forme varie de la
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sphére & un ellipsoide dont le rapport de 'axe moyen au grand axe a une valeur voi-
sine de 0,5.

La condition de stabilité séculaire utilisée est celle de LEIJEUNE-DIRICHLET :
I’énergie potentielle de ’amas doit étre minimum. J’ai calculé la variation d’énergie
potentielle qu’éprouve 'amas lorsqu’il se déforme & partir de la position d’équilibre,
de fagon que son volume reste constant, le centre de gravité décrivant toujours la
méme trajectoire circulaire. J’ai défini la surface déformée de ’amas par une longueur
infiniment petite { comptée sur la normale & I’ellipsoide et exprimée par un dévelop-
pement en série de fonctions de Lamé de la forme :

{ = Z A, IM(y) N},

w et v étant les deux coordonnées elliptiques sur ellipsoide d’équilibre, M; N, deux
fonctions de Lamé associées. Les notations utilisées sont celles de POINCARE : n est
Pordre (ou degré) de la fonction de Lamé, ¢ est un indice caractérisant chaque fonction.
Les axes de l’ellipsoide sont ¢* — a?, p*> — b2, p® — c2
La variation d’énergie potentielle ainsi obtenue est :

R,S R.S
— 2 2~2 Y 2N 2
W = 27 A, //(\ 3 om 1> M,2N.2do.

Par un choix convenable des A, la série { est convergente ; il en est de méme
de la série définissant 3W. -

Il v aura stahilité séculaire si tous les coefficients de stabilité -

R.S,
F. 3 9n

+

sont positifs.
R (p) est une tonction de Lamé de premiére espéce.
S,(p) est une fonction de Lamé de deuxiéme espéce.

Les seuls coefficients pouvant devenir négatifs sont ceux pour lesquels R, est de
I'une des deux formes :

R, = (p2 — a)(p? — atg) ... (p® — o)
R, = Vg2 —a?(p2—oy) ... (p2— o),

les racines o étant toutes comprises entre a® et be.
Le radical Vg — a* est compté comme une expression de degré 1.
Pour chacune de ces valeurs, I’équation de stabilité :

R,S, R.S;

3 _Zn—i—l:O

peut étre vérifiée.
La méthode suivie est celle déja employég par H. PoiNcarE dans I’étude d’une
masse fluide en rotation autour d’un axe fixe, mais les résultats sont trés différents :
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ici les fonctions R, et S, se rapportent & I’axe moyen de Pellipsoide, tandis que pour
Péquilibre d’'une masse fluide les fonctions correspondantes R; et S; se 1apportaient

au petit axe.
Par un changement de variables, j’ai mis I’équation de stabilité sous une forme

qui permet de montrer que si le premier coefficient de stabilité correspondant a la
fonction de Lamé : ;

R, = p2—u« (n —= 2)
est positif, tous les autres coefficients le sont aussi.

b) La condition qui définat Uellipsoide limitant les ellipsoides stubles est la méme que
celle quv exprime le minimum de densiié de U'amas pour tous les rapports & axes compa-
tebles avec la théorie.

J’ai montré que le minimum de densité de 'amas pour tous les rapports d’axes
compatibles avec la théorie s’exprime par la relation

W A

ou s est le carré du rapport de ’axe moyen au grand axe ; ¢ est le carré du rapport
de I'axe moyen au petit axe ;

(s, t) et (s, t) sont deux fonctions qui peuvent s’exprimer linéairement en fonc-
tion des intégrales elliptiques de Legendre.

La condition qui définit les ellipsoides stables limites est la premiére équation de
stabilité :

R.S; RS,

2 fr— ()
(2) . = 0.

Le premier membre est une fonction linéaire de ces mémes intégrales elliptiques.
Les équations (1) et (2) sont bien équivalentes.

Ces résultats diftérent de ceux de PorNcarE, qui n’a d’ailleurs pas considéré de
relations semblables.

On pourrait chercher, comme dans le cas d’une masse fluide homogeéne isolée, les
figures de bifurcation voisines de 'ellipsoide et étudier aussi la stabilité ordinaire des
ellipsoides en s’inspirant de la méthode de Mr CARTAN. J’ai calculé seulement les élé-
ments de la premiére figure de bifurcation ; contrairement & la premiére figure obtenue
par H. PoINCARE, elle n’est pas ovoide et présente trois plans de symétrie rectangu-
laires.

Les résultats obtenus sont en premiére approximation applicables aux amas
galactiques.

Les rapports des axes observés pour les amas voisins du plan galactique sont de
l’ordre de 0,8 (un seul est voisin de 0,6).

Dans la deuziéme partie, j’ai établi les équations générales qui permettent d’étu-
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dier le mouvement d’une masse fluide homogéne qui est soumise & un champ extérieur
et dont le centre décrit une trajectoire quelconque. On sait qu’il est en général impos-
sible d’obtenir des figures d’équilibre relatif de forme ellipsoidale en I’absence de
champ extérieur [APPELL : Traité de Mécanique Rationnelle, t. 4, fasc. 1]. Cela est
possible par contre si on suppose la masse fluide animée de mouvements internes.

J’ai supposé en premiére approximation que les mouvements internes sont définis
par des composantes de vitesse relative de la forme suivante, du premier degré en
%, Y, 2 (cette forme reste la méme si on choisit la vitesse absolue au lieu de la vitesse
relative) :

w = a® + b,y + ¢z,

v=ax + by + ¢z,
w = a;x + by + c;z.

Le champ de gravitation de la Voie Lactée est supposé en premiére approxima-
tion de la forme :

U = F(r) + G),

r et z étant respectivement les distances a 1’axe et au plan galactique. On connait U
d’aprés les données expérimentales.
Les axes a, b, ¢ de 'amas doivent vérifier entre autres les relations :

(A + @)z = B + pp* = (C + 1)

qui généralisent les cas particuliers obtenus pour une masse fluide isolée : v =0,
masse fluide isolée en rotation (H. Poixcarg) ; 8 = 0, amas dont le centre de gravité
décrit une trajectoire circulaire (H. MINEUR).

A, B, C sont les coefficients du potentiel intérieur de V'elljpsoide :

V=— %(sz + By? -+ Cz2).

Les quantités «, 3, v sont en général des fonctions du temps liées par certaines
équations différentielles dépendant du mouvement du centre de gravité, du champ de
gravitation cxtérieur et des mouvements internes.

J’ai formé les 15 équations vérifiées par les 15 inconnues du probléme (9 para-
métres définissant les vitesses, 3 composantes de la rotation du triédre mobile, 3 axes
de lellipsoide ; ces équations ont été étudiées en I’absence de seconds membres dépen-
dant du champ extérieur de gravitation par RIEMANN, SKETLOFF, etc.

J’ai obtenu ces équations en prenant le triedre formé par les trois axes de symé-
trie de ’amas comme systéme de référence ; elles comprennent :

a) I’équation de continuité, équivalente au fait que le volume de ’amas doit
rester constant ;

b) les 6 conditions exprimant que les surfaces d’égale pression, qui sont des ellip-
soides, admettent les axes mobiles comme axes de symétrie ;
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¢) les 2 conditions obtenues en écrivant que lellipsoide formant la surface libre
est une surface a pression constante ;

d) les 6 conditions exprimant que la pression sur la surface libre reste constante
au cours du mouvement.

J’al étudié diftérents cas voisins du mouvement circulaire : j’ai cherché en parti-
culier les ellipsoides de révolution vérifiant les conditions du probléme. Il en existe
une infinité, dont les axes vérifient les relations :

(A 4+ a)a® = (C + v) c?,

a=>b,
lorsqu’on suppose en premiére approximation :
Kr2
F(r) = )

(r) 2

ce qui revient & assimiler le potentiel de la Voie Lactée a celui d’un ellipsoide de révo-
lution homogeéne.
Enfin, ’étude directe dans le cas général des relations :

(A +@)a? = (B -+ B) b = (C + y)¢*

montre que les valeurs de «, B, v ne peuvent étre choisies arbitrairement, pour que les
rapports des axes puissent étre effectivement calculés. Si on considére I'espace Oufy,
le point représentatif o, {3, y doit étre situé dans une région déterminée pour que les
équations précédentes soient résolubles.

Dans le chapitre I, j’ai cru bon de rappeler quelques résultats concernant le champ
de gravitation de la Voie Lactée et les fonctions de Lamé.

Le chapitre IT contient les résultats obtenus sur la stabilité des figures ellipsoidales
dont le centre de gravité décrit un cercle.

Le chapitre IIT est relatif & I’étude du mouvement d’une masse fluide homogéne
dont le centre de gravité décrit une trajectoire quelconque.

J’al exécuté ce travail & 1'Institut d’Astrophysique du Centre National de la
Recherche Scientifique. Mr MINEUR, qui m’avait conseillé ce travail, n’a cessé de
m’encourager de sa bienveillante compréhension 3 qu’il trouve ici I’expression de ma
gratitude.

Je remercie M™mes RIGAUX et SINGELIN, calculatrices & I’Institut d’Astrophysique,
qui ont eftectué les calculs souvent laborieux exigés par ce travail.



CHAPITRE PREMIER

CENBRALITES. — FonNcTions DE Lamt.

1. COORDONNRES ELLIPTIQUES. — EQUATION DE LAPLACE. — Avant d’aborder
Iétude de la stabilité des figures d’équilibre obtenues par Mr MINEUR, rappelons
quelques propriétés des fonctions de Lamé qui nous seront utiles.

Soient les quadriques-homofocales :

2 y2 22

T g +5—s—1=0 (€ > b2 > a?).

(1) A2 — b2 i A — 2

Par un point de I’espace passent trois de ces surfaces ; x, y, z étant donnés ; on
a pour déterminer 2> = u une équation du troisiéme degré dont les trois racines réelles
%, 12, v sont séparées par les nombres a2, b%, ¢*. On a :

p2 > 2> p? > b2 > v2 2> al
e? correspond a un ellipsoide ;
w2 correspond a un hyperboloide & une nappe ;
v¢ correspond & un hyperboloide & deux nappes.

Réciproquement, ¢?, p?, v* étant donnés, on a trois surfaces se coupant orthogo-
nalement en huit points symétriques par rapport aux plans de coordonnées. Si on ne
considére qu’un seul triédre trirectangle, Oxyz par exemple, p, pu, v déterminent un
seul point z, y, 2

On définit ainsi un systéme de coordonnées ellvptiques o, W, v

L’équation de Laplace AV = 0 s’écrit dans ce systéme de coordonnées :

dzv dA dv
@) =z [Azd—z- +as dp]( 2 ) = o0,
en posant :
p?A% = (p* — a®)(p® — b)(p® — ¢?).
La somme se compose des trois expressions obtenues par permutation circulaire
de g, ., v, A, B, C; B et C étant définies de la méme fagon que A.
Si on remarque les identités :

2 (W—v) =0 et 2 p¥HpE— ) =0,
PritsV T
on peut compléter I’équation précédente et écrire :
dA dv
(3) Y Azdg+ ao @, T He? —l—K)V](yz——vz):O,
Psps v

H et K étant deux constantes.
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L’introduction de ces constantes permet de trouver des solutions de 1’équation
de Laplace sous la forme des polynémes :

V = R(p)M(u)N(v).

2. PoLynOMES DE LiamE. — Les polynémes R(p) vérifient I’équation de Lamé :
d2R dA dR
2 . 2 —

(4) AE AL o T He KR =0

Les polynémes M(u) et N(v) vérifient des équations analogues.
Tous ces polyndmes sont appelés polynémes de Lamé.

R(p) peut étre un polynoéme en g ou le produit d’un tel polynéme par 'un des
facteurs :

Vo2 —a? \/92—62 \/pz——c2
V{eP—b?)(p*—c?) V(p? — *)(p? — @) V(e — a?)(p* — )
Ny O\ /9 19\ /9 EX
VIRPT —— U ) \p —— UT)\pT—7)

Ces facteurs sont respectivement de degrés 1, 2 et 3 en p. On obtient ainsi huit classes
de polyndmes de Lamé. Ces polynémes n’existent que pour des valeurs particuliéres
de H et K.

La considération des termes de plus haut degré dans I’équation (4) montre que

H=—nn+ 1),

n étant le degré du polynéme de Lamé.

La constante K vérifie une équation algébrique dont le degré varie avec celui du
polynéme.

On peut écrire ’équation de Lamé sous la forme :

SR dAdR

(5) A2 L+ A = [n(n + 1)p* -F AR,

de? do dp
Remarque. — Par le changement de variable :
d d
du =2 =FF (D= (P —a () (p*— )
ou :
9 (I/2 + [)2 ”}“ 02
o> =p(u) + —

p(u) étant la fonction de Weierstrass, on peut encore écrire I’équation (5) :

dzR
au?

(6) = [a(n 4 Lp(u) + AJR.

3. CALCUL DES POLYNOMES DE LaM#. — Deux méthodes peuvent étre utilisées pour
calculer les polynémes de Lamé :
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a) On peut chercher & déterminer les coefficients de proche en proche par substitu-
tion dans I’équation différentielle (5). Cette méthode, utilisée par Lamg, est la plus
rapide si on veut écrire effectivement les polyndmes de Lamé. Elle ne nous sera pas
utile.

b) On peut former directement les équations vérifiées par les racines des poly-
némes de Lamé ; si on écrit ces polynémes sous les formes :

(I) R = (p>—a) (p2 — o) ... (p® — o),
(11) R =Vp?—a?(p?—ay) ... (p? — ),
(I11) R = V(2 — a?) (p* — b?) (¢ — ¢?) (p® — aq) - .. (p* — o),
(Iv) R = V(p* — a?) (p* — b?) (p* — &) (p® — &) ... (p% — 0w,

on obtient respectivement les systémes d’équations :

1 1 1 1 1 1
1 =0
@ oy — a? i al—bz+ oy — C2 + 4<oc1——oc2+ 061“013—{— S “1—“k>
et (k — 1) autres équations analogues.

En particulier :

pour R = ¢* — «, on aura :

1 1 1
oc—a2+oc—b2+oc—czzo’
pour R = (p* — oy) (0> — o), On aura :
1 1 1 1
=0
a1~a2+al—bz+a1—cz+4al—a2 ’
1 R 1 1
ocz—az_l_ocz—'bz+a2—02+4a2—o¢1_0°
3 1 1 1 1 1
11 =
(1) al—a2+m1—~b2+a]—c2+4<a1~—oc2+ocl—a3+ ocl—-ock> 0
et (k — 1) autres équations analogues.
En particulier pour :
R = Vp? —a?(p® —a),
3 1 1
oc—a2+oc—b2+oc——c2—0'
3 3 1 1 1 1
IT1 : =0
( )ml—a2+a1—bz+oc1~02+4<a1——oz2+oc1—oc3+"'ocl—ouc>
et (£ — 1) autres équations analogues.
3 3 3 1 1 1
1Y =
( )al—a2+a1~l)2+al—cz+4(oc1——oc2+oc1-—o:3+.”0(1—0%) 0

et (k — 1) autres déquations analogues.
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Il existe d’autres formes, qu’on déduit facilement des précédentes par permuta-
tion de @, b, c.
Nous n’aurons besoin dans la suite que des polyndmes des deux premiéres formes.
Les auteurs (LAME, DARWIN, LIAPOUNOFF, POINCARE, etc.) qui ont étudié ces
polyndmes ont employé des notations assez diftérentes, appropriées aux problémes
quils ont traités.
Nous les noterons de la fagon suivante, qui est celle de PoINCARE et qui nous
suffira :
R, =Vp* —a?
Ry, = Vpz— b2
Ry = Vp2—¢?

degré ou ordre » = 1

Ry = V(e®— %) (¢ — )

R; = V(p2 — ¢?) (2 — a?) degré ou ordre n = 2
Re = V(p* — a?) (p* — b?)
R, = p?2—«

Ry = V2 — a?) (p2 — b2) (%2 — ¢?)

Ry, = V(p® — a®) (p* — &) degré ou ordre n = 3
Ry = V(e* — 2%) (6" — B)

Ry = VoF —c?(p? — v)

Ryp = V(p? — b?) (p> — ¢?) (p* — @)

Ry = \/(92 — ¢?) (p% — a?) (p®* — B)

Ry = V(p* —a?) (p* — %) (> — )

Ry = (p* — «) (p2 — P). degré ou ordre n'= 4

En réalité il existe deux polynémes R, distincts, puisque « est donné par une
équation du second degré, etc.

4. PROPRIETHES PRINCIPALES DES POLYNOMES DE Lam#i. — Il existe huit classes
de polynémes de Lamé :

1° Le polynéme f(g?), qui figure dans les huit classes de polynomes de Lamé, a
toutes ses racines réelles et distinctes.

2° Le polyndme f(g?) a toutes ses racines comprises entre a* et ¢*.

3° Parmiles polynémes f(g?), il en existe un et un seul dont les racines sont com-
prises entre a? et b2,

40 Les racines « de ces polyndmes sont des fonctions croissantes de 'un des para-
métres a? par exemple, quand les deux autres b? et c? restent fixes.
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5. FoNcrioNs DE LAME DE DEUXIEME EsPRCE. — Considérons I’équation diffé-
rentielle qui définit R :
d2R
i = [nn A+ Dp(w) + 2]R.

Soit S une deuxiéme solution de cette méme équation, nous aurons :

% = [n(n + )p(u) + AIS.

On en déduit -

d2s8 d2R
R.qe Sqz="0
ou
dsS dR
— S - (e
Rdu Sdu Cte,

On appelle fonction de Lamé de deuxiéme espéce celle qui satisfait 3 la condition :

ds dR

“2n 4+ 1
S:R—[ R—2uu,

Ou encore, én revenant a la variable p :

On en déduit -

o2 + 1 edp
o R V(p? —a?) (g7 — b?) (02 — c?)

S=R

On voit facilement que :

n+1
Y

pour p = 4. oo,

Remarques. — 1. L’équation caractéristique de ’équation différentielle de Lamé
est, en effet :

ofoe + 1) = n(n 4 1).
On a les deux solutions :

o« =n qui correspond a R,

a=—(n 4+ 1) » S.

II. Les fonctions de seconde espéce S s’expriment en fonction des intégrales ellip-
tiques, par exemple sous la forme de Legendre.

6. DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES EN SERIE DE FONCTIONS



16 MARCEL MAYOT

pE LaME. — En coordonnées elliptiques, un ellipsoide E, est défini par la valeur
P = po ; Iexpression
_ 1
Vie? — 7 (" — v

qui est utile dans la suite prend la valeur :

1

l = 3
* T Vi —12) (pgr — ¥)

L’intégrale :
f [ 1MNM,N s = 0.

M et M, sont deux fonctions de Lamé d’ordre différent de .
N et N, sont les fonctions correspondantes de v.

,]n- ot ]’o]nmnyd- ﬂ grr'n (:!p 1 o]hnqnqu

Taviiiv.

L’intégrale est étendue a l’alre de cet ellipsoide.
Cette propriété permet de calculer les coefficients A, du développement, en série
de fonctions de Lamé, d’une fonction :

D, v) = 5 AMN;.
0

En calculant do, on trouve :

w2 — v2 dpdv

——

VB2 I,

/ / ngNkz w— v du v = f / (i, v)M; Ny L —};;’2

Nous supposons la convergence réalisée.

do =

7. PROBLEME DE DIRICHLET POUR L’ELLIPSOiDE.
Soit E, un ellipsoide (p = g).

Soit Vy(p, v) une fonction donnée sur E,.

On peut écrire :

oo
= X A:MpN;,
0
en supposant la convergence réalisée, et poser :
A]c = osz"SkO,

R,, S, étant les fonetions correspondant a M,, N,,
R,°, 8,° leurs valeurs constantes sur Pellipsoide p = p,.
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Pour le potentiel intérieur, il suffit de prendre :
Vi = oﬁakskoRkMka .
0

c’est bien une fonction harmonique, qui se réduit & V, sur l’ellipsoide.
La série V, est convergente puisque :
V,; < VO Rz < R;0 e > Po-

Pour le potentiel extérieur, on prendra :
V, = SaROSMNy ;
0

c’est encore une fonction harmonique, qui se réduit & V, sur 'ellipsoide.
La série V, est convergente, puisque :
P > Pos Si < Sio.

La fonction V est bien continue quand on traverse l'ellipsoide.

17

8. POTENTIEL DE L’ELLIPSOiDE HOMOGENE. — Les coordonnées z, y, 2 s’expriment

en fonction de p, @, v pas les formules :
xr = klRlMlNI: y = thlegNz, = h3R3M3N3,

avec :
i 1 1

hy? = (@ — b?) (a® — ¢?)’ ho? = (b2 — a?) (b — ¢?)’ hy® = (¢ — a?) (@ — b?)’

On a d’autre part les expressions de Lamé :

R, = Vo' —a? R, = Vp? — b2 R, = Vo — ¢?
M, = V2 — a? M2 = Vp? — b2 M, = Vp2 — ¢2
N, = Vv2 — a2 N, = Vv — b2 N, = VvZ —¢2
R, = RyR, M, = M,M, N, = N,N,.

Le volume de cet ellipsoide est :
T — i*-;f R,R,R,.

Pour la normale & cet ellipsoide, on a :

(n, 2) = dx . dz
cos (n, x) = o= udp’
or @
_ hyp
dx —_— ;/92 — a2 MlNldP’
d’ou :

cos (n, ) = h,JIM,N,R,.
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Déplagons Dellipsoide de e suivant 'axe des  ; le potentiel de la couche intermé-

diaire sera :

, v
V= —e

L’épaisseur de la couche sera :
{ = ecos (n, z) = c.h, R0, M\N,.
Son potentiel est & la surface :

%

Vi = aRy0 8,9 MyN, = = . Ry Ry 8,0 M),

Donc les potentiels intérieur et extérieur sont :

Vi = %"’ eh R, 8,0 R,M,N,,

V) = ‘f;—" bR Ry S,M,N,.

On a donc & l'intérieur de I'ellipsoide :

AV v, 4r S,0
— - = RS % T. g5
A Dextérieur :
AV V.’ 4w S S
e = OoR.0 1, _ 1
— . 5 RORy. o TR %

Le potentiel intérieur de l’ellipsoide est donc :

— (TS5 5 S, 50,
V'L—"—<2]?‘16'x+3}20y +R10z .
Pour le potentiel extérieur on a de méme :
oV Sy 0V S, oV S, .
bx——TEm 'b—y-—— T}-{,——Zy FZ—————TI—{—ZZ,
mais R;, 8;, R,, S,, R, S; dépendent de z, y, 2.
9. PESANTEUR A LA SURFACE DE L’ELLIPSOIDE. — Considérons un ellipsoide en

équilibre, la fonction de forces étant :
1
U=V +V, =V+ §(°‘1x2 + ay? + a52?%),

V étant le potentiel propre de I’ellipsoide,
V, étant le potentiel des forces extérieures.

Puisqu’il y a équilibre, la force résultante est normale & la surface de Pellipsoide,

qui est une surface de niveau ; son intensité est :

__du,
dn,
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Puisque 'équilibre existe :

22 y? 22
2 3
Po”—a

- ANE L (N (ANE L e L kel
7= K\/(3x> + \5?/) * <Dz> o 2KAoloPo_ Klo

Seule la quantité :

U-X(

d’ou :

lo

\/( Poz_"y_z) (902 —2)
dépend de p et v.
Le produit gl est donc constant & la surface de Uellipsoide.
On peut trouver facilement la valeur de cette constante si le coefficient «, est nul:
alors au point x =2 =0,y =Ry% u =a, v =cetl'ona:

U=V,
d’ou :
WV S,°
= —— — = —_— R 0 = TS 0-
ay Rzo 2 2
D’autre part I a pour valeur :
1 1
ly(a, ¢) = ~ =
o V(o — %) (92— ¢2) R,0R 0
Finalement :
TS,° 47
gl = _:R:_ITR_? == —3‘ R.2°Sz°.
10. FORMULES RELATIVES AU POTENTIEL DE L’ELLIPSOiDE. — Le potentiel inté-

rieur de l'ellipsoide homogéne de densité & :
x2 y2 72
aTEta—1=0
est :
1
V=— 3 (B:2® + Boy® + Bs2?),

avec :
dr

1 == 2 b 8 —_———

g rfabe f(au— ) VA
da

= 2 b 8 —_——

32 71:fa C f(bz T )\) VA
e dxa

=2 b8 —_—
P mc.[(c”—l)\/A'
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avec
AT = (@ + ) (8% + ) (¢ + A).

2 2
s=(z—)\, t———(é), A = b2x,
a) c
ces formules deviennent :
o0 sdx
= 2 8 _——
By = 2/ _/0‘ (1 + sz) VA

0 dz
2 = 271: 8 —
¥ / ,/°< (14 2)vA
©0 tdx

A=(Q1+2) 1+ sz) (1 + ).

En posant :

avec :

On vérifie ces résultats sur les formules de Lamé avec :

R12 J— 92“—‘“2, R22 — P2_ b2’ R32 - 92__ 02)
S 47 S S
gl=f1‘E’-1—— SR R;R, ” = 3 v 15 IRR
= 473 V(p2 — a? — b2 — ¢?) ©__rdr
w8 V(g — a?) (¢ — 0% (* — & / Ep———y
avec :
D = (r2 — a?) (r2 — b2) (r2 — c?).
En posant :
o2 — b2 B2 o2 — b2 B2
8292__“&:‘&—2’ tzpz__cz:Tz’
2 — b® = (p> — b?) (1 + x),
2 —a? = (p> —a?) (1 + sz),
2 —c? = (p* — ¢?) (1 + ),
il vient :

on retrouve :

\ = 2nf8 f°° _sde
0 (l —{—sx)\/A

De méme pour B, et f;.

11. CHAMP DE GRAVITATION DE LA VOIE LAcTEE. — Nous admettrons en premiére
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approximation que lé champ de gravitation de la Voie Lactée correspond & une fonc-
tion de forces de la forme :
U = F(p) + G(2),
avec
o? = X2 + Y2
O est le centre galactique, Ox etOy sont des axes fixes du plan galactique (fig. 1).
Considérons un systéme d’axes mobiles Gz, Gy, Gz ainsi Y|

défini: I
Gz passe par O ; NS @
Gy est perpendiculaire & Gz ; 1
Gz est paralléle & OZ. r ¢
La trajectoire de G est supposée connue : 0G = 0 : ~
On peut écrire : Fio. 1.

p? = (x + )+ z = Z.
Les premiers termes du développement en série de U seront :
2 2 2 2 32
o=t (2) +() +E2),+ £, ) e
4] o /e 4] 0

o 2z 2\ ore 7 or 2\ dz?

Par raison de symétrie on admet :

(%)=

L’étude de la rotation différentielle des étoiles voisines du Soleil permet de déter-
miner les valeurs numériques suivantes, relatives a une trajectoire circulaire du centre
de gravité :

1d
0= —- du _ 0,942.10715,

r dr

1dU0 42U

o = — d———— — = — 1,95,10~15,

r dr dr?

. *U = 10—

oL = — bzz = 5,60.10 15.

Dans ces formules les unités sont :
pour la vitesse : le kilométre /seconde,
pour la distance : le parsec.

12. FIGURES D’EQUILIBRE ELLIPSOIDALES DE MR MINEUR. — Mr Mineur, utilisant
les conditions de I’équilibre statistique de la théorie cinétique des gaz, a montré I’exis-
tence de figures d’équilibre ellipsoidales, en supposant que leur centre de gravité décrit
une trajectoire circulaire dans le plan de la Voie Lactée.

Ainsi que Mr RocarD ’a montré, ces conditions sont équivalentes aux équations
de ’hydrodynamique en premiére approximation,



22 MARCEL MAYOT

Ces équations s’écrivent ici :

Y 1
0w = rYe Bux p
13U R

— 0y = Y= — — —_— - —
Y Y3 o7 Pay

220 1
O—zﬁ——ﬁ?,z———é—-

p est la densité de Vellipsoide,
p la pression et r est constant.
o est la vitesse angulaire de rotation de ’ellipsoide autour de O.

B> B2 Bs sont les coefficients du potentiel de lellipsoide.
En tenant compte de :

il reste finalement :

Pour qu’une surface équipotentielle :
(¢ + B)a? + Boy? + (2 + B;)22 = Cte
puisse étre identifiée avec la surface libre :
x2 y2 22 .
g TRt ==L
il faut :
(@ + Bya? = Byb® = (a' + By)c?

Mr MINEUR a obtenu ainsi une infinité de figures d’équilibre dont les rapports des

axes :
/ 2
- gy
a c

4’(8: t) - )\CP(S, t) = 0,

vérifient la relation :

avec :
A= — = 42807
oL

Cette relation est représentée graphiquement par la courbe C (fig. 2).
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En posant :

o9 sdx ©0 dzx oo tdx
e [T g Tl g e
o (14 sz)VA o (1 4+ 2)vA o (14 )VA

L

on trouve :
4}=t12——13, ® = I, — sl,.

Nous verrons au cours de I’étude de la stabilité que le choix des rapports des axes
est limité.

Remarque. — On trouve toujours :

s<1 et t>1.

La densité p vérifie 'une ou I'autre des deux formuies :
a« 1 o 1
p = —— - — .
wf (s, 1) wf Yis, 1)

Elle présente un minimum pour s voisin de 0,25.



CHAPITRE 1I

ETUDE DE LA STABILITE SECULAIRE

1. ENERGIE POTENTIELLE DE LA MASSE FLUIDE. -~ Considérons une masse fluide
dont le centre de gravité est animé d’un mouvement circulaire uniforme ; nous avons
vu que cette masse fluide pouvait prendre la forme d’un ellipsoide invariable par rap-
port & un systéme d’axes Gayz animé du méme mouvement de rotation que le centre
de gravité G, 'axe Gz passant constamment par le centre O du cercle et axe Gz étant
z perpendiculaire au plan du cercle. Nous avons
appelé cet ellipsoide figure d’équilebre relatif
(fig. 3).

Nous avons vu que la résultantc
agissant sur un élément dm de la masse fluide
dérivait du potentiel :

=

Hexs A
col G

7}
"
<
-
¢
-
4]

Té oo
1cail

dm’ est un autre élément de la masse fluide ;
A est la distance des deux éléments dm et dm’ ;

Frc. 3. Pintégrale f dfm

sente le potentiel dii & Pattraction newtonienne des particules ; en premiére approxi-
mation :

X

étendue & lellipsoide repré-

O = = (awr? + v2?)

¢

ot —

représente le potentiel des forces extérieures.
L’énergie potentielle totale de la masse fluide sera :

1 dm dm’
W::Q/‘/‘T_]L ~/‘(I)dm,

dm et dm' étant deux éléments quelconques de la masse fluide (le coefficient 1 /2 pro-
vient du fait que chaque élément % est compté deux fois dans le calcul de la premiere

intégrale).
Cette formule reste valable lorsque la masse fluide se déforme et ne reste plus
ellipsoidale.

2. CONDITION DE STABILITE SECULAIRE (LEJEUNE-DIRICHLET). — La condition
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nécessaire et suffisante pour la stabilité séculaire de ’équilibre est que I’énergie poten-
tielle W soit maximum (pour une figure d’équilibre elle est maximum ou minimum).

La stabilité considérée est appelée séculaire, car elle demeure assurée méme en
présence de forces dissipatives (frottement dii aux forces de viscosité par exemple).

‘Soit W, I’énergie potentielle de la masse fluide dans ’état d’équilibre -(ellipsoide) ;
soit W I'énergie potentielle de la masse fluide lorsque l'ellipsoide primitif a subi des
déformations petites par rapporé a ses dimensions, le volume de la masse fluide restant
constant et le centre de gravité décrivant toujours un cercle.

La variation éprouvée par Pénergie potentielle :

SW = W — W,

lorsque la masse fluide passe de I'état d’équilibre ellipsoidal & une configuration voi-
sine, doit étre négative pour que la stabilité séculaire soit assurée.

En effet, I'énergie potentielle W, est maximum par hypothése ; pour toute con-
figuration voisine, I’énergie potentielle W doit étre inférieure & W, donc la différence
W — W, est négative.

3. CALCUL DE LA VARIATION DE L’NERCIE POTENTIELLE. — Soit :

2 2 2
X L Yy 2

5 3 | 2_()2_{_ 3 3 = 1
p a S p ¢

Iéquation de Vellipsoide d’équilibre.

Soient p, v les coordonnées elliptiques qui définissent un point sur la surface de
cet ellipsoide.

Soit {la distance d’un point M de I’ellipsoide & un point M' de la surface déformée
situé sur la normale & Pellipsoide en M: cette distance sera comptée positivement sui-
vant la normale extérieure & I’ellipsoide et supposée représentée par un développement
en série de fonctions de Lamé M (p) et N (v).

{ = 2A;1 M;N,.

Dans cette formule, les A; sont des coefficients constants et I une fonction de
e, s v déja rencontrée.

Sois ¢ la résultante de lattraction et des autres forces agissantes en un point de
la surface de Dellipsoide a I'état d’équilibre (cette valeur est constante sur 1’ellipsoide).

On a trouve précédemment :

gl = %C R,S,,
R, et S, étant deux fonctions de Lamé.
Soit V, la valeur de I’expression :

V:f-“Aﬂl—l—tD

en un point de la surface de l'ellipsoide.
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En un point de la surface déformée infiniment voisine, on aura :

V=Vo‘—

AV
S;;] A= VO - g)‘:
A est I'élément de longueur An compté sur la normale & la surface de lellipsoide.

4. ENERGIE POTENTIELLE TOTALE DE LA MASSE FLUIDE. — Cette énergie sera :

2W=f-/dm:m'+2fq>dm,

dm et dm' étant deux termes quelconques de la masse fluide, A leur distance.
Soit 2W, sa valeur a P'état d’équilibre (quand la figure se réduit & Vellipsoide)
Désignons par dm, dm’ les éléments de ’ellipsoide ; dy, dyp’ les éléments du bourrelet.
Alors :

W= [ [ [ SR e [ oan iz foa
avec :
2Wo=f/dmAdm'+2f@dm,

V=/dTm,+<I>:

2W=2W0+2/Vd”+//dy“_Ad.‘Ll.

Si dw est ’élément de surface de Iellipsoide :

ou puisque

dy = da dw, dp' = da"dw';

A étant trés petit (déformation infiniment petite) :

/ Vdrdw — f Vodp — f gadadew.

/Vodu est nul puisque /dp. = 0.

11 reste :
/Vduz—fgdw/o'cxdx=—fg%2dw.

De méme A est indépendant de p et ' au premier ordre prés :

S [ e [

Il vient donc finalement :

wowi} faw s} [ [0
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On a:
¢ _ g A EM2N;2 +~ % 2
-§- = H'E‘ 91N + A‘LAkl MiN’iMka>
2 2
/ g%—dw = 2A~2—i / g2dwM2N2 + X AA, f 912 dwMiN; M Ny
= 4—::A,L2RZS2 / IM 2N 2cw + Af»Ak4'3lc R,S, f IM:N My Ndw ;
puisque

/ZMN,Mkadw =0

2
S o5 aw="rsTas [ MeNaw.

D’autre part :

Jdw dw’ . JI'MN; M /Ny /'daw |
/ g = A f A ’

or :
/l'Mk’Nk'dw . 4TtRkSkMka
A T (@2n F 1)
* ., dw dw’ 47 RSk
’ - A A, IM.N, _—
f/ CC A Z*J—m*—m /v'—--u'—- .,Mkadui o + 1
Si
2 f77\/l' N AT N A n
v 7= k, j VAYE g dN VAR NF QW — U,

11 reste donc :

/' ,dw dw'= 9 N 2 4:TCR4,S;,.
J/CC : TA /leNwdw%L_i_i

On obtient finalement I’expression :

_ _ 4rm 2 R2S2_ RiS: 2N, 2
W~W0_——2—ZA1/‘< 2t ) MeNdw,

n étant le degré de la fonction de Lamé R,
La variation cherchée est SW =W — W, :

W—W, =—2nS A2 f (sz — 2:?_ 1) M:2N 2dw.

Condition de stabilité séculatre. — Pour que la variation de 1’énergie potentielle
W — W, soit négative, il faut donc que les coefficients :

stz__ RiS;
3 om+ 1

solent tous positifs.
Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité.
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Lorsque certains de ces coefficients, que nous appellerons coefficients de stabilité,
sont négatifs, il peut se produire une déformation croissante de la surface: il y a
instabilité.

5. FIGURES DE BIFURCATION. — Lorsque 1’un des coefficients de stabilité s’annule :

RS, RS

3 2n + 1
par exemple, si on choisit pour { Pexpression :
C = AlMtN“

on définit une surface voisine de lellipsoide pourlaquellela variation d’énergie poten-
tielle W — W, est nulle et qui est aussi une surface limitant unenouvelle figure d’équi-
libre, appelée figure de bifurcation.

Equation de stabilité. — Nous appellerons ainsi toute équation de la forme :

RgSz _ RiSi .
3 2% +- 1

0,

R, S, étant des fonctions de Lamé d’ordre n.
Nous allons voir que cette équation ne peut avoir de solutions que pour deux
séries particuliéres de fonctions de Lamé.

Comparaison avec les résultats de H. PoiNcarE. — Les coefficients de stabilité ont
été calculés par H. PoINCARE, LIAPOUNOFF, DARWIN, en étudiant les figures d’équi-
libre d’une masse fluide en rotation ; mais les résultats obtenus sont différents. En
effet, la fonction

R, — Vg5t
et par suite la fonction S, se rapportent ici & Paxe moyen de lellipsoide. Dans I’étude

delarotation d’une masse fluide autour d’un axe fixe, les coefficients obtenus étaient :

RISI__ R'LS'I: .
3 2n + 1

La fonction R, = Vp* — a? et par suite aussi la fonction S; se rapportaient au petit
axe de lellipsoide.

Nous allons établir quelques théorémes relatifs aux racines de I'équation de
stabilité.

(L>ordre d’une fonction de Lamé est égal ason degré en convenant que V g* — a?
est de degré 1.)

6. RACINES DE L’fQUATICN DE STABILITE. — Cette équation est de la forme :

RS, _RiS;i.

F== T on L1
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dans laquelle :

29

R, = Vp2 — b2 a? < % < ¢ < p? < 4 oo
I. Dans le cas général, I’équation
F = om T 1 o1 m 7= n
ne peut avoir que deux racines au plus entre ¢? et - oo (la valeur p = - oo étant
écartée).
Introduisons la variable u définie par :
d
P = VE— @ (@ — ) (e — o,
alors :

§_/‘"2n—|—1d
R o R? b

Pour p = oo, u est équivalent & i— et le produit RS est équivalent & é

Les racines des polynémes de Lamé R sont comprises entre a® et c2.
L’équation

F ¥ Sk S; R.?
1= Rz (@m + DRe  (2n + R; Re?
a les mémes racines que F = 0 dans l’intervalle (<2, 4+ oo).
La dérivée

F,_ 1 4S8 1 R:dS
du ~ 2m + 1duRi (27 + 1) Re2du R;

1S d (Re

T 2n + 1 R;du \Re2

_ 287; R'iRk i Rq.le
2n + 1 Rka

Puisque S, ne s’annule pas, les racines de % sont celles de

® = R’;Rx — R’:R..
La dérivée de cette fonction-est :

‘_1_3’ = R";Rx — R;R"%.
du

D’apreés la définition de R, et R, :

R" = (Hp? + KaR;
et

%{5 = Rng[(n(n + 1) -— m(m + 1)92 —-l— K,;-— Kk)]-
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Le dernier facteur peut s’annuler une fois seulement lorsque p? varie de ¢? & + oo,
dF,

I De peut avoir plus de deux racines et F, ou F ne peuvent avoir plus de trois
racines dans cet intervalle.

Or, p = 4o est racine puisque

. 1 1 1
FH_OO)NE;(Zm—{— 1~ an T 1) —0.
Dans le cas ou

o RS, RiS;
) 2n + 1
1/1 1 g
F(+ OO) == ; <§ —_— m) —0 (pOSltlt).

On aura en résumé pour variations et signes de @, Fy et F (tableau 1) :

AT TIATT T
JADLINAU L

e c? + oo
dd 0
F T

—ulou<1> — A 0 N+ N 0 N

FouF, \\ A A N 0

@ .
3, st négatif pour g* ~ 4 oco.

Si F(c?) est négatif, ’équation F = 0 n’a qu’une racine comprise entre c* et 4 oo.

Si F(c?) est positif, I’équation F = 0 & Oou
deux racines comprises entre ¢® et | oo.
C’est ce que montre le graphique de la figure 4.

I1. Si la fonction f = g—’ est constamment

k
croissante ou décroissante

dans lintervalle
(2, + o0), 'équation F = 0 n’a pas de racines
¢ dans le méme intervalle.
En effet :
df _ R'Re — RR% _ df dp
Fic. 4. du Ry? dp du
ne s’annule pas d’aprés I’hypothése ; il en est de
méme de @ ou dr,
du

; et B ou F, sont constamment croissantes ou décroissantes.
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III. Application au cas :
stg R‘isi

F=- T 1

1° La fonction R, contientV g* — b* en facteur.
Soient :

Ri = V(p? — a?) (p? — b?) (92 — )M (p% — i),
Ri = V(p? — a?) (2 — b3)I1(p% — a),
Ri= V(p? — b?) (p* — 3 [I(p — i),

= \/.52——-—-17—21—[(92 — i)

k3

La fonction f = 11:- est toujours croissante
2

puisque
a? < o; < c?
et ’équation F = 0 n’a pas de racines.
20 La fonction R; contient \/ p* — ¢* en facteur :

R: = V(e — o) (7 — (et — )
R, = \/92 — GZH(Pz — )

La fonction

R‘i 2___p2
f=’R—‘2= \/_:_2___(‘;2\/92_@2[[(92__%)

est croissante en méme teémps que
p?—c? b2 — ¢2
92——62— 1+ 02 — b2

et 'équation F = 0 n’a pas de racines.

3° La fonction R, est de la forme :
Ri = I(p? — as)
ou
Ri = V2 — a?Il(p? — a,).
Soit A la plus grande racine de R,.
Considérons la fonetion :

R; 2 — A
f= R, \/g—r_—bg Ve — A V2 — a?Il(p? — winy).

Elle est toujours croissante si A > b? et dans ce cas f n’a pas de racines.

7. ConcLusioNs. — Les seules fonctions de Lamé pour lesquelles le coefficient

de stabilité :
RS, RS

F 3 2n+1
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peut s’annuler sont :

Ri= (p% — o)) (P2 — p) ... (p%— 90:),
Ri = Vp2—a?(p® — o)) (p2 — o) ... (2 — ame),

les racines o étant toutes comprises entre a* et b2.

On sait que parmi les polynomes de Lamé de degré n = 2k (premiére forme), il
y en a un et un seul dont toutes les racines « sont comprises entre a? et b? (STIELJES :
Acta Mathematica, t. 6).

De méme, parmi les polynémes de Lamé de degré n = 2k + 1 (deuxiéme forme),
il y en a un et un seul dont toutes les racines o sont comprises entre a? et b2.

On sait de plus que les racines « de ces polynomes sont des fonctions croissantes
de 'un des paramétres a® par exemple, lorsque les deux autres b2 et ¢* restent fixes.

Pour la premiére expression R, les nombres « sont racines des k équations :

1
o, — ¥,

1 1 1
”;—a2+a§—b2+{}(;—62+42

j=Fi

=0,
la sommation étant effectuée pour toutes les valeurs de § différentes de 7 (7 de 1 & k).
En particulier pour R, = > — o, on a :

1 1 1
oc—a,z_l—oc——bz_!—o:—c2

= 0.

Pour la deuxiéme expression R, les nombres «, sont racines des k équations :

1 1 !
3 e

ai—a2+a.;—b2+oc.;—cz i;&jm—a,zo'
En particulier pour
Ri = V> — a?(p® — ),
on a:
Tt tre
Nombre de racines. — L’étude précédente a montré la possibilité de trois cas :

1° F(c?) < O : une seule racine en g2,
20 F(c?) > 0: deux racines en g2,
30 F(c?) > 0: aucune racine en g
Considérons la premiére équation de stabilité correspondant a la fonction de Lamé :
Ri=p*—u« avec Rgz\/pg—bz.
Nous avons trouvé :
RS nay [ s
T 1 i) o R2@)VD

D = (r2 — a?) (#2 — b?) (r2 — ¢2).

avec
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Par suite ’équation de stabilité s’écrit en général :

Flo?) — R.2 0 7-d1*.~__Ri2 '/‘Q“ rdr _ =0
() “”Aﬂﬂiﬁﬁ @ [ waevs

ou, en remplacant R, et R; par leurs valeurs :

0 dr dr
F(o?) — (of — b2 4 _ (0% — 2‘/‘0Q r _
(0® = (p )_/p- " — ) vD (p o) ArrE——

~-/m[pz__bz <92——¢x>2 ,.d,._o
o |0 r*—a) |VD

c? — bt ¢ — q\27] rdr
- [Tt 2]

a? <a<b2<e?2<r2< 4 o0

Par suite :

D’autre part :

On a vu que le nombre « est la racine comprise entre a® et b2 de

1 1 1
a—a2+a—b2+ «—c% 0.
L’expression
2 —zx
2 —zx

est décroissante avec z(r*? > c?).

Elle est inférieure & 1, donc :
c2—0b% c?—a

< <1

P L p—

La quantité sous le signe / peut donc étre positive ou négative pour

2 <712 < 4 o0.

8. DEUXIEME FORME DE L’EQUATION DE STABILITH. — Pour étudier les solutions
des diverses équations de stabilité, effectuons le changement de variables déja utilisé
en posant :

2 — b2 = (o — %) (1 + 2),
2__p2 R 2__ p2 2 2 __pe
S:pz bzz—é’ t(=92 b2=]i'2’ h=" b'
pt—a? A pr—e* C Pt —
Il vient :

r—at = (2 —a) (Ll +sa), rP—ct=(f—c?)(l4ta), 1—o=(pt—a)(l+ k),

La premiére équation de stabilité s’écrit alors :

/oo_df__/oo_dﬁ__zo
o (14 2)VA o (1 + hx2VA
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avec
A=04+2z)1Q 4+ sx) (1 + ).
La deuxiéme équation de stabilité correspondant & la fonction de Lamé d’ordre 3:

R, =Vp? —a?(p*— )
g’écrit de méme :

/’ oo dz . /‘ 0 dx o
o A+2)VA o (1 +s)(Q+ hx)2vA
le nombre « étant la racine comprise entre a2 et b2 de :

3 1 1
a—a2+a—a2+a—02=

0.

On a donc en général, pour les fonctions de Lamé d’ordre pair de la forme :

Ri= (e — o) (p* — &) ... (p® — o)
une équation de stabilité de la forme :

e

o (14 x)VA o (L + 2@l + hex)? ... (1 + *z)2VA

et pour les fonctions de Lamé d’ordre impair une équation de la forme :
R, = Vor — a2 (p* — o)) (p* — ) - (p% — ou)

une équation analogue de la forme :

/‘°° dx _/°° dx —0
o (14 z2)vA o (14 sz) (1 4 h)®(Q + hex)? ... (1 + hex)2 VA

Equations déterminant les nombres h.
Ces équations se déduisent de celles définissant les quantités «. On peut écrire :

1 1
a—a? (2 — a?) — (p? — a.)
o? — b2 1 1 ks
a,—a‘z—“ 92_a2 92—%_. 1 1"}”__8
pz_bz_pz_bz s h,
De méme :
2—b> b o2 — b2 ht
«—0%  h,—1 «—ct h—1t
2 — b hh,
o, — o,  h,—h,
Les & équations cherchées seront donc de la forme :
0s 1 ¢ h,
h@'—8+hz—"‘l.+hz*t+4lglk7f—’h:0 (0=10u3)

obtenue en faisant disparaitre les facteurs p> — b2 et A,
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En particulier pour :
Ri = 92 — ,

Péquation unique vérifiée par A est :

s 1 t
s Th—1 T hi—:= "0
et pour :
R, = Vp2 —a?(p? — ),
elle est : .
3s 1 t
sttt

Les nombres h sont tous compris entre s et 1.
En effet, les nombres « vérifient la double inégalité :
a? < a < b2
ou :
e —a?> o — o > p% — b2,
ou encore : ;
2__ K2 2 __ p2 2 ___ p2
pr— b 2 — b pP—0b

E
p2_a2 92__“ p2____b2
c’est-a-dire :
s < h <1
Enfin, de la méme facon que les nombres « croissent avec a? quand b? et ¢? restent
fixcs, les nombres k croissent avec s quand ¢ reste fixe.

Chaque équation de stabilité apparait ainsi comme une relation entre s et ¢,
puisque les nombre % sont des fonctions de s, t.

Nous verrons que la premiére équation de stabilité définit pour chaque valeur de
¢t une valeur bien déterminée s, que nous écrirons s,(f) (2 étant ’ordre de la fonction
de Lamé).

La réciproque n’est pas vraie : & une valeur de s peuvent correspondre zéro, une
ou deux valeurs de ¢.

De méme, la deuxiéme équation de stabilité définit un nombre s,(¢).

Ces résultats préliminaires étant établis, nous allons montrer que :
le rapport t ayant une valeur donnée quelconque entre 1 et + oo, les valeurs s,(t), s5(t) - . .
s,(t) ... définies par les équations de stabilité décroissent avec m lorsqu’elles existent.

9. THROREME. — Les nombres s, (t) décroissent avec n.
Nous diviserons la démonstration en trois parties.

1. Ecrivons la premiére équation de stabilité :

(1) /“_diﬁ_/m_dx_:zo
o (Q+2)vA o (1 4+ hx)2VA
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Ainsi que nous 'avons dit, elle définit pour chaque valeur de ¢ un nombre s,(t).
Pour les valeurs de s telles que :

s, <s <1

le premier membre est positif : on s’en rend compte facilement pour s = 1 par exemple,

alors h =1 et 'on a:
/““ dz ___/’°° dz >0
o (1+ 2)VA o (1 + z)2VA

Ecrivons la troisiéme équation de stabilité :

©0 dx o0 dz
@ /o (1 + =) WS_[ (I + A2 + h2)VA

Conservons toujours la méme valeur de ¢ et donnons & s la valeur s, définie pré-
cédemment : 'un des nombres A, ou h, est supérieur & h (propriétés des racines des
polynomes de Lamé).

Le produit

(1 + 2z)*(1 + hy2)?
est donc supérieur &
(1 4+ hz)2
Les éléments de la deuxiéme intégrale de I’équation (2) sont ainsi inférieurs & ceux
de la deuxiéme intégrale de I’équation (1).
Le premier membre de 1’équation (2) est par conséquent positif pour s = s, et
par suite pour :
8y K8 1.
La troisiéme équation de stabilité ne peut donc étre vérifiée que pour une valeur
de s inférieure & s,, solution de la premiére équation de stabilité.

II. Ecrivons maintenant la deuxiéme équa,tion de stabilité :

3 OO
®) A (1—[—x VA (l—i—sx(l—{—}w)zVA

Conservons la valeur précédente de ¢ : elle définit un nombre s(f).
Ecrivons la quatriéme équation de stabilité :

@ / (1 + x) 4+ 2)VA f (1 + s2)(1 + hlx)zu (1 + hgpVA

Il est clair que nous pouvons répéter le raisonnement précédent.
Par conséquent, le premier membre de I’équation (4) est positif pour :

53 < s < 1.

La quatriéme équation de stabilité ne peut donc étre vérifiée que pour une valeur
de s inférieure & s3, solution de la deuxiéme équation de stabilité.
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III. Le nombre &' correspondant’ & la premiére équation de stabilité est relié au
nombre «; défini par :

le nombre A" correspondant & la deuxiéme équation de stabilité est relié au nombre
o, défini par :

3 1 1
folog) = % — a? + %, — b? +

0.

oy — C2

Les fonctions f sont décroissantes dans Pintervalle (a2, b?).
o, et o, sont compris entre a? et b2
Si € est une quantité trés petite, on a :

W@+ e =+oo  fa?+e) =+oo

fl(“l) =0 fz(fxz) =0
fl(bz_-s):_oo fz(bz———s)z—oo.
D’autre part :
3 1 1
faley) = o« — at + %, — b? + %, — ¢?
2
= &1————(12 + fi(ey)
—_— 2 .
T oy — a?

C’est unc gquantité positive.
Le nombre o; est donc compris _entre a® et o,.
On a la suite :
at < o, < ay < b2
Donc :
s <k <A <1,
L’élément différentiel (équation 3) :
dz )
(—1A + sz)(1 + h'x)2VA
est donc inférieur & 1’élément différentiel

o ds
(1 + hz)2VA
Par suite, la racine s,(¢) de la deuxiéme équation de stabilité ne peut étre qu’infé-

rieure & la racine s,(t) de la premiére équation de stabilité.
Pour une méme valeur de ¢, les racines :

82(t): 83(t)> e sn(t)

(squation 4).

décroissent avec 7.
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10. ConcrusioNs. — Si le premier coeffitient de stabilité est positif, tous les
autres coefficients de stabilité sont positifs.
11 suffit donc, pour conclure, d’étudier la premiére équation de stabilité :

°o dz o dx
—— —— =0
.[ (1 + z)VA ‘/o‘ (1 + hz)2VA

Remarque. — Si on veut déterminer les éléments des figures de bifurcation, il faut
résoudre les différentes équations de stabilité.

Nous verrons que la fonction s,(f) varie dans un intervalle trés restreint quand ¢
croit de 1 & -} oo.

De plus, on peut calculer les valeurs s,, s3, ... s, pourt = 1. Ce calcul s’effectue
a I’aide des fonctions de Legendre.

11. ETUDE DE L’EQUATION DE STABILITE (premiére équation). — Nous commen-
cerons par étudier ’équation :
1) R,S: _ R.S,
3 2n + 1

pour la fonction de Lamé la plus simple :
be:Pz*“ (7’1/:2),

c’est la premiére équation de stabilité.
On a vu en général que :

R.S +too  pdy
WD th e
on + 1 (e) / R2(r)VD

R, — Voo — b2

Enfin :

Nous allons voir que I’équation (1) fait correspondre & chaque valeur de ¢ une
seule valeur de s et que les valeurs de s ainsi obtenues varient dans un intervalle trés
limité.

On peut dire pratiquement que s est voisin de 0,25 et 2 = Vs voisin de 0,5.

Le calcul numérique s’effectue & laide des fonctions elliptiques de Legendre
(Tables Numériques de Potin) dans le cas général.
J’al étudié en détail les deux cas limites :

a) t=1= (é’)z (ellipsoide de révolution allongé) :
le calcul donne 2 = /s = 0,512 ;
b) t = oo (ellipsoide trés allongé : aiguille) :

le calcul donne (—I: = s = 0,515,
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L’équation de stabilité est :

R,S, RS,
(1) 3 T 2n+1

La premiére valeur de R, pour laquelle cette équation a des racines est :

Rz=92—“ (n = 2).
Dans ce cas :

Vo2 __ h2
g7 = "= / (rz—bz)\/D
R.S.

w1 T / (rZ—azx/D

D = (2 — a?) (2 — b2) (r2 — c?).

avec

Le nombre « est la racine de ’équation :

@) L o, 1. 1

oe—a?  a—b  a—c?
comprise entre a® et b? :
a* < o < b2

Par le changement de variable déja utilisé :

72— b2 = (p? — b2) (1 + =).

s:ﬁ“ﬂ t_.Pz_ba h_pz_bz’
p? — a? ‘“Pz_cz “pz——oc
il vient :
1 —a? = (p* —a?) (1 + s2), r2—c? = (p* —¢?) (1 + ta),

2 —a = (p2 —a) (1 + hx).

L’équation (1) s’écrit alors :

/ (1+x / (lJ—hx2\/A

=14 2) 1 4+ sz) (1 + tx).

avec

On a toujours :
s <1, t> 1, a? < b2 < ¢2,
Puisque a? < « < b2, le nombre % est compris entre s et 1.
L’équation (2) peut s’écrire :

1 1 1
=0
P — =) Foa— (= Foa— o
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ou :

ou :
1 t
h—~s+h—~1+h—t_0'

et dx
I= _
.[ (1 4 hz)*VA

Pour calculer l'intégrale :

nous utilisons 'identité :

x+c \ lc—ua 1 _i_lc——b 1
(@ 4+ ) VD/ 2a—°‘(x+a)\/ﬁ 2b—a (x4 b)VD
—
(» + e)2VD
(ici on a: D= (@ +a)(@+ b)@ -+ ).
Elle est vérifiée quels que soient a, b, ¢ si :
1 1 1
oc—a+oc—b+oc—0=0'
On peut choisir :
1 1 1
oc:;b azg b:; c=1

Ecrivons aussi pour simplifier :

I — 00 sdx I — > dx I _/’°° tdx )
: /0' (1 + sz)VA 2 /0- (1 + ) VA *~ s (1 +@)VA

L’équation & résoudre s’écrit alors I = I..
(On sait que I; + I, -+ I; = 2, ce qu’il est facile de vérifier.)
On obtient ainsi ’équation :

11 —s 1¢—
l=si—bL+t3;—

5T I—(l———k)

La condition imposée étant I = I,. il vient :

1[]1—s t—1
1+ (1—5) Iz=§[m11+m13]'
Résolution numérique de I égquation de stabilité (premiére équation). — Ce calcul peut
étre effectué a ’aide des fonctions elliptiques :

¢ do L —
F &, = —_— E s == \/1 — k% gin? od
(o @) | Ty (o ) '[ ¢de



SUR LA STABILITE DES AMAS D’ETOILES

41
avec
k? = sin2 ¢ = 11— s),
t—s
2% = gin? p = t—t—s
En posant :
F E tE'—1
F = , E = R A= —0o,
Vt—s Vi—s t—1
on trouve :
1, s , ,
2 (D—I—S(F — K,
L I,
Z=A—o F=1—A
L’équation de stabilité s’écrit alors :
1—h 1—s t—1
—_— 2(1 — A— @) = O —
t——h+ ( k) ( ) h—s t-hA'
12. EXAMEN DE DEUX CAS LIMITES.
a) t = oo (aiguille).
L’équation définissant A se réduit a :
k2 — 2h(1 + s + 35 = ©,
d’ou la seule valeur de & acceptable :
h=1+s— V({1 + )2 — 3s.
De méme :
sinfa =1—s3, sin? ¢ = 1, ( =g>,
Am 2 o~ S5 F—E
Vi —s Il—svt—s

L’équation se réduit a :

2(1 — h) (A—@)=2_8®~A,

— 8

d’ot
h
AT R+
La limite de ; étant d’autre part :
F—E s
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on aury :
F—E 1—s &

E = s kRl

On effectue le calcul par approximations successives en choisissant s.
On trouve :

s = 0,2652, b _ 05150,

l/

b) t =1 (ellipsoide de révolution allongé).
Dans ce cas :

sin?e =1 sin? ¢ = 1 —s.

Les fonctions E et F se réduisent & :

9 1.1 i @
F:~/o' _(iﬂ’_zéL——l_ﬂ?, Ez./o~ cos ¢dgp = sin g,

cos @ 1 —sin ¢
o 1 -1 -+ «<in o .
V= - L ——, E =1,
2sin ¢ 1-—sin ¢

. E —sina 1
. 1 s F—E
lim. A ==(1 —_— s
. 2< +1——s Slncp)

1 F—E

¢ = -
1—s sing

La valeur de & est :

L’équation de stabilité se réduit a :
2
(1 —h) @—h =5EF —1) k1 —hr) + 3]
En posant :

§ =1—2? (x = sin ¢), on trouve l’équation :

1 142 9 — 22
221 —x 9 —4 x%2— x4

F =

Le calcul donne :

b
s = 0,2627, - = 0,5125.
a
13. CONCLUSIONS RELATIVES AUX CONDITIONS DE STABILITE. -— Pour une valeur

donnée de A, ’équation définissant les figures d’équilibre était :

b(s, £) — Aopls, 1) = 0.
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A un facteur constant prés, on avait :

P(s, ty = tI, — I,
(s, t) = I; — s8I,
avec les notations précédentes.
En définitive on avait une équation :

t = f(s),

Z’:F<§>,
[ a

. b, b
faisant correspondre une seule valeur de - & chaque valeur de - -
a

ou

On pouvait représenter graphiquement les solutions de cette équation par un arc
de courbe AE dans le plan Ost. Cet arc de courbe passait par les points :

Es=0,t=1) et As=1,¢t=1).

La premiére équation de stabilité est indépendante de A (ainsi que toutes les
autres d’ailleurs).

Elle définit un arc de courbe CD partant du point C (s = 0,2576, ¢t = 1) et allant
jusqu’a Pinfini, ou elle est asymptote & la droite s = 0,2652.

Cet arc de courbe limite vers la gauche la région DCAY, région du plan Ost ou le
premier coefficient de stabilité est positif.

Il correspond & I’équation :

relative & la fonction de Lamé de degré n = 2.

Les courbes telles que GH correspondant aux fonctions de Lamé de degré supé-
rieur & 2 sont situées & gauche de CD.

11 en résulte que dans la région DCAY située a droite de CD fous les coefficients
de stabilité sont positifs et, par conséquent, les figures d’équilibre sont stables.

Pour une valeur donnée de A (cette valeur de A dépend du champ de gravitation).

les seules figures d’équilibre stables sont celles pour lesquelles les rapports des axesg

et g ont des points représentatifs (s, ¢) situés sur ’arc de courbe AB du plan Ost. Cet

arc est limité au point A et au point B de rencontre de la courbe ABE et de la courbe CD
précédemment définis. Le point B n’est pas le point le plus élevé de la courbe ABE.
Son abscisse reste bien voisine de :

s = 0,25 (9 = o,5>
a

quand I'arc ABE se déforme avec A
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Ainsi : les figures ellipsoidales d’équilibre obtenues au cours d’un mouvement cir-
culaire uniforme dans un champ de gravitation sont stables si le rapport gde laxe
moyen au grand axe est supérieur & une valeur bien déterminée pour chaque valeur
de A\ Cette valeur est toujours voisine de 0,5. La valeur du rapport g de I’axe moyen
au petit axe croit avec A de zéro & l'infini.

Représentation graphique. — Variation de s en fonction de t. Quand ¢ varie de 1
)

c é)’

%

B
{/, £
R
/
I i
o mmeememe L
1 E et A
(| '
[ Il
11 :
i ’
bt '
11l !
[N )
P !
It H
(Bl H
[ E
IR
i : b
11 1 s (7
0 0510 i 0515 3
0,512
Fic. 5.

a + oo, la valeur s,(t) définie par la premiére équation de stabilité décroit d’abord
de s = 0,2627 jusqu’a un minimum s = 0,2600, puis croit jusqu’a s = 0,2652.
Ces résultats sont représentés ci-dessous (tableau Il).

TABLEAU 11
b
- 1 1,24 + o0
c
t 1 1,50 + oo
8 0,2627 N 0,2600 ~ 0,2652
- b
Vs=- | 0,5125 ~ . 0,610 70,5150
a



SUR LA STABILITE DES AMAS D’ETOILES 45
La figure 5 représente la courbe 2— = f<2 ) ; la région hachurée correspond aux
ellipsoides stables ; ’arc de courbe AB est déterminé pour chaque valeur de A

14. ETUDE DE L’BQUATION DF STABILITE (deuxiéme équation). — Nous étudie-
rons ensuite la deuxiéme équation de stabilité :
RS, RS
3 T 2n 1

C’est I’équation obtenue en prenant la fonction de Lamé de degré n = 3 :
Ri = Vp? —a?(p* — a).

Ce calcul n’est effectué qu’a titre de vérification. Il serait nécessaire, cependant,
si on voulait calculer les éléments de la deuxiéme figure de bifurcation.

Il en est de méme pour 'étude générale du cas limite ¢ = 1. Les valeurs de s(?)
varient en effet trés peu quand ¢ varie de 1 & 4 oo et restent voisines de la valeur cal-
culée pour ¢ = 1 (ellipsoide de révolution).

L’équation de stabilité est toujours :

R,S R:S;

(1) ; 2 = S 1’

Ri = Vi@ =@ (¢ — o).

RSy (o gy [ __rdr
9 (P ) ,/p’ (’)'2 . bz) \//D
R.;S,;

_(2_a2)(2_a)2/°° Irdr
on 1 P e b (P —a?) (' — apVD’

Le nombre « est la racine de 1’équation :

3 1 1
(2) oc—a2+<x—b2+oc—62:0

comprise entre a2 et b? (a? < a < b?).
Par le méme changement de variable que précédemment, I’équation (1) devient :

o0 dx _ 00 dz .
/0‘ (1 + z)VA [ (1 + sz) (1 + ha)2VA

L’équation définissant A se déduit de (2) de maniére analogue :

3s 1 t
h-s+h~—1+h——t:0 (s < h<1).

Pour calculer I'intégrale :

I= /oo dx ’
o (14 s2) (1 + hx)2VA
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nous utiliserons l'identité :

1 b—e¢ d -+ c
— 9 — b — — R — 9 —1 (b —
(@ — a) ( ) (¢ — &) G I VD VD 2% [(x T \/D] ( o)
1
2(b — — )] ——=-
+ [2( @) + (¢ OC)](x_{_m)‘/D
Elle est vérifiée quels que soient a, b, ¢ pourvu que « soit racine de :
3 1 - 1
i—ata—p Ta—c "
En prenant :

—1 =1 b— 1 1
“—k’ a'—:;) "‘E’ c =1,

on obtient :

2h(t — h) + 2(h — ) (t — k) (1 — A)I, = [2(t — ) + 41 — AT, + h(t — )T,

Avec les mémes notations, ’équation de condition &’écrit :

g+ A2 — ) + g = o2 — o) + 2 + )

G—h) (I—h) 1—h

Examen de cas limites.

a) ¢ = oo (aiguille).

L’équation donnant 2 se réduit & :

B2 — 2h(1 4 s) + Bs = O,
d’ou :
h=1+4 2s — V(1 + 25)2 — Bs

et ’équation de stabilité devient :

® b4 2h—s)(1—h)
A 3—h+20b—s(A—n

d’ou :
F—E_1—s h+2h—s(1—h
E =~ s 38—h+ 2h—s)(1—h)
Le calcul donne :
s = 0,115, b_ 0,34.
a

b) t =1 (ellipsoide de révolution).
Dans ce cas
bs
h=5T%
et ’équation de stabilité se réduit & :
oh + 2(h — s (1 — R)1, = 31,,
1, =2 —2I[,, 1, =1,

1
12 eSS ]:(1 —_ SF/).
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Finalement, en posant :
§ = 1— 27

on a :
poLplte _601—s2 4 (11 4 45) (2 + 35)
T2l —2x 3(2 + 35)2 4 6s(1 — s)2
Le calcul donne :
x = 0,94, s = 0,110, (—2 = 0,33.

Equation de stabilité : cas général t = 1 (ellipsoides de révolution).
La condition imposée est toujours :

R:;SZ = 25’48_’1, avec b = ¢ ou ¢t = 1.
On a:
R, = Vi,
S§g — R, /‘°° rdr _,
o (12— b)VD
avec

VD = V2 — g2 (r? — b2).

Dans ce cas, les fonctions de Lamé se réduisent aux fonctions de Legendre de la
facon suivante :

/

2

R, — Vo —a

a@ 1y = pT - &y L\:@:vp'-—a)(p —ml)
X, X, X,
etc.
N o o~ LT
Un suppose, ce qui est possible :
a? = 0, b2 =1;
d’ou :
0% — b2 02 —1
§ = 2
Rp— o?
Ainsi :
R, =X, =p,
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De méme :

2n+ 1= % /WX 2(r2—1) = Qu
Q,, étant la fonction de Legendre de 2¢€ espéce :

1 p+1

an == X '2- P___ 1 n—1-
En particulier :
1 3
Xy =506 —1) Fi=35e
X, = £(502 — 3) F, — ~ (1507 — 4)
3 2 P 2 6 e
X, — (350t — 3002 + 3)  F, = 2P (2102 — 1)
4 8 3 24 P .

Puisque :

Sg_ dr __]:- 1 p+1
“("2_1)./000@2—1)2“29_1( —OWko—y

on aura l’équation de stabilité :

—X2LP+1~ w1 Xn = 30— (o o —HLiIg,

d’ou :

1o+l o+ 2% Py
2 p—1 (3——1—%—2Xn

Pour n = 2, on peut vérifier le cas déja traité, on trouve bien :

pt+1 992 —1
20 p—1  2(p2—1) + (3p2 — 1)¥

De méme pour n = 3.

15. RELATION ENTRE LE MINIMUM DE DENSITE ET LA CONDITION DE STABILITE. —
Pour tous les ellipsoides de méme masse dont les rapports des axes sont compatibles
avec la théorie, la densité p était égale & :

(s, 2)° ¥(s, ?)
& un facteur constant prés.
Nous avons dit que dans ces conditions p passait par un minimum pour , voisin
de 0,5 (s voisin de 0,25).
¢t est une fonction de s définie par la relation :

$(s, £) — re(s, t) = 0.
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A chaque minimum de p correspond un systéme bien déterminé de valeurs s et ¢.
Ces valeurs varient avec A. Si on les représente graphiquement dans le plan Ost, on
obtient une courbe qui coincide avec la courbe CD considérée au paragraphe précé-
dent.

Nous allons montrer que la relation définissant le minsmum de densité est bien équi-
valente a la premaére équation de stabilité.

La relation entre les rapports des axes d’une figure ellipsoidale d’équilibre :

d(s, £) — ro(s, t) = 0

définit une fonction {(s) pour chaque valeur de A
Si on substitue la valeur #(s, 1) ainsi obtenue dans I’expression : ¢(s, t), on a :

@(s, ) = qols, #s)].
On obtient ainsi une fonction ¢,(s), qui présente un maximum pour une certaine

valeur de s.
Ce maximum correspond au minimum de la densité, d’aprés les formules qui ont

été vues précédemment.
Soit done la fonction :
y = o3, Hs)].

Cherchons le maximum.
La dérivée est :

dt
Calculons + :
uo

[ a¢\+(M*Aa@\q_§

s Tds Lt o/ ds

. . . d
Pour le maximum, on doit avoir Eg =0

on aura donc la condition :

W 0808 (30 26y de
L ds © ot ot ot T ds

qui se réduit & :

s I

ou :
D, 5) '
On aura donc pour le minimum de la densité p, ou pour le maximum de
d¢2e  d¢oe

2 _____ =
(2) ds Ot ot ds
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La relation (2) indépendante de A représente le lieu des points (s, ) correspondant
au maximum de p quand A varie par rapport & des axes Os, Of.

Remargue. — Cette relation est symétrique en ¢ et o, ainsi qu’il fallait 8’y attendre,
car d’apres :

¢ — rp = 0,
¢ et @ sont maxima en méme temps.

16. VERIFICATION DE L’EQUIVALENCE DE :

D(¢, )
(b D, s)
et
@) R?Sz_ R.S, —0
3 2n -1

la fonction R, de I’équation (2) étant la premiére fonction de Lamé :
R,‘ = 92 -~
pour laquelle ’équation de stabilité a des racines.
La relation (2) a été mise sous une forme linéaire des intégrales :

ad éd.l el Rad t(];(;
I = / / - Iy = / ="
o (1 +s2) \/A 0 1 o (1 4 tx)VA

On a Pidentité :

Il '5_ ]-2 }" ]3 - 2,
On a d’autre part, a un facteur constant prés :
o =T, — sT,, g = T, — 1.

On trouve les dérivées :

) P 1

'b: - 28(1 - S) (SI'Z - I1):

31, 1

g = m 813 — tIl),

&::I 2t —is — s . I, . Is_,
28 1251 — ) (F—s) 2(1—s8) 2(t —«)
A, 1

3 2‘——t(t | (T, — sly),

A, 1

EY I T (tT, — 1),

3__13 2s —ts — 1 I, I,

o P2t —1) s +2(t—~1)+ 2(t — s)
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On en déduit :

d¢ 2 — s — 82 I —1 3—s 1 1

s 2(l—s) (F—s) b 220 —s) 32t —s)
Ay L, 3 —1t L 24+ t—2s
o 2t—s) 2t —1) @ 2t —1) (¢ —s)
dp L, s. I s(1 — )

W 2At—s) + 2(t — 1) L 2t — 1) (t — s)
29 Ht — 1) tI, 1
XS‘-M_‘23(1—8)(t—~s)+2(1——3\—-132(11—3)'

L’expression P——lg—(%’—s? est donc une forme quadratique homogéne en I,, I,, I;.

Elle doit étre une conséquence de 'identité :
P=1,+1,+1,—2=0
et de 'équation (2) :

RESE_ R.S, — 0
3 2n 41

qu’on peut mettre sous la forme linéaire en I, I,, I :

1 8 t—1
=2+ 2(1 — a1, — I I,,
Q + 2( ) h—s ! t 48
en ne perdant pas de vuc que % est racine de I’équation
8 1 i
h—s+ h—1 + h—t 0

On doit don¢ avoir :

D
A= D((q;: :;) = (aly + BI, + vI) (ul, + ol; + wyly),

l'un des deux facteurs linéaires étant égal & : P 4+ A Q par exemple :

wl, - ol + wl, = P + AQ.

On voit que A =1 ; par suite :

ul, ol +wly =1, + 1, + 1, —2 + 2 + 2(1—}»)12—71&-_:'__311_2_3‘_/‘113,
d’ou :
1—h
h—s

wl, 4+ oI, + wl; = —

1—nh
I, + (3 —2h)1; + mlm

La condition :

A = Al?2 + BL? + CI;® + 2DLI; + 2EII; + 2FI I,
= (ol + BL, + vIo) (uly + oI, + wly)

51
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montre qu'on doit avoir les relations :
A = au B = pv ¢ = yw
w ?
2D — b = B — - (1=,
Bw + yv ” - -

(E w
2l8 = YU —i-om)~ ()w’*"A:’;a

oF = av + Pu= A - + B,
u 2

c’est-a dire :

. 1—h (3 —2h) (t — h)
2D”B(:s—zh) (t—h)J“(_“Tm—h_*’
e el — (b —s)
2“-"*(J“ﬁ+A_m“—a
— (3 — 2h) (b — ) — (1 — )
oF = A )
L— % +B(3——2/1,)(h—s)

Il suffit de s’assurer que ces trois relations sont vérifiées identiquement.

Caleul des coefficients A, B, C, D, E, F.

En prenant :
DD dedY

— o —— e ——)

of ds M Dy
on trouve :
_ ut—1) . 2B-—8—s" P—sdt—s  t+s+1
T 4s(L—s) (1 — ) " ds(L —s) (t— 8 4s(l —s) (f — )2  ds(I —s) (£ —3)
R — ts __(3-—8)(3—?5):3 b4+ s—3
4l —s)t—1) 4l—s)(—1) 41 —s) (t—1)
q_Sl—9 4 tit—2  t4stl
; 4t — 1) (t — )2 At — 1) (1 — o)
SSN SRS NS B (et g SR Ty
4t — 8)¢ ' 4t — s)2 4t — s)? dts(L— s) (t — 1) (t — )2
1 (82 + t— 28) (2t — s — s?)

At —s) dts(f—1) (1 —g) (t— )
ts(} — ) (t— 1) — (2 + £ — 25) (2t — s — $?)
4s(t— D) (I —s) (¢ —s)2
sl —s) (b — 1) — [Ht — 1) + 20t — )] [s(1 — ) + 2(t — )]
4ts(t — 1) (1 — 8) (£ — s)?
— 4t — )2 —2(t — ) [t — 1) + s(1 8)]
4ts(s — L) (1 — 8) (t — s)?
— 4t — 82— 2t — ) (t—s) (L + 5+ 1)
4is(t — 1) (1 ~— 8) (£ — 8)?
— 2t + s 4 1)
ats(t — 1) (1 — )’
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_ s . s (3—s) (1* + ¢t — 2s) (3 —1)
2b = 4t — 1) {t —s) 4(L—1)(t—s)+4t(t—l)(l—s)(t—s)_4(t—l)(t———s)
. (3 —8) (& 4 t — 2s) L 33—t + 2s
M —1) (L —s) (f—s) 4t—1)(t—>5)
t—2s—3 (83— 8) (82 + t — 28)
_4(t——1)(t——s)+4t(t-«l)(l—s)(t——.s)
1 — 28— 3 4 3 —s) (82 4+ t— 28)

TAt 1) (—s) " @E—1)(1—s) (t—s)

En décomposant en éléments simples :

t—2s—3 1 [3-}-5m2(1+s)]
t—1N({t—s) 1—s|t—s t— 1 ]
pbt—2 2, 2 1
Ww—1) (¢ —>9) t 1T —1 "t —s
d’ou :
1 3+ s 2(1 + s) 3—s _2 2 1
8D_1——s(t——s\_(1~s)(t—1) l—s[ t_'Lt—l }_t——s}
D _ 6 _23—s) | 4(l—s)
1—s)(t—s) tl—s) " Q11— —1)
d’ou :
2D 3 3—s 4 1

Tl —s) (t—s) 200 —s) t—1

Le calcul de F s’effectue de la méme facon que celui de D, on trouve :

(2t — 5 — %) (3 — 1) 2 - 3 — ¢

2F:4s(t—1) (1—s) (t—s) 40 —s) (t—s)

En décomposant en éléments simples comme ci-dessus, on trouve :

H—e—s 2, 2 1
s(l-—8)(t—s) s  1—s ' t—s
2t -} 3 —s 1 [2(t+1) t—|—3].
A—s(t—s) t—1] 1—s t—s
Par suite :
1 ‘f—l—3___2(t~|—l) 3——-—t? 2 1
814_t——l[t-——s l—§]+t——l[s+l—s+t~—s]’
ou :
) 6 2(3 — 1) 4(t — 1)
SF"(t—-l)(t-ws)Jrs(t—J)"’(t——l)(1—3)’
d’ou :
9F 3 + 3 —1i 1

T =D (t—=s st—1) 1—s

Nous constatons qu’on passe simplement de D 4 F en permutant s et ¢.
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17. La vérification de I'identité des deux valeurs de 2F comporte les mémes cal-
culs que celle de 2D, puisqu’on passe de A & C en permutant aussi s et ¢.
Pour la commodité des calculs, nous vérifierons 'identité des deux valeurs de la
combinaison symétrique en s, # :
2Dt 4 2Fs.
11 est facile de voir que cette vérification est suffisante ; en effet, si nous avons :
2Dt 4+ 2Fs = 2Dt + 2F,s,

nous pouvons écrire :
(D — D)t = (F, — s,

Nous aurons donc :
D —Dl = 7\(85 t)é‘,

F,—F = (s, 1),

I

ou :
D= Dl + )‘(S: t)89

F=F,— s
Pour passer de D & F par permutation de s et ¢, il faut :
¥ =T, + A, ),
D = D, — AL, s)s.
Nous devons donc avoir :
As, t) = — AL, 8).

Dans ce cas, notre justification est en défaut, mais il est facile de se rendre compte,
pour une valeur particuliére de ¢, que la fonction A doit étre identiquement nulle.
En prenant ¢ = 1 par exemple, on a :

3s
h=; T 9
Par suite :
A(s, 1) = 0 = (1, 1), par permutation,
et :

Vérification de :

) t—h h— s
2K - —— (O —_— .
2E Lk-—s At—-h

On doit avoir :

2t +s+1) t+s+1 t—h_l_ t4+s 41 h—s
st — 1) (1 —s) 4t —1) (1 —s)h—s  4dsel —35) (t —s)E— A

ou :
8

SJ + t(t——l)[~l+i:’j,

20— = ol — ) [~ 1+ 7=
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ou :
) = — (2 _ _gd—59) _gtt—1
20 —s)=—PB—s)+t—s4 (t—s) k_8+(t é)t__k
ou enfin :
_ s(l—s) t(t—l)_
trstl="G—Fr+5 3
En effectuant, on trouve :
Wt + s + 1) — 2h(ts + ¢ + s) + 3ts = 0,
ce qui est bien I’équation vérifiée par A.
Vérification de :
_ 1—h (38— 2R) (£ — h)
2D_B@—4ma—m+c 1—nh ’
c’est-a-dire :
3 3—s 1 1—h 3(t + s —3)

M —9) (—9) 21—s T i—1 B —hil—C—1
t+s+1  (3—2h)(t—h)

+MW—UU—$ 1 —%
Vérification de :
. (3 — 2h) (b — ) 1—n7
. I—h —Bw_nmm~@’
c’est-a-dire :
3 o 3t 1 B=2(h—s t+s+1
20— O (t—s) ' 2s(t— 1) R 1—h 4s(1 — s) (t — %)
1—h 3(t 4+ s — 3)

T B2 (h—1) 41 —s) (t—1)

Ecrivons ces relations :

B 1—h ‘ 3 —2h
W= s T T
3 — 2% B 1—4
W=—Ab—) T—F — 7= 5 i
Posons :
SN ok S
T I s s(I—s)
(e thstl B
CAE— 1) —s) —1)
aveoc :
3_tbjj
4t —s)
. o 1—~7

41 —5) (t—1) T 3%



56 MARCEL MAYOT

Il vient :

B B t—h

2D “t—hH+t(z—1) H
8

s(1 — s8)

oF = — (h — ) —

B
h—s
La combinaisun linéaire :

o ! »H) t—h  h—s\ 1
D1+ 2% = B — ) g )

devient, aprés réductions et simplification :

: B B(t—s) (3 —2h)
2Dt+2F6_~:3_2h -} 0=

oua :
oD¢ & 2Fs — St 8—3) 1 (t+s+1)(3—2h)

41 —s)(t—1)3 —2h - 41 —s) (t—1)
en tenant compte de I’équation :

8 t \ 1
- = (.
h——s+71,——t Ch— 1

Le calcul direct de 'expression :
2Dt |- 2Fs
donne d’autre part :

, 3t 3—s !
. e o -}
2D¢ -+ 2Fs T8 —1D 201 —s) " t—1
3s 3—1 5
T i—s T 1—s
Bt—s) (t+s—1) | t+3 s+

T ) (=D (t—s)  2t—1) 20 —3s)

ou encore :

C3(t s — 1)
T g

L+ 3 s+ 3
20 —1) 201 —s)

ou, enfin, en groupant :

3—l—t+s——2ts'

2Dt 4 2Fs = T yr—

Nous devons vérifier 'identité :

34t bs—2s 3(t + s — 3) (t + s+ 1) (3~ 2h)
20 —s) (t—1) 43 —2h) (1 — ) (t——l)+ a1 —s) t—1)

ou, apres réduction au méme dénominateur :

208 + £ 4 s 28) (3 - 2h) = B(t + 5 3) + (£ o+ s + 1) (3= 2R
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On sait d’autre part que % est racine de I’équation :
Bt + 5 4+ 1) — 2h(ts + ¢ + &) -+ 3ts = 0.

On vérifie facilement qu’on passe de la deuxiéme & la premiére de ces équations
par la substitution :

3—2h=H ou == )
C. Q F. D.

18. F1GURE D’£QUILIBRE VOISINE DE L'ELLIPSOIDE (figure de bifurcation). — Cette
surface est définie a partir de l'ellipsoide en portant sur la normale extérieure
une longueur :

¢ = &lM.N..
€ est une quantité petite par rapport aux dimensions de ’ellipsoide ; & la surface de
cet ellipsoide p = p, = Cte, [ a pour expression :
1
l = (p2 > ¢?);
V(e® — ) (p* — )

w, vsont les deux paramétres définissant un point de la surface de Pellipsoide.

M, = u2—«a N, = v —uq, R, = p?—«

sont des fonctions de Lamé, « étant racine de 1’équation :

1 1

1
2 ”"‘ "1L = O,

% -— a— Db " g —c?

avec :
a? <o < b <

L’ellipsoide a pour équation :
x? y2 22

+ + =1

o? — b2 0% — ¢?

92_a2

C’est lellipsoide de bifurcation, qui limite les ellipsoides stables.
On avait :

e — b b2 bt
s=Hn < =5 > =S
avec
s < h <1
Ainsi :
() (V=)
‘= e — ) (F— )
On écrit :

N 2 ___ 2 2
MN, = MR (of o) (2 o) (0 — o)
R, pep—
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Or, on a :
(o2 — &) (u2 — &) (V2 — a) o y? 22
(¢ — a?) (o0 — B2) (@ — ¢®) o — a2 T o — 2 - m—02~l
(12 — p?) (v — p?) _ 22 y? 22 .
F—a (@ — P —) (o —ak (g (¢ —op
Par suite :
— 1 (el

Vier — p?) (p2 — ) N Vit — @) (o — b7 (@ — @) \A® T BE (8
] x2 y2 z2\-—1/2
= %8¢ (& T B T G

3

A, B, C désignant les demi-axes de ’ellipsoide. On peut donc écrire, & une fonction de
¢ prés (par conséquent & un facteur constant pres) :

a2 y? 22 ‘ot 2 2\ —172
—Kw_m+m_w+a_¢*ﬁkﬁ+m+m>

que nous écrirons :
{ = KEx.

Cette relation définit la figure voisine en coordonnées cartésiennes.
Etudions les sections de cette surface par les plans de coordonnées.
10 Section par le plan des xz (y = 0). — L’ellipsoide est coupé suivant 'ellipse :

x? 22
3_24—@_—:1.

La quantité { est nulle sur 'hyperbole :

2? 22
- =1.
x—aeﬂ{ o — 2

Calculons { en fonction de z.
Sur Pellipsoide, on a :

x? == A? Kl ——~EZ),

/

1 x? 2? 1 2%} 22
b R G L
Az 22 Az\ ~ a? — ¢2 22
ﬁ-l”@(“ﬁﬁ”"*ﬁ—@
puisque :
C2__A2_-:a2__c‘l’
x2 2 A2 22 22
= — 1= — 1
= a-—a?  a—c? a—a2( ()2\+oc ¢?
Az Az 1
= —1 2 —
X e Kar—c2 2 a,——a?)
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Apreés transformation, on trouve :

o2 2 —
E= m2[1 R rp— (pz—fﬂ)]'

On a enfin :

B _ P2 — o ¢ — a? Az
C—KE”—K;:?[“+*w—wM&—@Jvw—4ﬁ—ww

Pour z = C (sommet) :

(= KET— P c—~KC" Z =g,

% — a® o — ¢? o — ¢?

Par suite :
o — ¢ AC 2 — a?
<= Co“'—az VC* — (ct — a?)2? [l -7 (2 — a) (p* — cz)]'

€ est nul aux points de rencontre de l’ellipse et de I’hyperbole considérées au début
pour :

72:(02—*'1)(92—02)20202—1'
-0 2 — a2 c2—q2
On peut écrire :
1 1
€2 — o (pzma)——(pz—cZ)_Z—i t—h o
F—ar (P—at) — (P —ec) 1 1 t—s h
] 11

20 Section par le plan des xy (z = 0). — Il suffit de changer dans les calculs pré-
cédents
zeny, C en B, ¢en b,
Alors :
bz — a? AB2
=K i [ 1 ]
¢ NESTE= D= o -y g

Pour y = B (sommet) :

{=¢ = KB &%

o — b2

Par sulte :

¢ - Cla—— b2 AB [ o h? —— a2 ]

o — ¢ VBT L (b2 — a?)y? v (02 — &) (% — b9 |
30 Section par le plan des yz (x = 0). — On obtient dans ellipsoide, I’ellipse :

y2
Bro=t
La quantité
y2 22
o« — b? + o« — ¢?

est toujours négative,



60 MARCEL MAYOT

D’autre part :

zl
B2 B2 — (2 52
e z (2
d’ou :
2 -~ c? - D2 :l 2 —a | €2~ B2
E = a—_—— ] - 2 [ I—
e A R R e e A Rt =y et |

ce qui donne :

[V
VCT — (02 — )2

Pour z = ¢ (sommet) :

J— 2
c=g:Kp we— U mﬁ_

— b2 — 2 2’

d’ou enfin :

o — c? B(
a— 0% yUT £ (c2 — b2

. ) c? — b2 ]
[ T =) (it — mJ'

Cette figure d’équilibre admet, comme
= Ulellipsoide, trois plans de symétrie rectan-
- gulaire deux & deux.

A chaque fonction de Lamé pour la-
quelle ’équation de stabilité admet des solu-
tions correspond une figure de bifurcation.

Ces figures d’équilibre ne sont pas néces-
sairement stables.

Les courbes de la figure représentent
les sections par les plans de coordonnées
d’un ellipsoide et de la figure de bifurcation
voisine ; Oz, Oy, Oz sont respectivement le
grand axe, I'axe moyen ct le petit axe de
Tic. 6. Pellipsoide.

C222




CHAPITRE III

FORMES ET MOUVEMENTS INTERNES D'UN AMAS
DONT LE CENTRE DE GRAVITE DRECRIT UNE TRAJECTOIRE QUELCONQUE

1. ProBLEME. — Nous avons vu au chapitre I I'impossibilité de figures d’équi-
libre ellipsoidales dans le cas ol la trajectoire du centre de gravité de ’amas est quel-
conque.

Nous allons voir que dans ce cas I’amas peut tout de méme prendre une forme
ellipsoidale, mais l'ellipsoide limitant I’amas est variable et cette déformation (varia-
tion des axes et déplacement d’ensemble) est accompagnée de mouvements internes.

Nous avons assimilé ’amas & une masse fluide homogéne dont les particules s’at-
tirent suivant la loi de Newton.

Pour définir les mouvements internes, nous avons pris pour composantes des
vitesses relatives :

ulw, y, 2, 1) v(x, Y, 2, t) w(x, ¥y, z, 1)

les expressions suivantes, limitées aux termes du premier ordre en z, y, z :

U = a,r -+ by -+ ¢z
Y = @y -+ boy L Cyz
w = ax + bgy -+ cjz.

Ces expressions restent linéaires en z, ¥, 2 si nous considérons la vitesse absolue
au lieu de la vitesse relative.
En effet, les composantes de la vitesse absolue sont :

da
U=£+qz-ry=u+qz——ry

d
V:%—i—m—pz———v—i—'rx—pz

_

W = dt

+ Py — g = w + py — qu.

Les quantités a, b, ¢ sont des fonctions du temps.

Ces expressions ne permettent pas, bien entendu, de choisir des vitesses initiales
arbitraires, mais nous négligeons les différences entre les vitesses provenant de termes
au dela du premier ordre.

Nous commencerons par étudier en détail un cas relativement simple, celui d’un
amas dont le centre de gravité décrit une courbe A dans le plan de symétrie de la Voie
Lactée (fig. 7).
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Nous supposerons que les forces extérieures auxquelles est soumis’amas dérivent
de la fonction :
U(r) + Gz).
r étant la distance au centre évaluée dans le plan galactique, z la distance au plan

galactique :
r = Om, z = mM.

Enfin, nous supposerons que les axes de symétrie de ’amas sont :
z Pun Gz dans la direction du centre galac-
tique ;

Pautre Gz perpendiculaire au plan galac-
tique ;

le troisiéme Gy perpendiculaire aux deux
premiers.

P Nous commencerons par calculer le déve-
loppement d’une fonction U(r) en fonction des
coordonnées z, ¥ du point M (ou m) de 'amas

par rapport aux axes mobiles Gxyz.

Ny

2. DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION U(r)
EN UN POINT DE L’AMAS. — Soient Gz. Gy des
axes liés & ’amas ; M un point de ’amas ; z, y ses coordonnées par rapport & ces
axes,

Soit G le centre de gravité, 0G = p.

Fic. 7.

On a:
OM =+
et
r? = (p + x)* + ¥
On en déduit :
et oy
@wo v W7
d’ou

() -1 (@)
RIS /e ’

Pindice 0 désignant la valeur pour
z == 0, y =20 (p =1).

On peut écrire :

U W\ |, 22 /U »U ¥ (U
U(r) = U, + x(ﬂ)o + y<b—y'>o +§ (_B_T_g-) T xy(bxby>a + _2-<b_y'-'->,, T
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On a de suite :

Uy = Ulp)
W U o - <3U> U .
—_— = —— d’olr : - = T
o o o or /o op
W_woar g, (W)
oY Y Y /o
@_ﬂJ(erfc)z_[_ﬁ L (p 4+ 27,
wE - ot P | r 73 ’

7 78

U 22Uy U /1 2.
Wr T owErrd U o

Développement de la fonction G(z).

Au voisinage de z = 0, ce développement sera :

Qz) = G +~(§9> 2 (G

) T
dz 2\ d»2 /)

S

Pour que le mouvement du centre de gravité ait lieu dans le plan galactique
= (), il faut :
(= ), il fau ” ) /

/. \ 7 1
(%) ~o. 1 \ )\/“
\ (14)0 \ \ r ) 1/‘\‘\‘

22 (d2G
G = 6o+ 5 () +
4G T
— est une constante négative.
dz,?

On aura donc en définitive, 4 une constante additive
pres :

, o dU 22U  ¢*1dU  22dG
U(")+G(Z)——U(P)+x—&; TeaE T Io e TRae T

Composantes de Uaccélération de M.
Les composantes de la vitesse de M sur les axes mobiles Gz, Gy sont :
o + &' — oy, y + olp + )

dé . .
en posant o = T Suppose variable avec t.

Ona:

2T = V2 = (p’ + x — (u)y)“' + [?/' + (“)(:E + PHz
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Les composantes de 1’accélération sont :

d /T oT d

L= 5 () -3 = R+ — o) — oy + ole + @)
d (T T d

n= 5 () =5 = S e @+ ol + o — o)

ou, en développant :
T
r,

I

pf —wlp + 2" — 20y — 0y — o,
20p" + 'p + Y + 20t + o'r — 0.

Il

Enfin, on aura :
T, = 2".

3. EQUATIONS DU MOUVEMENT. — En désignant par V la fonction des forces dues
a l'attraction a l'intérieur de ’amas, par p la pression, w la densité, on aura les équa-
tions :

VAL iy
= v 1
) oz 7 pom
qui S’écrivent :
1
V= — (A2 By + G2
dzU 1@ , dU
"o 2 "n__9 r__ Toy 2~= — Ay — = =% -=,
P w2 -+ x Wy 0y — % xdpz Ax 0 P
1dU 1 p
200" + ¥k 20r 0T — ¥y =y~-——By —=-=>
o - we -y ok + Y=Y3546 LY
., 4G 1 op
2" =z (Fo“_ Cz 5 32
Les équations du mouvement du centre de gravité sont :
dU
" 20 == — »
o P=T
20p" + w'p =
Il reste donc :
18] 13p
" ey — " —— 2 = O —— — _—— i,
< ® 20y WY — 0% =2 3o Az . 3%
14U 1
P AT ! - — ______'B 5,
(1) y"' 4 2er’ + 'z 0%y - T Y 0. 3y
. 4% 1op
2= o — Cz— ~ =
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I1 ne reste plus qu’a remplacer :

du du du du

’ " _ —
x' par u 2 Par—dt_-bt+ubx+vby
dv Qv du v

7 n —
y' par v Y pa,rd—t——at—l-u—by-l—vby

Les équations (1) doivent permettre de déterminer la fonction p(z, v, z, t).
Elles s’écrivent :

du du u d2u 1

— — —— 200 — 'Yy — o =2r-— — Arx — - =,
bt+ubx+vby v o'y o xdpz Az Y

dv d by 14U 13

2 — — —+ 2 't — Y = y- — — By — = =,
(2) Dt+ubx+vby+ ou + o'r— oy ypdp Y 53y

2|
0=,¥8 1.2
dz,? TR 71

puisque le centre de gravité demeure dans le plan zOy.

Détermination des vitesses.
Eerivons :
u = ax + by, v = ax + byy.

L’équation de continuité
AU v
— — 0
o + oY
donne de suite :
(ll + bz - 0.
Par conséquent :

u = ax + by, V= Qe — QY.

En substituant dans les équations (2), on obtient :
dU A 1

z(a'y + a2 + a,b; — 2a,0 — »?) + y(b'y + 20,0 — o) ——-:/cd—92— x_@ﬂ,

1dU 12p
3) { x(@'y + 20,0 + -—a' a® + ayb 2bj00 — ) = y-——By — -—=>
(3) (@'y 10+ o) 4+ y( 1t a® + aby + 20, ) odp Y Y
G 1

0=z3 o2 Y

Pour que ces équations définissent une fonction p, il suffirait que :
b, + 20,0 — o' =ay + 20,0 + o ;

mais alors la fonction p contiendrait des termes en zy et la surface libre, qui est une

surface p = Cte, n’aurait plus comme axes de symétrie ceux que nous nous sommes
imposés au début.

Nous devons donc supposer ici que p ne contient pas de termes en zy, c’est-a-dire:

b + 20,0 — @ = 0,

a'y + 20,0 + o = 0,
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Les équations (3) se réduisent alors & :

/ , dzu 1
x(a1+a12+agbl——2a2m——m2)——xa—p—2+Ax=_;£,
14U 1
4 —a' a.® + azb, + 2b,0 — 0?) —y-— + By = — - =,
(4) y( 1+ a® + axdy 1 ) ypd.p Y w3y
d2G . 13p
\ TrEe T T T
Nous les écrirons pour simplifier :
__Llw
ox -+ Ax = p.bx’
13
+ By = — - =,
Py Yy S 3y
__ 12
'yz+Cz— !J.bz’
en posant :
d=Uu
o::a’1+a12—[—a2b1—2a2w—m2_'d_p§’
(5) B=—a'y -} a?+ adh; + 26,0 — ? —l(il—],
pdp
= _ &G
= dz,?

4. DETERMINATION DE LA SURFACE. — Les surfaces d’égale pression seront défi-
nies par :

~-§ + 0t = S (Azt 4 By 4 ) + 5 (o + By + 1),

La surface libre (p = Cte) doit pouvoir étre identifiée avec celle de I’ellipsoide :
xZ yz 22
dTEteT =0

A, B, Csont des fonctions des rapports des axes de cet ellipsoide ; on aura donc

les relations :
(A + a)a® = (B + £)b2 = (C + v)c2
®, 3, v sont en général des quantités variables ; ici exceptionnellement y = Cte,

Dans ces relations figurent seulement les rapports des axes ; les axes eux-mémes
se déduiront de la relation :

abc = K,
K étant une constante donnée.

Comparaison avec le mouvement circulaire. — Nous pouvons comparer ces équa-
tions avec celles qui ont été obtenues dans le cas ou le centre de gravité décrit une
circonférence d’un mouvement uniforme.
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Les équations du mouvement d’un point quelconque M étaient :

d2U 1p
T__.9 D o2y — Ay — 2 2,
x wy o xdp2 x e
14U 123p
Yy + 202’ — 0% = y———By — - =,
Y e de- w oy
2
dz,y? W oz

Pour une figure d’équilibre relatif, ces équations étaient compatibles pour :
=y =z =0.
D’autre part, le mouvement étant circulaire uniforme :
14U _ e,
e dp
Finalement, ces équations se réduisaient a :

2
O—x(dU 1dU Az 1

w2 =

de*  pdp/ Y

1

0= — By —- £,
poy

d2G 1
0=23% Y

Les quantités «, B, v avaient donc les valeurs particuliéres constantes :

d*U | 1d0 axG
oL = — - -, ﬁ = O’ Y = —
dp? p de dz,?
5. ConNDITIONS AUX LIMITES. — Il faut écrire maintenant que la pression reste
constante & la surtace libre au cours du mouvement.

Soit

fl@,y,2,8) =0
Péquation de cette surface libre.
On aura :

d de | df dy | dfde | df

dwdi T dydt | dzdt ot
ou encore :

T ANIN AREL I Y

dx Y 2

compte tenu de P'équation de la surface libre. Celle-ci étant un ellipsoide, nous écrirons

son équation :
x2

y2 22 .
Tt —1=0

a?
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La condition imposée s’écrit :
x y a’ b ¢’ x? oyt 2R .
%ﬁwﬁ—ﬁﬁ“zﬁ*ﬁ§+%$+ﬁ+é*l—a

On en déduit de suite A = 0 et ¢ = 0, d’ou ¢ = Cte,
II reste, en substituant w et v :

x 220’ b’
(@ + by) = + (@ — o) g — 5 — ¥ 5= O,
d’ou finalement les trois conditions :
a’ b’ b, . a,
u—g =% Ta—F=0 a0

On a trouvé précédemment :
by + 200 — ' =0
a's + 20,0 + o = 0.

On en déduit tacilement ab = C'*, qui traduit I’équation de continmté.
6. CAS PARTICULIER D’UN ELLIPSOiDE DE REVOLUTION. — On peut traiter faci-

lement le cas particulier & = b (ellipsoide de révolution).
On a successivement :

b1+a2‘_‘:0’ al:o’
d’ou :
a = b = Cte,
Il reste :
b — o =0, a'y, + o =0,
d’ou :
by = o + o a, = — (0 + ),

o, étant une constante.
Les équations (4) se réduisent & :

(20(0 + 00) — (0 + oo — ot — s 4 Ax = — 2P
Y20(o + 00) — (0 + oo — ot —y 5+ By = — L,
——z((g%—{—Cz:——igg,
ou, en simplifiant :
—mozx——occ:[g—l—A z—;%’
——zgz—f;%—C ——:Lg—f,

puisque A = B.
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En exceptant le cas du mouvement circulaire (p = Cte), ces conditions sont
incompatibles avec le fait que les axes de Pellipsoide doivent rester constants, puisque

d2U 14U
de?’ o dp
sont en général fonctions du temps ; il y a exception dans le cas
Kp?
V="

alors :
d®U 14U
T eap
On obtient, pour déterminer le rapport des axes, I’équation :
(A + «)a? = (C + y)e,
avec
x = — wy? — K.
Puisqu’il s’agit d’une attraction, K est négatif et «, est une constante arbitraire.
Ainsi le centre de gravité de Pamas décrit une ellipse et cet amas tourne lui-méme
avec une vitesse qui peut étre quelconque ; le rapport des axes dépend de « et .
- K 2 . 7’ : : 7 z hd =3
L’expression U = 7;— suppose que la Voie Lactée est assimilée & un ellipsoide

homogéne de révolution aplati.
Avec notre systéme d’unités (voir chapitre I) :

K = — 0,942.10°75, v = 5,65.1013, j = 4,499.10—%,
La condition demandée (en supposant d’abord «, = 0) s’écrit en posant

cla = cos ¢:

nfpf’y + a = cos?e(nfR’s + v),

ou :
o Y
! — = cos? ! —l———>,
ou :
1 / ,
T%(“—Y0082<P)=F330052<P—B1,
avec
2 .
ﬂﬁ\ﬁfw—m¢m@,
4 cos ¢
g = t — ).
B3 51n3<p (g(P (P)

Remarque. — La valeur de K (expérimentale) pour la Voie Lactée serait donnée
par une formule théorique analogue :

— K = nfdB’,,
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ce qui, en admettant § = 0,1, donne :

2 .
B’ il 4 (¢ — sin ¢ cos ¢) = 0,67,

L7 sin® o

Le calcul de ¢ donne une idée de 'aplatissement.

7. CAS D’UN ELLIPSOIDE QUELCONQUE. — On a dans ce cas les équations :
a'y + 20,0 + o = 0,

= 0, ~a1—%=0.

b+ 20,0 — o = 0,

CHRS

b a
Bifoo e
Puisque :
ab = 8§,

on peut supprimer la derniére équation et écrire dans la troisiéme :
S2

>

Ta
U =

Elle devient alors :
b S? -+ ant = 0.

En posant :
F/
/a,]mdt = F, d’olr y = —:

-

on aura :
by = —2F - o + by,
ay = —2F — o + a,,

b, et ¢, étant des constantes.

D’autre part :
bH,S2 o + by — 2F
4 __ __ 21 — ’_12 0
@ = a, S w — ¢, + 2F
et :
o' ¥
— al —_— .
a w

On peut en déduire une relation différentielle entre ¥ et .
Cette relation étant supposée vérifie, on peut calculer a,, a,, b,, a et b.

On en déduit les quantités «, B par les formules (5).
En général, il sera donc impossible de vérifier les relations :

(A + o)a* = (B + B)p* = (C + y)et,

la fonction F restant seule 4 déterminer.
Il n’existe donc pas de figure ellipsoidale & axes variables lorsque le centre de

gravité décrit une courbe plane, I'un des axes étant assujetti & passer par le centre

gala,ctique,
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8. ETUDE DU CAS GENERAL : LA TRAJECTOIRE DU CENTRE DE GRAVITE DE L'AMAS
EST QUELCONQUE.

Soient :

OXYZ un systéme d’axes fixes,

Ozyz un systéme d’axes mobiles,

I' la trajectoire du centre de gravité (fig. 9).

Soient :

P, ¢, r les projections sur les axes mobiles de
la rotation instantanée du triédre Cxyz;

A W, vles composantes de la vitesse du centre
de gravité C, sur les axes Cayz ;

X, Y, Z les coordonnées d’un point quelconque
M de ’amas par rapport aux axes fixes ;

x, Y, 2 les coordonnées du méme point par rapport aux axes mobiles ;

Xy, Yo, Zo les coordonnées du centre de gravité C par rapport aux axes fixes.

Soit enfin CX,Y,Z; un systéme d’axes qui se déduit de OXYZ par translation,
et soient X, Y;, Z, les coordonnées de M par rapport & ces derniers axes.

Les composantes de 1’accélération sur Cxyz, trouvées précédemment, sont :

Z

Zy

Fic. 9.

Uo= N4 gv—rp+ " + 2(q —ry') + ¢2—r'y —x(p® + ¢* + %) + p(pz + qy + rz,
Ly = +rr—pv+y" + 2ra’ —pZH—M—pz—y(P + ¢* + %) + 9(px + gy + 72,
F=v+pu—q%~Lz + 2(py’ —q2') + —2(p® + ¢* + 1) + r(px + qy + 72).
oitt U(X, Y, Z) le champ de gravlta.t-lon ext»érleur.
On aura :
X =X, + X,, Y=Y, +Y, 7 = Zy + Zy,
avec :

Xy =@ + By + 12
Y, = o + Loy + vo2
Zy = azx + By + vs2-

Dans ces formules, les «, B, y ont la signification habituelle.
X, Y1, Z, sont des quantités petites par rapport a X,, Yy, Z,.
On peut donc écrire :
U U X,22U Y 22U Z,2 U

D
U(X: Y: Z) —- U(XO) YO) Z ) + X + Ylb—wy— + DA + —Z—DX Z byo ?bzog
22U 12U 2?0
T lelayoazo + X2y 13X 402 + XYa sy, 13X,0Y, IR

En remplacant X, Y;, Z, par leurs valeurs, il vient («, B, vy sont des fonctions du
temps) ;

b1 U
U(.’U, Y, Z) = U(XO:YO:Z ) + z (“1 D—X— + DY + x3 béo>

<slm + B +@3 =)
T2 (Y‘ X, +Yz +Y3 bU)
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! Z/;[W DRl DY ? at P M 2 ot 2P 3%y, aX aY " Maa; SZ + Bls‘”’a}b;g? ]

! ?[y 23X 2 ;; s bZ 2 23X Y, ?Y - YzY"'bYIbJA * Y‘Y%;;Iajz ]

+ = [ocl& X, + 2,8, ;YU2 3[33 M -+ (o3By + 23B1) 322 Ian F (0aBs + By azb:t;é
(s o+ ) as??z ]

? 22U 22U
+ 92| Brva sy + Butaays + Bt oy + (Bara & Bard) sy + (Bite B 3 o7

U
+ (Boys + Bav2) bﬁb( YA 1

N 2U 18] »U 20U .U
2 L“IYI 3X,? + %Y Y2 T %gY3 T g? + (oave T %Yy e 3X,0Y, T+ {oyys + @570 m

22U
+ (oys + asv2) 5 Yo7 ]

Le potentiel intérieur de gravitation de ’amas, supposé de forme ellipsoidale,
sera :

V= —%(sz 1 By + C2).

Les composantes de la force s’exercant sur chaque étoile de amas seront :

U
F, = — +~,

UV
Fo—5 5

UV
=T

Les équations du mouvement d’une étoile quelconque seront :

WU U WV
szale + @ 2\¥ + oc3 + P, + yQ; + 2Q, + —b_x_,
WV

Pﬂ:ﬁlbx +Bz +Ba +?/P2‘|"CQ3+2Q1 E’
I = 1o + 3—+°+P+Q+xQ+°—
Z*Ylbxo YszD Y3b'—éo 2 YW 2 ’

en désignant par P,, P,, Pg, Q;, Q., Qs les coefficients de la forme quadratique faisant
partie de U (z, v, 2).
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En particulier les équations du mouvement du centre de gravité (x =y =2 = 0)
sont :

, U U U
A +qv—-’l‘p——alm+dzm+as—b—z—oy
, U U WU
Wt rh—pv = ﬁxgx; + .32370 + BstAo’

Vit pp—gh = 71;—)%-# YszTU(;"I_ Yag—%~

En tenant compte de ces derniéres équations, les équations du mouvement d’une
étoile quelconque se réduisent & :

[ 2+ 2 —ry) gz — 'y — (Pt ¢ %)+ p(pr Y+ 12)
= 2P, + yQs + 2Q, — Az,

y' A+ 2(re’ — p2) + r'e —pz —y(p® + ¢ + 1) + q(pr + qy + 72)

= xQ, + yP, + 2Q, — By,

2"+ 20py —qx') + Py —gr—2(p* + ¢ + 1) + r(px + qy + r2)

= 2Q, + yQ; + 2P — Cz.

Si nous assimilonts Pamas & une masse fluide dont les particules s’attirent suivant
la loi de Ia gravitation (I'ensemble de ces forces correspond au potentiel interne de
Pamas), il suffira d’ajouter aux seconds membres les forces de pression, c’est-a-dire :

1 e 1 1%

(E)

o T w3z
Pour que le probléme soit possible, il faut que ces trois équations déterminentune
fonction w (z, y, 2). De plus, les axes Cz, Cy, Cz doivent étre les axes de symétrie de
la masse fluide et la surface libre doit étre une surface o = Cte,
En conséquence,  doit étre de la forme :
o(z, ¥, z) = La? + My? + Nzz | K,

L, M, N, K pouvant étre des fonctions du temps seulement.
Nous supposerons, comme dans le cas particulier précédemment étudié :
"=u = a® + by + ¢z,
Y = v =aw + by + ¢,
2 =w=ax + by + cyz.

8
I

Les équations (E) doivent donc contenir respectivement seulement des termes en
&, en Yy ou en z.

On a:
de’ ? ? ?
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On aura donc :
2" = a4+ by + ¢z + (e + by + c2)ay
+ (@sr + by + c2)by + (asx + bgy -+ cxz)e
= z(a@'y + a® + ash; + asty)
+ y(b'y + a;b; + biby 4 byey)
Fo2(c’y 4+ aey + biby + cscy).
De méme :

y' = a'yx + by + ¢z + (@ + by + cz)a; + (@ + by + 02)by + (axr + byy + ca2)c,
= w(a'y + @185 + by + a5Cs)
+ y(®'s + azby + b* + byey)
+ 2(¢'y + @xCy + DyCa + €50,)
et :

2/ =a'5x + by + 'z + (@ + by + eR)as + (@ + by + c2)b; + (asr + by + ¢52)c,
= rla'y -+ a05 + ayh; 4 0505)
+ y(b's + asbs + byb; 4 bycy)
+ z(c’s + age; + bgor + %)

9. On aura donc les six conditions suivantes, obtenues en annulant dans :
la premiére équation (E) les termes en y et z,
la deuxiéme équation (E) les termes en z et z,
la troisiéme équation (E) les termes en x et y.

by + asby + b1, + bsey + 2(qby — 1by) — 1" + pg = Q4
¢’y + ae; 4 bicy +esep + 2(qes —1¢) + ¢ + pr=Q,
a'* + a0, + @by + aye, + 2(ra; —pas) + 17 + pg = Qs
'y + @gey + bty + o6y 4 2(rc; — peg) — P+ qr = Q,
a's + at; + 0,05 4+ asts + 2(pa, — qa,) —q' + pr = Q,
b's + asby + byby + byes + 2(pby— qby) + p’' + qr = Q..

Il faut y ajouter la condition exprimée par I’équation de continuité :

ou :
ay + by + ¢3 = 0.

Si ces conditions sont réalisées, les équations du mouvement se réduisent a :

oy + @t + @y + o) + 2ga — e — gt + 1) = 2Py — Av — 2 5
19

Y(b'y + @by + b + bycy) + 2(rby — pby)y — y(p* + 7*) = yP, — By —"1 '5%’
1o

z(c's + agey + byey 1 ¢3?) + 2(poy — gey)z —z2(p? + ¢?) = 2Py — Oz _;‘b_z'
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Nous pouvons écrire ces équations :

1%
ocx—l—Ax———;-a—a—;,
1%

+ By = — -2,
By + By 03y
1%

YZ+ Cz —--—l.—l"'b—z-,

en posant pour simplifier :

x =a'y + a? +¢a2b1 + ase, + 2(qas— ra,) — (¢* + %) — P
B = by + ayh; + b2 + bgey, + 2(rb; — pb;) — (P2 + r2) — P,
Y = €3 + a3y + bscy + €52 + 2(pcy —goy) — (P + ¢?) — P,

On en déduira :

— o+ Cte = ;(axz + By? + v2?) + %(sz + By? + Cz2).

10. DETERMINATION DE LA SURFACE. — Pour que la surface libre
22
+ + i 1=20

puisse étre identifiée & une surface & pression constante, il faudra vérifier les relations :
(A + a)a? = (B + 8)b2 = (C + v)e2

1 4

s difiérent les expressions de «, 3,

-

Ce sont bien les relations d éj‘ trouvées
le

5 seule
Nous devons y ajouter les relations entre

oy, Og, %3, By, Ba Bs Yoo Yoo Y3 et »qrT

11. ConpITIONS AUX LIMITES. — ]Il faut écrire maintenant que la pression reste
constante & la surface libre au cours du mouvement.
Soit
fl, y,2,t) =0
I’équation de cette surface libre.
On a comme précédemment :

Df bf o o

compte tenu de I’équation de la surface libre.
Nous pouvons écrire ici ’équation de cet ellipsoide ;

L+ 5—1=0.
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La condition imposée s’écrit :

x Y z o’ b’ c/
— iy —_— 2 2 2 ——
uaz + v + wcz e Y 55 0.

Cette relation doit étre identiquement vérifiée & un terme :

[x2 Y2 22 \ .
7\\&_2+?)—2+c—2_1} pres.
On voit de suite que A = 0.
La condition imposée s’écrit donec :
x z a’ b’ c’
(a:z + by + ¢12) pY: + (2% + byy + c52) ’gg + (asx + b3y + cx) Py -'Uz'(;j, _‘yz’b‘_, —zzc‘,g: 0,
ce qui donne les six conditions :
/ a’ b’ ¢’
s (7/1—‘;:0, bz—'zzo, 03—?20,
R AR
A b a ¢ b c a
1 2 2 3 1 2 _
Z aTE= % pta=0  ataz=0

Des trois premiéres, on peut déduire en tenant compte de 1’équation de conti-
nuité :
a; + by, + ¢ = 0.

12. ConcLusION. — On obtient pour résoudre le probléme I'ensemble des quinze
équations vérifiées par les quinze inconnues :

ay, bl' ¢ Uy, b2) Ca s, b3‘ C3 a, b) 4 P qr
/ b'y + aiby 4 0.by + byey + 2(qby — rby)) — 1" + pg = Qs
¢y aey + bicy 4 ey 4 2(ges — rey) + g+ pr=Q,
(1) bis @'y 4 ity + a3y + ase, + 2(ray — pag) + ' + pg = Qs
¢’y + @Cy + bycy - 6o + 2(re; — peg) — P’ + gr = Qy,
a's + aa3 + azby 4 ases -+ 2(pay — qa,) — ¢’ + pr = Q,
b's - ashy -+ byby + byes + 2(pby — gby) + P’ + qr = Qq;
(2) bis a, + by +¢3=0 {ou abc = Cte) ;
a’ b’ c’
al—;:() bz——g“—"o 03—-‘220,
(4) bis 5 .
a ¢ < ¢ a
| BeE-o galeo aeZoo
(3) bis (A + w)az = (B + B)b2 = (C + y)e*;
avec

a=a'y + a,® + azh; 4+ asc; + 2(pa; — ra,) — (g2 + r?) — Py,
B =0y + aby -+ b2 - by, + 2(rby — pby) — (p? + r?) — P,
v = ¢'s + agey + bgey + 5 + 2(peg — gqey) — (p* + ¢) = P,
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Remarque. — On peut mettre les équations sous une forme légérement difiérente
en introduisant les quantités

B, =b,—r, C,=¢+gq A, = ay, + 7,
Cy = ¢, —p, A; =a3;—q, By =0+ p;

ce qui revient & écrire :

b1:B1+r, Clzol—q,
a2=A2_,": 62=C2+p’
as = A; + ¢, by=B;—p;

ou encore :

Il

ax + by + ¢z = ax + By + Cz + ry — gz,
asx + by + ez = Ayx + by + Cz + pz — 112,
W= as® + by + ¢z = Agx + Bgy + ¢z +4- qv — py.

Les quantités :

e &
ll

d
U= ax —}—Bly—{—Clz=u+qz—1’y=(—;-:+qz——ry
V=A2x+bzy—}—ng:v—l—m——pz:i—?;—{— re — pz
d
W=Ag+By +ox=wtpy—g=g +r—aw

sont les composantes de la vitesse absolue de M sur les axes mobiles.
Les équations (1) s’écrivent alors en changeant leur ordre pour des raisons
symétrie :

[l
3]

/ By + AB, + rA; — ¢B; — Baa, — ple; — b,) = Qy,
C';y + BC; + pB;—2Cy, — Ciby, — qla; — ¢3) — Qa,
(1) ter A’y 4 CoA; + ¢Cy — pA; — Ay — 1(by — ay) = Qa,
C'y + CA, + 70y — qA, — Coay — pleg — by) = Q,,
Ay 4 AyBy -+ pA,— 1By — Agby, — q(a, — ¢3) = Q,,
By + ByCy + ¢B; — pCy — Byey — (b, — a;) = Qs ;
(2) ter a; + by + ¢35 = 0;
a b ¢
“1—;-—0, bz—z_o, c3—z-0,
(b — p = BB, + 20,
(4) ter (c2 —a?)g = c2C, + a%A,,
(@2 — b¥)r = a?A, + b2B,;
(3) ter (A + 0)at = (B + B)b2 = (C + y)e ;
avee :

o = a'y + a? + AC; + AB, + g(A; + C)) — 7(A, + By) — Py,
B= b+ b2+ BA, 4 B,C, 4 r(B, + A,) — pB; + Cy) — Py,
Y= ¢35 + ¢ + CBy + CA; + p(C, + By) — q(C; + A,) — Py
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13. ETUDE GENERALE DES REQUATIONS DE CONDITION. — Dans les équations pré-
cédentes, effectuons le changement de variables :

z; = 20°B; — p(b2 — ¢?) = b2B3; — ¢2C,,
Zy = 20°C; — g(c® — a?) = c2C; — a?A,,
zz = 20%A, — r(a? — b%) = a?A, — 0°B,.

Nous obtenons par combinaison les équations :

dx
d—t1 = 1%y, — q%3 + Qu(b%* — ¢?),

dx
T; = pay — 1%, + Qu(c* — a?),

dx
d_t3 = qx; — pxy + Qa(a® — b?) ;
d
202 5 [p(b2 — ¢?)] = 2a%[x; — p(b% + ¢2)](by — ¢s)
— iy, + (0t — @)z, — r{ad — ey + war + 200 + o,

260 < [g(e? — a¥)] = 267

..... 3

......

d
202 — [r(a® — b?)] = 2¢?
ey [r(a b2)] = 2¢
Nous pouvons remplacer les relations :

(A + ajat = (B + B)b2 = (C + y)et
par : _

A A A
A+“=E§’ B+B='b_2’ C+Y=§’
A étant pour le moment une fonction arbitraire ; ce qui mermet d’écrire :

c(a? — b?) (3b + a2)rz — b(ct — a?) (a® + 3c?)g?
+ 2b%(c? — a?)qu, — 2ca? — b)rz; 4+ b,? 4 ciry?
— 4a2b2%c¥(a,? + a, —%‘2 + A —P) =0,

a?(b? — ¢?) (3¢ 4 b2)p? — .. ..,
b2(c? — a?) (3a? 4 c?)q?

On permute circulairement et on passe de a, & b, et & ¢; en posant :

1= 32! — o, pe = 30* — o, ps = 3¢* — o,

o = a?b? 4 b%? 4 c?a?

Les équations :
a; + by +¢3=0,

=0 b ¢

ay — s bz"‘”"5=0, C3 —

2|8

demeurent inchangées.
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Les expressions Py, P,, P;, Q,, Q,, Q; sont des fonctions du temps par I'inter-
médiaire des coordonnées du centre de gravité et des paramétres directeurs

229 Bi, Yi.

Ceux-ci sont liés & p, ¢, r par les relations classiques :

de d d
-—tl- = T8y — qog, ’a%l =78, — ¢8s, ‘E.Ytl = Y2 — Y3

Awutre forme des équations de conditions.

Considérons maintenant le systéme des six variables : ,, ,, Z; (variables précé-
dentes) et ¥,, ¥,, ¥ définies par :

x, = bIB; — *C,, Y1 = be(Cy — By),
zy = c2C; — a?A,, Yy = ca(A; — Cy),
x3 = a?A, — b®B,, ys = ab(B; — A,).

Ce choix permet d’éliminer p, g, r (sauf par Pintermédiaire de o, {3, 7;) ; il vient

T’y = O3Ys¥y — OaYe¥s + 012575 + Qu(0% — ¢?),
&'y = 1Y% — CaYs%; + 05252, + Qa(c* — a?),
T’y = 03Ys%; — 01Y1%s + 0322, + Qs(a® — b?);
Y's = 03%3Ys — 0a%aYs + 019y,
Y's = 03%1Ys — 05%ys + Oaysyy,
Y'a = 05y — 01%1Y2 + Osy1ys,
avec :
2bc 2ca o 2ab

= 0 — ) %z = (2 — a2’ 3 (@ — b2’

C1 = (b2 _ 62)2’
(b2 —¢?) (3a* — w) (c2 — a?) (3b% — o)
(a2 — b%)(b® — c2)2 ’

61 - (02 —_ az) (a2 _ bz)z’

6. — (@ — b?) (3¢c* — )
3 (b2 — ¢?) (¢ — a?)?’

6, =

o = b2%? + c%a? | a2b2.

Les trois autres équations s’écrivent :

352 2 3c2 2
a (7“2_;%3 (s + y3)2 —a @_s_}‘%?; (2 + y,)?

2z 2z A
i T are Tat B =0
3c? y b2
b(girzajs(xl +y)r—b ...,

La présence des termes P;, P, P35, Q;, Q,, Qs ne permet pas de tirer des relations
simples de ce systéme d’équations. Aussi commencerons-nous par étudier divers cas
particuliers.
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14. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER. — Considérons le cas ou le mouvement du

centre de gravité s’effectue dans le plan des xy.
Supposons d’abord la rotation de ’amas perpendiculaire au plan des xy; l'un

des axes de symétrie n’est plus assujetti & passer par le point 0.
On a les formules de transformation :

X, = o& + B,y = x cos ¢ + ysin o,
Y, = ayr + By = —xsin ¢ + ycos o,
Z1=z.

De plus
p=q=0 et v=0.

Les composantes de ’accélération sont :

I's=N—rp + a&" — 2ry’ —r'y — ri,
Ty =u 4+ rA+ 9" + 2re’ + 7'z — r?y,

I, = 2",

La fonction de forces s’écrit (ici Z, = 0) :

YU W0 W0 U
UX, Y, Z) = U(Xo: Yo: Zy) + x (“13—}{0 + ﬁlﬁ) + ?/( + B2 ) z BY/%
22 w20 22U
T3 [“1 X T ye T 2t 5 aY]
v R
+ lﬁlaXZH32 aY2+ BgzaXaY +2 VZy?

22U
+ zy [“131 X, + “2@2 N + (a1Bs =+ #3B1) XY ]

12U 2U 22U 22U
+ yz[ﬂl DXODA + ‘32 bY Dl] + T [“1 DX DZ + 0(2 DYODZJ +--"

Supposons pour le moment :

u = ax + by,
v = ax + by,
w = 0.

L’équation de continuité donne :
a, + b, = 0.
Les conditions de possibilité se réduisent & deux :
(E,) by + ab; + bbby, — 2rby, — 1’ = Qg
a'y + aya, + agby + 2ra; + 1’ = Q,
Qs désignant le coefficient de xy dans U :

d U 22U 12U
Qs = a1y = X, %82 5 Y 2 + (Bs + %3By) SX—(,DTO'
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Les conditions (E,) s’écrivent de méme :

7

a

4y — % =0, bz——é-:O, ¢ —o,
a b ¢
(EZ) b a
1 2
atm="

On en déduit : ¢ = Cte et ab = Cte,
Puisque a, + b, = 0, les deux équations E, s’écrivent :
E by + 2ra, — 1 = Q,
(E5) a'y + 2ra, + r' = Q.
Nous devons y ajouter les relations liant oy, o5, B1, B; & 7.
JN T d , .
Elles se réduisent ici ar = F;p et Qg s’écrit :
220 2U 22U
— sin i Tt (cos2 ¢ — sin? s
Q; = sin o cos CP(Don } bYo‘-"> -+ (cos? @ — sin? o) XY,
Les quantités «, B3, v considérées précédemment s’écrivent :

a=a'y+ a2 + ab, —2ra, —rz — P,
B = by 4+ asb, + b2 + 2rb, — 12 — P,

Y= — Py,
avec :
S S
B, = + 82 55 + 80 g + 2By
-

Puisque @, + b, = 0, nous pouvons écrire :

o =a'; + a2+ ab, — 2ra, — 1t — P,
B=—ay+ a? + ab, + 2rby — 12 — Py,
Y = '—Psg

et nous devons avoir :

(A 4+ a)a2 = (B 4+ B)b2 = (C + vy)c2.

15. Nous allons continuer le calcul en supposant :

U =FR) + (%),
(R? = X2 + Y3)
Alors :
20 nU
XL T Z



82 MARCEL MAYOT

Par conséquent :

Nous introduirons les coordonnées polaires : R, 0 du point G ; par suite :

X, = Rcos 6, Y, = Rsin 6, Z, = 0.

Calculons les dérivés partielles de U :

U , X U Y 20,
xR wo R =
bZU le2 /:X2 / 1
- Fe R, PR
@O . Y: Y 1
aY& - EE—- 1‘ R—J ""I“ F P:'J
»U o, XY o XY
oy 7 Re 7 RS
2l ar
D22

U .
(Nous supposons -~ = 0 pour Z, = 0, pour que le mouvement du centre de gravité
0

puisse effectivement avoir lien dans le plan OXY.)

Nous avons :
72, X, = 2,Y, = Rcos (0-- 9),

Xy = 2.Y, = Rsin (0 - o).

Calculons les valeurs des autres quantités P;, P, et Q; au centre de gravité G ;
nous avons, en supprimant les indices O :

22U 22U 22U
p— 2 ___ ———
X2 T + 2oy dAY

2 Y2
(F// F/
“\RTR®

\

P, = a2
FI
) (0, X + «,Y)2 ® (o + o3?)

n FI o2 FI
= (F ~—§>00b (<p—~6) Jr—E,

3*U 22U 22U
Po=Pisn+ Brsys + 2By

/FII Fl

— () (BX ¢ YR T8+ Ba)

" ¥ :
= <F —R—‘) .smﬂq;——ﬁ)-{»k—,
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»U 12U U
Qs = .8, Xz + 25, NE + (oaBa + %f4) XY
Fl/ FI FI
= ('j - R‘g) (0, X + 0,Y) (B, X + BY) + ® (021 4= @5B,)

FI
= (F” —E> cos (0 — o) sin (6 — o).

A titre de vérification, supposons I'axe Gx dirigé suivant OG, alors ¢ = 0; on
retrouve bien les valeurs déja considérées :

~ B F o dqU

T e

aRz2

¥ ¥ 14U

P,=0 +g.  “RE=R&E
Q; = 0.

L’ensemble des équations obtenues s’écrit :

a1+b2=o:
’ WA I'4 F,) sin 2(6— CP) —
by + 2ra, — 1 = KF _E, ..__2.______Q3,
. F'\ sin 2(60 —

a'y + 2ra, -1 = <F _R—>_—i§_—ﬂ=Q3;
a=a'y -+ al+ ab, — 2ra; — 12 — Py,
B=—ay+ ab; + a® + 2rb, — 2 — D,

G _ o, .
Y=g >
avec :
Fl\ F,
Pl—-KF”—R—) cos® (¢ — 0) + >
' FI
P, = (F"—%) sin? (¢ — 0) —J,--R,
T:.‘(E.P’
¢
A + aja? = (B + £)b* = (C + y)e*;
a’ b’
al_z=0: bz—"l')'=0,
b a
L=
(On a ¢ = Cte et
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Cas d’un ellipsoide de révolution (a = b).
On a successivement :

a = b = Cte,

@, =b, =0, a; + by =0,
bll""?”, = Q3,
o'y + 1 = Qs

ce qui est possible pour Q; = 0.
Dans ce cas, on peut toujours choisir ¢ = 6 ou ¢ = 0 + g

On retrouve les résultats obtenus dans la premiére partie.

16. ELLIPSOIDE DE REVOLUTION APLATI. — Supposons d’abord :

a = b.

On déduit des équations (4) :
a, =0b, et ay + b, = 0.

Supposons encore :
et

c’est-a-dire :
n = % — azy,
V= AT + a4y,

S
I

— 2a4z.
Puisque

Ql == Q2 = O’
les équations de conditions (1) se réduisant a :
by 4 aby 4 byby —2rby —1' = Qs

a's + aay + aghy, + 2ray + ' = Q.
Elles peuvent s’écrire :

(by — 1) + 2a,(b;, —r) = Q,
(@y + 7Y + 2a4(a, + 7) = Qs

1° Si nous supposons encore :
Kre2
U =F@) + G@) = 5~ + G)

(ce qui revient & assimiler en premiére approximation le potentiel de la Voie Lactée
& celui d’un ellipsoide homogéne de révolution), nous aurons :

Fr——=9 et Q; =0,

= K (K négatit).
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On se rappelle que :
d2U
P,=——

2
az,

est constant si lar trajectoire du centre de gravité est une courbe plane du plan galac-
tique.

Des équations précédentes, nous déduisons :

Uy + 1 = Ce_/za‘dt,

by —r = — e/ 20,
En vertu de la condition :
ay + b, = 0,
on a :
d
r o= -di;’-

Il en résulte :
« =a'y, + a2 — a2 — 2ra, — r2 — P,,
B=a'y —a? + a,® — 2ra; — 12 — Py,
vy = — P; — 2a'; + 4a,2.
On a bien « = {3, puisque P, = P,.
La relation :
(A + a)a? = (C + v)c?,

. ’ C ‘ . . s .
qui ne dépend que du rapport ~ =0, détermine ce rappert en fonction de ¢ par l'in-
termédiaire de «, c’est-d-dire en définitive de a,. Les axes
a*c =atc =V,

2
Si la trajectoire est plane, (—;;[-Z est constant.

2

Si la trajectoire est quelconque, i—;—g est variable.
0

Puisque nous supposons :

la trajectoire du centre de gravité est une ellipse concentrique a la Voie Lactée.

Conclusion. — On suppose :

2
Fr) = 2

il existe une infinité d’ellipsoides de révolution d’axes variables, dont le centre de gra-

vité décrit une trajectoire ellipt.ique' (ou un cercle), ou plus généralenient une courbe
tracée sur un cylindre elliptique.
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La loi de variation dépend de deux fonctions arbitraires a, et a, du temps, qui
dépendent des conditions initiales imposées aux vitesses.
Par exemple, si 'on veut que « soit nul pour y =0, il faut a; = 0, par suite
w = 0, et le mouvement se réduit & une rotation de vitesse angulaire constante,
puisque :
Q = a, 4 r = Cte,
% = — Y, V= Ay, w = 0.

Remarque. — En général, on considére la Voie Lactée comme formée par la super-
position d’ellipsoides de révolution, auxquels on ajoute quelquefois une masse centrale.
20 Supposons maintenant ¢ = 0.

Nous avons :
F F
R P, = R’

:P1 J— F”
Q; = 0.
On n’a pas en général o = Bsi F(r) est quelconque : il n’y a pas en général d’ellipsoides
de révolution.
Remarques. — 1° Si on prend ¢ = 6 + ;—c, P, et P, sont permutés, Q; reste nul,
le probléme est le méme.
20 Tl resterait a examiner s’il n’existe pas de choix possible pour :

» g, Cy, Gy &g, b3
Ellipsoides quelconques. — Si nous supposons ¢ = 0, nous aurons :
F ¥
P =T — &, P, =%, Q=0

Supposons ensuite :

d’ou :
p=9=0
r = -d—cp = —d—ve
di di
est connu par le mouvement du centre de gravité.
Prenons :
u = a.@ + by,
v = a,x + by,
= Cs2
On doit avoir :
cs = — (a; + by) ;
d’autre part :
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Il vient :
Aly — ALy — 1r(by —a,) = 0,
By, — B,C; — 7(by — a,) = 0.
D’ou :
(Alz - Bll) . Ca(Az - B1) =0,
A2 _'Bl — Ce+fc,dl
D’autre part :
o= a'y + a;* + AB, —r(A, — B;) — P,,
= b'y + b2 + A;Bl + r(A; + By) — Py,
v = ¢'3 + ¢2 — P,

17. ETUDE DES RELATIONS : (B, + a)a? = (B, + R)b? = (B; + y)c2.
a, b, ¢ sont les demi-axes de 'ellipsoide. Leurs rapports peuvent étre quelconques.

a, B, v sont des constantes dépendant du champ extérieur de gravitation, des
vitesses intérieures et du temps.

B,, B;, B; sont les coefficients du potentiel intérieur de I'ellipsoide <é, une constante
pres —I—\z

2nfp,

Un calcul de B, B,, B; a été fait dans I’hypothése o @ > b > c. (Calcul de §'y,
By, B's dans le but de résoudre I’équation dans le cas particulier ou § = 0).

A cet effet, on a introduit les rapports (H. MINEUR, Annales d’ Astrophysique) :

s=<2‘14<1, t=<3‘\‘> 1,
/ ¢/
en fonction desquels s’effectue le calcul de By, 8’5, B's.
Afin d’utiliser ces résultats dans la mesure du possible, nous conserverons ces
notations.
L’ensemble des valeurs possibles de s et ¢ peut étre représenté dans le plan Ost.
On obtient 6 régions principales, qui peuvent se réduire & 3 par permutation de s et &.
Les deux groupes sont séparés par ¢ = s.

Région 1 a >b >c

Etudions d’abord la région (1) :
t> 1, s<1 ou a>b>ec
Dans cette région :
B, = p. B, = 'y, B; = p';
sont déja calculés.

Les relations :
B, + a)az = (B, + p)b2 = (B3 + y)c*
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8’écrivent, avec

; b2 b2,
_-6-2-, S__Eé.

]31__;_"_.“:]324_(3:]}3_:’._Y.

On peut écrire :
o« =B,s —B, + Bs = o + Bs,
Y =By —B, + pt = ¢ + .
Les ¢ et ¢ sont les mémes a une constante prés.
Considérons I'espace Oafy (fig. 10).
Pour B = Cte, o et vy sont fonctions des deux paramétres s et 1.

Fie. 10.

Pour chaque valeur de (3, il existe une infinité de courbes lieux de :

a(s, 1), (s, ?).

Région 2 a >c¢c >b

Etudions maintenant la région :

t <1, s <1 (¢ > ),
ou
a > c> b

Pour utiliser les calculs relatifs & la région 1, désignons les axes respectivement
par A > B >C.
Les relations s’écrivent, en divisant par ¢ :
B+« B,+8

etla® ¢ /b?

:B;;"} Y)

avec ;
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c’est-a-dire :
B,+a2 B,+p
== B, +y
On aura :
Bl = ﬁ'v Bz = Py, Bs = Blza
_ 1 8
== ?, 13 == -
et inversement :
s = §- = ! .
T T

On en déduit sans peine :

S S
& =B2T_‘B1 + ﬁ"T'= By;s — B, + Bs,

1 1
Y=32T—‘Ba+ ﬁrf———th—Ba + Bi.

89

(I1 ne faut pas oublier que B, et B; se déduisent de £', et '; par permutation).

Région 3 c<a< b
Etudions la région
1> s> 1 t > s),
ou
e <a<hb

Désignons les axes respectivement par :
C<B <A
D’autre part, les relations s’écrivent, en divisant par a® :

Bz+B_Bs+Y

B, + o=

a?[br  atjct
ou eneore, en posant :
B 2 a? Bz a,Z‘
S*&)=p T=m=5
. B2 + B _ Ba + Y
B, +a= 3~ = g
On aura cette fois :
Bl == 3,2’ B2 = Blls Ba = Bts’
T = i, S == l,
8 8

et inversement :
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On en déduit :

1 1
“=B2§—B1+B'S’=st_‘31+ Bs,

T T
YZBz‘S'—Bz+ Bngzl_Bs'*‘ pt.

Ici B, et B, se déduisent de f'; et ', par permutation.

Régqrons 4, 5, 6.

Ces différentes régions se déduisent respectivement de 1, 2, 3 par permutation de
s et t et par suite de f3'; et '3 (autrement dit @ et ¢ sont permutés).

b

|
|
| [ 25
t>1 ! L>'{I>s //
s<t | §>1 ’
! 7/
a>b>c ', c<a<h /S
: /
‘ /
: / t>1
! / §I 1
| / s>1
1
i / acec<h
: /
1 :3/
P B
1pm———— ; /‘: .
t<1]b>s /5:
sl / :
a>c>b S ! ted
: s> 1
t<t |
/ s<1}t<s ! a<becce
/ }
/ b<ac<c !
/ |
/é:s :
!
0 1 &
Fra, 11,

Aucun nouveau calcul n’est donc nécessaire.
L’ensemble de ces résultats est représenté figure 11.

Remarque. — Supposons construites pour une valeur donnée de B les courbes du
plan Oay :
o= O, t) + Ps = F(s, 1),
y = ¥(s, t) + Bt = G{s, ¢).
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Ces courbes balayent une région limitée du plan Oay ; pour avoir Péquation de
la courbe limitant cette région, supposons par exemple :
o = F(s, t) = Cte,
ce qui définit une certaine fonction #(s). Si nous substituons cette valeur de #(s) dans

Iexpression :
Y = G(s, 1),

nous sommes amenés & chercher le maximum de cette fonction :
vy = Gls, #(s)].

On obtient ainsi les deux conditions :

3G G dt
A
F F At
% T3 d

L’élimination de % fournit la condition cherchée symétrique en F et G :

G XF G F

ds ot d 08

Nous pouvons écrire & une constante prés :
« = F(s,7) = ¢ + Ps,
Yy=0G(s1 =49 + B,

@ et Y ayant les expressions déja considérées. Alors :

3G ¢ 2,
3 o8’ AU ’
F_29, F_2e
08 d8 At i

D’ou la condition :

d¢ de A o -
ga*ﬁﬂ”ﬂ$+@*Q

e 2¢dg B(?_i+?i’)_m B2 = 0.

s ot of as "\t ' s

En particulier, si § = 0, cette condition se réduit A :

ds ot M ds

qui & été trouvée précédemment a propos de la stabilité et du minimum de densité.
L’étude de ces relations montre que le point (o, B, v) ne peut étre choisi que dans

certaines régions de ’espace Oxfy pour que la détermination de s et ¢ soit possible.
Pour s’en rendre compte, on peut tracer pour chaque valeur de vy les familles de

courbes (o, v).
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18. CoxncrusioN. — Dans ce modeste travail, je n’ai fait qu’effleurer le probléme

du mouvement des amas d’étoiles dans un cas particuliérement simple, o ceux-ci sont
homogeénes.

Le lecteur se rendra compte que le sujet est loin d’étre épuisé et que de nombreux
cas importants restent & traiter : en particulier celui des amas globulaires, dont la
trajectoire s’écarte le plus souvent beaucoup du plan galactique, et qui pourraient
étre assimilés & une masse gazeuse en équilibre polytropique.

Il est souhaitable que des recherches continuent dans cette voie, pour une plus
parfaite connaissance de 1’Univers.

Manuscrit recu le 17 aodit 1945,
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