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INTRODUCTION

Soug des forces progressivement croissantes, les corps
solides, & un certain moment, se rompent ou s’écoulent.
Les problémes correspondant 3 1’écoulement constituent
la théorie de la Plasticité, qui a regu quelques développe-
ments dans deux cas.

Le premier cas est celui des équilibres limites des terres,
cas étudié par Rankine, Maurice Lévy, Résal, Boussinesq
et plus récemment par M. A. Caquot. Ces auteurs font
connaitre divers équilibres particuliers relatifs a des
tranches planes.

Le second cas est celui des métaux ductiles parfaite-
ment plastiques, cas examiné d’abord par B. de Saint-
Venant et Maurice Lévy (& la suite des expériences de
Tresca), repris par la suite par des savants allemands :
Prandtl, Hencky, Prager, Geiringer. Les calculs de ces
auteurs se basent malheureusement sur des hypothéses
assez arbitraires au sujet des relations entre contraintes
et vitesses de déformation. Seule la détermination des
contraintes dans le cas des tranches planes est affranchie
de ces hypothéses.

Nous nous proposons ici d’étudier les équilibres limites
d’un matériau quelconque (sans écrouissage toutefois).
Notre but n’est pas seulement la généralisation de résul-
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tats connus dans ’'un ou Yautre des cas précédents, mais
encore une étude plus compléte et nous indiquerons & ce
titre des résultats mouveaux valables bien entendu dans
les cas précédents. Pour la raison exposée ci-dessus, nous
nous limiterons au calcul des contraintes dans les proble-
mes de tranches planes.



CHAPITRE PREMIER

EQUILIBRES RECIPROQUES.
CONDITIONS DETERMINANT

LES EQUILIBRES LIMITES.

NOTATIONS ET RAPPEL DE PROPRIETHS CONCERNANT LES
CONTRAINTES. — v et © sont les composantes normale (v)
et tangentielle (t = cisaillement) de la contrainte appli-
quée & un élément de surface. Dans cette étude mnous
considérerons v comme positif si cette composante est une
pression : ceci revient 3 orienter positivement la nor-
male vers Pintérieur de la couche de matiére & laquelle
la contrainte est appliquée.

Soit un triedre trirectangle oxryz. — Les composantes
des contraintes sur les éléments de surface dont les nor-

males positives sont paralléles & oz, oy, 0z, seront repré-
sentées par :

Vg T oy Tz
Tyo vy Ty
T2 Tzy Yz

On sait que la mécanique fournit entre les contraintes
les relations suivantes :
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1° Fo, Fy, Fz étant les composantes de la force massi-
que par unité de volume, on a :
Oy, o1y, or,,

— F, =
am+ay+az s =0

et deux autres équations analogues, constituant les rela-
tions (A).

2° Le tableau des 9 quantités v,, <., est symétrique.

D’ou : 7,y = 7y, et deux autres relations analogues,
relations (B).

3° Te, Ty, Tz étant les composantes de la contrainte
sur 1’élément de surface dont la normale a pour cosinus
directeurs «, 8, v, on a:
T, = av, + B'ryz + YT
et deux autres relations analogues, relations (C).

Supposons que dans le milienu tous les points d’une
méme paralléle 3 Oz jouissent des mémes propriétés et
guw’en outre la contrainte sur un élément de surface per-
pendiculaire & Oz soit principale (%, = 0, 7. = 0,
v; = #3). On a alors un probléme de #ranches planes.
Sur un élément de surface perpendiculaire au plan des
tranches et dont la normale fait langle ¢ avec Oz, les
composantes de la contrainte sont:

T, = v, c0S sin
(O] { T: = ::y cos¢¢++1z: sin : (T, = o).

L’ensemble de ces contralntes en un point (¢« sollici-

tation » ou tenseur des contraintes dans le plan zy) est
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done défini par 3 quantités v,, 75, v, entre lesquelles on
a 2 équations fournies par la mécanique :

Oy L
z LA F,

(A) ox oy
Otgy Ovy = F
=Ty

or oy

On obtient facilement des équations analogues A’ en
axes obliques, en considérant 1’équilibre d’un petit paral-
lélogramme dont les c6tés sont paralléles aux axes :

) ot
op 4+ —— = F_, cos i
z
(A% ox oy
ot )
— + L = F, cos i
ox oy

p, t et t, g étant les composantes des contraintes sur les
éléments paralléles & Oy et Oz; Fz, Fy les composantes
de la force massique par unité de volume (Fig. 1).

Figure 2
T;%u., 14
Rappelons qu’on appelle éléments conjugués 2 éléments
tels que chacun d’eux contienne la contrainte appliquée
sur Pautre.
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Rappelons enfin que, pour représenter une sollicitation
plane, on peut utiliser soit une conique directrice, soit
le cercle de Mo et d’Ocagne.

Ce cercle est le lieu de I’extrémité u du vecteur contraiu-
te lorsqu’on rapporte ce vecteur aux axes constitués par
la normale & 1’élément de surface et la trace de cet élé-
ment sur le plan des tranches. On sait que lorsque 1’é1é-
ment tourne dans lespace d’un angle o (autour d’une
paralléle & Oz), le point p tourne autour du centre du
cercle de ’Ocagne d’un angle double, mais en sens inverse.

Di1acraMMES AssociEs. FoncrioN D’AIRY. — Considérons
en particulier le cas ol il n’y a pas de forces massiques
(dans Vhypothése des tranches planes). Les forces de
contact s'exercant sur un contour formé ont alors une
résultante nulle et un moment résultant nul. 11 résulte
immédiatement de 13 que les expressions des composan-
tes de la force appliquée & un élément d’arc ds et de son
moment par rapport & un point fixe sont des différen-
tielles totales.

1° Soit dX, dY les composantes de la force appliquée
A I’élément d’arc ds —, plus exactement & la couche de
matiere située & droite de cet arec pour un observateur
regardant dans le sens de description de l'arc. On a :

dX =T, ds = (v, os ¢ + 7, sin ¢) ds

Or: dscos ¢ = dy ds sin ¢ = — dz
Dot : dX = — 1y, dz + v, dy
et de méme : dY = — y,dr + 1, dy (@)

On retrouverait les conditions A en exprimant que ces
2 expressions (a) sont des différentielles totales.
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Les fonctions X (o, y), Y (#, y) définies & une constante
prés par les relations (a) sont les composantes d’un vec-
teur V (défini & un vecteur prés) que j’appelle vecteur
intggrant. Si Pon donne 3 tous les vecteurs intégrants
une origine commune O, 'extrémité du vecteur V est un
point variable M (X, Y) que j’appelle point associé aun
point m (#, y). La résultante des forces appliquées & un
arc ab (couche de droite) est alors la différence géométri-
que des vecteurs intégrants en b et @, ou encore le vee-
teur AB joignant les 2 points associés.

A une figure (f) du plan @y correspond une figure ou
diagramme associé (F) dans le plan XY : ce diagram-
me U donne la force qui g’exerce sur n’importe quel arc
de la figure f.

2° Soit dW le moment par rapport & 'origine, des for-
ces appliquées & V’arc ds. On a :

) dW = xdY — ydX

Cette expression doit étre la différentielle totale d’une

fonction W (2, y). D’ailleurs :
zdY — ydX = d@Y — yX) — Ydr + Xdy

L’expression :

(b Xdy — Ydz = d(W — Y + #»X)
est donc également une différentielle totale, soit dw en
posant :

w(r, ¥y) = W — z2Y + yX

On retrouverait, en exprimant ce fait, la condition B
(Tay = 7ya)-

La fonction w(z, ¥) (scalaire axial) est définie 4 une

(1) Les diagrammes de Crémona utilisés au Statique Graphique
sont une application particuliére de cette représentation.
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fonction linéaire prés (X et Y étant définis & des cons-
tantes pres).

De sa connaissance dérive celle du vecteur intégrant
et celle de la distribution des contraintes, car :

¥y X=-%U— Y=__z;i
oX 2w
T Ty T o
e e
_ Y  o%w oroy
T T T T a2

La fonction w est la fonction bien connue d’Airy, mais
les considérations précédentes I'introduisent d’une facon
tout & fait rationnelle.

Remarque : Les courbes W = C'* sont telles que les
forces de contact qui leur sont appliquées ont un moment
nul par rapport & 0, donc sont dirigées suivant les rayons
vecteurs, Réciproquement la contrainte sur un élément
de rayon vecteur en un point est dirigée suivant la tan-
gente & la courbe W = C'* passant par ce point (direc-
tions conjuguées). Les courbes W =— C'* gont donec
& conjuguées des rayons vecteurs ».

EqQuiLiBRES RACIPROQUES. — 8i, sur les différenty arcs
ab d’un domaine (d) du plan ry on applique des forces
représentées par les vecteurs AB du domaine associé (D)
du plan XY, ces forces, par hypothése, se font équilibre
(en Yabsence des forces massiques).

Réciproquement, sur les différents arcs AB du domaine
(D), appliquons des forces représentées par les vecteurs
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ab du domaine (d). Je dis que ces forces se font équilibre
(en l’absence de forces massiques).
En effet, W étant supposé exprimé en fonction de X
et Y, la relation (b) montre que :
oW oW
(by) T = W Yy = — —ai
Ces formules, réciproques des formules (b’;) prouvent

que, si dans le domaine D on prend pour fonction d’Airy
W (X, Y), le point associé au point M (de coordonnées
XY) est m (de coordonnées zy).

L’intégrale des moments qui, dans 1’équilibre initial,
était :

ow ow
W =w +.’I,‘Y—yX=w-—.1;___..y._._
or oy
devient pour I’équilibre associé :
ow oW
WH+Xy—Y¥Y2=W—X—-on —Y— =w
oX oY

I1 y a donc réciprocité parfaite entre #, y, w d’une
part, X, Y, W de l’autre. La transformation faisant pas-
ser d’'un groupe de variable & l'autre est analogue a la
transformation de Legendre 3 laquelle elle se rameéne
aisément (V.

J’appelle équilibres réciproques les équilibres des 2
figures associées.

CONTRAINTES DANS LES HQUILIBRES RECIPROQUES. — Soit
dm un arc élémentaire du plan «y, dM Darc associé.
Dans le premier équilibre la force qui s’exerce sur lare

(1) Par une rotation de — % autour de Oz, suivie d’une Bymé-

trie par rapport au plan 2 = O,
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dm est dM (. La contrainte est donc paralléle a Délé
ment dM, de méme sens, et égale a :
dM

dm
Dang P'équilibre réciproque la force qui s’exerce sur

Parc dM est dm. La contrainte est donc paralldle a Pélé-
ment dm, de méme sens et égale a :
am 1
=—r= -
Ainsi sur 2 éléments associéz les contraintes sont de
grandeurs inverses, de signes contraires (voir fig. 3) et
leurs directions sont 2 directions conjuguées (dans I’une

oa Yautre des 2 sollicitations).

dM

!
s !
!
1,
fo

ﬁ,am,_s ¥

Il en résulte qu’a un élément dm <« principal » (ou
(isostatique) correspond un élément dM principal et que
les contraintes principales correspondantes =»,, N; sont
inverses et de signes contraires.

A une ligne isostatique du plan xy correspond donc une
ligne isostatique du plan XY, Visostatique tangente a la
plus forte contrainte (en valeur absolue) dans le premier

(2) Le trait surmontant dM indique qu’il s’agit d’un vecteur.
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équilibre correspondant & Disostatique tangente & la plus
faible contrainte (en valeur absolue) dans le second.

Dans la représentation de Mohr les 2 contraintes (Op
et OP) font avec la normale Ov des angles égaux et de
sens contraire (d’aprés la fig. 3). De plus elles sont de
signes contraires et de grandeurs inverses. Les 2 cercles
de Mohr sont donc inverses Vun de Vautre par rapport
a Porigine avec la puissance — 1 (fig. 4).

Soit dm’ ’6lément conjugué de dm dans le premier
équilibre. I1 est paralléle & 1’élément dM. Il est soumis
3 une pression p’ qui, étant parallele & dm est paralléle
& la contrainte P sur dM. Enfin les points représentatifs

¥

Figpre 4
p’ et P de ces 2 contraintes, sur le diagramme de Mohr,
sont homothétiques par rapport a O :
(0)14 Ny _ i

= Ctt = —
oP Ny nyny

Donc : sur 2 éléments paralléles en 2 points associés
dans les 2 équilibres, les contraintes sont paralléles et
dans un rapport constant (dépendant du couple de points
considéré) ; autrement dit les coniques directrices sont
homothétiques.

Remarque : Sans rien changer aux figures associées, on
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peut faire en sorte que sur les 2 éléments associés les
contraintes soient, non pas de signes contraires, mais de
méme signe. Il suffit d’admettre pour les 2 figures des
conventions différentes relativement au choix de la cou-
che chargée. Si le vecteur AB représente la force appli-
quée sur la couche située & droite de Varc ab (décrit de
@ vers b), le vecteur ab représentera la force appliquée
sur la couche située & gauche de ’arc AB. Nous adopte-
rons désormais cette convention : dés lors les cercleg de
Mohr dans les 2 équilibres sont inverses par rapport a
Porigine avec la puissance - 1.

CoNDITION D’£COULEMENT. — Les calculs que nous avons
en vue sont relatifs aux déformations plastiques des soli-
des. Ces déformations se produisent lorsque les contrain-
tes atteignent une certaine limite dite « limite d’écoule-
ment ». En général la résistance d la déformation aug-
mente avec la déformation déjd subie : c’est I’écrouissage.

Nous nous bornerons ici A envisager des déformations
sans écrouissage. En outre, le matériau sera supposé
homogéne et isotrope.

Dans ces conditions la limite d’écoulement dépend
seulement, pour un matériau donné, des valeurs des 3
contraintes principales. Elle se traduit par une relation :

F(ngy ng ng) = 0
entre ces 3 contraintes. Clest la condition d’écoulement.

D’aprés Mohr, la contrainte principale intermédiaire
ng n’interviendrait pas dans cette relation, qui se rédui-
rait donc & :

f (ny, Ny) = 0
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Ce n’est 12 qu’une approximation, les expériences de
W. Lode d’une part, de Ros et Eichinger d’autre part,
ayant mis en évidence l'influence de la contrainte inter-
médiaire.

La condition de Mohr s’applique bien aux terres pour
lesquelles la relation f — o est linéaire :
ng = jn; — o i<
ny, étant la contrainte principale minima. Elle équivaut
a la condition posée par Coulomb :
TS+ H lgo
On a:

—w(f %) w-md—;
i=w(f—%) o=HUL—)

H et par suite © sont nuls pour une terre pulvérulente.

Dans le cas des métaux ductiles, Tresca puis Guest
ont donné la condition :
ny — Ny = Gte = ¢
qui est de la méme forme que la précédente avec j = 1.

EquiLiBrEs LiMiTES. — Nous envisagerons un écoule-
ment infiniment lent. Alors pour tous les points de la
région qui est sur le point de se déformer la condition
F = o est strictement satisfaite. Cette région est dite
en équilibre limite. On remarquera que, pour qu'un corps
g’écoule, il n’est pas nécessaire que tout le corps soit en
équilibre limite; certaines zones peuvent étre encore en
équilibre « surabondant » (F # o0); elles ne subissent
pas de déformation mais seulement un déplacement d’en-
semble. Pratiquement on se trouve donc le plus souvent
en présence d’équilibres mixtes: limites dans une partie,
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surabondants dane le reste du corps. Mais nous nous
limiterons ici & Pétude des équilibres limites.

NoN DETERMINATION DANS LE CAS GANERAL D’UN EQUILIBRE
LIMITE PAR LA SEULE CONSIDERATION DBS FORCES APPLIQUEES.
N£CESSITS DE TENIR COMPTE DES CONDITIONS DE L’ECOULE-
MENT ULTERIEUR. — Essayons de déterminer un équilibre
limite d’'un domaine connaissant les forces appliquées @
la surface et dans la masse (ces forces réalisant d’ailleurs
entre elles certaines relations qui rendent 1’équilibre poé-
sible et limite). Nous avons en chaque point 6 quantités
inconnues : v, vy, Vi Tys Tan Tay, S0it 6 fonctions incon-
nues de @, y, # entre lesquelles existent seulement 4 équa-
tions indéfinies : les 3 équations A et la condition d’é-
coulement — et certaines conditions a la limite telles
que les conditions C appliquées aux contraintes a 1la
surface lorsque les 3 composantes de celles-ci sont données
(ce qui n’est possible que sur une portion de la surface).
Par la seule considération des forces appliquées & Pins-
tant ot « lieu Péquilibre limite, le probléme reste dong
indéterminé.

On obtiendra par contre le nombre voulu d’équations
indéfinies, si lon prend en comsidération l’écoulement
ultérieur, c’est-a-dire I'écoulement qui se substituerait 3
Péquilibre limite aprés une trés petite modification (de
sens convenable) des forces appliquées. Dans cet écou-
lement les contraintes sont liées aux déformations ou
aux vitesses de déformation. Quelle que soit la forme de
ces relations, elles permettent d’exprimer les contraintes,
entre lesquelles n’existent plus que 3 équations indéfinies
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A (la condition d’écoulement n’étant plus exactement vé-
rifiée) au moyen des dérivées de 3 fonctions des coordon-
nées, savoir les 3 composantes w, v, w du déplacement.
Des lors le probléme est déterminé si l’on tient compte
des conditions & la limite relatives & 1’écoulement.

Ces conditions a la limite, au nombre de 3 en chaque
point, peuvent concerner les contraintes, ou les déplace-
menty (ou vitesses de déplacement), ou faire intervenir
simultanément contraintes et déplacements. Ces condi-
tions sont donc plus nombreuses que celles qui résulte-
raient de la seule considération des forces dans 1’équilibre
limite, et ceci méme lorsqu’il s’agit des contraintes a la -
surface. En effet dans 1’équilibre limite il doit exister °
entre les contraintes, d’une fraction A I'autre du contonr,
certaines relations qui restreignent Darbitraire. Dans
T’écoulement ultérieur, ces relations n’ont plus A étre
satisfaites. Sans doute puisque nous considérong un écou-
lement extrémement lent faisant suite & 1'équilibre limite,
les relations en question sont-elles presque satisfaites.
Mais elles ne le sont pas exactement et le trés faible écart
qui existe joue un réle déterminant. Nous devons donc
prendre en considération, non seulement les contraintes
lors de P’équilibre limite, mais encore les trés petites mo-
difications de ces contraintes a partir de 1’équilibré
limite.

En résumé le considération. de VPécoulement ultériewr
fournit :

1° des ¢quations indéfinies nouvelles;

20 des conditions a la limite nouvelles.

Les unes comme les autres indispensables pour déter-
miner Péquilibre limite. '
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CAS DES TRANCHES PLANES. — Dans ce cas — et lorsque
les conditions & la limite concernent uniquement les
contraintes — la considération de l’écoulement ultérieur
n'intervient, dans le calcul des contraintes, que pour four-
nir un renseignement qualitatif.

Nous allons montrer, en effet, que, por la seule consi-
dération des forces appliquées, on obtient un nombre
suffisant d’équations indéfinies. Seules les conditions a
la limite exigent donc que l’on tienne compte de 1’écoule-
ment ultérieur. Si de plus ces conditions concernent uni-
guement les contraintes, on n’aura & considérer 1’écoule-
ment que pour trancher entre deux hypothéses dans les-
quelles les sens d’écoulement sont différents. Cette réserve
faite, on peut donc dire que 1’équilibre limite est déter-
miné par la connaissance des contraintes sur le contour
limite.

On rencontre pratiquement 2 types de problémes de
iranches planes :

1° Sollicitation plane. — La contrainte principale ns
perpendiculaire aux tranches est nulle. C’est le cas d’une
tranche mince non chargée sur ses deux faces planes.

2° Déformation plane. — La dilatation principale eg
dans le sens perpendiculaire aux tranches est nulle. C’est
le cas d’un cylindre indéfini soumis sur sa surface laté-
rale et dans sa masse & des forces paralléles au plan de
section droite (indépendantes de la sction envisagée).

Dans ces 2 cas la contrainte principale ng peut étre
éliminée de la condition d’écoulement, qui prend ainsi la
forme :

f(ny ng) = 0
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En effet, dans le premier cas nz est nul; dans le second,
la condition e = O implique, quelle que soit 1la forme des
contraintes et déformations (ou vitesses de déformation),
une relation entre ny, ng, ng qui permet d’éliminer ng de
la condition d’écoulement.

On remarquera que ’on est conduit au méme résultat
quel que soit le type de probléme envisagé, si I’on accepte
pour la condition d’écoulement la forme de Mohr et si
ng est la contrainte principale intermédiaire.

Ceci posé, la sollicitation dans le plan des tranches est
définie par 3 quantités, par exemple : v,, 7., v, Ou encore
les 2 contraintes principales n;, n, contenues dans le
plan des tranches et ’angle 6 que fait la contrainte maxi-
ma n, avec Or — soit 3 fonctions inconnues de = et y,
entre lesquelles existent trois équations indéfinies : les
2 équations mécaniques A et la condition d’écoulement
f=o

Supposons en outre que les conditions a la limite con-
cernent uniquement les contraintes : alors le calcul des
contrainteg est possible, sans que 'on ait & faire inter-
venir les déplacements. C’est ce probléme qui fait 1’objet
de ce mémoire.

Toutefois, ce que nous venons de dire au sujet des
conditions & la limite appelle deux réserves importantes
par lesquelles se rétablit I’accord avec les principes énon-
cés dans le cas général des distributions 2 3 dimensions.

1°) Dans un grand nombre de problémes pratiques, les
conditions A la limite ne concernent pas uniquement les
contraintes; certaines conditions concernent les déplace-
ments.
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Exemple : une partie du contour du domaine plastique
est en contact avec une paroi rigide, fixe ou mobile et il
n’y a pas glissement. Le déplacement d’un point de la
masse plastique en contact avec la paroi doit alors étre
le méme que le déplacement du point de la paroi avec
lequel il coincide. Ce cas se rencontre dans un grand
nombre de problémes (poingonnage — fondations — pous-
sée sur un mur de souténement, ete...).

Pour tenir compte de telles conditions, le calcul des
déplacements est nécessaire. La solution du probléme des
contraintes est donc, dans de pareils cas, intimement liée
a celle du probléme des déplacemnts : ces 2 problémes
forment un probléme d'ensemble, indivisible, comme cela
avait lien dans le cas des distributions & 3 démensions.

2°) Méme lorsque les conditions & la limite ne concer-
nent que les contraintes, la séparation des 2 problémes
n‘est pas absolue. En effet nous verrons que lorsqu’on
donne la contrainte sur un élément de contour, deux hypo-
théses sont possibles pour le tenseur correspondant; elles
correspondent a deux équilibres limites différents pour
lesquels les sens des déplacements sont différenis. Consi-
dérons par exemple l'équilibre limite d'une couche com-
prise entre 2 cylindres coaxiaux, soumis tous deux & des
contraintes normales et uniformes. Soit donnée la con-
trainte sur le cylindre intérieur : c’est une contrainte
principale; mais ce peut étre la contrainte principale
maxima ou la contrainte principale minima. A ces 2 hypo-
théses correspondent 2 hypothéses sur le sens de l’écou-
lement qui peut étre centrifuge ou centripéte.
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Pour choisir entre les 2 hypothéses possibles du pro-
bléme des contraintes, on est donc amené & examiner les
solutions correspondantes du probleme des déformations.
On peut heureusement se contenter souvent d’un examen
sommaire portant sur le gens des déplacements relatifs
des différentes parties du contour — en tenant compte
du fait suivant : il y a contraction suivant la direction
de la contrainte (pression) principale maxima et dilata-
tion dans la direction de la contrainte principale minima.

Nous nous limiterons dans cette étude au calcul des
contraintes sans prendre en considération leg déplace-
ments. Nous retiendrons de ce qui précéde que la théorie
ainsi établie n’est pas complétement suffisante pour ré-
soudre les problémes pratiques.

RAPPEL DB QUELQUES RQUILIBRES LIMITES CONNUS PAR
VOIR ELAMENTAIRE. — 1°) Fgquilibiccs de Rankine et Maun-

J
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rice Lévy (V) . — Ce sont les équilibres dans lesquels,
sur des droites paralléles & une direction fixe, la sollici-
tation reste invariable en grandeur et direction. Utili-
sons 2 axes obliques, Oy étant paralléle aux droites envi-
sagées. Les dérivées par rapport & y étant nulles par
hypothése, les équations A’ fournissent les composantes
p, t de la contrainte sur un élément paralléle & Oy :

p = cos i [F, dr

t =cosi [F,dy
(Fz, F, doivent, d’apres cela, étre indépendants de y).

p et t étant connus, la condition d’écoulement donne
q et par conséquent la sollicitation est déterminée. Con-
formément a la remarque 2° du paragraphe précédent,
il y a pour ¢ deux solutions possibles, correspondant a
2 écoulements de sens opposés.

Dans le cas ou il n'y a pas de force massique, p, t et
par suite q sont constants : la sollicitation est invaria-
ble en grandeur et en direction dans tout P’espace. L’équi-
libre est « homogéne ».

Dans le cas de la pesanteur, Ox étant la verticale des-
cendante, on a: ¥, — A (poids spécifique), F, = 0.
D’ou :

p = Ax cos i 4+ Ct t = Cte

8i t est nul & la surface limite (c’est le cas d’un massif
limité par une parallele & Oy et qui ne supporte aucune
charge sur cette paralléle), il reste nul dans tout Pes-
pace, g et p sont alors 2 contraintes conjuguées.

(1) Les numéros en chiffres romains renvoient & I'index biblio-
graphique,
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2°) Equilibre de M. Caquot, pour une terre pulvéru-
lente (V). — C’est I’équilibre ol les courbes conjuguée®
des rayons vecteurs issus d’un point O sont des spi-

T
rales logarithmiques homothétiques d’inclinaison - —

-

sur les rayons vecteurs. Les contraintes conjuguées p et
q s’exercant respectivement sur les spirales et sur les
rayons sont égales.

Le long d’un rayon vecteur, p reste constant; par suite
la sollicitation reste constante en grandeur et direction.

Le long d’une spirale le produit 2 (o, r étant les
coordonnées polaires de pdle O) reste constant. On en
déduit la relation :

pe® B P _ (e

valable dans tout l’espace, le signe de ¢ (= == 1) dépen-
dent du sens d’enroulement des spirales.

Nous généraliserons au chapitre III ce type d’équilibre
a4 un matériau quelconque.

Résal a envisagé un équilibre analogue dans le cas
d’une terre pulvérulente pesante, mais le calcul n’est
possible que par approximations.

3°) Equilibre d’une couche cylindrique. — L’équilibre
d’'une couche comprise entre deux cylindres coaxiaux,
soumis tous deux & des contraintes normales et uniformes,
s'étudie aisément en écrivant les équations d’équilibre en
coordonnées polaires. Les contraintes p sur les cercles et
q sur les rayons sont principales.
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On trouvera par exemple dans le cas d’une terre pul-
vérulente :
E—1
p = Ar
k= < étant le rapport des 2 contraintes principales.
P

Si p est contrainte maxima : %

]
)
]
G0
n
VR
.'.\]:1
l
|6
~—

Si p est contrainte minima : § =




CaariTRE 11

PROPRIETES GENERALES
DES EQUILIBRES LIMITES.
LIGNES MARGINALES.

COURBE INTRINSEQUE. — KELEpIENTS MARGINAUX. — 11
nous sera commode de traduire la condition d’écoulement:
f(nq1, n2) = o dans la représentation de Mohr (coordon-
nées vr). Si ’on tient compte de la condition d’écoulement,
le cercle de Mohr (dont le diametre horizontal a pour
extrémités les points v = 95; et v = np de I'axe Ov) ne
dépend plus que d'un paramétre. Il posséde donc une
enveloppe (& priori réelle ou imaginaire), symétrique par
rapport & Ov, que nous appellerons la courbe intrinséque
(C. 1.).

On sait que la forme proposée par Mohr pour la condi-
tion d’écoulement se déduit de la considération d’uue
courbe analogue qui est réelle; l’expérience montre que
cette courbe a ’allure de celle de la figure 8. Nous admet-
trons donc que la C. I. est réelle et, quand il y aura lieun
de le préciser, nous supposerons || fonction croissante
de v et | °

; | fonction décroissante ou du moins non
dv

croissante de v.
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La C. I. partage le plan vt en 2 régions : nous appel-
lerons intérieur de la C. I. la région qui contient les
cercles de Mohr. C’est dans cette région que doivent se
trouver les extrémités des vecteurs contraintes.

Le cercle de Mohr touche la C. I. en 2 points U et V
‘(symétriques par rapport & Ov). A ces 2 points corres-
pondent 2 éléments de surface de traces Mu et Mv. J’ap-
pelle éléments marginaur ' ces éléments, contraintes

'r\%w 8 - B
marginales les contraintes qu’ils supportent, lignes mar-
ginales les lignes qu’ils enveloppent dans le plan. Par
chaque point de P’espace passent deux lignes marginales
(ligne w, ligne v); ces lignes forment donc 2 familles
constituant un réseau.

Soit ¢ Pangle avec Ov de la branche supérieure de la
C. I. en V. Les angles des éléments Mu, Mv avec 1’é1é-

(1) Selon la théorie de Mohr, la déformation plastigue s’effec-
tue par glissements suivant ces éléments.
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ment isostatique MI qui supporte la contrainte princi-
pale minima 7. sont respectivement :

- G- v G-

car les angles au centre du cercle de Mohr n';ChU et 1, CV

T 7:
valent -+ (—; — <P) el — (—E — 9 )

Désormais v et t désigneront les composantes normale
et tangentielle des contraintes marginales, c’est-a-dire les
coordonnées de V dans la représentation de Mohr.

Les éléments compris dans l’angle aigu Mw, Mv sont
soumis & des contraintes dont les extrémités se trouvent
sur ’arc Unge V : nous appellerons ces contraintes, con-
traintes, « mineures », ces éléments, éléments mineurs.
Les éléments compris dans Pangle obtus supplémentaire
du précédent sont soumis A des contraintes dont les
extrémités se trouvent sur I'arc V#y U : nous appellerons
ces contraintes contraintes majeures, ces éléments éléments
majeurs.

Nous désignerons par nature d’une contrainte (ou d’un
élément) sa qualité majeure ou mineure.

TRANSFORMATIONS SUR LES KEQUILIBRES LIMITES. — 1°)
Translation de la C. I. — Augmentons toutes les solli-
citations d'une sollicitation isotrope ® constante. Une
contrainte Op devient ainsi Oy’ (wp’ = ) (fig. 10). Les
équations mécaniques A restent vérifiées. D’autre part
tous les cercles de Mohr subissent la méme translation
©. On obtient done un équilibre limite correspondant &

une C. I. déduite de 1a C. I. initiale par la translation o
suivant Ov.
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Dans le cas d’une C. I. rectiligne (terres), par une
translation ® = H telle que le sommet de la courbe soit
amené en O, on se raméne & 1’équilibre limite d’une terre

>

pulvérulente : c’est le théoréme des états correspondants
de M. Caquot (V).

2°) Homothétie dans Vespace. — En multipliant toutes
les dimensions dans le plan des tranches par un facteur
constant A, les contraintes restant les mémes en 2 points
homologues, on passe d’'un premier équilibre limite & un
autre équilibre limite correspondant & la méme C. I., mais
a des forces massiques divisées par A.

3°) Homothétie sur la C. I. — En maultipliant toutes
les contraintes par A, on passe d'un premier équilibre
limite & un autre équilibre limite correspondant a des
forces massiques multipliées par A et & une C. I. homo-
- thétique de la C. I. initiale par rapport a DPorigine dans
le rapport A.

En combinant les 2 homothéties précédentes, c’est-a-dire
en multipliant simultanément contraintes et dimensions



33

par A, les forces massiques ne sont pas modifiées et la
C. I. subit une homothétie de rapport A.

4°) Inversion de lo C. I. — Considérons, dans le cas
ol il n’y a pas de forces massiques, ’équilibre réciproque
d’un premier équilibre limite. Dans ce deuxieéme équilibre
les cercles de Mohr sont inverses par rapport & l'origine
des cercles de 1’équilibre initial (puissance = 1). Ce nou-
vel équilibre est donc encore limite mais correspond 2
une C. I. inverse par rapport & O de la C. I. initiale.
Les points représentatifs (sur les cercles) de 2 éléments
réciproques se correspondent par inversion suivie de sy-
métrie par rapport & Ov. Il en résulte que les éléments
marginaux et par suite les lignes marginales, se corres-
pondent dans les 2 équilibres, mais avec échange des
familles : & une ligne % correspondra une ligne o.

On remarquera qu’une C. I. rectiligne ayant son som-
met & DPorigine O (milieu pulvérulent) n’est modifiée ni
par homothétie ni par inversion par rapport a O. Les
équilibres déduits par les transformation 2, 3 et 4 s’appli-
quent alors au méme matériau que ’équilibre initial.

Equations de Véquilibre plastique. — Lorsqu’on tient
compte de la condition d’écoulement: f (n, n2) = o la sol-
licitation dans le plan zy ne dépend plus que de 2 quan-
tités. Entre ces 2 quantités, les 2 équations mécaniques A
éilablissent 2 relations, qui sont deux équations aux dé-
rivées partielles du 1° ordre, linéaires par rapport a ces
dérivées.

L’une des quantités fixe l’orientation de la sollicita-
tion (nous désignons par 1la l’orientation de la contrainte
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principale majeure =;); ce sera par exemple Plangle :
0® = (Oz, n).

L’autre quantité fixe la grandeur de la sollicitation;
ce sera un paramétre quelconque fixant la. position du
cercle de Mohr ou encore celle du point V sur la C. 1.
Nous choisirons un parameétre qui simplifie au maximum
les équations et qui reste invariant dans les transforma-
tions indiquées plus haut. iy, 29, v, © sont fonctions de cet
unique paramétre.

Les équations A introduisent les dérivées de v, Ty, vy
Or on a (en considérant le cercle de Mohr) :

ny + Ny Ny — Ny
= cos 2
Vo 5 + 5 )
ny — ny, |
Ty = — 5 Sii 20
n + Ny ny — N
vy=12“—1220052®
ny + n, Ny — Ny T
—— t =
2 vrciEe 2 3os P 4
- n1+n,> T v + «do
—_— ) =d t d —_—dy = ————
( 2 v+g¢1+cos2cp¢ cos? ¢
1 sin sin
d("“ + "”>= T LI e =— 2 v + e
2 cos ¢ cos? ¢ cos? ¢
Posons alors :
d d
.
)
ou:
A%
1 &
S = — Y+ odo
2 T

(intégrale effectuée le long de la C. I. jusqu’au point V).
Nous définissons ainsi (4 une constante prés) un para-
métre sans dimensions 8 qui simplifie les équations et
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jouit des propriétés suivantes : il se conserve dams une
tramslation ou une homothétie de la C. I.; il se conserve
mais avec changement de signe, dans une inversion de lo
C. I. Pour le démontrer on peut observer que 2dS repré-

sente ’angle sous lequel se coupent en I, prés de V, deux
cercles de Mohr infiniment voisins, car on a (fig. 11) :

CC’ cos n n cos? d

0y = — =% _ 1+2) ? _ B+ e
IC 2 T T

Une translation et une homothétie ne changent pas cet

angle; une inversion change son sens.

Adoptons ce parameétre 8 pour définir la grandeur de
la contrainte, les équations A deviennent :

o8 oS
1 si 2 —_— —
(1 + sin ¢ cos 20) 5 + s ¢ cos @ 2y

. 20 20 €0s2 ¢
cos ¢ sin 2@ —— cos @ cos 20 —— — X
M ® ox + ? ® oy 27

. . o] . oS
sin o sin 20 —— + (I — sin ¢ cos 20) —— +
or oy

Ay

20 20 cos? ¢
cOS ¢ CO0S 20 —— sin 2 —Y =0
] (C] ™ 4 cos ¢ sin 20 o >

équations ot 8 et ® gont les fonctions inconnues de 2

et y, ¢ et v étant 2 fonctions de S fournies par la connais-
sance de la C. I.
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IAGNES CARACTARISTIQUES D’UN SYSTEME DE 2 HQUATIONS

AUX DERIVAES PARTIELLES DU 1°F ORDRE, LINMAIRES. — En-
visageons un systéme de 2 équations :
[°] 7] 7] o
a ¢ + b ¢ + ¢ k + a A I e = o0
1) ox oy ox oy
( P L S N | SR
or oy ox oy -

ot a b,c d, e o, b’,' d, d, ¢ sont des fonctions des 2
variables x, y et des 2 fonctions inconnues &, %.

Proposons-nous de résoudre pour ce systéme le probleé-
me de Cauchy, qui consiste & déterminer des fonctions
E(@, ¥), n (2, y) continues ainsi que leurs dérivées pre-
miéres, qui prennent sur une courbe donnée C du plan
oy des valeurs données (ou encore & déterminer dans les-
pace & 4 dimensions xy, § 7, une variété a 2 dimensions
passant par une courbe donnée). A cet effet appliquons
la méthode du développement en série.

§, m étant connus en C, on les connaitra aussi en des
points infiniment voisins si I'on peut calculer en tout

0% on on

%’ oy’ %@ DOy
On a pour cela, en plus des 2 équations (1), deux équa-
tions fournies par la connaissance des variations de §
et 1 le long de C:

point de C les 4 dérivées partielles

[ 7]
( —E—da:+—-E—-dy=dE

ox oy

(2) 2 2
[ 2% e+ 20 ay = an

or oy

les d désignant les variations le long de C.
Ces 4 équations déterminent en général les 4 dérivées
partielles. Toutefois il y a exception si le déterminant
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des équations (1) et (2) s’annule, ce qui donne la condi-
tion :

(8) (ca’” — ac’) dy2 + (be’ — cb’ + ad’ da’) dxdy +
(@b’ — bd’) dx2 =

Pour une ligne C vérifiant cette condltlon (3) le pro-
bléme de Cauchy est en général impossible, les équations
(1) et (2) étant incompatibles.

Mais ces équations deviennent compatibles si une cer-
taine condition supplémentaire (4) est vérifiée par les
données &n. Par exemple, en supposant différent de zéro
le mineur formé par les 3 premiéres lignes et les 3 pre-
miéres colonnes du déterminant des équations (1) et (2), '
on a la condition :

TEE
" ’ c’ el _
(4) e day O a4 |=09

0 0 dr dny

Dansg ce cas il y a une infinité de solutions et la ligne
est appelée une ligne caractéristigue de systéme (1).

Plus exactement nous désignerons par lignes caracté-
ristiques les lignes de Vespace & 4 dimensions (o, y, & 1)
qui vérifient les équations (3) et (4).

Toute variété 2 2 dimensions intégrale du systéme (1)
est un lieu de caractéristiques. Par chaque point de cette
variété passent deux lignes caractéristiques déterminées
par P’équation (3) (réelles ou imaginaires). Soit :

u(xr, y) = Cte et vz, y) = Cte
les lignes caractéristiques des 2 familles. Si on les prend
comme lignes de référence, c’est-d-dire si 1’on effectue le
changement de variables #, ¥y — u, v on constate aisément
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que le systéme (1) se raméne & la forme simplifiée :

g o o +ﬂ—gll———¢=o
(") Iy

ou
, 9 , Om .
<°‘ao+ﬁau—'—°

o, B, &, o, §’, ¢ fonctions de u, v, &, 7.
Sous cette forme les propriétés des lignes caractéristi-
ques sont en évidence. Soit par exemple une ligne v = C*.
1°) Le long de cette ligne les données &, m ne sont pas
arbitraires car elles sont liées par la 1™ équation (1°).
2°) Ces données ne déterminent pas la solution du sys-

~

téme car on n’a entre les dérivées —o que la 2° équa-
v
tion (1).

LIGNES CARACTERISTIQUES DU SYSTEMB A;. — Eerivant
T’équation (3) dans le cas du systéme A; nous obtenons :

(sin ¢ + cos 20) dy2 — 2 sin 20 dxdy +
(sin ¢ — cos 20) dx2 = 0

don : ’
d sin 20 + s cos n
v o_ £ qJ=.-tg(~)+&(—————3)
dx cos 20 + sin ¢ 4 2
e = =1

Ce résultat montre que, pour une solution déterminée,
les lignes caractéristiques coincident avec les lignes mar-
ginales.

L’équation (4) montre que le long d’une ligne margi-
nale il existe une relation (relation marginale) entre les
variations de 8 et ©. Cette relation est simple et s’intégre
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lorsqu’il n’y a pas de force massique. En développant le
déterminant (4) on obtient en effet :

— dS cos ¢ + d® [sin 2@-—‘%-(cos 20 + sin g)] = 0

ou, en tenant compte de la valeur de
dS 4 §d® = O

d’ou :
S 4+ 0 = Cte
DEMONSTRATION GHOMETRIQUE. — Cette propriété fonda-
mentale des lignes marginale d’étre lignes caractéristi-

ques tient & ce que les points U et V correspondant aux
élémentg marginaux sont sur l’enveloppe des cercles de
Mohr.

Raisonnons directement sur le systéme des équations A
et de la condition d’écoulement. Résoudre le probléme de
Cauchy pour ce systéme, c’est trouver des fonctions
Ve (&, ¥)s Ty, Vy, cOntinues ainsi que leurs dérivées pre-
milres, satisfaisant aux 3 équations précédentes et pre-

nant sur une courbe C des valeurs données. Appliquons
la méthode du développement en série : soit P un point
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infiniment voisin de C. Les équations mécaniques A nous
feront connaitre la contrainte sur 1’6l1ément paralléle @
la courbe C en P; puis la condition d’écoulement ache-
vera de déterminer la sollicitation en P.

En effet, de P abaissons la normale PM sur C; pre-
nons-la comme axe des y, ’axe des x étant la tangente

0
en M & C. Les . étant connues en M (d’apres les don-

5

nées gur C), les équations A fournissent :
o7,y Oy,
— e

Soit (fig. 13) u (?,!,I, — 1Tgy) le pointa:yreprésentatif de la
contrainte sur I'élément tangent & la courbe C en M ;
: Ov,, Oty
MP, — - MP.
oy
o est le point représentatif de la contrainte sur I’él1ément
parallele & C en P. Le cercle de Mohr du point P est
alors en général parfaitement déterminé par les condi-
tions :

1°) de passer par o; 2°) d’étre tangent d-la C. I. (et
d’avoir son centre sur Ov); 3°) d’étre infiniment voisin
du cercle de Mohr du point M.

Toutefois ce résultat est en défaut si le point p est sur
la C. I, c’est-d-dire si I'élément Mz est marginal. Exa-
minons ce cas :

1°) Si les données sur C sont arbitraires, c’est-a-dire

o, Tay
3 et = ont des valeurs quelconques, le vecteur
z &

20 a une direction quelconque. Envisageons alors 2 points
P; et P; situés de part et d’autre de C; il leur corres-
pond 2 points o;, &, situés de part et d’autre de la C. I.

po un vecteur de composantes :

si
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(fig. 13). Par le point o; qui est extérieur & la C. I. on
ne peut mener aucun cercle tangent 4 la C. I. Par le
point ®; qui est intérieur a la C. I. on peut mener 2 cer-
cles tangents & la C. I.; mais les 2 solutions correspon-
dantes sont discontinues au point M. On remarque en
effet qu’un déplacement infiniment petit du cercle de
Mohr correspond & un vecteur uw; infiniment petit du
second ordre (& moins que ce vecteur ne soit dirigé sui-

oy,
vant la tangente & la C. 1.). Donc ?f— serait infini en M.
]

D’un c6té comme de ’autre de la courbe C le probléme
de Cauchy est donc impossible.
2°) I1 y a exception si le vecteur uw est dirigé suivant
la tangente & la C. I. Ceci se produit si :
O,y dvy

=t
2y 8 ¢ oy
(en supposant p sur la branche inférieure de la C. L.).

On en déduit, par les équations A, une relation entre
v, [
—— et
oz or

La position de o n'étant d'ailleurs définie qu’a un infi-
niment petit du 2° ordre prés, la distance infiniment
petite du 2° ordre de » & la C. I. est arbitraire: il y a
donc une infinité de golutions.

c’est-a-dire entre les données le long de C.

LEs RELATIONS MARGINALES. — ILe raisonnement précé-
dent nous fournirait ces relations. Mais nous allons les
déduire de considérations plus directes.

Au lieu d’écrire les équations d’équilibre A en axes rec-
tangulaires, utilisons comme courbes de référence des
lignes marginales. Nous devons obtenir 2 relations telles
que (1), ne renfermant chacune que les dérivées par rap-
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port & une des variables et constituant précisément les
relations marginales.

Pour écrire les équations en un point M substituons
d’abord aux coordonnées curvilignes au voisinage de M un
systéme de coordonnées rectilignes obliques dont les axes
sont les tangentes en M aux 2 lignes marginales (les déri-
vées par rapport & I’arc de la ligne Mu ou par rapport a «
sont les mémes).

Les équations d’équilibres sont alors les équationg A’
(avec i = ¢). De plus, il résulte de la condition d’écoule-

ot
o et —ay— sont nuls.
Tragons en effet les cercles de Mohr infiniment voisins
relatifs au point M et au point N (utilisons les 2 cercles

de la figure 13). Les contraintes sur les éléments MQ et

o
[/,

ment que dans ces équations

NP (fig. 14) ont pour extrémités les points V et ¥'. Les
composantes p et ¢ s’obtiennent en décomposant ces con-
traintes suivant la direction (Ot) de 1’é1ément et la direc-
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tion (KV) de la tangente au point V. Quand on passe de
V & ¢ la variation de la composante ¢ est un infiniment
petit du 2¢ ordre. Donc :
ot
“or
De méme, en considérant les éléments M N et Q P, on
obtiendrait :

ot
oy
Les équations A’ se réduisent done 2 : (1)
—ap——-Ucos.q;=o -a—q-———VGOSq)=O
ox oy

qui sont bien de la forme (1)’

Reste A exprimer les variations de p et ¢ au moyen des
variations de S et ®. Calculons la variation dp de p quand
on passe de 1’6lément MQ & P’élément NP.

8i, de M & N, Vorientation ® de la sollicitation ne va-
riait pas, ’extrémité de la contrainte (p, ¢) resterait sur
un rayon d’inclinaison fixe dn cercle de Mohr, done passe-
rait de V en H (fig. 13). On aurait dans ce cas:

dp = VH = CC’ cos ¢

T
R = m étant le rayon du cercle de Mohr, on a alors

d’aprés la figure 11 :
dp = 2RdS
Supposons maintenant que de M a N Dorientation de
la sollicitation ait varié de d®. Le rayon du cercle de
Mohr qui a pour extrémité le point ¥ aura tourné de

(1) U, V désignent les composantes (obliques) de la force massi-
que précédemment représentées par F, Fu‘
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+ 2 dO et le déplacement correspondant H ¥ est 2 R
d®. On a donc :

. dp = 2R (dS — d@)
D’ol la relation marginale :

U cos ¢

o
relation entre les variations le long de la ligne margi-

nale u (celle dont la tangente a pour orientation :

ais — 0) =

e — Z— + —;—) . ds, est Parc élémentaire de cette ligne.

De méme on trouverait :

dg = 2R(dS + d®)
d’on :

V cos
ds + @) = __éﬂ_i ds,

relation marginale relative &4 la ligne v (celle dont la

. . ~ ?
tangente a pour orientation : ® -+ T 3)
Ezemples :
1° Lorsqu’il n’y a pas de forces massiques, chaque rela-
tion marginale s’intégre sous la forme :

S 4+ @ = Cte
relation qui s’applique & la ligne dont la tangente a pour
orientation :

O + & (—,—l:- — %) e = =1
2¢ Lorsqu’il existe des forces massiques, les relations
marginales ne peuvent pas en général étre intégrées sans
que ’on connaisse le tracé des lignes marginales. Cest le
cas qui se présente pour un miliew pesant de poids spéci-

fique A, pour lequel on aura, en prenant pour axe Oz la
verticale descendante : .



LHE

UCOS(p=ASin(®+'£“"i)

Vcos<p=-——Asm(®—-—+—

La solution analytique compléte du probléme de 1’équi-
libre plastique que nous donnerons au chapitre III est
basée sur la possibilité d’intégrer les relations margi-
nales sans connaitre le tracé des lignes marginales. C'est
ce qui explique que cette solution exacte doive étre limi-
tée au cas ou il n’y a pas de force massique.

3° Exceptionnellement les relations marginales peuvent
f’intégrer dans quelques cas trés particuliers. Ainsi sup-
posons que les forces massiques dérivent d’une fonction
de forces W et que la C. I. soit constituée par 2 droites
paralléles (¢ = o; c’est la C. L. qui correspond & la condi-
tion de Tresca). Dans ce cas : 2 R = C* = w. De plus
les lignes marginales étant orthogonales U ds, et V ds,
représentent les travaux de la force massique le long des
arcs ds, et ds,. On a donc, le long d’une ligne marginale :

dW
dS 4+ 0) = —
(1]

ou :
w
S — — 4+ 0@ = Ce (L
o
Conséquences de la qualité de caractéristiques des lignes
marginales.
1° Deux solutions analytiques différentes ne peuvent se
raccorder que le long d’une ligne marginale commune.

(1) Ce résultat s'obtient également en remarquant qu’en super-
posant aux sollicitations une traction isotrope égale & W, on
passe d’'un équilibre limite correspondant & la fonction des forces
W a un équilibre limite sans forces massiques.
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Soit par exemple, en.Pabsence de forces massiques, un
équilibre homogéne; on ne peut lui raccorder un autre
équilibre que le long d’une de ses lignes marginales, qui
sont droites. On peut de cette fagon, en particulier, lui
raccorder un équilibre de Caquot (généralisé, au cas d’un
matériau quelconque), ce dernier ayant une famille de
lignes marginales droites constituée par les rayons vec-
teurs issus de O.

20 Les données de Cauchy (S et ©) sur un arc AB ne
déterminent entiérement la solution que dans le quadrila-
tére formé par les } lignes marginales 2 a4 2 issues des
extrémités de Parc AB.

Nous supposerons qu’aucun élément de AB n’est mar-
ginal de sorte qu’une ligne marginale issue d’un point
de AB ne recoupe pas cet arc.

Q

Par tout point M intérieur au quadrilatére ci-dessus
défini passent 2 lignes marginales qui rencontrent l’arc
AB en a et B (situés entre A en B). Chacune de ces lignes
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6tablit une relation entre les valeurs de 8 et © en M.
S et O sont donc déterminés en M.

Au contraire, par un point extérieur au quadrilatére
on ne peut, suivant les régions, mener qu’une seule, ou
zéro ligne marginale rencontrant I’arc AB : la solution
est donc suivant les régions simplement ou doublement
arbitraire.

Ces considérations intuitives recevront une confirmation
rigoureuse par la suite.

Remargue : Les données de Cauchy (8, ®) sur A B sont
connues si ’on se donne les contraintes qui s’exercent sur
cet arc et leur nature. En effet la donnée de la contrainte
sur un élément de I’arc fixe un point du cercle de Mohr.
Par ce point on peut mener 2 cercles tangents a la C. 1.
Mais pour 'un d’eux la contrainte est mineure, pour 1’au-
tre elle est majeure. Si I’on précise la nature de la con-
trainte, la sollicitation est donc bien déterminée. Cette
nature reste constante sur AB si aucun élément de AB
n’est marginal. Donc :

La connaissance des contraintes qui sexercent sur un
arc et de leur nature supposée uniforme, détermine entie-
rement les sollicitations dans le quadrilatére formé par
les 4 lignes marginales issues des extrémités de Varc ¢t
dans ce quadrilatére seulement.

Exemples : a) Transmission & une paroi d’une contrain-
te uniforme appliquée & unc surface libre plane.

A partir des données sur la surface libre AB (B rejeté
a Pinfini — fig. 16) les contraintes sont entidrement déter-
minées dans P’angle BAX (AX premiére ligne marginale
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jssue de A que on rencontre en tournant dans le massif
autour de A a partir de AB) : la solution est d’ailleurs
fournie par un équilibre homogéne. Au deld de AX, dans
Pangle XAY, une infinité de solutions seraient possibles
si Pon ne tenait compte que des conditions imposées sur

AB. Pour déterminer I’équilibre il faut tenir compte en
outre des conditions imposées sur la paroi AY, soit aux
contraintes, soit aux déplacements (voir chap. III).

b) Poussée sur un mur de souténement. — Cest le mé-
me probléme mais en tenant compte de la pesanteur et la
surface libre pouvant étre déchargée. Dans I’angle BAX
I’équilibre est déterminé; c’est celui de Rankine. Rankine
appliquait sa solution jusqu’a la paroi AY. Résal lui a
substitué & partir de AX un équilibre conduisant 3 une
poussée moindre. Ces 2 solutions correspondent au glisse-
ment de la terre sur la paroi, mais avec des valeurs diffé-
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rentes du ceefficient de frottement : ce dernier est maxi-
mum pour P’équilibre de Résal.

3° Ewxistence de relations entre les contraintes sur les
différentes fractions d'un contour.

Au paragraphe précédent nous supposions qu’aucune
ligne marginale issue d’un point de ’arc AB ne recoupait
cet arc. 8'il n’en est pas ainsi, on ne peut se donner arbi-
trairement les contraintes sur la totalité de l’arc, car
une ligne marginale joignant deux points M et N de P’arc
établit une relation entre les sollicitations en ces deux
points.

Ce cas se présente notamment si ’on envisage un contour
fermé (simple ou multiple). Car une ligne marginale péné-
trant dans le domaine en équilibre limite par un point M
du contour en ressort nécessairement en un autre point N.
Exemple : Dans I’équilibre limite d’une couche cylindri-
que il existe une relation entre la pression sur le cylindre
intérieur et la pression sur le cylindre extérieur.

Graduation de diverses C. I. en valeurs de 8. — 8 est
défini par la relation :

248 = - 4 g
ou encore :
1
2as = — B
tg ¢ R
en désignant par R = e

le rayon du cercle de Mohr.
9

1° C. I. composé de 2 droites paralléles distantes de o
(fig. 17). Cette C. I. correspond 2 la condition de Tresca :

ny — Ny =
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On a:

o

f\tww, 17

d’omr :

S=.V_+Cte

®
2° C. I. composés de 2 droites concourantes. Cette C. 1.
correspond 2 la condition de Coulomb-Rankine :

t=(+ H) ige
ou a la relation :

Ng = JNy —
Ona:
¢ = Cto
d’otr :
S=— 1 LogR4Ce=—0" 1 Cte
RECETI ) = Z2s e og v +

3e (. I. circulaire. — Envisageons seulement le cas d’un
cercle coupant ’axe des v en Iy ou I; sous I'inclinaison go.
L’inverse de ce cercle par rapport & I, est une droite d’in-
clinaison ¢, et aux points inverses p p’ les valeurs de 8
sont opposées. Done : :



S=———1———Logc’+Cm= 1 Log o® + Ute
2 t8 90 2 18 ¢ <
7o désignant le rayon p I, (fig. 19).
En effectuant Pinversion par rapport & I, on trouve-
rait de méme :

1 ry2

S = — Lo Cte = pl
2 t8 @0 8 T + 1 P

En prenant la moyenne des 2 expressions précédentes,
on en obtient un 3°:

1

S = Log —2

2 tg 9 Lo

4° 8i la C. I. ne possede pas de point anguleux en son

sommet, elle est au moins au voisinage du sommet assimi-

lable & une parabole :

vy = A" avec l<m<gL?2
On obtient immédiatement :

1 1 i ©
S = —|l/—mm—onoufgl — ¢ —_— —_——
Z[m—-l g<2 ) (2 <P)]

avec
tg(—‘;——-—qz) =lMTm—1

Exemple d’application : Probleme du poingonnage ocu
des fondations. Supposons que la surface d’appui OO’ soit
sans frottement. La pression p au point M est normale

+ Cte
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donc principale; en outre elle est évidemment majeure.
Au contraire sur la surface libre Or la pression ¢ est
nulle, donc également principale mais mineure. Envisa-
geons une ligne marginale v allant de M a N (fig. 20).

DeMiLN,@passede——-;—a0.0nadonc:

—_8 =
M N 2

relation qui donne la valeur de la pression p. -

g ,flo 1

7 /\//N )
Tyaeto

Ainsi pour un métal ductile, en adoptant la condition

]
de Tresca on aura : vy, — Vg = @ 5
Or:

wle

— w — —
q—vn—g-—o p——vM-i-
D'ou :

T
P = o ( 1 + "2— )
Pour une terre (¢ = C®* # 0O), on obtiendra :

R =an:t»gq>
M N
1 sin
p+H=R T 50@
M sin ¢
{ — sin
g+ H=R ——_ "%
N sin ¢

d’ou la formule de M. Caquot :

t,
_H("ng‘\o 1) avee: j-_;tg2<f————?->
P=8\""7—— 4 2



CuarITRE 111

ETUDE DU RESEAU DES LIGNES MARGINALES

CONDITIONS IMPOSEBS A UN RESEAU MARGINAL, — Lors-
qu’on connait un réseau de lignes marginales, on en déduit
immédiatement la sollicitation en chaque point. IL’étude
des équilibres limites se raméne donc & celle des réseaux
marginaux, réseaux qui ne sont évidemment pas arbi-
iraires et A qui deux conditions sont imposées,

En effet soit donné un réseau de lignes marginales. Les
directions marginales en M font immédiatement connat-
tre les angles © et ¢ : © est Porientation de la bisectrice

de Pangle aigu de ces 2 directions et % — ¢ est la gran-
deur de cet angle.

En ce qui concerne 8, supposons le connu en un point
-My; pour Pobtenir en un autre point M; nous pouvons
appliquer les relations marginales le long des arcs mar-
ginaux issus de M, et M; (arcs qui se coupent en P et Q -
fig. 21), les variations de ® étant connues le long de ces
ares. On peut d’ailleurs passer de My, & M; en cheminant
le long de My, P M; ou le long de My, Q M, : dans les 2 cas
on doit trouver la méme valeur de S en M;. Il en résulte
une premiére condition imposée aun réseau. '

Désignons par ds,, 3s, les arcs des lignes marginales
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de la famille u et de la famille v, par ©,, 6, les orienta-
tions de leurs tangentes, par U et V les composantes de

la force massique suivant les directions de ces 2 tangentes.
Cette premiére condition s’éerit () :
4Rd8® = (VI — 3)\U sin ¢) 30,ds, — 3 (U cos ¢) ds,
+ (U — 32V sin ¢) d®,3s, + d(V cos ¢) 3s,
en posant :

1 1 de
6 dS
r= 1 1 dey
2 dsS
dse = ®M1 —_ @P —_— (®Q — ®Mo) = 3dO

les d représentent les variations le long de ’arc M, P; .
les 3 représentent les variations le long de I’arc M, Q;
R est le rayon du cercle de Mohr.
Dans le cas de la pesanteur et pour ¢ = C% la condi-
tion donne :
Rd3® = A tg ¢ (sin 0,d0 s, — sin @, 30 ds,)

(1) Faute de place, nous ne donnons pas le détail des calculs;
ceci n'a pas d’inconvénient, car la suite de cette étude se rapporte
4 un cas particulier pour lequel nous obtiendronsg la eondition
directement.
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(A : poids spécifique — angles mesurég 2 partir de la ver-
ticale descendante).

En ’absence de forces massiques, la condition se réduit
a:

e =0

En outre, a la valeur de S calculée comme il vient d’étre
dit, doit correspondre sur la C. I. angle ¢ mesuré sur
le réseau; d’out une seconde condition imposée & celui-ci.
Ainsi, dans le cas d’une C. I rectiligne, les courbes da
réseau doivent se couper sous un angle constant égal a
- :
7

Etudions directement le cas ou il wexiste pas de forccs
massiques, cas auquel nous nous limiterons dans la suite.
Nous poserons :

(S + 6 = 2u .oy [0)
IS — @ = on S

20 TR
u. reste constant le long d’une ligne marginale »; v reste
constant le long d’une ligne marginale .

Les conditions imposées peuvent alors s’exprimer ainsi:
envisageons un arc Py P; d’une ligne variable d’une fa-
mille (famille v par exemple) limité & 2 lignes fixes de
Tautre famille (lignes v = v, et v = v,).

1° @’aprés la relation (1), on a:

0, — 0y = vy — v, = Cte

Les directions principales (bissectrices de Vangle du
réseau) aux 2 extrémmités de Uarc doivent donc faire entre
elles un angle constant. Cette condition, qui s’écrit encore
30 = Ct ou: d3@ = O coincide avec la premiére condi-
tion trouvée précédemment,
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2°¢ d’apres la relation (2), on a :
By — 8y = vy — vy = (te
¢ étant lié & S sur la C. 1., on en déduit qu’il existe une

9
relation bien déterminée entre les angles (—2- — 9) du

réseau aux 2 extrémités de Parc; ainsi, pour une C. L. rec-
tiligne, ces angles doivent étre égaux.

DATERMINATION GENERALE DES RESEAUX MARGINAUX
EN L’ABSENCE DES FORCES MASSIQUES

A. — Réseaux dégénérés

Si nous cherchons & déterminer I’ensemble des réseaux
satisfaisant aux conditions (1) et (2) nous rencontrons
d’abord 2 cas particuliers :

a) # et v sont constants dans tout l’espace. Il en est
alors de méme de O et S (et par suite de ¢) et des orienta-

tions = (% _ —2—) des lignes marginales. LI’équilibre

est donc homogéne et les lignes marginales sont des droi-
tes. '
b) % ou v, est constant dans tout I’espace. Soit 4 = u,
dans tout l’espace. Le long d’une ligne u, v est en outre
constant, donc aussi O, 8, ¢ et Porientation :

- Q

c) =@—(———
“ 4 2

de la tangente 2 la ligne. Les lignes u sont donc des droi-
tes; le long de ces droites la sollicitation reste constante
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en grandeur et direction. Nous dirons que I’équilibre est
semi-homogéne. i

D’une droite & une autre, la sollicitation varie en fone-
tion de Vorientation de la droite, conformément & la re-
lation :

S + @ = 2u,
ou :

1 . T
S-——?q;(b) =2 — - — O,

Une famille arbitraire de droites convient. De la valeur
de S définie par la relation précédente, on déduit en ef-
fet ¢ d’ott O, ce qui permet de tracer les lignes v : et le
réseau ainsi constitué vérifie évidemment les conditions
(1) et (2) du paragraphe précédent.

Considérons 2 lignes v (MM et NN’ fig. 22) et soit
r et r 4 dr les longueurs qu’elles interceptent entre elles
sur 2 lignes « infiniment voisines. On a :

rd®,

dr = (NN — MM’) sin ¢ = sin ¢
€05 ¢

ou :

ar

=tgg(d@+%—d¢p)
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D’ailleurs, u restant constant :

de = — dS
et: ,
1 1 dv tg ¢ 1 dr
ds — — d == e 2 =
tg‘p( 2 ?) 2 T 2 «
D’ou :
ry/z = Cte

On remarquera également que les lignes marginales
courbes v présentent un reborussement sur la ligne enve-
loppe E des lignes marginales droites w.

Envisageons en particulier une famille de droites con-
courantes. Les lignes v sont alors homothétiques entre
elles; leurs rayons polaires # sont déterminés par la re-
lation :

1’\/? = (te

Dans le cas ot ¢ = C%™ ces courbes homothétiques sont
des spirales logarithmiques. D’ailleurs la relation précé-
dente donne :

Nous retrouvons ainsi I’équilibre de M. Caquot et nous
voyons comment il se généralise dans le cas d’un matériau
quelconque.

EQUILIBRES RECIPROQUES. — En 2 points qui se correspon-
dentona:0 =08 = —Sdov:w =—vv =—u

A un équilibre semi-homogéne v = C%* correspond donc
un équilibre semi-homogéne » = Cte,

A un équilibre homogeéne correspond un équilibre ho-
mogene.
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AprpLicaTiONs : L’équilibre homogéne est celui qui se
développe a partir d’une droite chargée de contraintes
de grandeur et d’inclinaison uniformes.

Quant aux équilibres semi-homogénes ce sont ceux qui
peuvent se raccorder & un équilibre homogene.
Supposons en effet que le raccordement ait lieu suivant
une ligne ». Envisageons 2 lignes « issues de 2 points
quelconques P et Q de la ligne de raccordement. Sur
chacune de ces lignes, v est constant; en outre v a la mé-
me valeur en P et en Q puisque ces 2 points appartien-
nent A 1’équilibre homogéne; v est done constant dans le
domaine de Péquilibre qui se raccorde & 1’équilibre homo-

géne,

TRANSMISSION A UNE PAROI D’UNE CONTRAINTE UNIFORME-
APPLIQUEE A UNE SURFACE LIBRE PLANE. — Dans P’angle
XAY (fig. 16) Véquilibre est un équilibre semi-homogeéne.
Cet équilibre est déterminé par une condition imposée sur
la paroi AY.

Supposons par exemple qu’il y ait glissement de la
masse plastique le long de la paroi. Il existe dans ce cas,
une certaine condition indépendante du point considéré
entre les composantes de la contrainte sur la paroi (si
par exemple la masse n’adhére pas a la paroi, ces compo-
santes doivent satisfaire & la loi de frottement de Cou-
lomb). Cetle condition équivaut & une relation entre les
parameétres S et 0 de la sollicitation. Comme d’autre part
ces 2 quantités sont déja liées par la condition de cons-
tance de v (ou de %), on voit qu’elles sont bien déterminées
et ont méme valeur pour tous les points de la paroi. Sur
la paroi les contraintes sont donc de grandeur et de diree-
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tion uniformes. A partir de la paroi régne donc un nouvel
équilibre homogene, jusqu’a la droite marginale AZ. Enfin
dans l'angle XAZ (fig. 16) régne un équilibre de Caquot,
car c’est le geul équilibre semi-homogeéne qui possédant
AX et AZ comme lignes marginales, ne donne pas lieu &
un recouvrement (voir chap. V) de 2 parties du réseau au
voisinage de A.

En particulier si la paroi AY est dans le prolongement
de la surface libre, on obtient le cas du poingonnage on
de la fondation rectiligne (en admettant qu’il y ait glis-
sement de 1a matiére au contact de la surface d’appui, ce
qui n’a lieu que pour une surface assez large et de part
et d’autre de la région médiane).

Ces considérations permettent également de calculer les
pressions qui s’exercent sur les parois d’une filiére ou
d’une frémie rectilignes en admettant que dans la section
droite de sortie les contraintes soient normales et de
grandeur uniforme.

CAS PARTICULIER : FROTTEMENT MAXIMUM. — Le glisse-
ment peut avoir lien, soit directement entre la masse
et la paroi, soit entre 2 couches contigiies de la masse dont
T’une reste fixée & la paroi. Se réalisera celle des 2 hypo-
théses qui conduit & la moindre résistance.

a) Si le glissement a lieu directement entre la masse
et la paroi, il y a entre les composantes normale n et tan-
gentielle ¢ de la contrainte sur la paroi, un relation, qui
est celle de Coulomb : ¢ = n tg ¢, lorsqu’on suppose nulle
Padhérence de 1a masse & la paroi.

b) Si le glissement a lieu entre 2 couches contigiies — et
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si nous admettons P'identité entre direction de glissement
et direction marginale (1) — la contrainte n, ¢ est mar-
ginale.

Supposons que, n restant constant, on augmente pro-
gressivement depuis zéro I’angle de frottement ¢’. Le glis-
sement a d’abord lieu directement entre masse et paroi;
t augmente avec ¢’. Pour une certaine valeur de ¢” la con-
trainte =, ¢t devient marginale. A partir de ce moment le
glissement a lieu entre 2 couches contigiies et ¢ garde une
" valeur constante. Le glissement entre 2 couches contigiies
correspond donc au frottement maximum.

Dans le cas du frottement maximum la paroi AY est
ligne marginale; elle coincide avec AZ (pour un glisse-
ment de sens convenable). L’équilibre de Caquot s’étend
alors jusqu’a la paroi. Les calculs sont plus simples .

B. — Cus général

Dans le cas général, u et v étant tous deux variables,
utilisons-les comme coordonnées curvilignes.

Soit: ds, = E (u, v) du, ds, = G (u, v) dv les éléments
d’arcs des 2 lignes marginales qui se coupent sous l’ang!e

7
5 ¢ Pour définir le signe de E et (&, nous choisirons -
sur chaque ligne un sens positif qui soit : ‘

1° continu sur la ligne — 2° tel que l'on passe par une

(1) Cf. note (1), page 30.
(2) Ainsi dans le cas d’une fondation rectiligne, on obtient faci-
lement :

. 3r
1 85
n=H[( +sm¢)e<2 +‘P>tg"’ ——1]
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. - .
rotation de - <3— — 9 ) de la tangente positive & une

ligne » a la tangente positive & une ligne v. Ces deux
conditions définissent parfaitement le sens de descriptiqn
de toutes les lignes du réseau, lorsqu’on a choisi le sens
de description sur une seule d’entre elles.

Le carré de I’élément linéaire du plan est alors :
dr? + dy? = ds? = E2du? + 2EG sin ¢ dudv 4+ G2dov?

La détermination d’un réseau se raméne 2 celle des fonc-
tions E (u, v), G (u, v) et ¢ (¥, v). Voyons donc quelles
conditions leur sont imposées.

En premier lieu I’élément linéaire ds doit étre euclidien.

En second lieu le réseau doit satisfaire aux conditions
(1) et (2) du début du chapitre.

Nous remarquons que la condition (2) concerne les an-
gles du réseau. On y satisfait en prenant pour ¢ la fone-

N

tion de 8§ = u + v que on déduit de la C. L. Cette condi-
tion étant désormais supposée remplie, il reste 2 conditions
pour les fonctions E et G.

Pour exprimer la condition (1), nous allons calculer 2
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partir de E et G la valeur de d® et nous l’égalerons i
duw — dv. Pour cela, soit r, et r, les rayons de courbure
des lignes u et v, leurs signes étant déterminés par la
convention suivante : les normales positives se déduisent

T
des tangentes positives par rotation de — 7 pour les li-

gnes «, de 4 % pour les lignes v (fig. 23). Ces 2 rayons se

déduisent de E et G par des formules classiques :

oE 2 (G sin ¢)
1 o ou
r, EG cos ¢
) oG _ o (E sin ¢)
1 _ ou ov
7, - EG cos ¢
On a d’autre part :
1 e, 1 ,00 1 do
r,  ds, E \2u ° 2dS)
2) 1 de, | 20 1 do
7y ds, G (av 2 S )
On en déduit :
] o E
d®=——® du+——®dv==-————du+
ou ov “
G 1 dy
™ dv — -2— —‘g- (du -_— \dv)
d’ou par les formules (1):
du oE G
3 dO = — —0m | —— — -
®) ® Gcos g | O sit ¢ 1

2
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Identifiant cette expression & du — dv, on obtient les
2 conditions :

oE oG 1 do
—_— it g — = — G { —
o0 ? “ou cos ¢ ( 2 s
oG ’ 1 de
—— — sin —_—= — B (1 — — —
o 5 cos @\ 2 ds
ou :
ok
sa(S)T-}'Esin@:——G
FOR (';
a(S) — G sin = — E
Q (S) o + n ¢
en posant :
cos g
s ==
a(8) 1 1 do
2 dS

Nous trouvons 2 relations. C’est qu’en réalité, en iden-
tifiant Pexpression (3) & la différentielle totale du — dv,
nous avons exprimé non seulement la condition (1) mais
aussi la condition que 1’élément ds soit euclidien. On peut
en effet démontrer que cette derniére condition peut s’ex-
primer de la facon suivante : la variation de 0 (expres-
sion 3) doit é&tre une différentielle totale. Les relations (4)
sont donc les seules conditions entre E et G.

EqQUILIBRES RECIPROQUES. — Lorsqu’on connait un réseau
correspondant & un premier équilibre limite, on en con-
nait un second : celui de ’équilibre limite réciproque (qui
correspond & une C. I. différenie en général de la C. I.
initiale), ou réseau associé. On connait méme une infinité
de réseaux associés : en effet, un réseau donné est valable
pour une infinité d’équilibres correspondant & une méme
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C. 1. mais & des positions différentes de Vorigine par rap-
port & la C. 1. Autrement dit, pour obtenir un réseau
associé, on effectuera dans le plan vt une inversion par
rapport & un point quelconque de ’axe Ov.

a) Cherchons comment, dans ces conditions, se trans-
forment les quantités E et G.

ds et ds’ étant 2 arcs qui se correspondent, soit p la
contrainte sur Iarc ds, ¢ sa composante de cisaillement,
soit p’ et " la contrainte et le cisaillement sur Varc ds’

Ona:
ds’ 1 [P [T
ds P 1Y v

ViEds = \/Tds
Cette relation est indépendante de la position de Pori-
gine des contraintes par rapport & la C. I. On en déduit
que la quantité \/¢ ds est un invariant lorsqu’on passe de
Péquilibre initial & 'un quelconque des équilibres réci-
proques en nombre infini que 'on peut en déduire.

d’otr :

Appliquons cette relation aux arcs marginaux. Nous ob-
tenons :

V| Edu| =\ | &av |
V7| G dv | \/?|E’du']

Précisons la correspondance des signes. A deux éléments
orientés symétriques par rapport & la direction de la
contrainte principale majeure, correspondent dans un équi-
libre réciproque deux éléments orientés symétriques par
rapport 3 la direction de la contrainte principale mineure.
Si donc nous choisissons comme sens positif sur les li-
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gnes « celui qui correspond au sens positif des lignes
associées v, le sens positif sur les lignes v’ correspondra
au sens négatif des lignes u.

On déduit de 1a :

V7 E dw = \/rGdv
VTG dY = — \/rEdu

d’ol1 (en tenant compte des reations ' = — v, vV = — 4):
VPE = — \76
VR = \FE

Nous poserons :

e(u, v) = E(u, v) \/T (¢: fonction
y(u, v) = G(u, oY /x d¢ % + V)
Les relations précédentes s’écriront alors :
s, v) = — y(u v)
¥, v) = 4+ s(, v)
b) Cherchons également comment se transforme la quan-
tité a (S) qui intervient dans le systéme (4). On a :
1 de dy
2 ds | 2 ds
cos @ 27 dS cos ¢
1 de dv

d’our :

27 dS
S =
| e® | de

ol do représente ’6lément d’arc de la C. I.
Or on a (triangles semblables de sommet O — fig. 24):
dﬂ" _ p' _ 1_’

de P L]

D’autre part :
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On en déduit :

[a®) | =]a®) |
Les 2 quantités a(S"), a(S) sont d’ailleurs de méme signe
dv av’
car d8S et 4 8 sont de signes opposés, et -
cos ¢ co8 ¢
également. D’ou : a(8') = a(8).

v
RépucTioN pU sYSTEME (4). — Introduisons dans le sys-
téme (4) les quantités ¢ y. Nous avons :
E =" G = %
V7 VT
oE | O¢ 1 . dz
0] Ve 2 o/ ds
ok 1 0 27 dS si
o (S) _ — a(s) s +dS sin ¢ & dr
v V4 ov dr 2 \/'r_ das
1
= a(S) — —'smn ¢
T v T
De méme :
oG i 2
a(8) = — a(8) T _ sin ? —I—:_
ou T ou
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Le systéme (4) prend alors la forme simplifiée :
¢ Oc
8 S
5 ) “® % Y

(w(S)E‘:-::-——s'

Sous cette forme on vérifie immédiatement que les
équations restent satisfaites lorsqu’on passe d’un équilibre
& un équilibre réciproque.

VALEURS DE ¢(S) PoUR DIFFERENTES C. I. :
1° C. L. rectiligne : ¢ = Gt a(8) = cos ¢ = Cte

2° C. 1. circulaire coupant I’axe des v sous ’angle .
Par une inversion on change la C. L. en une droite d’incli-
naison ¢o sans changer e (S). D’ou :

a(S) = cos gg = Cte
8° C. 1. parabolique : v = "1 < m K ?)
On trouve aisément : -
a(®) = cos [l — (m -——‘1) sin? g]

EquaTioN DE LAPLACE BQUIVALENTE AU SYSTEME (5). -—
Eliminant y entre les 2 équations (5) on obtient :

0% da s
2 (S ) —_ =
@0z T 10 55 5 °
De méme, en éliminant e, on obtient :
o2y da Oy )
2 —— S) — —— — =
a*(8) ou v +ald dS du Y °

Pour chacune des fonctions ¢, ¥ le systéme est donc équi-
valent & une équation aux dérivées partielles du 2° ordre
linéaire du type hyperbolique, type d’équation connu sous
le nom d’équation de Laplace. Lorsque: a(S) = C%* = cos ¢o
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(C. I rectiligne ou circulaire) les 2 équations précédentes
coincident et deviennent :

02z ’
cos? —_ =0
%o ou v #
Posons :
= [ cos g, v = m COS ¢
Nous parvenons 4 I’équation classique :
02z
6 —_ =
(6) olom -
2 étant une solution de cette équation, on pourra prendre :
-z _ c0s oz oz
¢ = 1= ¥ 5 T om
SYNTHESE DE LA SOLUTION. — En résumé les conditions

imposées au réseau se traduisent :
1° par une certaine relation, dépendant de 1a C. L, entre

Yangle du réseau : —;— —oqetS8 =u -4 v; 2° par les 2

éguations du systéme 5.

Réciproquement, ayant trouvé une solution du syste-
me 35, on construit facilement le réseau correspondant (syn-
thése de la solution). En effet soit par exemple & cons-
truire une ligne . On aura :

dz = ds, cos ®, = —— cos (@__i+2_ du
A4

4
= i = % & © ®
dy = ds, sin @, = \/T_S“‘ (@ vy + ) du
formules o1 : .
® =u—wv o = fu 4+ v)
Partant d’un point M, (%o, vo) de coordonnées connues,
on pourra déterminer les coordonnées d’un point M; (us,
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v1), soit en suivant le chemin Mo P M; (fig. 21), soit en
suivant le chemin M, Q M;. Gréice au fait que 1’élément
linéaire est euclidien, on parvient bien par ces deux che-
mins au méme point. D’ailleurs, cette construction est
traduite par les relations :

iz = ——
Vo

, « ¢
Tscos(®—7+ 2)du

+ ¥ cos (G)+—’—Z—-—-%) dv ]
) '

= i —F 1L %
dy T’esm((a n 4 2) U
+ ¥ sin (®+—%——-—%) dv

qui font connaitre les coordonnées # y par 2 nouvelles
intégrations — et il est facile de vérifier que chacune de
" ces expressions est bien une différentielle totale.
VEBCTHUR INTEGRANT. — On obtient les composantes XY
du vecteur intégrant, soit en intégrant les relations (7)
dans Véquilibre réciproque de I’équilibre étudié, soit en
intégrant les relations suivantes (8), qui donnent directe-
ment dans I’équilibre étudié les variations dX, dY. Pour
obtenir ces derniéres, décomposons un arc quelconque MN
en 2 arcs marginaux MP et PN qui sont soumis aux con-
traintes marginales (v, ). Nous obtenons :

aX =

\
vsin(e———!;—+?)—-;cos(®—-%+l)]
)
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dY = expression dérivant de celle de dX en remplagant

o par 6 — —
ar 0 — —.
P 2

3.

<
P @l Edu N
\\\\\‘-T\T\_‘
M Tqune 28
X
[+]

INTRGRATION DIRECTE DES BQUATIONS A;. — La méthode
que nous venons de suivre équivaut & une intégration par
une voie détournée des équations A,. Le procédé offre ceci
de particulier que # et ¥ jouent le rdle de fonctions incon-
nues des variables % et v qui définissent la sollicitation,
alors que le contraire avait lieu dans les équations A;.

Nous allons voir qu’en effectuant directement cette inter-
version des fonctioné et des variables dans les équations
A;, celles-ci se raménent, dans le cas ol il n’y a pas de
forces massiques, & une équation du 2° ordre, linéaire, du
type hyperbolique, donc & une équation que P’on sait inté-
grer. Cette remarque explique le succeés de la méthode que
nous avons suivie.

Effectuons Pinterversion entre z, y et 8, ©. On a:

°8 _ oy 88 _ o
83.1' 20’ ay"—aa@’
p %@ _ % % _ o

3z . oS’ oy _ o8
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oy oz oy oz

20 oS oS 2@

Portant dans les équations A;, on obtient :

-Z—:+ (1 + sin ¢ cos 2@)3%’

ost g Qe Dz g
27 00 28 oS 20

D =

7
— sin ¢ sin 20 a—;+ €os ¢ c0s 20

’ ay
c0s ¢ sin 20 — — X
+ ] C] 35

(1 — sin ¢ cos 20) ox cos o sin 20 oz + sin ¢ sin 20 o
—UThe 56 T 059 28 ¢ )
cosz o ,OY Ox oy am) _

oy
— inoe ¥ _y2re gt Y
cos ¢ sin 20 o 2. (2038~ 28 20

Dans l¢ cas ou il 7’y a pas de forces massigues : X = o,
Y = o ces équations deviennent linéaires par rapport aux
dérivées partielles, comme 1’étaient les équations A;; mais
P’avantage des nouvelles équations est que les coefficients
y dépendent des variables S, 6 et non pas des fonctions
inconnues (z, y) : les lignes caractéristiques forment donc
dans le plan 8, 6 un réseau invariable d’une solution 3
une autre.

Pour obtenir ces caractéristiques, appliquons I’équation
(3) du chapitre I1. Nous obtenons :
— €082 ¢ dS2 4 c0s2 ¢ dB®2 = o

Les lignes caractéristiques sont donec, en projection sur
le plan 8, 0 les lignes : 8 + 0 = C* et 8 — 6 = Ct.
Prenons alors comme variables :

1 1
u=—2—(S+®) v=?(S—-G)
au lieu de S et 0. Les équations A, se raménent alors & un

systéme qui, comme prévu, est de la forme du systéme (1)’
du chapitre II :
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ox ' oy
08 (2 — 1 in (2 —_— = 0
IV (G+¢)azu+[+sm(e+q>)]aau ‘
cos(2®-—-—q>)——é—v—-—[1—-sin(2®——<p)]%:0
ou encore :
oy ox « ?
2 = e —_—— -
N(w ou g(@ 4+ 2)
dy oz % 9
—2 = Ty P,
(\av ov g(®+ 4 2)

Ces relations expriment que dans le plan # ¥ les tangentes
aux lignes # et v ont respectivement pour orientation :

jid ¢ kd ?
0 — — — et —_—— =
~i+f% 8+4

2
Si, entre ces 2 équations, on élimine l'une des fonctions,
on obtient pour l'autre une équation du 2° ordre, de La-
place. Ainsi & vérifie :

cos (@ + I —2)

2% 4 27 o

a(8) ——— +

ou v ( L <p) ou
cos \@ — 7 F )
. @

cos (® p + ?) o .
* c(@) i @> CZI
RO rT T T2

et y vérifie une équation analogue ou les cosinus sont rem-
placés par des sinus ().

(1) Ces équations avaient été obtenues par M. Oseen @dans le
cas particuller ¢ == 0.
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On obtient un résultat plus symétrique, en posant, en
considération des équations A's :

ox L] qa)
— = E — -
ou cos(@ 4+ 2
d'ou : 5
Y . " ‘P)
=E ——— —
ou sm(@ 4+ 2
ox [ [
ED “Gm(@""z—?)
d'our : 2
. " q;)
= G —_—— —
s sin (6 + 7 —
On aura :

_ _x i)
dx_Ecos(@) 4+2 du

T @
+Gcos(9+7‘-———2—)dv

. 4 2
E G sont astreints 3 2 conditions résultant de ce que les

expressions ci-dessus doivent étre différentielles totales.

On retombe ainsi sur le systéme (4), réductible au syste-
me (5).



CuariTRE 1V

PROPRIETES DES SOLUTIONS
ET LIGNES REMARQUABLES

(en P’absence de forces massiques)

MULTIPLICATION ET ADDITION. — Les équations du syste-
me 5 étant homogenes, on déduit, d’'une premiére solution,
une autre solution en multipliant ¢ ¥ par un facteur cons-
tant A. Ceci correspond & une homothétie de rapport A dans
Vespace.

Les équations du systéme 5 étant linéaires, si e; A, et
€2 Y2 en sont deux solutions, &; + €2, Y1 + Y2 est encore
une solution. Les relations 7 montrent que les coordonnées
s’additionnent suivant la méme régle que les fonctions e v.
Autrement dit : pour obtenir dans le 3¢ équilibre les coor-
données du point o la sollicitation a une grandeur et une
direction déterminées, on additionne les coordonnées des
points ou dans les 2 premiers équilibres la sollicitation
a cette grandeur et cette direction.

Si Pun des équilibres superposés est dégénéré (par exem-
ple u = C* = wuo0) Déquilibre résultant P’est également
(car il ne peut contenir que des points ol # = o).

Les équilibres réciproques de 2 équilibres se superposent
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suivant la méme régle que les équilibres initiaux, puisque:
¢ = —y Y =

Cette propriété de superposition, qui repose sur P’ab-
sence de forces massiques, est facile & établir directement.
Soit 2 équilibres limites dans lesquels les coordonnées des
points ol la sollicitation est la méme sont z, ¥, et @2 y..
Dang le 3¢ équilibre cette méme sollicitation sera appli-
quée au point de coordonnées :

xr3 = a1 + T, Ys = Y1+ Y2

On a (relations e du chapitre I):

Vo dyl — Tay d‘zl = dxl

Vo dYy — mpydr, = dX,
d’ou en additionnant :

Vo @Yy — Tayd-"'s = dX,

en posant : X3 = X; 4+ X,

De méme on trouverait :
deys —_— Vvd-rs = dYa

Ces relations prouvent que les équations mécaniques A
sont satisfaites, Comme d’autre part les cercles de Mohr

ne changent pas, la superposition conduit & un nouvel
équilibre limite.

De plus on voit que les vecteurs intégrants s’addition-
nent ou encore que les équilibres réciproques se superpo-
sent suivant la méme loi que les équilibres initiaux.

ConsfQueNce : Soit : s (u, v, @), ¥ (%, v, 2) une solution
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renfermant un parameétre variable . On déduit immédia-
tement des 2 propriétés précédentes que :

°
e ¢ (u, v, @), = ! (, v, @)

est également une solution et aussi :

%y 51
e (u, v, @) f(a) de oy v, @) f(a) de
-7} %o

f (¢) étant une fonction arbitraire, 29 @; un intervalle arbi-
traire.

ArpLICATION : Pour a(S) = C% le systéme 5 se rameéne

& Péguation 6 dont une solution évidente est :

m
el + —

z =e * (e : constante)

1° Addition. — Par addition et soustraction de 2 solu-
tions correspondant & «; et «s, on obtient 2 nouvelles solu-

tions :
a + @ % + @
1 - 2 4 12 3
o
7 = e c 1 %2
h ¢, — « as — a
X ou ! 2 l + — 1 m
sh 2 2&1 -2
a) &; @, de méme signe. Posons :
¢1+ a,2=2u,chv ¢1_¢2=2ashv
les solutions précédentes prennent la forme :
schV ch
z=c¢ X ou|A ¢h V
sh

N . m m
ob: s=o + — A= + —
o o
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b) @;, ¢ de signes contraires. Posant :

&g + oy = 2a sh 'V o — ap = 2a Ch V¢
on obtient :
AshV ch
= ¢ X nijlcchV] 6, A : voir § a
s

¢) «; oz nombres imaginaires conjugués :
o + a3 = 2a cos V o — ap = 2¢f sin V

On obtient les 2 solutions réelles :

¢ cos V €o0s .
3 =ce X ou|A sin V l
sin ]
2° Dérivation. — Dérivant par rapport &4 « la solution
fondamentale on obtient la solution :
z = e’ e, A: voir § a
3° Intégration. — On obtient la solution :
m
[ el + —
o
z =Y ¢ f(a) da

On peut supposer la variable « complexe et 'intégration
effectuée sur un contour du plan de cette variable. Envi-
sageons en particulier un petit contour fermé entourant
Yorigine (¢ = o) et A V’intérieur duquel la fonction f (=)
est uniforme et n’a d’autre péle que Vorigine. Le résul-
tat de Pintégration s’obtient en multipliant par 2w le

1
coefficient (résidu) de — dans le développement de
-

m
f (@) ¢ ® T — en série de Laurent.
Exemple : Soit :

@ i 1
re) = <%



On obtient :

-1+ im 2m2 + rmp +
? = e T epr T T pr Y

On reconnait dans cette série le développement de :
Jo (2i~/Im)
Jo (#) étant la fonction de Bessel, solution de ’équa-
tion :

dzJo 1 dlo
T dz? T dr

Jo (2i\/Im) est une solution bien connue de V’équa-
tion (6).

Toute solution z (1. m) est représentable au voisinage
Pun point ordinaire par une telle intégrale effectuée sur
un contour fermé entourant l’origine. En effet la fonec-
tion 2 est bien définie au voisinage du point envisagé (que
nous prendrons comme origine J = o, m = 0) par sa va-
leur ainsi que celles de ses dérivées successives en ce
point. Or ces dérivées s’obtiennent en dérivant la formule

initiale :
m
oz o+ —
ol e of(a) da
. m
a a.l + -:
z
om / e f (@) de
o
m
2% ol + "
ol e o2f(a) da elC..
Boit

1
7 (@) =—;(ao+ — + ~ 4+ oo + bya + bge? + ..
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le développement de la fonction mconnue f («) en série de
Laurent. On a laors :
Zy = .ff(u.) do = Zﬂiao

(.EE_ = /'af(u)‘da — 2ria,
ol P

( 2z = / “:) de = 2xib,
om 1, J ¥
2. »
,E__'_ ) = / a2 f (o) de = 2miagy
ol2 0

(82’ ff(a e = 2xib,
om2

ete... (les dérivées par rapport a 2 lettres différentes telles
02z 08z
oLom’ dlom?
dérivées précédentes). Les différents termes du dévelop-
pement de f (2) sont donc parfaitement déterminés.

que se raménent par Péquation (6) aux

RoraTioN DU RESBAU. — 11 est bien évident qu’en P’ab-
sence de forces massiques on peut d’une solution déduire,
par une rotation, une solution plus générale renfermant
un parameétre variable. Cela revient, ¢ y étant exprimés
au moyen de 8 et 6 (au lieu de % et ») & remplacer 6 par
0 + o (« : constante arbitraire). On obtient donc une solu-
tion nouvelle en dérivant par rapport au paramétre, c’est-
2 dire par rapport a 0.

Rfismaux pERIVES. — Dang le cas ol : a(S) = Cte, les
équations (5) restent vérifiées lorsqu’on remplace dans les
expressions de s et v, 8 par 8 4 B (B : constante arbitrai-
re). Ceci revient, pour un milieu pulvérulent ', 3 multi-
plier les contraintes par un facteur constant.

(1) Milien vérifiant la condition de Coulomb avec H (ou o)
nul. Cf. pages 19 et 50.
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Cette propriété jointe a la précédente, montre que l'on
peut remplacer séparément I par I + A et m par m + %
(h, & : constantes arbitraires). On obtient donc des solu-
tions nouvelles en dérivant ¢ v soit par rapport & I, soit
par rapport & m (évident sur P’équation 6). Les réseaux
marginaux de ces 2 solutions dérivées (réseaux dérivés)
peuvent, dans le cas d’une C. I. rectiligne, se déduire du
réseau primitif par un processus remarquable.

Envisageons, tout le long d’une ligne v (ou m variable)
les tangentes aux lignes # qui la croisent. Ces tangentes
enveloppent une courbe que je nomme « développée obli-
que de la ligne v. La tangente en M touche la développée
en C.

Quand M décrit une ligne u, C déecrit une courbe I'u.
Quand M décrit une ligne v, C décrit une développée I'».
Les lignes I'u, I'v forment un réseau que j’appelle « dérivé
par rapport aur lignes v » du réseau initial. On peut mon-
trer que ce réseau correspond a la solution obtenue en

To Haune 26
dérivant par rapport & v (ou m). la solution qui fournit le
réseau initial.
11 existe également un réseau « dérivé par rapport auw



82

lignes u » qui correspond & la solution initiale dérivée
par rapport & % (ou 1).

On remarque sur la figure 26 que la ligne M M"» est la
développée oblique de la ligne I'w. Par conséquent le ré-
seau initial est dérivé du réseau I'uv T'v par rapport aux
lignes w. Analytiquement ce fait s’explique de la facon
suivante : soit z la solution initiale, 2" la solution corres-
pondant aux lignes 'u, I'v. L’égalité :

, 0z

om
entraine :

023 oz’

2om ol

DIFFERENTIELLE TOTALE FORMEE A PARTIR DB DBUX SOLU-
TIONS. — &1, Y1 et &z, ¥2 étant 2 solutions du systéme (5)
on vérifie immédiatement que 1’expression :

(9) g 8 AU + vy y5 dV
est une différentielle totale.

Cette propriété correspond pour le systéme 5 & la pro-
priété classique de P'équation du 2° ordre de Laplace) qui
permet de former une différentielle totale & partir d’une
solution de cette équation et d’une solution de son ad-
jointe.

APPLICATION: INTAGRATION DU SYSTHME (5). — L’intégrale

g1 80 AU + yyys dv
G
effectuée le long d’un contour fermé C & Vintérieur dau-

quel les fonctions ei, €2, Y1, Y2 ainsi que leurs dérivées
premiéres sont continues, est nulle. On en déduit un pro-
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cédé d’intégration qui équivaut, pour le systdme (5), & la
méthode de Riemann pour ’équation de Laplace.

Supposons les valeurs de ¢, ¥ données sur un arc L du
plan u, v; proposons-nous de les calculer en un point ©
de coordonnées g, vo. Par © menons les 2 lignes wa pa-
rallele & Ou, wf paralléle & Ov. (Nous supposons ici que
chacune de ces lignes ne coupe I’arc L qu’en un point).
Puis appliquons Yégalité :

/sa'du+-y.y'dv=0
C

au contour triangulaire awBe en prenant pour &', ¥’ une
solution ¥ du systéme (5) telle que :

¢ =0 sur we, c'est-a-dire pour v = v,
1 .o R
’ = — —— sur f, c'est-a-dire pour u ="u
Y 2 (S) 8, p 0
On obtient :

¥
/'—a_(s—)dv'*' /cs’du-l-yy'dv:O
B Ba

ou, puisque :

Y Os
a(S) - v
(10) = sB + A e’ du + vy’ dv
Ba

De méme pour calculer Y appliquons 1’égalité :
()]

/‘ e’ du + yy" dv = 0
JC

(1) L’existence et l'unicité d’une telle solution ainsi que Pexis-
tence et ’unicité de la solution du probléme de Cauchy, peuvent
s’établir par la méthode des approximations successives de B. Pi-
card (IX).
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au contour aoBd en prenant pour s, Y’ une solution
du systéme (5) telle que :

&’ —_ oS SUr ea(v = v,)
¥’ =0 sur of (u = ug)
On obtient :
(107 ro=v_ + f s du + yy" dv
W o aB

Les solutions auxiliaires & ', ¢” ¥” dépendent du point
©; leurs valeurs varient donc, non seulement avec le
point p envisagé sur le contour L, mais encore avec le
point . Ecrivons pour cette raison :

¢ (P o) ou & (u, v; Uy o)

En fait les solutions auxiliaires relatives aux différents
points o forment une infinité simple.

En effet :

1°) On a :

Y’ (U, v; ug, Vy) = &' (v, U; Vg, Ug)
e’ (1, v; ug, Vo) = ¥ (v, U; Vg Ug)

2°) 8i l'on prend comme variables S et 6 au lieu de
% et v, chaque solution ne renferme 6 et 6, que par leur
différence. Dot : ¢’ (8, 6 — 0y, S;). Une solution partica-
liére dépend donc seulement de S,.

Enfin lorsque a(8) = C%, chaque solution ne renferme
S et Sy que par leur différence. D’ol :

&S — S5 @ — Q) ou (U — uy v — V)

(1) On peut vérifier que les expressions données par les for-
mules (10) et (10’) satisfont bien au systéme (5) et aux condi-
tions imposées sur L.
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Toutes les solutions se ramépent done & une seule. Po-
sons d’ailleurs, dans ce cas :
2¢
ER
2 et ¢ étant solutions de I’équation (6). La solution ¢ as-
treinte aux conditions :

¢ = 1 sur of
¢ = Cte donc = 1 sur o

s =z -,=—-—:5; a®) ¥y =—¢ al® ¢ =

est :

= Jo [2i/( — 1) (m — my)]
La relation (10) devient dans ce cas :

oY dal + 0z d
= 2 z —_— am
o T T / ol Y om
Ba

v
v
P & Jnnn': L. :

1N\ ! !

] 3

1 )

: '

'

H ' < * R
4 ] 5 ‘%‘“
1 1 o

i 1 1

[} : b

]

i :

! o e ecdwe etemm——t of
. o

(wa,Ve) '

u uw
e} 0
CONTOUR COMPOSE DE DEUX CARACTHRRISTIQUES CONCOURAN- ‘
TES. — Le long d’un tel contour on ne peut se donner

simultanément ¢ et vy (leurs valeurs étant liées par les
équations 5). Mais on pourra, par exemple, se donner ¢
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sur 33 et y sur 3o (fig. 28). Les relations (10) et (10°) four-
nissent encore la solution définie par ces conditions :

e = & +/sc’du+ /‘ vy dv
o B B3 o

'\’w = Ya. + f ee” du /‘ vy’ dv +
(113 <38

PROPRIETE RECIPROQUE. — &1, Y1 €l &2, Y2 étant 2 solu-
tions distinctes du systéme (5), s, ¥ deuw fonctions de u
et v, si les 2 expressions :

e du + v,y dv
eoe du + ygy dv

(10”)

sont des différentielles totales, ¢, ¥ est aussi une solution
du systéme (5).

Solutions distinctes signifie solutions non proportion-
nelles.

En effet, la premiére expression étant différentielle to-
tale, on a :

Qg O¢ oy, oy
e T T Y Ty
d’ou, en tenant compte des relations (5) :
O¢ Oy
: =¥ S) —
&1 |a(8) P + y] 1 la(8) P + c]
De méme :

O¢ - oy
‘2[’1‘(8)—3”—4'?‘ Yo a(s)—&;‘-‘i—&]
€1, M1
€2, Y2

de zéro, les 2 équations (5) vérifiées par les fonctions ¢, ¥.

On en déduit si le déterminant est différent
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Application : Cette réciproque est valable notamment
lorsque, &;, 1 étant une solution quelconque du systéme
(5), P’expression : ¢ ¢ du -+ y1 Y dv est une différentielle
totale. Ceci permet d’obtenir un certain nombre de solu-
tions particuliéres du systéme (5).

Ezxemples : 1°) L’expression (7) du chapitre III, qui
donne dz est une diftérentielle totale, ¢, v étant une solu-
tion quelconque du systeme (5). On en déduit que :

cos(@)——:—+-‘—£—) cos(®+%——;)
T NS o Ve

est une solution particuliére du systéme (5).

L’expression de dy fournit une solution qui ne déduit
simplement de la premiére par rotation de — %

2°) L’expression (8) de dX est une différentielle totale..
On en déduit que :

e CEb o S N (R R

T

Y . P [ o (p)

= ——— Sin —— — —_—— —
1 N (®+ i 2)+\/?cos<®+ 3 >
est une solution particuliére du systéme (5).

La solution particuliére déduite de I’expression de dY
se déduit de la précédente par rotation de — —;—

3°) Nous rencontrerons plus loin les différentielles to-
tales :

—

dt = e (edu + ydv)

dy ez‘I (— edu + ydv)

Il
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On en déduit que :

e =y =8
et :
gE = —9 =8
sont deux solutions particulieres du systéme (5).

LIGNES REMARQUABLES. — 11 est parfois utile de consi-
dérer d’autres lignes remarquables que les lignes margi-
nales ainsi que leurs « images » dans le plan uv (c’est-d-
dire les lignes v = f(u) correspondantes). L’orientation de
la tangente & une ligne dans le massif plastique est liée
& Porientation de la tangente & son image, car, des rela-
tions (7), on déduit :

d
L —ig© + Q)
dx
en posant :

(14) tg Q _ v — edu | (“ A4

ydv + sdu )

Q est Pangle de la ligne avec la direction principale
majeure.

En un point M déterminé, cette relation (11) établit une
correspondance homographique entre la tangente a une
ligne et 1a tangente & son image.

J’appelle lignes isoclines les lignes ® = Ct¢ le long des- )
quelles la sollicitation conserve une orientation invaria-
ble, lignes isobares les lignes S8 = Cte le long desquelles la

sollicitation conserve une grandeur invariable.
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En vertu de la correspondance homographique signalée
ci-dessus, les directions isocline et isobare sont conjuguées
harmoniques par rapport aux directions marginales, puis-
que, dans le plan uv, elles sont bissectrices de I’angle des
directions marginales.

IsoBArRES REMARQUABLES. — 11 peut exister deux isobares
particuliéres remarquables dans le cas ou la C. I. est ar-
rondie en son sommet (pas de point anguleux). Dans ce
cas, S tend pour le sommet vers une valeur finie qui en
est la borne inférieure et que nous pouvons prendre nulle.
L’isobare 8 = O est Visobare limite. Elle constitue aussi
bien dans le plan v que dans ’espace xy une frontiére
que ne peut dépasser le domaine en équilibre limite.

D’autre part cherchons comment varie, le long d’une
ligne marginale, V’orientation de la tangente 3 cette ligne.
On a, pour une ligne w :

] [ 1 de
d = —_—— —_ = du ——
O d(® i T 2) (1+2 ds
Pour une ligne v :
1 de
e, = d i__"i.> - — 14._.__)
O <®+ i) TO@ 2 as

I1 y a donc inflexion des lignes marginales & la tra-
versée de Iisobare pour laquelle :
1 de
1 —_ 1 =
+ 2 dS 0
Cette isobare d’inflexion existe effectivement si, la C. T.

étant représentée au voisinage du sommet par P’équation :

vy = A" I<m<g?
ona:

3
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LienNes 1505TATIQUES. — Ce sont les lignes tangentes en
chacun de leurs points 4 une direction principale. Les
images de ces lignes se déterminent aisément de la facon
suivante :

@) isostatiques tangentes & la contrainte principale ma-
jeure n;. On a: Q = o, d’ou:

e(u, v) du — y(u, v) dv = 0
b) isostatiques tangentes & la contrainte principale mi-

neure #ns. Q = -g— d’ou :

s(u, v) du + y(u, v) dv =0
Ces équations s’intégrent par 1’emploi d’un facteur in-
tégrant. Soit A (u, v) un facteur intégrant de la premiére
équation. On doit avoir :

[2)8 o)\ O¢ + oy > _
¢ ov T ou + ov ou -
ou :
oA oA A
Y u T W a(S) r + )

La solution de cette équation linéaire aux dérivées par-
tielles s’obtient en considérant le systéme différentiel :

du . dv _ a(8S) di

Yy & Ay + e
On en tire :

a(8) dv  du + v)

Ay +¢ v+ e

d’ott une intégrale premiére :

= a8
= ) I = —
A Ce o ] i®
qui fournit un facteur intégrant.
—_3
De méme : p = Ce -  est un facteur intégrant

de la seconde équation différentielle.
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Posons alors :

(12) dE=e-_z(sdu+ydv)

b
dy =¢ (— edu + y dv) .
Le résultat de Vintégration de ces 2 différentielles totales
peut étre mis sous une forme assez remarquable.

Prenons comme variables S et 6 au lieu de % et v :

1 —3
d5=—§€ f[le + v) dS + (¢ — y) dO)

et intégrons par rapport & 6. Nous obtenons :

t=5¢ S @®—D
(13)
n=— '—;— ¢ (E + I
avec .
3E (S, ©) 3 (S, ©)
@ 0

Mais E et I" ne sont ainsi définis qu’a une fonction arbi-

traire de S prés. Pour les préciser, tirons des relations
(13) :
P -—
E =% —mue =

I‘=—§e2——1|e—_2

et différentions. Nous obtenons :
X — X —
dE = e dt — ¢ d-q+(EeE+1,e E)d'Z‘:

= 2¢ du — I (du + dv)

a(S)
D’ol la condition :
oE
a (8) v alialien r
De méme, on obtiendrait en formant dI' 1a condition :
or
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On en déduit que : les fonctions E et I' forment une so-
lution du systéme (5) dont la solution initiale ey se dé-
duit en dérivant par rapport & 0.

§, m étant déterminés par les formules (13), les isostati-
ques seront les courbes : & (u, v) = C* (tangentes a la
contrainte mineure ns) et v (w, v) = C' (tangentes & la
contrainte majeure n,).

REMARQUE. — Aux points correspondants dans deux
équilibres réciproques, on a :
W=—v V=—u =—¢ yY=e¢ ¥¥=-—X
d’ou :
dg’ = dy dy = — d§

On en déduit :
\ ‘ V=nmn o= —%
€t par suite :

E=—1 . I’=—E
Nous vérifions que, dans 2 équilibres réciproques, les li-
gnes isostatiques se correspondent, avec échange des fa-
milles.

L’utilisation des lignesy isostatiques comme courbes de
référence (au lieu des lignes marginales) peut rendre cer-
taing services. On peut en déduire par exemple que cer-
tains réseaux d’isostatiques sont valables pour toutes les
C. I rectilignes (quel que soit ¢). Le réseau cercles concen-
triques-rayons vecteurs, qui correspond  P’équilibre d’une
couche cylindrique (2 équilibres possibles) est le seul qui
soit valable pour n’importe quelle C. I. Nous le nomme-
rons, pour cette raison, réseau universel.



CHaPITRE V
SINGULARITES DES SOLUTIONS

L’utilisation des solutions particuliéres présente certai-
nes difficultés peu courantes dans les problémes de physi-
que mathématique. Ces difficultés proviennent de l’inter-
version des variables et des fonctions & laquelle nous avons
été conduits. Les relations (7) du chapitre 1II nous don-
nent « et ¥ en fonction explicite de « et v. Dans ces condi-
tions : alors qu’a un point @, y correspond, dans la réalité,
une sollicitation u, v bien déterminée, la sollicitation pou-
vant d’ailleurs étre la méme pour plusieurs points, c’est
Pinverse que nous procure notre solution : & une sollici-
tation, elle fait correspondre un point et un seul, ce point
pouvant d’ailleurs étre le méme pour plusieurs sollicita-
tions différentes. Le domaine analytique d’une telle solu-
tion peut donc étre a la fois trop étroit et trop large :

trop étroit: parce qu’une seule solution s (u, v), ¥ (4, v)
ne peut pas représenter des équilibres, cependant physi-
quement possibles, ol la méme sollicitation existe en pla-
sieurs points.

trop large : parce qu’une méme solution peut donner en
un point plusieurs sollicitations différentes, ce qui est phy-
siquement impossible.

Nous serons amenés :
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1°) & élargir ce domaine en associant plusieurs solu-
tions;.

2°) a le restreindre, de fagon qu’d un point ne corres-
ponde plus qu’une sollicitation.

Appelons point support un poini: du massif plastique
de coordonnées xy, point imaege le point correspondant
de coordonnées u, v. I1 y a entre ces 2 points une corres-
pondance que l’on peut traduire de la fagon suivante : le
point de coordonnées #, y, u, v dans un espace 3 4 dimen-
sions décrit une variété V & 2 dimensions. Les difficultés
mentionnées ci-dessus se résolvent par la recherche des
points ou lignes singuliers ol la correspondance support-
image ou la correspondance inverse se ramifient. Ces points
ou lignes sont ceux o le jacobien

Dz, ¥ &Y
—2 7 = EGe¢ = —
D(u, v) 0S ¢ - Ccos ¢

devient nul ou infini.

LiGNES DE REBROUSSEMENT OU CONTACT. — Etudions la
correspondance au voisinage d’une ligne ¢ (#, v) = o (ou
¥ (u, v) = o). Soit v = f (#) une ligne quelconque traver-
sant en m dans le plan u, v la ligne ¢ = o. Il lui corres-
pond dans le massif une ligne tangente & la ligne support
¢ = 0. En effet, pour I'une et 'autre de ces 2 lignes la

¢ du

composante = dé 1’élément d’arc suivant la direction

T
marginale # est nulle; ces deux lignes ont donc la direc-

tion marginale v comme tangente commune. I1 y a excep-
tion seulement pour la ligne marginale # ou les lignes qui
lui sont tangentes en m dans le plan #, v (f (4) = 0); car
pour les lignes support correspondantes la composante de
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Parc suivant la seconde direction marginale v se trouve
(dv étant nul) du méme ordre que la composante suivant
la direction .

Les lignes supports tangentes a la ligne ¢ = o ne tra-
versent pas (en général) cette ligne. Donc 3 deux points
images situés de part et d’autre de la ligne image ¢ = 0
correspondent 2 points supports situés du méme c6té de la
ligne support ¢ = o.

Les lignes u (ou plus généralement v = f (u) avec
f () = o) aboutissent obliquement dans le massif a la

° 4
n
w

-l'
/

/

% & -
ligne ¢ = o. D’aprés ce que nous venons de voir, elles ne
peuvent la traverser. Elles présentent donc un rebrousse-
ment.



96

Pour ces raisons nous appellerons ligne de rebrousse-
ment ou contact la ligne ¢ = o du massif : elle est un
lieu de points de rebroussement des lignes u; elle est I’en-
veloppe des lignes v.

De méme la ligne ¥ — o du massif est un lieu de points
de rebroussement des lignes v; elle est aussi I’enveloppe
des lignes u.

Par un point P du plan =z, y, situé d’un cdété convenable
de la ligne de rebroussement, passent 2 lignes v tangentes
& la précédente ligne en M et M. Suivant que ’on envi-
sage l'une ou l'autre de ces lignes on obtient pour P une
image (p ou p’) située d’un c6té ou de Vautre de la ligne
image ¢ = o. (En effet de P a M et de P & M’ les sens de
variation de v sont opposés). Par P passent également
2 lignes u : les arcs PQ et PQ’ appartiennent par rapport
au rebroussement 2 2 branches différentes des lignes u.

Pour avoir entre les points supports P et les points ima-
ges p une correspondance univoque, il est nécessaire de
limiter le domaine image @ la courbe ¢ = o; les lignes mar-
ginales sont alors arrétées a leur point de contact avec la
ligne € = o0 ou a leur point de rebroussement. On obtient
de cette fagon 2 équilibres limites, ’'un correspondant aux
parties des lignes marginales tracées en traits pleins, 1’aa-
tre aux parties tracées en tirets sur la figure 29.

Toutes les particularités précédentes de la correspon-
dance s’expliquent synthétiquement de 1a facon suivante :
Les lignes ¢ = o0 et ¥ = o appartiennent au contour ap-
parrent de la variété V en projection sur le plan «, y.
2 nappes de V séparées par le contour apparent se recou-
vrent en projection. Les lignes tracées sur V sont, en pro-
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jection, tangentes au contour apparent ou (exceptionnelle-
ment) présentent un rebroussement sur ce contour.

LiGNBS D’INFLEXION. — & (4, ¥) [ou ¥ (#, v)] infini. Une
telle ligne sépare 2 nappes de V qui se recouvrent en pro-
jection sur le plan u, v. C’est une ligne de contour appa-
rent pour la variété V ainsi que pour les surfaces
x = f (u,v), y = g (u, v) (projections de V dans les espaces
A 3 dimensions z, %, v et ¥, 4, v). En effet pour ¢ 00 on a

. oz %y
(relations (7)) —— (et ——) 0o0.
ou o

Si de plus on suppose Y fini,

est fini (de méme
R

A

3

O

Y
—-aT-): la tangente au contour apparent en projection est

de direction fixe, paralléle & Ov : la projection du contoar
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est donc une droite paralldle 3 Ov. Autrement dit la ligne
¢ 00 est une ligne v (fig. 30). °

Ceci étant, toute ligne tracée sur V autre qu’une li-
gne u ou une ligne tangente & la précédente & la traversée
du contour apparent se projette sur le plan wv suivant
une courbe tangente & la droite e Q0.

Exceptionnellement les lignes % (ou les lignes qui leur
sont tangentes dans le massif & la traversée de la ligne
€ 00) ont leur tangente perpendiculaire au plan uv et par
guite présentent un rebroussement en projection sur le
plan wv. En projection sur le plan zy, les lignes « présen-
tent une inflexion car, du chageant de signe, il en est de
méme de

’, 1 d¢
— 1 —_———
de, du( + )

Nous appelerons, pour cette raison, ligne d’inflexzion la
ligne ¢ 00 du massif.

De méme une ligne ¥ 00 est une courbe u; elle est ligne
d’inflexion pour les courbes v dans le massif.

Indiquons sommairement un raisonnement plus complet
qui retrouve et précise les résultats précédents :

1°) ¢ ou Y ne peuvent devenir infinis en un point isolé;
les lignes e « ou ¥ « sont nécessairement des lignes mar-
ginoles.

Appliquons les relations (10) et (10") & un arc « f le
long duquel ¢ et y sont finis extrémités comprises. On en
déduit que ¢ et ¥ sont aussi finis en o (fig. 27).

8l existait un point ¢ « isolé ou une ligne ¢ o« non
marginale nous pourrions leur appliquer ce résultat en
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prenant pour « f un arc voisin du point ou de la ligne
considérés. Ces 2 hypothéses seraient donc contredites,
elles sont a rejeter.

Le raisonnement est toutefois en défaut si le point isolé
ou la ligne envisagée font partie de l’isobare limite, car
dans ce cas ¢ et ¥’ deviennent infinis en & (¢(S) = o) et
les formules (10) et (10") peuvent donner un résultat infini.
Laissons de co6té ce cas qui est étudié par la suite.

2°) 8i sur une ligne u ow v, ¢ et Y sont tous deuwx infinis,
la ligne support est rejetée @ Vinfini. En effet entre 2
points de cette ligne, la distance est infinie, qu’il s’agisse
d’une ligne u, car, dans ce cas :

Ar = -—G—QOS<®——€:—+—£>du
= 42 :
ou d’une ligne v, pour laquelle :

Az =f\;_cos<® + -Z——%) dv
T

3°) Supposons maintenant ¢ infini et y fini. On peut
préciser que la ligne marginale est une ligne v.

En effet, ¢’il n’en était pas ainsi on en déduirait que
%¢
o et par suite y sont infinis sur la ligne ce qui est

contraire & I’hypothese.

Dans ces conditions, la ligne support ¢ « est & distance
finie. En effet, soit p un point de la ligne image, dont
nous cherchons le support P; soit ¢ un point de la méme
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ligne » que p et dont le support @ est & distance finie.
Ona:

. 8 T [
zp—mq_/\/;cos (9——7+—§> (1473

ap
. € L T (]
¢p .
v .

L

Ces intégrales ont méme nature de convergence que la
suivante :

e oy !
— = e ——du = —
a (S) du ou Y b
qp up

qui est finie.

4°) Une solution obtenue sous la forme des relations (7)
ne présente évidemment pas de recouvrement en projection
sur le plan uv. Le domaine d’une telle solution est done
limité & la ligne ¢ . Cela tient & la forme particuliére
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donnée & la solution : relations résolues par rapport a
« et y pris comme fonctions inconnues de # et v (sous cette -
forme 2 nappes de V qui se recouvrent en projection uv
se prégentent comme deux solutions différentes).

Mais rien n’empéche de prolonger la solution dans le
massif au deld de la ligne ¢ «. Le probléme est possible
(probléme de Cauchy) et méme ‘d’une infinité de fagoms,
puisque la ligne ¢ o est marginale. Nous envisagerons en
particulier une solution qui représente le prolongement
analytique de la précédente, c’est-d-dire telle qu’il y ait
continuité des dérivées, d’ordre plus élevé que le premier,
de u et v par rapport & @ et ¥, quand on passe d’un c6té a
Tautre de la ligne ¢ 0.

b |

0 - }

Dans ces conditions, ds, étant P’élément d’arc de la
ligne » au point P :
du V= d?u

et
ds, s ds,?
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sont continus. Donc s’annule et chafige de signe. On

sl[
en déduit que la ligne u présente une inflexion dans le

massif et un rebroussement dans le plan uv.

Les résultats concernant les lignes images (tangentes
4 la ligne ¢ o« ou présentant un rebroussement) se dédui-
sent ensuite immédiatement des relations (7) résolues par
rapport & du et dv.

Par suite du recouvrement, & un méme point image ¢
correspondent 2 points du massif Q et Q. C’est un incon-
vénient auquel on peut remédier de la facon suivante :

Imaginons ’image reportée non pas directement gur le
plan wv mais sur des feuillets plans superposés et atta-
chés le long de la ligne ¢ «© (ou ¥ ») de facon & former
un pli ayant cette ligne pour aréte. Ouvrons les plis, les
différents feuillets apparaissent juxtaposés au lieu d’étre
superposés. Cette transformation revient 3 utiliser au lieu
de u et v 2 parametres nouveaux « v’ tels que :

1°)

| @u’ | | du |
et |dv'| = |dv|

2°) o’ ou v’ varient toujours dans le méme sens le long
d’une ligne marginale (suivie dans le massif).

edu = ds, \/v gardant un signe constant lorsqu’on
traverse une ligne d’inflexion, on peut prendre :

u et vy = —— dv
el (vl
On obtient ainsi une représentation dans laquelle & un

point figuratif «’, v’ correspond un seul point support.

du’ =
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Exemple : Envisageons, dans le cas ot ¢ = C* les 4
solutions :

2Kk’ \/lm
€
s =23 =Kk
v
kKB =21
2kk’ \/T
_ oz w8 "
Y om \/m

Les lignes I = o (¢ ) et m = o (y «) sont lignes d’in-
flexion. Les 4 solutions correspondent & 4 feuillets d’une °
méme variété, & changeant de signe quand on traverse Ia
ligne I = o, k¥’ quand on traverse la ligne m = o. Chaque
feuillet occupe un quart de plan. Lorsqu’on ouvre les plis,

m
k-
kK - /'/
b
7
4
2.
A} [9)
N,
3
AN
N\,
k— \.
¢+ N
ce qui revient & prendre comme parameétre: ¥ = ki,
m’ = — k' m, les 4 feuillets forment un plan complet

(fig. 33). Le domaine sollicité est également composé de
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. T [
4 angles (alternativément égaux a 5 ? et Y + 9) for-

mant par leur réunion un plan complet.
D (z, 9)

u, v
pour © = o. Dans le cas d’une C. I. & sommet arrondi nous

sommes donc amenés & étudier ’isobare limite 8 = o.
Nous nous bornerons & une étude sommaire pour la raison
suivante : Les parties de la C. I. voisines du sommet ne
correspondent pas pratiquement i des écoulements plas-
tiques, mais & des glissements destructifs de la cohésion.
Pour le sommet de la C. I. il y a rupture par arrache-
ment normal. L’existence stable d’une isobare limite est
donc physiquement impossible. Cependant il n’est pas inu-
tile de rechercher ’allure des différentes lignes remarqua-
bles lorsqu’on se rapproche du sommet, ce qui justifie les
quelques considérations suivantes :

1°) L’isobare limite est une frontiére du domaine en
équilibre limite, comme son image est une frontiére dans
le plan uv. En effet cherchons & prolonger la solution an
deld de l’isobare limite par le procédé exposé page 40.
A deux points Py, P» situés de part et d’autre de I’isobare
limite correspondent 2 point ©;, ®, situés de part et d’au-
tre du cercle de Mohr osculateur au sommet de la C. T.
(fig. 34). Par o, intérieur & ce cercle on peut bien mener
un cercle tangent & la C. I. (en son sommet); mais ce
cercle n’est plus un cercle d’équilibre limite. I1 n’y a
donc équilibre limite possible que d’un seul cdté de Viso-
bare limite.

2°) ¢ étant nul, utilisons au lieu de ¢ et v les quantités

IsoBare LiMITE. — Le jacobien devient infini
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E et G qui satisfont au systéme (4). Supposons d’abord
que E et G restent finis winst que leurs dérivées premiéres.
Alors les équations du systéme (4) fournissent toutes
deux E 4+ G = o.
Les relations (7) se réduisent alors, puisque : dS =o A :
dr = E cos ©dO dy = E sin 0 d®

du
Ainsi toutes les courbes images pour lesquelles . #* 1
v

ont i)our supports des lignes tangentes entre elles avec
comme direction commune celle de la contrainte principale

v b

maxima #n; (fig. 35). Il en est ainsi en particulier de V'iso-
bare limite qui, tangente & %, en tous ses points, est aussi
Pisostatique & variable. I1 en est également ainsi des 2 li-
gnes marginales et 'on peut remarquer que les 2 lignes
marginales se prolongent I'une ’autre (ceci tient a ce que,
analytiquement, elles ne sont pas distinctes et n’apparais-
sent que comme 2 troncons d’une méme courbe).
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L’isocline et D’isostatique w variable sont parmi les
courbes exceptionnelles non tangentes & 1’isobare limite.

Un exemple d’une telle isobare limite se rencontre dans
Péquilibre d’une couche cylindrique lorsque la contrainte
principale radiale est mineure

3°) Supposons maintenant E ou G (ou les 2 quantités)
infinis pour S = o.

Nous examinerons seulement le cas (qui n’est pas le .
seul possible) out il y a correspondance ponctuelle entre
la droite S = o du plan wv et une courbe support située
a distance finie. Le long de cette isobare limite on peut
prendre 6 comme parameétre variable et les relations (7)
donnent, pour cette courbe :

dx =§(E ~— @) cos @
+ lim.

_ = [(E+G)sin <.-"_--i>sin€') -@-
=3 4 2 2
gy ={(E — G) sin @

..._lin:; ) - 0 o e
v == (E + G) sin <r4—-———2—>cos >

On voit que E — G doit étre fini, c’est-2-dire que la

E
limite du rapport S quand S tend vers o doit étre égale

al.

dv
Ceci étant la formule (11) donne Q = o si . # — 1.

dv
Toutes les courbes images pour lesquelles e # — 1 ont
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done pour supports des lignes tangente & ny (lignes mar-
ginales, isocline, isostatique § variable) (fig. 36). L’isobare
limite et I’isostatique 7% variable sont parmi les courbes
exceptionnelles qui ont une tangente différente.

Un exemple d’une telle isobare limite se rencontre dans
Péquilibre d’une couche cylindrique lorsque la contrainte
principale radiale est majeure.

Remarquons pour terminer que, si particuliére que soit
la correspondance xy — uv au voisinage de V’isobare li-
mite, elle ne cesse pas d’étre biunivoque,.

PoiNTs CRITIQUES. — Dans le cas d’une C. I. présentant
en son sommet un point anguleux, S tend pour le sommet
vers — . Les circonstances différent alors beaucoup de
celles du cas précédent. Des circonstances analogues se
retrouvent d’ailleurs, lorsque les points de contact du
cercle de Mohr avec la C. I. s’6loignent & Vinfini (et ceci
quelle que soit la forme de la C. I.): dans ce second cas,
8 tend vers -} . Ces deux cas s’étudient simultanément,
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Considérons un point-image qui s’éloigne a Vinfini sar
la droite :
v = au + B
La position du point support est définie par les rela-
tions (7) intégrées :

U
z — X, =/IE(u,uu+ﬂ) cos[u(i—a)-—p_--z-.{-%l
U
“(1-—¢)—-B+—Z——-3 ;du

Y — Yo = expression se déduisant de la précédente en
remplagant les cosinus par des sinus.

Suivant les solutions E (v, v), G (%, v) et suivant les
valeurs de o et @, ces intégrales pourront, lorsque la Ii-
mite d’intégration U tend vers 1’infini, étre divergentes
ou convergentes.

Examinons le cas ol les intégrales sont convergentes.
Pour qu’il en soit ainsi il est nécessaire que E (u, «u + )
et G (v, au -+ B) tendent tous deux vers zéro. Cette condi-
tion nécessaire est en général satisfaite pour un ensemble
continu de valeurs de « et 8. A V’intérieur de cet ensemble,
la convergence est assez généralement réalisée, pour deux
raisons : 1°) les intégrales portent en général sur des
fonctions oscillantes dont ’amplitude d’oscillation décrott:
elles convergent comme une série alternée & terme général
décroissant; 2°) les fonctions E et G, assujetties aux
équations (4) tendent en général vers zéro plus vite que
n’importe quelle puissance de 1/u.

La démonstration de la convergence dans un cas parti-

+ oG (u, qu 4+ B) cos @




109

culier se raméne & la vérification de 'une de ces deux
propriétés.

1°) Assimilation ¢ une série alternée de terme général
décroissant. Elle est possible lorsque, pour des valeurs suf-
fisamment grandes de % :

a) E (u, ou 4 @) et G conservent des signes constants;

b) Les valeurs absolues des rapports :

E G

et
1T+ & d 1 +a d
l—et —5 dZ l—a—— d;

décroigsent (u croissant) ou du moins ne croissent pas,
(par cette derniére condition est exclu le cas des isocli-
nes : o = 1).

En effet, soit Pintégrale :

0

1
/E(u,au+3) cosu(i—a)—B-—-,—Z-+—2—<p(u+v)]
u 0

0
Prenons comme variable :

T

1
w=u(1-—-m)-——ﬂ-—-1-:-+~é‘?[u(1+ﬂ-)+P]""‘§

et posons :

) _ E(u, au + B)
E (o) = ) . 1t « d
* 2 as

L’intégrale s’écrit :

w M
f E’ (o) sin o do
©

(1]
Divisons Vintervalle &, « en intervalles partiels dont
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les limites sont les zéros successifs de cos . Nous formons
une série de terme général :

pr
fE'(m) sin © do
p—1 =

d
série alternée, car -d—;- tendant vers o, E’ a le signe de

i signe constant pour © assez grand.
_—
série de terme général décroissant (ou ne croissant pas),

car par suite de I’hypothése b :

f E'(w) sin o do \/pﬁ’ (px) sin wdw
p—1) n p—1) =

=2 ‘ E' (px)
U e+ D)
\/E(m) sin u)d(o < lf%’(pn) s;rn o do
Ly pr
= 2 E (p=)

L’intégrale étudiée est donc convergente. Il en est de
méme pour des raisons analogues des intégrales conte-
nant G, et par suite des intégrales # et ¥.

2°) Rapidité de décroissance de E et G. 11 suffit, pour
établir la convergence des intégrales, de prouver que :

urE(u, au + B) et ur G (u, e + B8)
n étant un nombre supérieur & 1, restent bornés supérieu-

rement en valeur absolue.

La convergence étant assurée, supposons que, pour une
valeur déterminée «, de « et pour toutes les valeurs de @
comprises dans un intervalle §; < B < B, G (ou E) ten-
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de uniformément vers zéro.

Cest ce qui a lieu en particulier si, dans tout linter-
valle f; < B < B2 et pour v > A,

u* G (u, au -+ B) reste borné supérieurement en valeur
absolue, # étant un nombre positif (qui peut étre inférieur
a 1), c’est-d-dire si, pour » > A on a:

|unG(u, ot + B | <M
A et M étant des nombres indépendants de {.

Dans ce cas les différents points I vers lesquels conver-
gent les courbes supports relatives aux différentes valeurs
de @ coincident.

En effet, goit une ligne ¥ = %, coupant les courbes pré-
cédentes en P et P’. L’arc PP’ a pour grandeur :

B'
fG(uo, oy + B) dg = (" — B) G (ug auy + B
g

@i étant une valeur comprise dans Vintervalle 8, 8, done
a fortiori dans lintervalle @, B.. Lorsqu’on fait tendre o
vers Pinfini, P et P’ tendent vers des points I et I’. D’au-
tre part, ’arc P P tend vers O (G (uo, &uo + B¢) tendant
vers zéro). Donc I et I’ sont confondus.

Supposons de méme que, pour une valeur déterminée
de @ et pour toutes les valeurs de « comprises dans uu
intervalle ¢; < @ < a5 (pour lequel la convergence est par
ailleurs assurée), ¥ G (ou » E) tende uniformément vers
D. Cest ce qui a lieu en particulier si, dans tout linter-
valle ¢y < o < a5 et pour v > A, u" G (u, 2u -+ ) reste
borné supérieurement en valeur absolue, # étant un nom-
bre supérieur a 1.

Dans ce cas les différents points I vers lesquels conver-
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gent les courbes supports relatives ouw différents valeurs
de o coincident. En effet, coupons par une ligne u = u,;
Tarc P P’ est égal, cette fois-ci @ :

G’uo + B &
/ G (g, atp + B) d(ary + B) = fuomuo, wip + B do
ally + B -1

= (&' — a) %G (% %uy + B)
ai étant une valeur comprise dans 'intervalle ¢, o, donc
3 fortiori dans I’intervalle «; ¢;. Cet arc tend vers zéro.
Le point I vers lequel convergent les différentes courbes

sera appelé point critique. I1 peut exister plusieurs points
critiques.

ot

Les courbes supports s’enroulent en général en spirale
autour du point critique vers lequel elles convergent. Il y
a exception pour les isoclines qui, en général, tendent vers
le point critique avec une tangente bien déterminée (fig.
37). Car V’isocline correspondant & la direction 6 fait avee
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' cette direction fixe un aﬁgle Q, défini par la formule (11),
qui tend en général vers une limite.
Exemple : Soit dans le cas ¢ = C' la solution :

m
al + —
()]
Z =€
On a:
al+-’§-—(l+m) sin ¢
E: ¢ = e G'= Y =~—-—£
NG NG a
Posons :

Il =pcosy m = psin ¢y + B
E se met sous la forme :

E— o k2 [p sin (¢ — ¢p) + B cos Yl

La droite d’inclinaison ¢ = ¢, partagle le plan I m en
deux régions :

1°) pour: ¢ — 7 < ¢ < Yo, E et G tendent vers I’infini
pour p . Le point @, y s’éloigne & Pinfini par boucles de
rayons croissants.

2°) pour: §p < ¢ < Yo + =, E et G tendent vers 0. 11
en est de méme de I* E, I* G avec n > 1; donc il y a con-
vergence. D’ailleurs, ¢ restant dans un intervalle intérieur
& Yintervalle ¢o, $o 4 «, et 3 dans un intervalle fini, I* E
reste borné supérieurement (pour le voir on majorera E
en donnant a sin (¢ — ¢o) et B cos Yo leurs plus petites
valeurs dans ces intervalles). Il y a donc un point criti-
que.

3°) pour ¢ = ¢ ou ¢ = ¢9 4+ =, E et G restent eons-
tants. I1 y a divergence mais le point support décrit des
boucles successives sans s’éloigner 3 Vinfini.
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L’étude de 1a solution (page 145) confirmera ces résul-
tats : & une droite du plan I m correspond dans le massif
une spirale logarithmique qui d’un cété tend vers le point
critique, de Vautre c6té s’éloigne & ’infini. Les hypothéses
intermédiaires ¢ = ¢p ou ¢p 4 = correspondent au cas ol
la spirale est un cercle.

CORRESPONDANCE AU VOISINAGE D’UN POINT CRITIQUE. -—
1°) Recouvrement hélicoidal. — Nous supposerons d’abord
qu’il n’existe pas de ligne de rebroussement. Décrivons
autour d’un point critique I une courbe fermée C. Apres
un tour complet on ne retrouve plus pour le méme poiut
de la courbe ni la méme valeur de 6, ni 1a méme valeur
de S. Comme d’ailleurs on peut faire sur la courbe une
infinité de tours, il y a pour chaque point M (z, y) une
suite infinie de valeurs de § et 8 (ou de u et v). Autrement
dit la variété V se recouvre une infinité de fois en projec-
tion @, y.

Pour se figurer le mode de correspondance on peut ima-
giner que les points supports sont reportés, non pas diree-
tement sur le plan #, y, mais sur une surface de vis &
filet carré dont ’axe est normal en I au plan «, y. On peut
d’ailleurs supposer nul le pas de cette surface de sorte
qu’elle est aplatie sur le plan oy qu’elle recouvre une infi-
nité de fois. Sur cette surface, & un point support corres-
pondra un seul couple de valeurs de % et v.

I1 est clair qu’une telle multiplicité de la correspon-
dance ne peut se présenter dans un équilibre réel. La solu-
tion mathématique ne correspond donc 2 une possibilité
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physique que dans un domaine n’entourant pas compléte-
ment le point critique.

Exceptionnellement il peut arriver qu’aprés un tour
sur C, S reprenne la méme valeur et ©® soit modifié d’un
multiple exact de 2 . Clest le cas pour les 2 solutions
correspondant au réseau universel d’isostatiques. Pour ces
équilibres, d’ailleurs trés particuliers, la solution mathé-
matique est valable dans un domaine entourant compléte-
ment le point critique. Toutefois le point critique lui-méme
doit étre exclu du domaine, celui-ci étant limité & une
courbe fermée entourant le point critique .

2°) Recouvrements accessoires por lignes de rebrousse-
ment. — Lorsqu’il existe des lignes de rebroussement, ces
lignes convergent en général au point critique (ce point
vérifiant les conditions E = o, G = 0). Pour se figurer
dans ce cas le mode de correspondance, on devra imaginer
que, le long de chacune des lignes de rebroussement se
raccordent 2 feuillets hélicoidaux analogues A la surface
envisagée au § 1 mais de sens d’enroulement inverses.

Ces circonstances restreignent encore le domaine daus
lequel la solution mathématique est valable, ce domaine
se réduisant & ’angle compris entre 2 lignes de rebrousse-

ment successives (4 condition que cet angle soit inférieur
a2 ).

RECOUVREMENTS POUR UN DOMAINB NE CONTENANT NI LIGNES
NI POINTS SINGULIERS. — L’étude qui précéde permet d’éli-

(1) Au point critique on trouverait des contraintes infinieg et,
suivant le rayon sur lequel on tend vers ce point, une infinité
de valeurs du déplacement.
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miner les recouvrements qui se produisent au w;oisinage des
lignes ou points singuliers. Mais pour un domaine non
illimité de toutes parts, des recouvrements peuvent encore
ge produire en l’absence de lignes ou points singuliers
dans le domaine, ce qui conduit & limiter davantage ce
dernier. Soit A le domaine du plan u, v, I son contour.
Pour qu’il y ait correspondance univoque de u, v a #, y,

D (2, 9)

il faut que le jacobien —
D (u, v)

ne suffit pas; il faut encore qu’il y ait correspondance

univoque sur le contour, c’est-d-dire que le contour C (liea

des supports des points de I') ne se recoupe pas. Ainsi le

contour C ayant la forme dessinée sur la figure 39, il y

aurait recouvrement dans la région couverte de pointillés.

ne g’annule pas, mais cela



CuariTeE VI

ETUDE DE QUELQUES SOLUTIONS
PARTICULIERES

Avant d’étudier (sommairement) quelques solutions,-
nous ferons les remarques générales suivantes :

1°) Chaque fois que cela sera possible, nous partirons
de la solution E I' qui fournit les lignes isostatiques (rela-
tions 13) et nous en déduirons par dérivation, la solu-
tion ¢ ¥.

2°) L’intégration des relations (7) et (8) sera extréme-
ment simple, dans les exemples traités, grice a la remar-
que suivante :

Supposons que les différentielles totales & intégrer se
raménent, en prenant 8 et ® comme variables, & la forme
que j’appellerai dn (= différentielle d’un produit) :

dll = A(S) B(®) dS 4 C(8) D(®) de
ou 3 une somme de telles formes.
dr étant différentielle totale, on doit avoir :
A(S) B (@) = C'(8) D(@)
On en déduit :
AB) = o C(8)
w : constante
D(@) = 0B (®)
d’od :
I = wC(S) B(@) + Ct
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3°) Presque toutes les solutions étudiées s’appliquent en
particulier & Pécoulement d’une masse plastique entre 2
parois. Examinons d’une maniére générale les conditions
de ce probleme,

ECOULEMENT D’UNE MASSE PLASTIQUE ENTRE 2 PAROIS 8Y-
METRIQUES. — Soit F, F deux parois cylindriques de
profil quelconque, symétriques l’'une de l’autre par rap-
port & un plan de trace Oz (fig. 40). Le domaine en équi-
libre limite est supposé limité par les parois et par deux
bases ab et a'b’ de direction générale perpendiculaire & Ox.
Cet équilibre est déterminé :

1°) par les conditions sur les parois;

2°) par des conditions concernant les bases. Ainsi nous
montrerons au chapitre VII que Von peut fixer sur une,
et une seule des bases la grandeur et la direction des
contraintes. C’est-a-dire que on peut se donner sur une
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seule des bases D’effort total (ce qui est bien évident) et
la répartition de cet effort .
Ceci posé :

A) En ce qui concerne les conditions sur les parois,
nous supposons qu’il y a glissement de la masse le long
des parois. La plupart des solutions correspondent au
glissement avec frottement mazximum (voir page 60),
Quand ce cas est réalisé tous les éléments des parois sont
marginaux. Mais la relation marginale n’est pas, en gé-
néral, vérifiée : il en résulte qu’en général les parois sont
lignes de rebroussement.

B) Les solutions étudiées correspondront & une répar-
tition particuliére de Peffort total sur une base. Elles ne
seront donc pas exactement adaptées aux problémes pra-
tiques auxquels nous les appliquerons. Toutefois nous
montrerons au chapitre VII que P’influence « perturba-
trice » de la répartition de D’effort total sur une base
s’atténue au fur et & mesure qu’on §’éloigne de cette
base — et que la solution tend alors vers la solution
correspondante étudiée au présent chapitre. Celle-ci §’ap-
plique donc toujours approximativement si la longueur
des parois est assez grande vis A vis de la largeur de la
base soumise a P’effort donné; V’approximation est d’au-
tant meilleure que le rapport de cette longueur & cette
largeur est plus élevé; enfin pour des parois illimitées

(1) Dans la plupart des problémes pratiques, l'effort total est
imposé sur une base, mais non sa répartition; en revanche il existe
des conditions concernant les déplacements des points des 2 bases,
La détermination compléte de la solution exigerait dans ce cas le
calcul des déplacements,
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dans les 2 sens ou limitées seulement, le cas échéant, en
leur point de convergence, la solution que nous étudierons
devient I'unique solution possible.

C) Pour une répartition déterminée de Peffort total sur
une des bases et pour une valeur déterminée du frotte-
ment sur les parois, il existe 4 équilibres limites différents
entre lesquels, dans un probléme particulier, un examen
sommaire des déplacements et des déformations nous per-
mettra de distinguer :

¢) En premier lieu 2 cas se présentent suivant la na-
ture des éléments de I’axe (ou des bases). Supposvns, par
exemple, les parois fixes. Refoulons la masse plastique
vers la convergence des parois en exercant des pressions
sur la grande base a'd’. Dans 1’écoulement il y aura con-
traction des sections normales & ’axe et par suite (con-
servation du volume dans les déformations plastiques)
dilatation dans la direction de Paxe. Dans Péquilibre li-
mite les éléments de 1’axe sont donc majeurs, les élémenis
des bases sont mineurs. Nous appelerons cet écoulement
« écoulement avec pression latérale prépondéranie ».
Exemple : trémies, filiéres.

Inversement, refoulons la masse vers la divergence, nous
provoquerons un écoulement avec pression axiale prépon-
dérante ol les éléments de Paxe sont mineurs.

Quand on suppose les parois fixes, les forces appliquées
suivant I’axe sont les forces actives. On peut au contraire
supposer les forces actives appliquées aux parois, qui se-
ront alors mobiles. Ainsi en rapprochant les parois on
provoquera un écounlement avec pression latérale prépon-
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dérante (mdchoires, presses). En les éloignant on provo-
querait (sous réserve que la masse ne se décolle pas des
parois) un écoulement avec pression axiale prépondérante.

8) Nous avons également 2 cas & distinguer suivant le
sens des contraintes tangentielles exercées par les parois.
Ce sens est opposé 3 celui du glissement relatif de la
masse par rapport & ces parois, glissement qui peut s’ef-
fectuer vers la convergence ou vers la divergence.

On remarquera que le sens du glissement relatif ne
coincide pas nécessairement avec le sens de 1’écoulement
dans Pespace absolu; car les parois peuvent étre mobiles
sur elles-mémes : c’est le cas des cylindres de laminoirs.
Selon que la vitesse tangentielle d’un point de la paroi est
supérieure ou inférieure & la vitesse tangentielle du point
de la masse qui est en contact avec lui, le glissement est
dirigé vers la divergence ou vers la convergence.

¥) Il n’y a pas d’autres cas & distinguer, car les condi-
ditions particuliéres imposées & 1’écoulement, autres que
celles envisagées ci-dessus, n’intéressent plus le calcul des
contraintes. Ainsi le méme équilibre limite peut se pré-
senter dans 2 écoulements de sens opposés dans l’espace
absolu (conformément & la remarque du paragraphe ).
ou encore dans 2 écoulements qui différent par le compor-
tement des parois : fixes et n’exercant que des réactions
— ou, au contraire, mobiles, et exercant des forces activea.

PREMIERRE SOLUTION :

1 . w (]
E = sm(@)._.z+._2_>
1

NG

I‘=\/'E_sin(8+-%-——;;)
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(voir page 87); d’ou en dérivant par rapport a 0 :
! €os <8 - = + —g)

NG 4 2

Y=

% ?
cos (8 + Y 2)

Les relations (7) s’écrivent, en utilisant 8 et © comme
variables :

T

dr = [(1 + sin ¢ cos 20) dS + cos ¢ sin 20 dO]

T
1
dy = - [sin @ sin 2@ dS — cos ¢ cos 2@ d@]
T
La seconde est de la forme dx; la premitre est une

somme de 2 formes dx dont I'une se réduit & : —gg—
]

Dot :
x ds ! cos ¢ cos 20
- 2% 4 ¢

y =.———1 cos ¢ sin 20
b

(en prenant nulles les constantes d’intégration).

Courbes isobares : Pour 8 = C%, le point support M
décrit un cercle du centre C :

as
&, = / o Yo = 0

coS ¢

4
Le rayon CM fait avec Oz langle = 4+ 20. Quand 9

augmente de =, on retrouve le méme point M. On pourra

de rayon

1
=5 (R : rayon du cercle de Mohr).

donc se borner pour 6 & Pintervalle — -;—, + %
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Lignes de rebroussement. — Pour :

=0 —— 4+ 2 _ X
Ou=0—7+3 2

- (F .2
e = (4+2>

ou :

on a.:

La courbe ¢ = o est ligne de rebroussement pour les
lignes % ; la tangente de rebroussement est paralléle & Oy
(son orientation étant ®u).

De méme pour :
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ou:

. % 9
e=7+t>2
on a:
v=0

La courbe ¥ = o est ligne de rebroussement pour les
lighes v avec tangente de rebroussement paralléle & Oy.

Ces 2 courbes E, E’ symétriques 'une de ’autre par
rapport & Oz, sont aussi les enveloppes des lignes v et des
lignes % respectivement, ainsi que des cercles isobares.
Les rayons correspondant CV et CU du cercle isobare

sont inclinés sur Oz de f‘;- — ¢. I1 en résulte que les tan-

gentes en V et U aux 2 lignes sont inclinées de ¢ sur Oz.

Dans le cas ¢ = C* les 2 lignes E, E’ ont une inclinai-
son constante sur Oz : ce sont donc des droites faisant
entre elles Pangle 2 ¢ et concourant en un point I (poiunt
critique). Les lignes isoclines (® = C®) sont également
dans ce cas des droites passant par I.

Pour obtenir une solution physiquement valable, on ne
doit prendre que 1’un des 2 arcs déterminég par les points
U, V sur le cercle isobare. Nous verrons que si Pon prend
Yare de gauche (fig. 41) les contraintes sur V’isobare sont

" majeures et les contraintes sur ’axe sont mineures. L’in-
verse a lieu si Pon prend Varc de droite du cercle.

Directions isostatiques. — L’angle O, angle avec Ox de
la contrainte principale majeure n; est la moitié de Vin-
clinaison du rayon CM sur Oz. La direction de n; s’obtient
donc en joignant le point M au point le plus & droite P
du cercle isobare.
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De méme la direction de la contrainte principale mi-
neure 7, §’obtient en joignant le point M au point le plus
a gauche Q du cercle isobare.

Directions marginales. — Faisant avec la direction de n,

des angles égaux & == (% — %) , elles passent par les

points U (tangente a la ligne ) et V (tangente & la
ligne ).

Lignes marginales. — Imaginons que le cercle isobare
roule sans glisser sur la branche E’ (y = o) de son enve-
loppe, tout en se dilatant ou se contractant de fagon &
rester tangent & la branche E. Le mouvement élémentaire
se raméne 3 une rotation autour du point U et une homo-
thétie de centre U. Dans ces 2 transformations, les vites-
ses sont proportionnelles au rayon vecteur UM ; elles sont
perpendiculaires & ce rayon dans le premier cas, dirigées
suivant le rayon dans le second cas. La vitesse résultante
fait donc un angle fixe avec UM ; par conséquent les vi-
tesses de tous les points du cercle isobare passent par un
point fixe du cercle. Ce point est le point V car la vitesse
de V doit étre tangente au cercle. Les vitesses ayant alors
méme direction que les tangentes aux lignes v, on en dé-
duit qu’un point fixe du cercle décrit une ligne v.

On obtient de méme les lignes # en faisant rouler sans
glissement le cercle isobare sur la branche E de son en-
veloppe.

Dans le cas ¢ = o, E et E’ sont 2 droites paralléles; les
lignes marginales sont des cycloides.
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Vecteur intégrant. — Les relations (8) s’écrivent, en
introduisant les variables S et O :
2dX=< i sin ¢ — cos q;) sin 20 dS

— K.—y— cos ¢ -+ sin <p) cos 20 + 1‘ e
17

-2 dY =

<

<cos<p—-—v—sin cp) c0s 20 — — ] s
T
—_— (-—'— cos ¢ + sin <p> sin 20 d®
T
Chacune de ces expressions est une somme de 2 formes
dr et Pon en déduit :

4x.~_-._2@)—(sin<p+-—v—cos @) sin 2@ 4 Cte
T

4Y=—2f—v—ds+(Sin<p+-LCOScp)COS2®+C«W
% <

Applications. — Considérons un écoulement entre 2 pa-
rois F, ¥, g’effectuant dans les conditions suivantes :

1°) Le glissement relatif de la masse par rapport aux
parois s’effectue dans le sens de la divergence.

2°) Le frottement est maximum.

La solution précédente g’applique a cet écoulement si la
figure F F est semblable & la figure E E’. Ainsi pour une
C. 1. rectiligne on obtiendra Pécoulement entre 2 parois
planes faisant entre elles I’angle 2 ¢. Pour ¢ = o0 on a
Pécoulement entre deux plateaux paralléles.

La solution fournit 2 équilibres limites possibles, cor-
respondant aux 2 arcs séparés par les points U, V sur le
cercle isobare. L’un des équilibres correspond d I’écoule-
ment avec pression axiale prépondérante (arc de gauche
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des cercles), ’autre & P’écoulement avec pression latérale
prépondérante (arc de droite).

Exemple : ¢ = o. F et F sont deux plateaux paralleles
distants de h.

La solution étudiée donne 2 lignes de rebroussement

1
paralldles E, E’ distantes de — (o : diameétre constant
o
du cercle de Mohr). Une homothétie de rapport ko nous
amene alors au cas proposé et nous obtenons :

. 1
§m=h<;~—:£—cos2® > + Cte

(D)

1
y=——hsin2®
\ 2

Les contraintes s’exercant sur les plateaux ont pour
composantes :

/

Sv=.2£_+(]te
L

( [0}
C = —

2
1°) Ecoulement avec pression latérale prépondérante. —-
Soit Qo et Qi les efforts totaux sur les 2 bases ab et a'd’
(fig. 42). P (composantes T et L) leffort sur chacun des
plateaux. Ces efforts sont déterminés lorsqu’on connait
T'un d’eux, par exemple Qo. Pour les calculer considérons
le diagramme réciproque de la figure ab, b'e’. La ligne

B, B’ qui correspond & 6 = -2- est définie par :

2
4X=<<—-"--— d +ﬂ\hm=_2hv—-—"3>
» / 4

2
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en prenant dans X la constante d’intégration égale A .
C’est un arc de parabole.

L’axe Ox correspond a © = -g— d’od X = O.

L
A\
- _,,,,q-ELIJII_IIJIIII[IIIIIII .o s o s U+
i * Vo
1
i 3 ¢
- -
.,:; ————— (—..E_“_".Lmi% ______ m_. ______
!
|
I
v i U
T """'L'!IIIIIIIIIIIJl/]l/IIIIIIIlI]L
H FI H
, - e e T - D

Enfin la ligne A, A’ qui correspond 3 & = ?711 est
symétrique de B, B’ par rapport & Vaxe OY (fig. 43).

Leffort total Q sur une section droite U, V est:

Q=2Xv=h<v-——1?—>

On en déduit, en prenant Porigine des axes dans la sec-

tion droite de gauche :
Q= Qo+ (0¥
Ce résultat s'obtient d’ailleurs immédiatement en écri-

vant que la différence Q — Qo est équilibrée par les con-

traintes tangentielles © = -g- exercées par les 2 plateaux

sur la longueur .
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La composante normale T de P’effort sur un plateau est
donnée par :

h
T=YA—YA’=—%- ' (Vzl'—yzo)
I ol? l w
=3 h TRy tey
1 : longueur de la masse plastique en contact avec les pla-

o! X

P -— -
- - T

L

g o — - -

teaux. Ce résultat s’obtient d’ailleurs directement en écri-

vant :
l
T = / y dzx
0

Les résultats précédents s’appliquent grossiérement 2
Péorasement & la presse. Le plateau de la presse, de lon-
gueur 2 7 étant chargé en son milieu, I’écoulement se fait
d’un c6té vers la gauche, de Pautre vers la droite, de part
et d’autre d’une région centrale dans laquelle il n’y a pas
glissement de la masse sur les plateaux. En raison, d’une
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part de Pexistence de cette zone centraie, d’autre part du
fait qu’aux extrémités (surfaces libres) la répartition des
contraintes dans la section droite n’est pas celle qui cor-
respond 2 la solution étudiée, cette derniére ne s’applique
gu’approximativement et nous ne conserverons dans les
formules que le terme principal. La charge R nécessaire

pour produire I’écoulement est dans ces conditions :
2
R=2T =o W

Dans un laminoir, le glissement de la masse plastique
par rapport aux parois s’effectue, comme dans une presse,
dans 2 sens opposés de part et d’autre de la région mé-
diane. La formule précédente donne donc une indication
sur la pression de laminage; indication trés grossiére
seulement, non du fait de la courbure des parois, mais
du fait de Pimportance relative de la région centrale (sans

4
glissement), le rapport 5 n’étant pas assez élevé.

2°) Ecoulement avec pression axiale prépondérante. —
Les lignes bb’, Oz et aa’ correspondent dans ce cas, res-

T T
pectivement & 6 = E oet — = Prenant dans X la cons-

tante d’intégration nulle, on obtient pour BB’ et AA’
deux arcs de paraboles symétriques par rapport & Oy, ’arc
BB’ étant défini par :

2
11X=_.<.“_+__v_> oh
2 ©
’2
4Y = — 2 —— wh

o2
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L’effort total sur une section droite est alors :

Q=h(v+—";”—) = Q + oz
Peffort normal sur une paroi :
T=Q0—l—+m—-i-—mz—“-
h 2h 4
Supposons que Q; soit la force active provoquant 1’écoun-
lement. Si ab est surface libre Qo = 0, @0t Q; = © l. La
résistance moyenne & 1’écoulement par unité de section

l 7
droite : © % est d’autant plus élevée que le rapport y

est plus élevé.

Si au contraire, suivant @b, est disposée une cloison
rigide, les relations :

Qo=01'—®l
l 12 %
T=Qy—oag ey

donnent, approximativement ( car au voisinage de la
cloison il n’y a pas glissement); en fonction de Peffort Q;
exercé sur @, b’, les efforts sur la cloison et sur les parois
latérales.

SecoNDE SOLUTION. — En superposant la solution préeé-
dente A la deuxiéme solution particuliére indiquée page 87
nous obtenons :

T
E=—\/Fcos<9'—~z+ )

R
2
+_l_-|-._c_.mn<®.__l+l)
'\/Tc- 4 2
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d’ot :

v.+c T [
+ . cos(@) 4+2
,=_\/;éin<e+i4——%>
y + ¢ - 1 ?
+ E 00s(€~)+4——2)

ki
Cette solution correspond, & une rotation de 7 pres,

2 un équilibre réciproque de Véquilibre précédent (>, Les
relations (7) s’intégrent pour cette raison d’une fagon tout

& fait analogue aux relations (8) dans le cas précédent
" et on obtient :

4m=2/l—ﬂ—ds
L

___(sin o + _1_'|_'L cos «3) cos 20
T
by = 2®—<sin¢ + —”—-—'-—c-cos o > sin 20
Courbes isobares. — Pour 8 = O%, on a:
* = A — B cos 20 e

Yy = > — B sin 20
A et B : constantes dépendant de S. L’isobare est done
(1) La constante ¢ correspond au fait que d’un équilibre’ on

peut déduire une infinité d’équilibres réciproques si on laisse arbi-
traire l'origine des contraintes sur 'axe de la C. 1.
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engendrée par un point fixe d’un cercle de rayon B dont le
centre C décrit la droite # — A et dont la rotation est
telle que le cercle concentrique de rayon 1/4 roule sans

1
glisser sur la droite: ¢ = A — T C’est une cycloide

allongée ou raccourcie.

Directions isostatiques. — Elles s’obtiennent en joignant
le point M au point le plus & droite P et au point le plus
a gauche Q du cercle générateur.

Directions marginales. — Elles s’obtiennent en joignant
le point M aux points U et V extrémités des rayons du

cercle générateur qui sont inclinég de — ( —;c— — 9 ) et

+ (—g———g)surOw.

Lignes de rebrougsement. — On a': ¢ = o pour :
n P\ _ vy 4+ ¢
g (e — 2+ 2) =

T
goit : v

® = — a(S) + kr
De méme, on a: vy = o pour:

0 = 4+ a(S) + kr
Ces lignes sont 2 & 2 symétriques par rapport & Ow

car lorsqu’on change ® en — O, 2 ne change pas et y se
change en — v.
D’autre part si Pon change ® en ® -+ =, le point sup-

port subit simplement une translation égale & —;— dans le

sens de Oy, translation par laquelle se correspondent en
particulier les différentes lignes ¢ — o (ou Y = o).

On voit donc que la solution fournit 2 équilibres phy-
siquesdistincts et 2 seulement correspondant a :
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1°) © compris entre — «(S) et 4 «(8): arc AB de
Pisobare (fig. 44); cet arc est entiérement majeur.

2°) © compris entre «(S) et — «(S) 4 = : arc BA’ de
Pisobare; cet arc est mineur.

Cas parTICULIER : Envisageons une C. I. rectiligne
d’équation :

== (v + H) tge
et prenons :

c=H
Nous obtenons :

(o= i1)
E—Sinq)Sln @———4——;——5

. 1 1
4 ="——— Log v — — cos 20
tg2 ¢ sin ¢
1
by = 20 — — sin 20
sin ¢

Lorsqu’on augmente 8 d’une constante, sans modifier ©,
le point support subit une translation parallele & l’axe

des « et le rayon B =

- du cercle générateur n’est
4sin ¢
pas modifié. I1 en résulte que les différentes courbes, iso-
bares, isostatiques et marginales se comservent par cette
translation. Les lignes isoclines et les lignes de rebrous-
sement sont des paralléles & Oz (fig. 44). Les lignes de re-
broussement correspondent a :

® = =+ a(S) + kz avec a(S)=1_i=cm
et leurs ordonnées sont définies par :

4y=x(00t8<p—-2;+<p)+2k1:
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Les lignes marginales sont des cycloides. En effet si le
point M décrit une ligne u :

S — 0 = Cte
le centre C du cercle générateur, don't les coordonnées sont:
__ 8 _ 9
2ig o v=3

décrit une droite :
r— Yy tg ¢ = Cte
Les tangentes au cercle générateur en U et U’ qui ont
Pinclinaison ¢ sur Oz sont fixes. Faisons rouler sans glis-

st €0
»
>
T
1]

[E—$4r R,

! §=0
t
3
[}
(o X ]
ot}
+ [}
Ry
3
[
gl
vk
X
~h
s
’

s e rA e —.:—' &=0
1

T X

¥

A4 r= ]

ser le cercle générateur sur la tangente fixe U’ J : la tan-
gente & la trajectoire du point M est MU qui coincide
avec la direction marginale u.

Dans le cas : ¢ = o la base U’ J est confondue avec la
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ligne E;, et Lon retrouve 1’équilibre fourni par la pre-
miére solution.

APpLICATION. — La solution précédente convient, pour
le cas ol ¢ est une constante quelconque, au probléme de
Vécoulement entre 2 plateausx plans paralléles, ’écoulement
v'effectuant de droite & gauche (fig. 42), avec frottement
maximum, comme dans la premiére solution (sur laquelle
on retombe pour ¢ = o). La solution fournit 2 équilibres
liites possibles, I'un correspondant & 1’écoulement avec
pression axiale prépondérante (arc AB de I’isobare), 1’au-
tre & D’écoulement avec pression latérale prépondérante
(arc BA’).

Soit & la distance entre les 2 plateaux. Le rapport d’ho-
mothétie qui permet de passer de la figure 44 a la figure
42 est : ~
2h

colg ¢ + ¢ + ¢ ,

¢ = -4 1 pour V’écoulement avec pression latérale pré-
pondérante;

& = — 1 pour Vécoulement avec pression axiale pré-
pondérante.

Entre Pabscisse d’un point M pris sur une paroi et la

composante © de la contrainte qu’exerce la masse plasti-

que en ce point, on a la relation :

b =

A
Log © 4. Cte
tg? o
ou:
iz tg* o
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Pour calculer l’effort total Q@ qui s’exerce sur une sec-
tion droite, remarquons que 1’équilibre d’une tranche com-
prise entre 2 sections droites distantes de dz donne :

dQ = 2tdx = —)é— cotg? qdr
Don :

Q:

o] >

cotg? ¢ v + Gte

Pour déterminer la constante appliquons la relation
pour & = — 00. On a 7 = o, d’o0 v = — H. A Yinfini 2
gauche régne donc une traction isotrope égale & H et par
suite Q = — & H. Telle est la valeur de la constante.

Qo, Qi, T, I ayant la méme signification que dans le
cas ¢ = o étudié précédemment, on a :

4l tg2 o
Q + RH = (@ + hH) T = (@ + hH) o
aa'
T=/vd.’2=
1)
w
/(kcotgg—H)dm=_9}_%_9_‘l_cotg¢—-lH
a

Ces résultats s’appliquent dans les mémes conditions
que ceux obtenus pour ¢ = o. Ainsi la charge nécessaire
pour produire ’écoulement (avec frottement maximum)
dans une presse de longueur & 2 I est approximativement :

R = 2T =
21
* (‘P +—§-+ cotg‘qa) g2 ¢

RH cotg :p[e — 1] — 2H
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Les formules données pour ¢ = o peuvént étre retrouvées
3 partir des formules actuelles en faisant tendre simul-
tanément ¢ vers o, H vers l’infini, le produit de 2 H ¢

tendant vers o.

EQUILIBRES D’UNE COUCHB CYLINDRIQUB. — A. — Consi-

dérons la solution :

— X — 3 as
T T e i

Les relations (7) s’écrivent :

— X
dr = — & cos © c'os(fi —_ i)ds

\/c 4 2

. . T 9
+ sin @ sm<-:i— 2) de ]

e z . =

L dy = — v sin@cos<—z-———§>ds
T

A [
cos(-)sm(4 2) ae ]

Elles sont de 1a forme dx et s’intégrent par :

e . <w <p)
r = sin —_—— — cog@
- 4 2
e . © tp) .
= ni{— — — sin
y = si (4 ) in ®

(les constantes d’intégration étant prises nulles).

Les lignes isoclines sont les droites issues de l’origine;
elles sont en méme temps isostatiques mineures (§ varia-

ble), puisque leur inclinaison sur Oz est O,

)
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Les lignes isobares sont des cercles concentriques & V’ori-
gine, de rayon :

e—E
r = \/_ sin(—Z———-;)
T

Elles sont en méme temps isostatiques majeures.
Dans le cas d’une C. I. rectiligne, avec ¢ # o, on a :

1 si
— > — ._+__£l_¢
e _ 2 sin ¢
Vo
d’ou :
2 sin ¢
"1 + sin j—1
z = Cr + ¢ = Cr]
C’est la solution classique mentionnée page 28. Pour :
vy (0]
= 0 = T e—
o ? 2= N 2
Dot :
vy =0 — o Logr

L’origine O est point critique, correspondant & S infini
positif. Pour = = 0 on peut vérifier que » a méme limite

' 1
que Ty (R rayon du cercle de Mohr). r tend donc vers

Pinfini ou vers une limite finie (isobare limite).

Cette solution ’ s’applique A 1’équilibre limite d’une
couche comprise entre 2 cylindres circulaires coaxiaux,
soumise sur ces cylindres 2 des contraintes normales uni-
formes po et py, la pression intérieure po étant plus forte
que la pression extérieure p;.

La relation entre les pressions po et p; se déduit de la

\

(1) Aprés multiplication par une constante,
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relation entre r et 8 ®, Par exemple pour une C. I recti-
ligne, © étant proportionnel & p 4+ H, on aura :

ry 1 —j
H = H\ ——
Po (p1 * )( To )

(5
Pour ¢ = 0, v étant égal p —5 on aura :

”1 ’
Po = P + o Log {——
o =P (=)
B) La solution :

pX P}
g€ = € Yy = —28@

conduit & un équilibre (réciproque du précédent) ayant
méme réseau d’isostatiques (avec échange des familles).
Le rayon d’un cercle isobare est ici :
z
r = S cos (,’i — .‘ﬂ)
\]n,-— & 2

Pour une C. I. rectiligne, avec ¢ o, on a :

1 — sin
= —— e
e sin ¢
-—-—=‘l
V'r
dotx :
2 sin ¢ 1 .
1 — sin i
= Cr ! q’=C|1‘,

Pour g = o0:
y=0C+ o Logr

(2) Dans le cas d’'une C. I. & sommet arrondi, si I'on suppose
P, donné, V'équilibre envisagé n’est possible que si p, est supérieur
A une certaine valeur A correspondant au cercle de Mohr oscula-
teur au sommet de la C. I. Pour p, = A le cylindre extérieur
est isobare limite. Pour p, < A la masse ne s'écoule pas sous
V’effet d’une forte pression intérieure Dy elle périt par fissuration.
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Pour 8 infini positif, » devient infini.

Pour 7 == o, r tend vers o dans le cas d’une C. I. & som-
met anguleux (’origine est donc point critique) — on peut
montrer au contraire que 7 tend vers une limite différente
de zéro (isobare limite) dans le cas d’une C. I. & sommet
arrondi.

Cette solution s’applique & ’équilibre limite d’une cou-
che cylindrique lorsque la pression extérieure est la plus
forte (écoulement centripéte) (¥,

Dans le cas d’une C. I. rectiligne, la relation entre les
pressions po et p; est pour ¢ # 0: '

1
—_—1

po+ﬂ=(p1+H)(-—::—

Pour ¢ —=o: r
¢ Do = P — o Log

1
To

Cet équilibre est aussi celui qui s’établit lorsqu’on ouvre
une cavité dans une masse comprimée et notamment (aux
effets de la pesanteur prés) autour des souterrains.

AUTRB APPLICATION :

Les 2 solutions précédentes s’appliquent & Vécoulement
d’une masse plastique entre 2 parois sans frottement, fai-
sant entre elles un angle de 2« quelconque. Le sens dn
glissement relatif paroi-masse n’intervient pas puisque le
frottement est nul. I1 n’y a donc que 2 équilibres limites
qui correspondent aux 2 solutions précédentes, la pre-

(1) Dans le cas d'une C. I. A sommet arroudi, si p, est donnée,
il peut arriver que I'’équation donnant D, n’ait pas de solution (le

rayon r est inférieur au rayon du cercle isobare limite). Dans ~e
cas la masse ne peut s’écouler : elle périt par fissuration.
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miére fournissant ’équilibre & pression axiale prépondé-
rante, la seconde V’équilibre & pression latérale prépondé-
rante.
Soit p la pression radiale, Q Peffort total sur une see-
tion droite MM’ On a :
Q = p corde MM’ = 2pr sin a
L’effort moyen, par unité de section droite est p.

Soit P leffort total exercé par chacune des parois (cet
effort est normal aux parois). L’équilibre des forces 1’,
Qo, Qi donne :

po 20—

. = P17 — Po™
2 sin o 171 0’0

ExempLps: 1°) Etirage & travers une filiere rectiligne
sams frottement. — On a : Qy = o, Ao py = o.
L’effort de traction qu’il faut appliquer sur la section de
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sortie est donc — par unité de surface — dans le cas
d’une C. L rectiligne :
i

[ ——
s

1—-91 ] pour ¢ = 0

_po=H

1
— Do o Log (—;—) pour ¢ = 0

To

p = désignant le rapport des sections a la sortie
r1

et & Pentrée de la filiére.

2°) Ecrasement entre 2 mdchoires converes en forme
de V. — L’écoulement se fait moitié vers la gauche, moitié
vers la droite (fig. 46), et avec les mémes réserves que pré-
cédemment (dans le cas d’une presse) on peut donner
comme valeur approchée de la charge R produisant écra-
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sement, dans le cas d’une C. I. rectiligne :

._~1 

2Pcos<z~2Hrocosai—-( )7‘ ]
. pcurq;yeo
R =207y cos o Log (..IL)
To .
pour ¢ = 0

. Q) — En superposant les solutions A et B on obtient
une infinité d’équilibres possédant la propriété de se con-
server par une rotation autour de lorigine. On vérifie
aisément que ce sont les seuls qui jouissent de cette pro-

- .priété.

EQUILIBRES A ISOCLINES RECTILIGNES DANS LE CAS D’UNB
C. 1. mectiLieNB. — A. Envisageons, dans le cas ¢ = C*
la solution fondamentale :

Nous avons vu (page 113) qu’il y a un point critique
par ol passent en particulier les lignes isoclines. Ces li-
gnes isoclines sont des droites. Car I’angle Q de la tan-
gente 3 P’isocline avec la direction isostatique (constante
le long de Visocline) est lui-méme constant; la formule (11)
donne en effet : ~

1+ « x »b)
= t —_—— —
g 0 1 — a g(& 2

Les isoclines sont donc les rayons concourant au point .
‘critique O. Le long d’un de ces rayons, les inclinaisons des
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différentes lignes remarquables : isostatiques, marginales,
isobare, restent invariabes. En outre, Q étant indépen-
dante de Pisocline envisagée, ces inclinaisons, mesurées
par rapport au rayon, restent invariables d’un rayon 2
un autre. I1 en résulte que toutes ces lignes remarquables
sont des spirales logarithmiques et les différentes lignes
d’une méme famille sont homothétiques entre elles.

Soit 7, © les coordonnées polaires (de pdle O) d’un point
M.

Ona:o =06 4 Q

Pour avoir r remarquons que si nous considérons la
spirale ligne u qui passe par M, r est proportionnel au

z
—. On obtient

V=
ainsi en prenant comme variables S et O :

(b — sin ¢) 8 + V'O

rayon de courbure de cette spirale, donc a

€0s
r = ce ¢
en posant :

1 1

2 = @ + — 2 = ¢ — —

% o

On en déduit inversement :

’ 2 8in ¢
’ ——
28 tg o l — czs"’ ‘b—smv

T =e = G lre ¢

Cette solution renferme comme cas particuliers les cas:
@ = 0 et « = 00 pour lesquels les rayons isoclines sont

. * . w o
lignes marginales: lignes » pour « == o (car: Q = T -'-2—),
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T
lignes % pour « Q0 (car : Q = — vy + —;). b est infini :

donc la sollicitation reste constante le long d’un rayon
vecteur. On retrouve ainsi les 2 équilibres de M. Caquot.
La solution renferme également comme cas particuliers

les cas : @« = + 1 et @ = — 1 pour lesquels les rayons
isoclines sont lignes isostatiques : lignes & variable pour
@ = — 1 (car Q = o), lignes p variable pour « —= 4 1

(car Q = -%). b’ étant nul les grandeurs des sollicitations

ne dépendent que de r. On retrouve ainsi les 2 équilibres
d’une couche cylindrique.

B. — D’une facon plus générale, cherchons quelles sont
les solutions 2 (7, m) de Péquation (6) pour lesquelles tou-
tes les lignes isoclines sont des droites.

L’angle Q doit étre constant pour © constant. On en

. 1 o
déduit, par la formule (11), que le rapport = o ne
doit dépendre que de ® ou encore de :

A=1l—m = il
€os o
Soit done :
0z
‘ = = 2w
En dérivant cette relation par rapport & ! et rempla-
02y
cant 3 m par 2, nous obtenons :
oz 1 — o)
— = " = 2
ol Fu * e (V)

Nous pouvons alors écrire :
d(Log z) = v(d) dl 4+ o) dm
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ou, en prenant pour variables nouvelles A et 2 =1 4+ m :

d(Log 2) = ¢(\) dx + ¢(\) d=
On doit avoir :

% _ % _,

o oz
d’otur :

PO = Cte = b
D’ou :

bz
z=c {@Q) '
Pour déterminer la fonction f (A), utilisons 1’équation

(6). Nous obtenons la condition :
") =02 —1) f
4 —_— b'
f) =ceb)\+de )‘(1
b’ étant une racine (réelle ou imaginaire pure) de Véqua-
tion :

)

V2 = b2 — 1

On peut simplifier légérement § (A) par les considéra-
tiong suivantes :

Pour d = o, la solution: 2z = e b2 + VA prest
autre que la solution fondamentale étudiée au § A, en po-
sant: o = b 4 b

De méme pour ¢ = o, en posant : « = b — b’. Ces cas
mis & part on peut supposer les 2 coefficients ¢ et d égaux
en valeur absolue car en modifiant A d’une constante, ce
qui revient & imposer & 1’équilibre une rotation d’ensem-
ble, on peut amener leurs valeurs absolues & l’égalité.
Nous sommes, en résumé, ramenés 2 la forme :

b
z=ce2g()\)

(1) Pour ¥/ = 0 (|b] = 1) on a f(}) = 0 d’ou:
Q) = Cy + d]_k
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avec @
g = eb'l + Ke 2

k' pouvant recevoir les 4 valeurs o 00 (on supposera
dans ce cas ¢ k' fini), + 1 et — 1.

Dans le cas particulier b = o (|b| = 1), g (\) prend
Pune des 2 formes : ¢ (\) = C* ou § (A) = X qui dérivent
(la premiére pour k¥ = 1, la seconde pour ¥ = — 1) de
la forme générale en faisant tendre b’ vers o.

On a alors :

0z b
—_— = b’ — B
om =% o —y el ke O
Posons :
bbb o= kel ®
d’ott :
b —b = ke._ 2b'a

k = =1 ayant le signe de b. Le nombre e ainsi défini est
toujours réel et posséde le signe de b.

Remplacant alors, dans 2, A par A 4 @, nous obtenons
la solution sous sa forme définitive, parfaitement symé-
trique :

gz = cebz g\ + a)
) (:—:n = ckeb2 g — a)

Sous cette forme générale se trouvent groupées différen-
tes formes particuliéres, données au tableau ci-aprés, for-
mes que ’on obtient en remplacant b par = ch V ou
== cos V suivant que |b| est supérieur ou inférieur & 1. Les

4 formes B se raménent & une seule d’entre elles, By par
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exemple, par des changements opérés sur A ou sur V. 11
n’en est pas de méme des 4 formes C ou des 4 formes D.
On remarquera que les solutions étudiées précédemment

sont pour ¢ = C%* des cas particuliers de la solution
actuelle.
T
Premiére solution = B; pour V = = + 9.
Seconde solution = B; pour V = -;— — 9.

Couche cylindrique = D; et D..

Intégration : Les relations (7) donnent :

de = 2228 0TSO T g0 a3 4 Doy dx]
en posant :
_ _F .
B(k)—g(7\+a)cos()\cos¢ 4.}.2>
— kg(A — a) cos (kcos¢+%_%>

D()\)=g(7\+a)cos(1cos¢—-%+%>

2
La différentielle dz est du type dz. On en déduit (en

prenant la constante d’intégration nulle) @,
c cos g e(b — sin ¢) 2{

+ kg(A — a) COS<)\cos¢+.E4_._.f_>

cos(l cos ¢ — % + %)—- kg(A — a)

N kd 9
cos (). cos ¢ + T'—":’)I

On trouvera de méme :

_ ¢ cos ¢ (b — sin o)
V20 —sing © {"Q"'“)
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sin(kcos:p-—-%+%> — kg(A — a)

sin<lcos<p + %-%)

Point critique. — L’origine est point critique (1) corres-
pondant aux points & Vinfini du plan 7, m pour lesquels
les modules de :

e(b — sin ¢) 3 4 bA of,
tendent simultanément vers zéro.

Homothétie. — Augmentons ¥ d’une constante, sans
modifier A. # et ¥ sont mutipliés par un méme facteur,
les orientations 0, 0,, 6, des différentes lignes remarqua-
bles ne sont pas modifiées. Le réseau se conserve donc
par une homothétie de centre O.

Symétrie. — Pour k% = -+ 1, le changement de A en
— A change # en — &, sans modifier ¥ : symétrie par rap-
port & Oy. '

Pour k% = — 1, le changement de 2 en — A change
y en — y, sans modifier # : symétrie par rapport & Oz.

Pour ¥ = o ou 00 (solution A) pas de symétrie, saunf
pour ¢ — == 1; en revanche les lignes remarquables se
conservent par rotation.

Lignes isoclines. — A = C*, Ce sont les droites issues
de Vorigine. La loi des contraintes le long d’une isocline
est (3 un facteur constant prés) indépendante de Viso-
cline envisagée. Si r est la distance & O, on a :

Ce(b — sin ¢) 2

fb — sin ¢) I — ¥2

r =

(1) Pour b = sin ¢ les relations prennent une forme parii-

culiére qui a été donnée page 134. Le point critique est rejeté A
Pinfini.
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ou inversement :
. 2 sin ¢
2 . —:——._"‘ .
T=62s1n¢=crb sin ¢ .
L’angle Q défini par la formule (11) est constant le long
d’une isocline. Mais il ne l’est pas d’une isocline & une

autre, sauf pour la solution A. On a en effet :

1 x 9
t = —tg(— — =
80 =18 <4 2 )
en posant :
% 20"\ 20"
g om e —k
- —z——_ i 2p’ ’
—a——-+: eb)\+kk’e2ba+k
om
’ Ia
ou, en tenant compte de la valeur de e :
2 4
®) U = v’ e v — Kk
- 20\

b4+1 ¢ U4 kK
Pour [U| > 1(|Q]| < ; —_ -t—) Pisocline, traversant

4

Yangle aigu des lignes marginales, est ligne mineure.
Pour |U| < 1 lisocline est ligne majeure.
Lignes de rebroussement. — Ces lignes: & = o ou
o2

- — o sont des isoclines, done des droites issues de O.
m

Leur nombre dépend des valeurs de b et &' :
1°) Solutions A, C;, Cz, Dy, D : aucune ligne de re-
broussement.
20°) Solutions Cs, C4 D3, D, : 2 lignes correspondant
aux 2 rayons symétriques : A = = a. Ces rayons séparent
3 feunillets de la variété V. Le feuillet intermédiaire pos-

7
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séde un axe de symétrie. Les 2 feuillets extrémes, dépour-
vus de symétrie propre, sont symétriques 'un de Vautre.

3°) Solution B : infinité de lignes de rebroussement, gé- .
parant une infinité de feuillets. Mais tous ces feuillets
dérivent de deux d’entre eux( successifs) par rotation de

b 1‘) (n entier) autour de O; car lorsqu’on
nw — ;
( sin V ’ o

augmente A de

x o2 .
, & et —— changent simplement
v om

de signe. La solution B ne fournit donc que 2 'équilibres
distincts. Chacun des feuillets posséde un axe de symétrie.

Lorsqu’on rencontre une ligne de rebroussement, | U|
prend la valeur 1 et réciproquement. I1 en résulte que
dans une méme feuillet | U | est toujours supérieur ou tou-
jours inférieur & 1.

Lignes remarquables. — Elles ne sont pas, en général,
de définition simple, sauf les lignes isobares qui, pour
|| < 1 sont des épicycloides allongées (formant des bou-
ches tangentes aux lignes de rebroussement) et pour
[d] > 1 s’obtiennent en composant deux rayons vecteurs
de 2 spirales logarithmiques inverses qui forment entre
eux un angle fixe,

Equilibres réciproques. — Nous supposerons que Pori-
gine des contraintes est au sommet de la C. I. Dans ce
cas 2 équilibres réciproques correspondent & la méme C. 1.
De plus & un équilibre & isoclines rectilignes correspond
un autre équilibre 2 isoclines rectilignes, car sur une iso-
cline du premier, les contraintes sont de direction cons-
tante.
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D’ailleurs, prenant comme premiere solution la forme
(F), on a pour la seconde :

z' — A az 2/ ' 2 ‘ r. ‘
SR --2 v
d’ou S — by’ ;
Oﬁv 7 = cke g\ — a)

Cette solution dérive de la premiére par le changemeﬂt
de b en — b, ce qui entraine le changement de signe de
L et de a. Les formes particuliéres B, et B,, Bs et By, (';
et Oy, D; et Dy, sont ainsi 2 a 2 réciproques.

Quand on passe d’une isocline & l’isocline associée, la

1
quantité U se change en — T A un domaine ou les iso-

clines sont mineures (| U|> 1) correspond donc un do-
maine ou les isoclines sont majeures.

Comparons enfin les rayons vecteurs r et * de 2 points
associés.

On a: r=hmc(b———sm<p)2
wo— HOy e 0T siReE
, b .
—HQ e( + sin ¢) X
Dou :
b + sin ¢
P FO) r b — sin ¢
ApprICATIONS. — 1) Ecoulement d’un matériou pulvé-

rulent entre deux parois planes pour une valeur quel-
conque du frottement.

Le probléme est résolu par les équilibres correspondant
aux feuillets & axe de symétrie de la solution précédente.
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Nous remarquons en effet que la bissectrice de ’angle des
parois est évidemment axe de symétrie. Cette droite cor-
respond & A = o, c’est-a-dire & une contrainte principale
majeure paralleéle & Ox. Nous devons donc la prendre
pour axe Ox dans le cas d’un écoulement avec pression
axiale prépondérante, pour axe Oy dans le cas d’un écoule-
ment avec pression latérale prépondérante. Remarquons
que ceci fixe le signe de Lk’ (voir plus haut : symétries),
négatif dans le premier cas, positif dans le second.

Le signe de k étant celui de b, il ne reste donc qu’a dé-
terminer b. Pour cela nous calculerons les valeurs de
U et A pour l'une des parois F.

1°) U — L’inclinaison des contraintes sur la paroi est
connue, d’aprés P’angle de frottement (¢° << ¢) et le sens
du glissement. On en déduit Vangle Q (d’aprés les pro-
priétés du cercle de Mohr — voir fig. 47), d’on U.
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Remarquons que : | U| > 1 pour I’écoulement avec pres-
sion axiale prépondérante (isoclines lignes mineures).

| U] < 1 pour Vécoulement avec pression latérale pré-.
pondérante.

2°) XA — nous est donné par P’angle de Oz avec la con-
trainte principale majeure en un point de la paroi F
(fig. 48).

Pour ’écoulement avec pression axiale prépondérante
(T >1),0ona:

Acos g =a—Q

Pour Pécoulement avec pression latérale prépondéran-

te® (U] < 1):

Acos 9 =@ —Q 4 —g—
24 désignant P’angle des 2 parois.

U et A étant calculés, la relation (R) fournit une équa-
tion en b. La discussion de cette équation montre qu’elle
a toujours une solution et une seule (étant entendu qu’on
exclut les solutions sans valeur physique pour lesquelle
F et F appartiendraient a deux feuillets différents). On
peut remarquer que le changement de b et — b remplace

1
U par — T Ceci permet de se ramener au cas [U| < 1.

D’autre part le changement simultané des signes de A et
de U ne modifie pas b, ce qui permet de se ramener au
cas A = o. Nous avons tracé sur un abaque ®, pour les
feuillets & axe de symétrie, les courbes U, A pour b cons-
tante, courbes cotées en valeur de b, limitées & A = o et

(1) La direction Oz &tant cette fois-ci normale & ’axe de symétrie.
(2) Voir & la derniére page.
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|U| < 1. Cet abaque donne immédiatement la solution
de ’équation (R).

Efforts totauw. — Les efforts totaux Qo, @1, P s’obtien-
nent en considérant (fig. 49) le diagramme réciproque de

la figure 48.
F

a’
L
— T| \P
f-—":‘ a n4
O(,»’.'" o Axe 'Jc s,mc’t'rig . Ox_.ou. OJ’ __Q_'L
ST b ny,
% /P
/ / )/
, ’
g b
L /
f\zxunu4-8 F
Ona:
’ F i ‘
Q vy " b + 8in ¢
- = ( avet g = ————————
Qo r’°Q . To ) b — sin ¢
P=—2ii avec e« = o+ ¢
sin o

Pangle ¢’ étant compté positivement si le glissement sar
les parois s’effectue vers la convergence, négativement dans
le cas contraire.

Connaissant ’un des efforts totaux nous pouvons ainsi

calculer les 2 autres (Applications : trémies, presses, mé-
choires).
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I1. — Ecoulement dun matériau cohérent enire deuz
parois planes, avec frottement masimum.

Le probléme de I’écoulement d’un matériau cohérent
entre 2 paroris se rameéne, par le théoréme des états cor-
respondants, au probléme précédent dans 2 cas: frotte-
ment nul et frottement maximum. Le premier cas ayant
déja été traité, envisageons seulement le second.

T

©

Dans ce second cas, les contraintes sur les parois sont
marginales (et les parois lignes de rebroussement). Aprés
addition d’une sollicitation isotrope H, on obtient des
contraintes d’inclinaison constante égale 3 ¢. On est donc

ramené au probléme précédent avec: ¢ = ¢. On aura
iei:
=r _ %
Q=7 2
d’ol :

U= 41
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8i le glissement se fait vers la convergence ;

- A A W I )

. Q== ( n ) = + >

d’ou :
U=—1

si le glissement se fait vers la divergence.

Notre abaque donne directement la valeur de b, si 'on
a affaire & un écoulement avec pression latérale prépon-
dérante (| U] < 1 dans la masse). Au contraire, on devra

1
remplacer U par — i c’est-d-dire, changer le signe U,

puis changer le signe trouvé pour b, si 'on a affaire & un

écoulement avec pression axiale prépondérante (|U| > 1
dans la masse).

Les efforts totaux, Qo, Qi, P (composantes T, L) se dé-
duisent, en vertu du théoréme des états correspondants,

des efforts correspondants Q, Q';, T, L pour le maté-
riau pulvérulent. On a :

Q = Q 4+ 2H7r sin o
T =T + H(ry — 1) cos a
d’otut :
Q, + 2Hr, sin ¢ = 1k
N 1 e = (Qy + 2Hry sin ) —
0
Q, — Q sin ¢
T = == / — —
) cotge; eH P (ry To)
— Q
L = ._....:!'.._______
2
avec :
_ b + sin ¢

’

" b—sing “ =t



e =+ 1si l’ééoulement se fait vers la convergence;
¢ = — 1 si ’écoulement se fait vers la divergence.

Le cas d’une C. I. & branches paralléles se déduit du
cas général en faisant tendre ¢ vers O, H vers l’infini et
le produit 2 H ¢ vers . On obtient aisément :

Q]. - QO + 2([) Sin -3 Log 1‘1
y Ty b o
Q — Qo Ty — Ty
T = ——— col, —_ —_—
2 § ¢ 2 sin o

ExevrLp: Etirage & travers une filiére rectiligne awec
frottement maximum.
C’est un écoulement avec pression latérale prépondé-
rante et glissement vers la convergence. On a :
U= +1 x=<u+1+i)1
4 2 /cos g

L’abaque donne pour b une valeur toujours comprise
entre sin ¢ (valeur qui correspond & « = o) et -+ 1.

L’effort Q sur la section d’entrée étant nul, on obtient
pour Veffort de traction sur la section de sortie, évalué
par unité de surface :

—Q [ e— 1]
g 2ry sin o ' [ e sig#0
1
q =-—-‘£——L0g(-—p—)_ sig=20
r
p = 70- désignant le rapport des sections de sortie et

1
d’entrée.



CuaPITRE VII

SOLUTION A PARTIR DES CONTRAINTES
SUR UN CONTOUR LIMITE

Nous nous proposons dans ce chapitre de rechercher la
solution des équations A; de Dl’équilibre plastique, qui
satisfait & certaines conditions sur le contour du domaine
en équilibre limite. Comme pour beaucoup de problémes
de ce genre la solution, alors méme qu’on posséde les
moyens de Pobtenir, se heurte 3 de grosses difficultés pra-
tiques. En outre il se présente ici une difficulté théorique.
I1 ¢’agit de connaitre le nombre ow Vétendue des condi-
tions @ la limite qui déterminent la solution. L’objet prin-
cipal des développement de ce chapitre est de répondre a
cette question préalable des conditions de détermination
de la solution.

On connait ’importance fondamentale du théoréme de
Cauchy dans de pareilles questions, mais on sait auysi
qu’il ne les résoud pas entitrement. Ainsi considérons les
problémes relevant d’une équation aux dérivées partielles
du second ordre (¢ fonction inconnue de z et y).

Dans certains cas 2 est déterminée par ses valeurs sur '
une courbe du plan zy, ainsi que celles de sa dérivée
normale & la courbe: ces données sont celles de Cauchy.
Dans d’autres cas, la solution est déterminée par un seul
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de ces 2 ensembles de données : valeurs de 2 ou valeurs de
sa dérivée normale sur la courbe (qui est fermée). Enfin
dans des cas plus complexes on doit fournir sur certains
arcs 2 données (données de Cauchy), sur d’autres une
seule donnée. Ces différences peuvent s’expliquer en fai-
sant appel aux singularités des solutions. Supposons qu’on
ait trouvé une surface : F (#, y, 2) = o satisfaisant aux
conditions de Cauchy. Si nous tirons 2 en fonction expli-
cite de = et y, des singularités peuvent apparaitre, par le
seul fait que ’on introduit la projection du point @, y, 2
sur le plan xy. Ces singularités sont des recouvrements,
des lacunes et des discontinuités *'. Si donc, dans un
certain domaine, on impose & la solution de ne présenter
ni recouvrement, ni lacune, ni discontinuité, le probléme
de Cauchy pourra devenir impossible. C’est ce qui aura
lieu notamment pour une courbe fermée.

ProBLEME DE CavucHY. — Examinons dans le cas qui
nous occupe, le probléme de Cauchy, sans nous soucier
d’abord des singularités en projection.

1°) Conditions & la limite pour le systéme A;. — Le pro-
bléme de Cauchy consiste & déterminer une variété V a
2 dimensions de l'espace z, y, S, ©, qui passe par une
courbe donnée de cet espace. La projection (z, y) de cette
courbe étant fixée, S et ® (ou encore » et v) sont les don-

(1) Dans le cas d’'une ligne de contour apparent, on supprime
le recouvrement en arrétant la surface au contour apparent :
mais il subsiste une lacune (tout le plan 2y n’est pas couvert).
Dans le cas d’un point critique, on supprime le recouvrement par
une coupure : mais il subsiste une discontinuité le long de la
coupure,
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nées de Cauchy. En fait ce ne sont pas, pratiquement,
S et ® qui nous sont donnés, mais les contraintes sur la
courbe. Rappelons d’ailleurs que la donnée des contraintes
(grandeur et direction) n’est pas suffisante pour détermi-
ner sans ambiguité la sollicitation S, ® : il faut encore
connaitre la nature des contraintes, nature qui ne peut
étre déduite que d’une étude plus ou moins sommaire des
déplacements (comme il a été fait au chapitre VI),

2°) Conditions & la limite pour le systéme (5). — Au
chapitre IIT nous avons ramené le systéme A; au systéme
(5) par Yinterversion des fonctions (S, ® ou u, v) et des
variables (x, y). Cette interversion ne modifie en rien le
probléme de Cauchy (« faire passer une variété V par une
courbe donnée de ’espace z, ¥, #, v »). Nous sommes done
ramenés au probléme de Cauchy pour le systéme (5). il -
est vrai que, pour le systéme (5), les variables sont e, ¥,
u, v, et non x, y, u, v. Mais, lorsque sur une courbe nn
connait les valeurs simultanées de @, ¥, u, v, on en déduit
immédiatement celles de ¢, v, u, v, € et ¥ étant déduits des
relations (7).

D’ailleurs ¢ el y se déduisent des composantes de P’are
MM’ = ds du contour suivant les deux directions margi-
nales. On a (fig. 50):

(14) _

edu y dv Vrds

T Sn e  sine cos o
® et o étant les angles de la direction MM’ avec les
directions positives des lignes u, et v (sur la fig. 50, © est '

ositif, o’ négatif). Les angles 20, 20" sont donnés di-
P ) g g
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rectement par le cercle de Mohr (angles au centre cor-
respondant aux ares pU et uV de la fig. 47).

On remarque que :

si Parc MM’ est mineur : sin © sin @” < o donc: s, ¥
du dv > o;

.ritzum 51

si Pare MM’ est majeur : sin © sin @ > o donc®: ¢ ¥
dudv < o. ‘

3°) Solution. — Le probléme de Cauchy pour le sys-
tme (5) a été résolu au chapitre IV par lintroduction
d’une solution particuliére &’y’, qui est effectivement con-
nue dans le cas d’une C. I. rectiligne. L’intégration intro-
duit dans ce cas la fonction :

$ = Jy 2y — U — l)(m — my)]
et sa dérivée :
oy m — My

—F = — J

ol \/ — ( — lpim — ™M)
11 existe des tables qui donnent Jo et J'o (V. Cette solu-

(1) Cf. X. Dans cette table J, (z) ddsigne — J’;(2).
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tion permet d’établir d’une fagon rigoureuse les propriétés
suivantes, déja énoncées au chapitre II :

@) Principe fondamental de détermination : La donnée
des contraintes (direction, grandeur, nature) sur un arc
AB détermine entiérement les contraintes dans la qua-
drilatére formé par les lignes marginales issues des extré-
mités de I'arc — et dans ce quadrilatére seulement.

b) Le long d’une ligne marginale, une infinité d’équi-
libres limites peuvent se raccorder.

4°) Détermination @ partir de deux lignes marginales.
— Sur une ligne marginale de forme déterminée, la con-
naissance de la contrainte en un point fixe les valeurs de
S et O en tous les autres points. On en déduit, §’il s’agit
d’une ligne u, les valeurs de ¢, 8’il g’agit d’une ligne v les
valeurs de v, au moyen des formules (14) (au contraire
dans le cas d’une ligne u, les formules (14) ne donnent
pas ¥, car on a simultanément : dv = o0 et ® = 0). Ces
données sont insuffisantes si elles se rapportent 4 une
geule ligne marginale. On devra donc se donner 2 arcs mar-
ginaux concourants et la contrainte marginale en leur point
de concours 1, Le probléme sera alors résolu par les rela-
tions (10”).

RESTRICTIONS AU PRINCIPE FONDAMENTAL DE DETERMINA-
TI0N. — Des restrictions apparaissent lorsque des lacunes

(1) Avee la condition que l'angle -z— — @ des 2 lignes margi-

nales ait la valeur qui correspond, d’aprés la C. 1., & la grandeur
de la contrainte marginale donnée.
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ou des recouvrements se produisent dans le plan &y pour
des points dont les images font partie du rectangle fonda-
mental apbg (fig. 51). C’est ce qui se produit si ce rectan-
gle est traversé par une ligne de rebroussement (recouvre-
ment et lacune) ou par 1l'isobare limite (lacune), ou méme
en dehors de telles circonstances car nous savons qu’un
domaine limité peut se recouvrir sans présenter ni ligne
ni point singulier.

Mais la restriction la plus importante provient d’un re-
couvrement qui se produit simultanément sur le plan u, v
et sur le plan o, y (. Supposons que Parc image ab pos-
séde une tangente paralléle @ Pun des axes : par exemple,

v

-1

"r'.%wu 52

T == u

en g, la tangente est parallele & Ou (fig. 52). Les parall@-
les voisines qui sont au-dessus de g ne coupent par l’arc
ab; les paralleles qui sont au-dessous de g coupeni Pare
en 2 points « et «". On ne trouve donc aucune solution

(1) La variété V possédant une aréte de rebroussement proje-
tée suivant hk. .
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au-dessus de la tangente hgk. Par contre pour les points
situés dans le rectangle bkhq on trouve par la relation (10)
2 solutions, suivant qu’on utilise dans cette relation I’arc
aB ou larc «f. Ces 2 solutions coincident le long de hk
(« et «’ confondus en g). Nous voyons ainsi que la variété V
posséde, & ’égard de la projection wv, deux feuillets qui
se recouvrent. Le rectangle ot la solution est déterminée
se trouve replié sur lui-méme le long de hk donnant les
deux rectangles apkh et khqb.

Toutefois le recouvrement sur le plan wv n’implique pas
a priori un recouvrement sur le plan zy. Nous savons en
effet que la variété V se recouvre le long d’une ligne » du
plan «v (sans recouvrement xy) si vy est infini sur cette
ligne et change de signe lorsqu’on traverse la ligne sup-

pbrt correspondante (ligne d’inflexion). Si donc ¥ est infini

en g et change de signe lorsqu’on passe de gauche & droite
de ¢ sur Yarc ab, il n’y a aucune restriction a faire. L’in-
convénient du recouvrement wu, v est d’ailleurs supprimé
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s8i Pon déplie suivant Rk le pli des 2 feuillets de V (fig. 53).

I1 y a au contraire recouvrement sur le plan = y si Y ne
devient pas infini en g (ou tout au moins ne change pas
de signe). Dans ce cas la contrainte en G sur l'arc AB
est marginale (car d’aprés (14) on a sin © = o) et la na-
ture de P’arc AB change de part et d’autre de G (car le
signe de ¢ v du dv change). Nous pouvons donc formuler
VYénoncé suivant qui limite la validité du principe fonda-
mental :

On ne peut choisir arbitrairement la grandeur et la
direction des conlraintes que sur un arc ou la nature des
. contraintes ne varie pas.

I1 est vrai que la contrainte en G pourrait étre margi-
nale sans que la tangente en g soit parallele a Ou. En
effet de ® = o0 on déduit par (14) ¥ dv = o. On peut donc
avoir soit dv = o, soit dv # o0 et ¥ = o. Mais dans ce se-
cond cas il passe par g une ligne de rebroussement que
Pon ne doit pas franchir et ’énoncé précédent reste exact.

Cas d’une détermination unilatérale. — La régle pré-
cédente a été énoncée en supposant que 'on se proposait
de déterminer les contraintes des 2 cOtés de Darc. §il
n’en est pas ainsi, la restriction n'intervient que si 'image
du domaine étudié se place dans la concavité de V’arc ab.
Si Iimage du domaine est dans la convexité de P’arc ab,
on peut choisir arbitrairement la grandeur et la direction
des contraintes sur la totalité de ’arc AB; la zdne déter-
minée se compose alors des 2 triangles AHG et BKG.
On remarquera que, lorsqu'on se trouve dans ce cas, la
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composante tangentielle de la contrainte appliquée en G
au domaine étudié se dirige de ’arc mineur vers ’arc ma-
jeu (fig. 54) et réciproquement.

ProBuEMBs MIXTES. — Une ligne marginale (telle que’
MM’ fig. 55) rencontrant I’arc AB en 2 points situés de
part et d’autre de G établit une relation entre les con-
traintes en ces 2 points. On en déduit que si, sur ’arc AQG,

on impose la grandeur et la direction des contraintes, on
ne peut plus, sur ’arc GB, imposer qu’une de ces donnécs
ou plus généralement les valeurs d'une fonction de la
grandeur et de la direction des contraintes .

Le probléme de la détermination des contraintes est
alorg un probléme mizte (IX). Ce probléme se raméne a
la résolution successive :

(1) Au point G lui-méme il existe entre les 2 données ume
condition résultant de ce que la ligne est tangente & l'arc. Cette
condition est: dv = 0; ou encore: df = dn tg ¢ en désignant
par n et ¢ les composantes normale et tangentielle de 1a contrainte
sur un élément de 'arc GA.
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1°) du probléme de Cauchy & partir de 'arc AG porteur
de 2 données — solution déterminée dans le domaine trian-
gulaire AGF limité par les lignes marginales AF et GF.

2°) du probléme que j’appellerai « mixzte simplifié »
qui consiste & déterminer la solution dans le domaine
triangulaire BGEF A partir de la caractéristique GF dé-
terminée an § 1 (et sur laquelle on connait S et 0) et de
Yarc GB porteur d’une seule donnée.

Contrairement a ce qui se passait pour le probléme de
Cauchy, le probléme mixte simplifié pour le systéme A,
ne peut pas se ramencr, en général au probléme analogue
pour le systéme (5) (probléme déja fort difficile). En effet
les images des différents points de ’arec GB ne sont pas
connues. Voici toutefois un cas exceptionnel o les 2 pro-
blémes se rameénent Pun & Pautre : arc GB est un seg-
ment de droite le long duquel est imposée entre S et @
une relation indépendante du point considéré. En effet
cette relation fait connaitre la courbe image; en outre, ca

d
égalant la valeur de 71— tirée des relations (7) au coeffi-

cient angulaire de la droite on obtient une relation le long
dov
de cette courbe image entre ¢ v, u v T
%
Egzemple de probléme mixte : Transmission & une paroi
d’une contrainte appliquée sur une surface libre (fig. 16).
Dans I'angle BAX on a a résoudre un probléme de Cauchy,

dans ’angle XAY un probléme mixte simplifié qui si ’on

(2) 3me probléme de E. Picard, Cf. IX,



171

‘suppose qu’il y a glissement le long de la paroi (rectiligne)
est précisément du type exceptionnel que nous venons
d’indiquer.

CONTOUR FERME — PROBLEME INTERIEUR. — Nous sup-
poserons que tout Vintérieur du contour C doit étre en
équilibre limite. Se trouve donc exclu le cas de zbnes en
équilibre surabondant & lintérieur de C. Dans ces condi-
tions, A Pintérieur de C, la solution ne doit présenter ai
ligne de rebroussement, ni point critique (entrainerait
lacunes ou discontinuités).

CoNTOUR SIMPLE. — Considérons d’abord un contour
simple. 11 résulte de ce qui précede que :

u
Figure 56
1°) Lorsqwon fait un tour sur C, angle © doit repren-
dre sa valeur initiale (et non pas cette valeur modifiée d’un
multiple de 27); autrement dit la courbe T image de C
dans le plan « v doit éire fermée.
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8i sur le contour on rencontre des points ol e (ou ¥)
devient infini et change de signe (points par ou passent
des lignes d’inflexion) on est amené & utiliser la repré-
sentation «’ ¢* (page 102), dans laquelle le contour a pour
image I". La courbe I" elle aussi doit étre fermée°: sinon le
point «’ v’ pourrait sans sortir du domaine, s’éloigner a
Yinfini; @, y restant finis il y aurait point critique.

Dans 1a représentation «” ¢’ la nature d’un arc est liée
au signe du coefficient angulaire de la tangente & Vare,
car:

eydudv = |ey| du' dv’
8i du' dv’ > o, ’arc est mineur.

Si dv dv' < o, Parc est majeur.

On en déduit que la nature des arcs du contour ne sau-
rait rester constante et qu’il existe an moins 2 arcs de
chaque nature (sauf au cas de points anguleux que l'on
pourra d’ailleurs assimiler & de petits arcs). 11 existe done
sur C au moins 4 éléments d’arcs marginaux.

. 2°) A Vintérieur de C doit correspondre Pintérieur de
IV @ : i] ne saurait en effet lui correspondre une zdne
extérieure & IY, limitée (car ce ne pourrait étre que par
des lignes de rebroussement), ni illimitée (car «, v devenant
infinis pour #, y finis, il y aurait point critique).

Ceci étant les différents arcs séparés sur C par les é1é-
ments marginaux peuvent étre classés en 4 catégories sui-

- D (=, ) ley |

1) Le jacobien = cos étant positif, la
D (', v) . @ positih

condition pour qu’il en soit ainsi est que les sens de rotation qui

se correspondent sur C et sur IV soient les mémes.
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vant la situation des normales 3 leurs images dirigées vers
Pintérieur de I dans un ou Pautre des 4 quadrants for-
més par les lignes marginales. Nous numéroterons ces ca-
tégories dans Vordre des quadrants successifs et nous par-
lerons, comme pour les quadrants, de catégories adjacen-
tes et de catégories opposées. On peut alors énoncer le
principe de détermination suivant :

On peut choisir arbitrairement ¥ la grandeur et la di-
rection des contraintes sur les arcs de Pune des catégories
Pune de ces données seulement (ou plus généralment une
fonction quelconque de P’état de contrainte) sur les arcs
g

Tgure 57
des 2 catégories adjacentes : sur les arcs de la catégorie
opposée et dans tout Vintérieur du contour, les contraintes
sont alors entiérement déterminées.
Considérons par exemple un contour composé seulement

(1) Sauf restrictions provenant de : ligne de rebroussement, iso-
bare limite, ou recouvrement sans points singuliers.
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de 4 arcs de catégories différentes (fig. 57). Supposons
fixées 2 données sur ’arc AB (catégorie I), une seule sur
BC (catégorie 2) et sur AD (catégorie 4), zéro sur CD
(catégorie 3). On détermine : ‘

1°) & partir de AB, par un probléme de Cauchy, les
contraintes dans le triangle PAB.

2°) 3 partir de BC et du segment marginal BP, par un
probléme mixte simplifié, les contraintes dans le triangle
CBS.

3°) a partir de AD et du segment marginal AP, par
un probléme mixte simplifié, les contraintes dans le trian-
gle DAQ. ’

49) A partir des 2 segments marginaux DR et CR, les
contraintes dans la zOne restante CSPQD.

Ceci suppose le point S entre B et P, le point Q entre
A et P. 8l n’cn est pas ainsi, la détermination est un
peu plus longue mais repose toujours sur la résolution,
de proche en proche, de problemes des 3 types précédents.
Il en est de méme lorsque le contour présente plusieurs
arcs d’'une méme catégorie.

Pour démontrer le principe de détermination d’une fa-
con générale considérons les connexions existant entre les
arcs de différentes catégories.

Appelons ligne de connexion une ligne brisée inscrite
dans le contour et dont les cotés successifs sont des arcs
de lignes marginales; exemple : la ligne dont Timage
est j, k, 1, m, n (fig. 58). On établit aisément qu’une ligne
de connexion issue d’un are d’une catégorie déterminée
ne peut retomber sur un arc de la méme catégorie sans
avoir auparavant rencontré un arc de la catégorie oppo-



175

sée, circonstance qui, d’ailleurs, se produit toujours, apreés
un parcours fini, pour une courbe fermée (que nous sup-
posons sans point anguleux).

Ceci étant soit 1 la catégorie des arcs porteurs de 2 don-

v

e e8teenart s aabrormsd srarsuneriis s

'F..%.m 58
nées, 2 et 4 les catégories adjacentes des arcs porteurs
de 1 donnée. Vérifions que ces données, indiquées par le
principe de détermination sont bien compatibles avec
les relations entre contraintes résultant des connexions
marginales.

1°) I1 n’existe pas de connexion entre les arcs 1 sans
passer par les arcs 3 ol aucun renseignement sur les
contraintes n’est fourni. On peut donc bien se donnmer
arbitrairement les contraintes sur tous les arcs 1.

2°) D’un point M d’un arc 2 ou 4 partent 2 lignes de
connexion : arrétons ces lignes lorsqu’elles rencontrent uun
arc 1 ou un arc 3. Si 'une aboutit & un arc 1, Pautre
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aboutit & un arc 8 : sinon leur ensemble formerait une
ligne de connexion joignant 2 arcs 1 sans passer par an
arc 3. La connexion aboutissant & I’arc 3 ne fournit aucun
renseignement; celle qui aboutit & lare 1 fburnit une
relation entre S et ® en M; il existe done en M une don-
née arbitraire.

3°) D’un point L. d’un arc 3 partent 2 lignes de com-
nexion qui toutes deux aboutissent & un arc 1 avant d’avoir
rencontré un autre arc 3 : chacune d’elles fournit une
relation entre S et ® en L. En L il ne reste donc plus
rien d’arbitraire.

ArpLICATION. — Considérons le probleme de écoulement
entre 2 parois planes dans les cas envisagés & la fin du
chapitre VI. Sur chacune des parois la valeur de ’angle ©
est connue est constante. I’-image de chacune des parois
est donc une droite (isocline) connue. De plus la valeur
de Pangle Q est connue et constante sur chacune des pa-
rois; il en résulte d’aprds la relation (11), que sur cha-
cune des droites images la valeur du rapport ¢/y est une
constante connue.

Ces données ne suflisent évidemment pas pour détermi-
ner l’équilibre limite. IEnvisageons en effet un contour
fermé tel que abdb’a’ (fig. 59) ol ab et ¢'d” sont 2 sections
droites. Son image est « 8, ' «’. Nous supposerons que sur
Parc ab les contraintes sont : 1°) deux & deux symétri-
ques par rapport 3 la bissectrice de I’angle des parois;

2°) toutes de méme nature, nature nécessairement op-
posée A celle des parois (en vertu de la symétrie des points
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‘e et B par rapport a la droite ® = o lmage de la blssec-
trice précédente).

Lrarc «f d’une part et les 2 arcs ae’, 88’ de ’autre appar-
tiennent donc & des catégories adjacentes. I1 en résulie,
les arcs aa’ et bb’ n’étant porteurs que d’une donnée, que
Pon pourra, pour déterminer ’équilibre limite, faire choix
sur larc ab de 2 données (grandeur et direction des con-

v

traintes). A ce moment les contraintes sont entiérement
déterminées dans le domaine ebb’d’@’e (a’c’ et b'¢’ étant
2 lignes marginales issues de o' et b’) et en particulier
sur Vare a'd’.

Ainsi pour un méme effort total Qo sur Parc ab, il y e
une infinité de solutions, correspondant auw différents
modes de répartition possible de cet effort sur Varc ab.
La solution du chapitre VI n’est donc pas 1’unique solu-
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tion; cependant elle posséde un intérét primordial. En
effet, soit une autre solution du probléme; lorsqu’on s’éloi-
gne de la section @b, soit vers l'infini (cas de la fig. 59),
soit vers le point O :

ou bien cette solution cesse & un certain moment d’exis-
ter, n’étant valable que dans un domaine limité (par suite
de singularités);

ou bien elle tend vers la solution du chapitre VI, car
les lignes isoclines tendént & se confondre avec des droites
(leurs asymptotes ou leurs tangentes en O).

On étudierait facilement dans le domaine ¢”b” b @ une
autre solution : celle qui correspond & des contraintes
normales et uniformes sur ab (équilibre homogeéne dans le
triangle abe, équilibres semi-homogénes dans les triangles
aa’c et bb”c).

CoNTOUR MULTIPLE. — Soit par exemple un contour
multiple formé de deux contours partiels C, et C,.
Lorsqu’on fait un tour sur C; ou sur C., on tourne
autour d’un vide : Pintérieur de C,, et par suite Pan-
gle © ne reprend pas nécessairement sa valeur initiale
mais plus généralement cette valeur modifiée d’un mul-
tiple de 2x. Les images Iy, I, (plan #', v') des contours
partiels ne sont donc pas nécessairement fermées.

1¢* Cas : L’une des images est fermée. — Il en est ‘alors
‘de méme de Vautre. En effet réunissons les deux contours
par une ligne double AB, A’B’; nous constituons un con-
tour simple dont I'image doit étre fermée. Si I'image I",
est fermée, les images @ et o’ de A et A’ coincident; il en
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est alors de méme des images b et b’ de B et B’. Donc Ja
courbe I, est fermée.

De plus, les contours partiels IVy, I, doivent étre inté-
rieurs 'un & Pautre; sinon on mne pourrait parler de do-
maine intérieur au contour total IV (cf. page 172, § 2°).

Ceci étant, le principe de détermination reste le méme

L3
&

Ti%w‘te 60

que pour un contour simple. Considérons en effet le con-
tour dont I'image est contour extérieur — soit C, (image
I¥; sur la figure 60). A partir des données sur C. suppo-
sées conformes au principe indiqué, on pourrait, progres-
sivement, déterminer la solution dans tout le domaipe
dont Pimage est intérieure & I's. Mais & un certain mo-
ment on tombe\en un point A sur la frontiére C,. Joignons
alors A au contour C; par une ligne double AB, A’B’
tracée dans le domaine deés & présent déterminé. Nous
constituons un contour simple et la solution s’achéve com-
me dans le cas du contour simple (sans avoir aucune don-
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née & fournir sur AB et A'B’). Le principe de détermina-
tion n’est donc pas modifié.

2¢ Cas : Les images des contours partiels ne se ferment
pes. — Si, partant d’un point A sur C,, on effectue un
tour sur C,, le point figuratif décrit un arc ee’; si nous
effectuons un second tour, il décrira un nouvel arc a’a”
se déduisant du premier par la translation ae’, etec... La
courbe I"; se compose ainsi d’une infinité darcs identi-
ques : un seul de ces arcs, d’ailleurs, représenterait em
entier le contour C;; mais on introduirait ainsi sur le
contour C; une césure arbitraire. I1 est préférable de res-
pecter la continuité en acceptant qu’un méme point sup-
port soit représenté par une infinité de points images
régulidrement espacés. Dans ces conditions, Vintérieur du
contour double C; C; sera représenté par une bande infi-
niment allongée ayant pour direction générale la direc-
tion A des lignes isobares.

Si Pon prend comme quadrant n° 1 Pun des 2 qua-
drants opposés qui ne contiennent pas A, les raisonne-
ments faits dans le cas d’un contour simple au sujet des
lignes de connexion subsistent entiérement. Le principe
de détermination énoncé pour un contour simple reste done
valable sous cette condition.

On parvient également au méme résultat par la recher-
che progressive de la solution & partir d’un des contours.
Ezemple : C; et Cp sont 2 cercles concentriques. Sur ’un
d’eux C; on donne les contraintes, normales, de grandeur
constante donnée, de nature constanie donnée. La solution
déterminée 4 partir du contour O, est unique, car on
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Vobtient en résolvant le probléme de Cauchy & partir d’un
arc ag de grandeur arbitraire du contour I';. C’est done
I'une des 2 solutions @ étudiées pages 138 & 140. Les
contraintes sur le cercle C, sont alors déterminées. Les

données sont bien conformes au principe de détermination
car un arc de IV, (tel que aa’) étant de la catégorie 1, un
arc de I"; (tel que b'D) est de la catégorie 3 (fig. 61).

PROBLEMES EXTERIEURS. — Les problémes extérieurs pos-
sédent peu d’intérét pratique. Contentons-nous par quel-
ques remarques de montrer que les contraintes sur le con-
tour (que nous supposerons simple) sont beaucoup plus
largement wrbitraires que dams le cas du probléme inté-
rieur.

(1) L'une ou l'autre suivant la nature des contraintes sur C,.
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1°) La courbe I nest pas nécessairement fermée @, En
conséquence la nature des contraintes sur le contour C
peut rester constante. Dans ce cas les contraintes restent
arbitraires en grandeur et direction sur la totalité du
contour C.

2°0) Supposons la courbe image I fermée et composée
de 4 arcs de catégories différentes. En outre supposons
qu’a VYextérieur de C corresponde lextérieur de I'. Dans
ce cas les contraintes sur C restent encore partout arbi-
traires car Pimage du domaine étudié se trouve dans la
convexité des arcs successifs de I".

Cette plus grande liberté pour le choix des données pro-
vient de ce qu’une ligne marginale issue d’un point d=
contour dans le domaine extérieur ne recoupe pas néces-
sairement ce contour comme celd a lieu dans le domaine
intérieur.

" (2) Car il peut exister des points ou lignes singulidres & Yin-
térieur de C.



Répertoire des principales notations

et formules

Les 2 équations d'équilibre entre les composantes
Yo Tay ¥y de la sollicitation en axes rectangu-
laires :

La premiére s’écrit :

3v‘, aTW
= Fa
ox oy

Les 2 équations d’équilibre entre les composan-
tes ptq de la sollicitation en axes obliques
(page 11).

Contraintes principales: n; > n,

Coefficients de la condition d'écoulement pour
une C. I. rectiligne :

/
'ﬂz=j’ﬂ1—-—u) j = tg2 i_l)

Composantes ﬁormale et tangentielle de la con-
trainte marginale.

Angle e la tangente & la C. I. avec Oy.

Rayon du cercle de Mohr.

Angle (Ox, n,).

Défini par :

2dS = dy + d ou ! aR

T e ?, tge R

Les 2 équations aux dérivées partielles premia-
res des fonctions S et ® par rapport & x et y.
(page 35)-

Paramétres marginaux :

S=u -+ 0 =u—0

2 fonctions de u, v intervenant dans l'expression
de I’élément d’arc.
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2 équations entre E et G (page 64).
La premieére s'écrit :

oE
a(S) — Esin g = — G
(S) 50 + in ¢
co : 2
a®) = S ¢ ou T dS cos ¢
1 de dy

"s (u, v) = /v E(u, v) vy =7 G

2 équations entre ¢ et v :

Oc
S = —
a(8) ov Y
oy
a(S) — = —
(S) ™ 1
Pour aq(S) = Cte = cos g, on pose :
u = 1l cos g v = M COS g,
Expression de ¢ au moyen de [, m :
oz
= 2 T e ————
¢ Y om
Equation : :
02z _ [
alom

1 (ol e &
dz = & COS {(@ —_ .% + %):Ii:“lﬂ

S

T ?
+7cos<®+ 4——2) dv

dy expression analogue. Les cos étant rempla-
cés par les sin.

=‘B+-/ e’ du + vy’ dt

o o B

Solution défxil’le:p%r e o voir fig. 27
! = — —— sur
Y S of

Angle de n, avec un arc; I'angle de Ox avec l'arc
est ® 4+ Q. '



ydv — edu '(w lp)
e Q = —— —— —
g tg , )

as
= — P = (te : = [ .
/ ) our ¢ b + m

Paramétres isostatiques. La ligne £ Cte est tan-
gente & n,.

Solution de (5) telle que :

ae—‘ e
1 — 3 1 s
t=ge TE—D) a=—5e¢ B+

Forme générale d'une solution & isoclines recti-
lignes, pour ¢ Cte

b=
z=ce g+ a
oz = k= =1
—— =cke g — a) (sgn de b)
om
R % ]
g =t 4w =0 w1, —1
A=1l—m b2 = b2 — 1
( P )
4 2
—————— oUu Q est I'angle de n, avec
U'isocline. :
Relation : o4
b e — ki

2b”
b +1 e l+kk’

U = —
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A (radians)

ABAQUE de la relation R Les courbes tracées sont les courbes b Cte.

1
: U par — —, b par — b. i ; de symétrie
Pour |U| > 1 rempljacer p TR (feuillets & axe de sy ) ticuliére de la solution F.

Pour ) < 0 remplacer A par — A, U par — T.

Les lettres B, C, D indiquent la forme par-



