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SUR LA CONVERGENCE

DES

SERIES DE POLYNOMES DE LA FORME se,p,(2)

ET

SUR CERTAINES SUITES DE POLYNOMES

Par M. lluserr DELANGE,
Agrégé de Université,
Pensionnaire de la Fondation Thiers.

INTRODUCTION.

Dans l'étude de la représentation des fonctions d’une variable
complexe par des séries de polynomes, on est amené i associer & un
domaine donné, par différents procédés, des swites de polynomes
P,(z), P.(3), ..., P,(2), ... telles que toute fonction holomorphe
dans le domaine considéré y soit représentable par une série de la
forme Xa,P,(z). Le cas le plus simple est celui des séries de Taylor,
ou les polynomes de base sont : 1, 5, 2>, ..., 3", ...

Ici nousconsidérons une suite de polynomesP, (3), P 2 (3)se s PrlB)s. ..
donnée arbitrairement et nous nous proposons d’étudier la conver-
gence des séries dela forme X, P,(z). Dans le cas géuéral les résultats
peuvent étre compliqués. Le présent travail estjustementconsacré aux
cas qui donnent lieu & des résultats simples.

Dans une premiére Partie nous supposons que les polynomes de
base soient de degré égal & leur indice et aient tous leurs zéros a
Pintérieur d’une coarbe fermée C indépendante de cet indice. Sil'on

THESE H. DEL ANGE. 1
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appelle A, le coefficient de z” dans P, (z), lorsque la plus grande limite
de yia,A,  est inférieure a I'inverse du diamétre d’un cercle conte-
nant la courbe C, il existe une courbe continue fermée I a I'intérieur
de laquelle la série proposée et les séries dérivées convergent unifor-
mément, tandis qu’elles divergent a I’extérieur. Lorsque les coeffi-
cients a, varient en restant assujettis a la limitation indiquée, on peut
obtenir une grande variété de courbes de convergence. Pour que I'on
ait seulement une famille de courbes représentable par une équation
de la forme F(z. y) =const., il faut et il suffit que la suite des poly-
nomes de base, une fois le coefficient de 5” ramene a4 'unité dans
chaque polynome, satisfasse a4 une condition de régularité semblable
a celle qui intervient dans la théorie de I'interpolation : la racine n*m
du module du n*™ polynome doit avoir une limite pour = infini,
lorsque le point z est extérieur & la courbe C. D’ailleurs, si I'on prend
la racine n**™ du polynome lui-méme au lieu de celle de son module, et
si ’on choisit convenablement la détermination de cette racine, on a
encore une limite dans les mémes conditions.

Dans le cas o tous les zéros des polynomes de base sont sur un
segment de droite, la condition précédente est équivalente a une autre
condition concernant la distribution des zéros, qui exprime une cer-
taine régularité de cette distribution : si chaque zéro est supposé

I . . . . .
pourvu d’une masse — la fonction de masse ainsi obtenue doit avoir

une limite pour ~ infini. Cette condition remplie, les courbes de
convergence sont des courbes équipotentielles relatives a cette fonc-
tion de masse limite.

La seconde Partie a pour but de généraliser ce résultat. Nous
laissons aux zéros des polynomes de la suite la liberté d’étre répartis
dans tout le plan et nous assujettissons seulement le degré de P,(z) a
ne pas croitre plus rapidement que n. Nous disons que la distribution
des zéros des polynomes de la suite est réguliére si la fonction de
masse définie plus haut a une limite pour » infini, et nous faisons une

étude précise du comportement de v |P,(z)], ou de ’—ilog[P,,(z)}, dans

le cas ou cette condition est satisfaite. Le résultat fondamental est le
suilvant :
Si les zéros des polynomes P,(z) ont une distribution réguliére, on
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peut trouver une suite de nombres «,, et une fonction réelle ®(z),
telles que, pour toute suite partielle P, (=), on ait

ng

- 1
lim —log
s

Pula)| -
%2 =e

sauf au plus sur un ensemble qui peut, quels que soient les nombres
positifs « et ¢, étre recouvert par des cercles pour lesquels la somme
des puissances ™ des rayons ne dépasse pas .

La fonction ®(z), déterminée & une constante prés, peut étre définie
par une intégrale de Stieltjes formée a I'aide de la fonction limite des
fonctions de massc déja considérées, et a laquelle on peut donner des
formes variables suivant les cas particuliers.

En dehors de 'ensemble dérivé de ’ensemble des zéros des poly-

"( ,Vers D(z).

On déduit de 2 que les domaines de convergence des seéries de la
forme Xa,P,(z) dépendent encore d’un seul paramétre, & moins que
I'on ne se trouve dans certains cas exceptionnels. lls sont définis par
une inégalité portant sur la fonction @ (z).

Le théoreme précédent admet une réciproque : si 'on peut trouver
une suite de nombres «, et une fonction réelle ®(z) telles que, pour
toute suite partielle P,,(5), on ait presque partout

nomes P,(z), il y a convergence de —log

T 1

lim ]og

n/ !—(I)(

ny Py

la distribution des zéros des polynomes de la suite P, (=) estréguliére.
La connaissance de ®(z) permet de préciser cette distribution.

Ceci permet d’étudier la distribution des zéros de certaines suites
de polynomes, par exemple les polynomes-sections d’une série de
Taylor, les polynomes définis par une relation de récurrence de
Poincaré, certains polynomes défini> a I'aide d’une fonction généra-
trice, etc.

Enfin, si 'ensemble dérivé de 'ensemble des zéros des polynomes
P,(z) est de mesure nulle, la régularité de la distribution de ces zéros
entraine la méme régularité pour les zéros de la suite dérivée, pourvu

qu’il n’existe dans le plan aucun domaine ou la fonction ®(z) soit
constante.
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PREMIERE PARTIE.

I. — Domaine de convergence de certaines catégories
de séries de polynomes.

Soit P,(z), Py(2), ..., P,(5), ... une suite donnée de polynomes
en 3, dans laquelle chaque polynome est de degré égal a son indice.
Nous supposons que ’ensemble & des zéros de ces polynomes est
borné et nous appelons C une courbe fermée contenant & & son inté-
rieur. Nous appellerons d’autre part A, le coefficient de z* dans P,(3),

et al”, oV, ..., ol les zéros de P,(z), et nous poserons

Op(z2) =[z —a{’ ][z —ay]...[5 — aif" |,
de sorte que
P,(5)= A, (2).
Nous nous proposons d’étudier les domaines de convergence des
séries de la forme

ia,lpn(z).

n=A
Nous allons montrer que, si limy|a,A,| est inférieur & une borne
qui ne dépend que du contour C, la série proposée et les séries dérwées
convergent & l'tntérieur d’une courbe continue fermée I' entourant C et
divergent a Uextérveur, sans que l'on puisse rien dire de la conver-
gence sur la courbe elle-méme. La convergence est uniforme dans toute
région (') entiérement intérieure a I'.

(*) On appeliera région I'ensemble formé par la réunion d’ur « domaine » et de sa
rontiére.
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D’apres la régle de Cauchy la série converge si lim '{/i a,P,(2)] <1
et diverge si lim V 1a,P,(z)| >1. 1l revient au méme de dire qu’il y a
convergence si m’%log!anl’”(s)[< o et qu’il y a divergence si

- I . ‘
lim--log a,P,(3) > o. Posons
ot ‘“‘“i o | P (2
wa(z) = log|a,Pa(2)],

P(7) =— __l.i o ! z
Un(z) = = log | Tla(=) |,
de sorte que

up(2)y="U,(3) + ,lzlog |anAyl.

Soit ¢’ une courbe fermée entourant C de sorte que la distance de
C" a C soit ¢ positif. Dans ces conditions, si z et =’ sont tous les deux

, .

extérieurs a C/, on aura

7

R : s —z|
(1) Un(s) — Ua(e) | < LE5EL

On a en effet en général, par le théoréme des accroissements finis,

x'—x
logz’ — logr =

3

Z
% étant compris entre zeta’. Ici, comme | s — o/ >cet|z'— i | >3,
on en déduit

’ (n) ~ (n)
1 1 I I\s““/. | — s —af '| t |z —z|
log |z — o — —log|z — /| — < —
n o' x| n o ° ] I ) 7 )
d’ou par addition, en faisant successivement £=-1, 2, ..., n, l'iné-

galité indiquée.
Supposons d’autre part que C soit intérieure a un cercle vy, de
centre z, et de rayonr,. Si#’>r >r ona

r—r

1y

(2) Un(zo+1"€%) — Un(zo+ ref) >

Cette derniere inégalité s’obtient aisément en appliquant le théo-

. . . . 1 \
réeme des accroissements finis aux fonctions ;l-log!so—}— re —ai"| et

additionnant.
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Enfin en posant |z —z,|=ron a, pourr>r,,

i

1 L I
—log(r—r —log =z —oaf® ~log(r—+n
n a( o)< n ) I < n a( 0):

d’ou par addition
(3) log(rr — ry) < Uu(c) <<logls t-7y).

Il est clair que les fonetions u, (=) satisfont aussi aux inégalités (1)
et (2): la premiére montre que la fonction u(s)=1limu,(s) est con-
tinue & l'extérieur de C ('), la seconde que, pour 0 constant et 7> r,,
u(z,+ re?) est une fonction croissante de r; plus précisément on peut
affirmer que, pour 7’ >r>r,,

’
17—
’

o ((z ey — w(zy+red)> .
(2") w(zy+ ) — w(sy+- )"I-+—I'“

Quant aux inégalités (3), elles donnent

(4) log(r—ry) + mn_%log la,AnlSu(z)<log(r +ry) —+—Hr}1_ll—llog | an Ayl

T n —l—'— N Lo 1
Posons alors lm \/‘l a,A,| =17 et supposons A< YR de sorte
que 5 —r, >r,. Les mégahtés (4) montrent que I'ona

|
u(s)<o pour s =. —1/,

et

1
u(s)2o pour == 1y

Il résulte de 1a que, pour chaque valeur de 6, il existe une valeur de r

et une seule supérieure a r, pour laquelle u(z,+ re) = o. Soit f(6)
cette valeur; on a

=SS5+ 10

~ol

i

et de plus, u(z,+ re?) étant une fonction continue de r et 0 croissante
par rapport a r, f(6) est une fonction continue de 6.

(*) On peut méme remarquer qne u(z) est sous-harmonique.
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Quand 0 varie, le point 5,4+ f(0)e” décrit une courbe continue
fermée I' entourant y, et comprise entre les cercles de centre z, et de

rayons respectifs )'\ —r, et ; + ry. Alextérieur de I' on a u(z) > o, et

entre I' et v, on a u(s)<<o. Par suite, la série Za,P,(3) est diver-
gente a Uextérieur de I et convergente entre I et y,. Notre raisonnement
n'indique rien sur la convergence dans y,, mais nous allons montrer
qu’il y a convergence uniforme dans toute région (D) intérieure a la
courbe I'.

Soit en effet I', 1a courbe définie comme lieu du point

zo-+ | f(9) —¢] e, ol 0<s<;_2;»0'

I', est entierement extérieure a v, et, si ¢ est assez petit, elle con-
tiendra & son intérieur la région D donnée. En faisant »'= f(8),
r=f(0)—¢, I'inégalité (2) donne
foFret)S— — = .

e 1S ST

Par suite, la fonction «(5) a sur I, un maximum négatif — . De
g i

plus il résulte de ’égale continuité des fonctions u,(s) sur I'; que I'on
peut trouver un entier N tel que I'inégalité n2N entraine pour tout
point s del’,

1 1
wi(s)Su(z) + S S— 5

¢’est-a-dire
_an
@, Py(s)|Se 2.
La série Xa,P,(3) est donc uniformément convergente sur I', et par
suite & son intérieur, et en particulier dans D.
Il en résulte d’ailleurs que la série dérivée Xa, P, (3) converge aussi
a Uintérieur de I'. Mais cette série est du méme type que la série
Xa,P,(5), car tous les zéros de P (=) sont intérieurs au plus petit
domaine convexe entourant le contour C; domaine lui aussi évidem-
ment intérieur au cercle y,. Si 'on voulait refaire sur la nouvelle
série la méme théorie que sur la précédente, 'expression a, A, devrait
étre remplacée par (n+1)a,.,A,.,. Mais

-li_”-;n\/ l (n+1)an+1Azl+1] :m”\/ | anAy] =7;

i b]
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/. étant supposé inférieur i - on peut affirmer I'existence d’une
2T,

courbe continue fermée 1" entourant v,, rencontrée en un seul point
par toute demi-droite issue du point z,, et telle que la série converge
uniformément dans tout domaine entiérement intérieur a I et diverge
a Uextérienr de 1",

Puisque la série Ta,P, (3) converge a I'intérieur de I', aucun point
intérieur a I' ne peut ¢tre extérieur 3 IV. De méme aucun point inté-
rieur 3 IV ne peut étre extérieur a I'. En effet, si z est intérieur 4 I, Ia
série Xa, P (z) est aniformément convergente sur le segment 5,3
entiéremen( intérieur 4 I et, par intégration, on en déduit la conver-
gence de Xa,[P,(3)—P,(z,)] ct par suite de Xa,P,(z).

Si donc une demi-droite issue de 5z, coupe les courbes I' et I' res-
pectivement aux points z, et z,, ces points sont nécessairement
confondus; sinon, le milieu du segment z,z,, par exemple, serait
intérieur a une des courhes el extérieur a 'autre. Les courbes I' et T
sont donc con fondues.

Un autre raisonnement que on aurait pu faire est le suivant:
on a

P',,(:)__E 1
Py 5 — "
/=1

(ny

Les points «}" étant tous intérieurs au cercle y, de centre z, et de
rayon r,, les points «}” —z sont intérieurs au cercle y, déduit de
celui-ci par la translation — z. Si z est supposé extérieur a vy,, I'ori-

gine est extérieure a4 y, et les points S sontintérieurs au cercle
ez

. . I .
transformé de y, par la transformation Z = -. Ce dernier cercle est un

cercle de centre z| et de rayon 7| tels que 7, <C| 2z, |. On a donc

I 7 !

:x‘,’j‘_; — % <ru:
&’ou, par addition,

Pl (s) , ,

I—Pn<s)—-n.’.o < nry,
d’ou
! ? PI (':) i 7
ol =< |pEd ] <l
n ~
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Il en‘résulte immédiatement qu’a I'extérieur de v, on a
Iim V7@, P, (5)| =lim '/ @, Pr(z) | = w(z).

Par suite, la série X, P’ (z) diverge 4 I'extérieur de " et converge
entre I' et y,. Le premier point nous suffit d’ailleurs puisque l'on
savait déja qu’il y a convergence dans I'.

Remarquons d’autre part qu’en répétant 'un des deux raisonne-
ments qui précédent, on verrait que toutes les séries dérivées de
Za,P,(z) convergent uniformément a I'intérieur de T' et divergent &
'extérieur.

L. — Condition de réduction pour la famille des courbes I

A chaque série Za,P,(z) pour laquelle on a I'inégalité

Tm {/TamA, | < —
2ar,
correspond une courbe I' a I'intérieur de laquelle elle est convergente
tandis qu’elle diverge & l'extérieur. A priori, rien n’indique que,
lorsque les coefficients a, varient en restant assujettis a la condition
précédente, la famille des courbes I' obtenues doive étre simple.

A titre d’exemple considérons la suite de polynomes P,(z) définie
de la facon suivante : p étant la racine carrée & une unité prés par
défaut de n, et g étant le reste, prenons

v 2y )|t L,
Pp(s) = T T apr = (s —=&)"

On voit immédiatement que ’ensemble & est situé sur le segment

(—1, +1). La série Xa,P,(5) admet donc une courbe de convergence

- ?—/l/,——_" 1 l
pourvu que A = limy/[a,] < 5, car on peut prendre pour vy, le cercle

|5]=1+4a, « étant positif mais aussi petit que I'on veut.
Cela étant, soit f(x) une fonction positive définie sur un ensemble A
situé sur le segment (— 1, + 1). Prenons a,= o si aucun point de A

|

I ) . .
et a,= —, m étant le minimum

isfait & 7 <x< 2
ne satisfait & H.n:xzt'n—i_ 2_p+1’

THESE H. DELANGE. 2
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de f(«) pour les points de A satisfaisant & ces inégalités, dans le cas
. .. - I . .
contraire. Pour assurer la condition /\<9- il suffit d’ailleurs de

prendre /(x)>2. Mais, que lon ait ou non f(z)>2, la série
Za,P,(3) est convergente & I'intérieur du domaine Q formé des points
communs A tous les cercles |z — x| f(«) et divergente & I’extérieur.

En effet, si z est intérieur 3 ce domaine, et si « estun nombre positif
assez petit, le cercle de centre z et de rayon o est entiérement consti-
tué de points intérieurs; autrement dit on a

f(x)2ls—x|+ 2.

2
flp—i—l

Le minimum de |z — x| dans l'intervalle (C,,, L+ ) est supé-

. N < . \ < o N 5
rieura |z — (,| — » et parsuite |z —{,| — Edes que ndépasse

2p 41
une certaine valeur. On en déduit que a, ou bien est nul, ou bien

est réel positif et plus petit que — » auquel cas

.
[!s~cu|+§]

|z — &l d

A

n\/l anPn(s) ; <

= ?
o$ o
ﬂ:—c,,ﬂ+5 d+;

d étant le plus grand desnombres |5 —1x| et | 5 +1]. La série £a,P,(5)
est donc convergente.

Si au contraire z est extérieur au domaine  considéré, ¢’est qu’il
existe sur le segment (— 1, -+ 1) un point z, tel que f(x,) <|z—,].
Or il existe une suite indéfinie de valeurs de n pour lesquelles x,

. . , < < 2
est compris dans 'intervalle fermé (C,l, o+ EF:> .- Pour ces valeurs

m< f(x,) <|z—x,|et|z—{,|tend vers | s — z, |, de sorte qu’a partir
) . w77 15 —Cl . oty B e
d 1.m certal.n moment \/|a,tP,l(-)|__ — est superieur a 1; par
suite la série Za,P,(z) diverge.
Si I'on prend pour A les points —1 et 41 avee f(—1)=a et
f(+1) =0, Q se composera de la partie commune aux deux cercles
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|z +1|<a, |5—1{<b. On peut aussi prendre d’autres centres sur le
segment (— 1. + 1), ou bien prendre plus de deux cercles.

Silon prend f(z)=yhx'+ k, avec h>1 et 0 < k<h(h—1), sur
tout le segment (— 1, +1), on obtient I'intérieur de U'ellipse

-l —1)32— h(h—1)y=0.

Si, avec la méme formule, on a £>/(/h—1), Q sera limité par
une courbe formée de deux arcs de l'ellipse donnée par 'équation
précédente se raccordant avec deux arcs de cercle de centres —1
et + 1.

En prenant f(z)=hx'+ k + lon aurait des domaines limités par
des courbes paralléles aux précédentes.

Dans chaque cas on pourra choisir les paramétres de facon que
[(x) > 2.

On pourrait multiplier les exemples en prenant des fonctions
plus compliquées. On apercoit donc sur cette suite particuliére de
polynomes toute la variété que peuvent présenter les courbes T
lorsque les coefficients a, varient en restant assujettis & la condition
i {Tark, | <

Nous allons montrer que, pour que l'ensemble de toutes ces courbes se
réduise a une seule famille d’équation ¥(x, y)= const., il faut et 1l
suffit que la suite des fonctions U, (z) = ’I—llog |11, (5)|, ou, ce quc revient
au méme, celle des fonctions '{/[H,,(s )|, soit convergente a lextérieur
de C.

D’abord la condition est suffisante car, si U,(z) converge vers
U(z), on a évidemment

u(z)y=U(z) + log?,

de sorte que I' a pour équation

U(z) =—log?.
Les inégalités (3) entrainent

log(r—1,)SU ()< log(r =+ 1ry).
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) - . 1, .
[l en résulte que, lorsque 7 varie de —- & o, il se trouve une
0

courbe I passant par chaque pointextérieur au cercle de centre z, et de
rayon 3r,, carsir > 3r, on a

Uiz)>logar,.

Nous allons montrer que non seulement la condition indiquée est
nécessaire, mais méme une condition plus précise : la fonction yIL,(3)
admet n déterminations uniformes 4 'extérieur de C; I'une d’elles est
équivalente & 3 au voisinage de l'infini; nous conviendrons que c’est
celle-la que représente le symbole (/H,,(\:“). Il faut que cette détermi-
nation soit convergente a l'extérieur de C.

Soit en effet z, un point intérieur au contour C et posons

"

T =p (')

Considérons la fonction V,(3) définie & I’extérieur de C par

n
- () __ .
I oYy — &y
Vo(2) = — 2 log I——s—l————_la
' n

h=1

< ~1

ou chaque logarithme est pris avec la détermination nuiie & I'infini.

On voit que
,Lr——H;l(:) — (: — ) e\,.(z\

Un(z) =logp + ®[Va(5)],

et

la notation R [ | désignant la partie réelle de la quantité entre
crochets.

Les fonctions V,(z) sontréguliéres a I’extérieur de C, point a I'infini
compris, et nulles a I'infini. De plus leur ensemble forme une famille
normale A ’extérieur de C, car elles sont bornées i I’extérieur de toute
courbe C’ entourant C sans la toucher. Posons en effet
1

ST+

~

(') Nous avons introduit un nouveau point z4, parce (ue z, n’est pas nécessairement
intérienr a C.



de sorte que

n
i - L N i ‘ . ~17
Vﬂ‘*’):;zlogil_ (7'} —zy)5"}).

h=1

Quand s décrit 'extérieur de (7, s décrit 'intérieur de la trans-
formée de C', c’est-a-dire d’une courbe C7 intérieure a la transformeée
de (.. La fonction des deux variables a et 5 :

’

toglv (o —213'] (nulle pour z'=o0)

est réguliére quand « est intérieur a C ou sur C et =" intérieur a (" ou
sur C”. Elle est donc bornée en module dans ce domaine par un nombre
positif M. On e¢n déduit immédiatement que pour s extérieur a (’

on a
[ Va(z)] < M.

Supposons donc que la suite V,(5) ne soit pas convergente. On
pourrait alors en extraire deux suites partielles V,, (z) et V,,Z(z) conver-
geant respectivement vers deux fonctions différentes V' (z) et V*/(z).
La différence V*'(z) — V' (z) ne serait d’ailleurs pas constante puis-
qu’'elle est nulle a 'infini. Nous pourrions alors définir deux séries
Xa,P,(z) de lafacon suivante : pour la premiere

) 7 . 1
Up=—0 our n n et |y, — - avec / — |
n P ;ﬁ A ny l -An‘ ' < << 2r0>]
pour la seconde
f | PALCS < -, 1
Up=— 10 our nn et Upy | = = - avec 4 R
n P # n, Za TAntl << 27,

I1 est clair que les fonctions «(z) relatives a ces deux séries seraient

respectivement

logp + R[V(z)] + logh
et

logp -+ R{ V@ (z)] + log ¥,

ce (ui donnerait deux familles de courbes I" :

Jogp -+ ®R[ V" (5)] =--logd,
logp +~ R[V2(z)]-—=~— log?'.

Par tout point extérieur au cercle de centre 3, et de rayon 3r, il
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passerait une courbe de chaque famille. Mais il est impossible qu'une
courbe de la premiére famille coincide avec une courbe de la deuxi¢me.
En effet dans ce cas la fonction ®R[ V' (z)— V¥ (z)] harmonique et
réguliére 4 lextérieur de C, point & infini compris, devrait étre
constante sur la courbe commune et par suite partout, ce qui devrait
entrainer la constance de V' (z) — Vi2/(3).

Les courbes " relatives a toutes les séries Xa,P,(z) assujetties a la

.. TN T T I , . N .
condition lim y [a,A, | < 57-ne peuvent donc se réduire a une famille
“ro

unique d’équation F(x, y)=const. sans que la suite V,(z) soit
convergente, et par suite aussi la suite '{/H,l(:).

Remarques. — |. La condition précédente étant supposée satisfaite,
la fonction V(z) limite de V,(5) est réguliére a I'extérieur de C, point
a I'infini compris, et il en est de méme de ¢'™; la limite de @I‘I,,(z),
qui vaut évidemment ¢(3) = (z — z,)e"®, est donc holomorphe a I'exté-
rieur de G mais admet comme pdle le point a U'infini, au voisinage duquel
elle a un développement de la forme

©(5) =5 -+ po+ il =+

P
i

La fonction U,(3) est, elle, concergente a I'extéricur de C vers

U(s) = logp + ®R[V(2)|
= logp + fonction harmonique réguliére 4 'extérieur de C,

point & 'infini compris, et nulle & l'infini.

Si les zéros des polynomes P,(z) sont non seulement intérieurs a
la courbe fermée C mais intérieurs chacun i l'une au moins des
courbes fermées C,, C,, ..., C,, elles-mémes intérieures a C, le pro-
longement a l'intérieur de C de la détermination que nous avons
choisie pour '\'/H,l(:-) n’est plus uniforme a 'extérieurdeC,, C,....,C,;
mais, si I’on entoure chaque courbe C, d’une courbe C, qui ne la
touche pas, les fonetions harmoniques U,(z) sont également conti-
nues a l'extérieur des courbes C, C,, ..., C, (on le voit exactement
comme on |’a vu pour une courbe C’ entourant C). Elles forment donc
une famille normale dans tout domaine borné extérieur a ces courbes
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et par suite elles convergent encore dans la région comprise entre €
et C,, Gy, ..., G, vers une fonction qui est le prolongement de U(z)
dans cette région. Le logarithme des différentes déterminations de
VIL,(2) ayant pour partie réelle U,(z), le prolongement par un chemin
déterminé de la détermination que nous avons choisie a l'extérieur
de C est encore convergent dans la méme région vers le prolongement
de ©(z). Mais cette fonction n’est pas uniforme.
Prenons par exemple

Po(zs)=(z—1)— 1% cos’ph]|(z -+ 1)’ — 1/ sin?’ph | pour n=—ap,
et

P, (z) =[(s — )P i1— ri+cos™ (p+1)0]| (5 +1)"— rfsinpl| pour n=2p+1,

O étant un arc incommensurable avec =, et r, -7, étant inférieur a 2.
L’ensemble & est alors contenu dans les cercles |5 —1|<r et
|z—+1<r,, que nous appellerons C, et C,. On voit immédiatemen

qu’a Uextérieur de C, et C, la fonction U,(z) tend vers

U(s)=

A l'extérieur d'une courbe fermée C entourant G, et C, on peut choisir
la détermination de '\l/m équivalente a z pour 5 infini : elle converge
vers la détermination de \z*—1 équivalente & z pour z infini. Si 'on
prolonge la détermination choisie a travers C, le prolongement a une

limite qui est e prolongement de la détermination de > —1 que I'on
vient de définir.

2. Les fonctions U,(z) formant une famille normale dans tout
domaine borné extérieur i C ou aux courbes C,, C,, ..., G, qui con-
tiennent tous les zéros des P,(z), leur convergence vers U(z) y est
uniforme. D’ailleurs la convergence dans une aire, si petite soit-elle,
extérieure a C entraine la convergence partout a I'extérieur de C.

Pour la méme raison la convergence de V,(z) est uniforme dans
tout domaine borné entiérement extérieur a C et 'on en déduit qu’il
en est de méme de la convergence de yII,(z) vers 2(z). On a en effet

N0

0(5) — 0(5) = (5 — &,) [e¥49) — YO = (5 — 2,) ") [e¥ne)—¥(3) 1 ],
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Si R et A désignent les maxima respectifs de |z —z, | et R[V(3)]
dans le domaine considéré, dés que r est assez grand pour que ['iné-
galité | V,(3) — V(z) <z y soit satisfaite, on a dans ce domaine

l'\t/ﬂ,,(z) — 9(:)I<Re‘(e3——l),

et le second membre peut étre rendu aussi petit que I'on veut en
prenant ¢ assez petit.

. R . - 1 . .
3. Méme sil'on n’a pas 2 < —; comme nous le supposions précé-
7o
demment, lasérie Xa,P,(z) estconvergente a l'intérieur de la courbe T},
d’équation

Uls) =~ log7 ou .9(5“7;

et divergente a I’extérieur pourvu seulement que cette courbe soit
extérieure a C, ou aux courbes C,, Cs, , .., C, qui contiennent tous les
zéros de P,(z), s’il en existe, auquel cas elle peut se composer de
plusieurs arcs fermes.

En effet U(z) tend vers ++ oo a U'infini et admet par suite dans le
domaine extérieur 2 [, un minimum qui ne peut étre atteint que sur

<1 .
cette courhe. On a done & Vextéricurde I

U(z) > —logh ou u()="Ul(z)+logh> o.

D’autre part a I'intérieur de I', chaque fonction U, (5) est inférieure
a son maximum sur I',. Comme sur I', U,(z) converge uniformément
vers — logX, on a & la limite en tout point intérieur a I, et ou U,(s)
tend vers U(s)
U(zs)<—log7.

Donc, dans le domaine compris entre I', et une courbe (' intérieure
a celle-ci mais entourant C, ou des courbes €}, C,, ..., C'p ‘entourant
Ci, Cy, ..., C,, la fonction harmonique U(z)a pour maximum —log%,
maximum qu’elle ne peut atteindre que sur I', puisqu’elle n’est pas
constante. Par suite sur toute courbe intérieure aI’,, maisaussi voisine
d’elle que I’on voudra, u#(z) = U(z) -+ logh aura un maximum négatif
—), et 'on démontrera comme au Chapitre I que la série Xa,P,(3)
est uniformément convergente a son intérieur.
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Sil’on reprend I’exemple donné plus hauta propos de la Remarque 1,

on voit que r, doit étre au moins égal & 1+ 'J—j—r Mais en fait, si

I'on suppose r, > r, par exemple, 1l suffit que I'on ait

I

Gm /o, =7 < —=
Var,+r1;

pour que la courbe U, soit extérieure aux cercles C, et C. et par suite
pour que lasérie Xa,P,(z)soituniformément convergente a I'intérieur

s ;o I T
de cette courbe et divergente a 'extérieur. Or ————= est supérieur
\or, 41}
PR ¢ I
4 — == ——
2ar, 241y Ty

La courbe I, se composera d’un seul arc fermé si 2 <1 et de deux
arcs entourant chacun un des cercles C, et C, si 2 >1, ce qui sera

possible si r, < V2 —1.

. - 1
Si on n’a pas x <<

—~ ey . T I
————lacourbe I', d’équation \/l =1 ==
\/9,‘1‘4_ ri 3
renconlrera au moins le cercle C,. On aura bien

2

2

u(;)—:élogg;‘-[{+log}<o

dans le domaine intérieur 4 I', et extérieur aux cercles C, et C., mais
u(z) pourra prendre des valeurs variées a I'intérieur de ces cercles, de
sorte que 'on ne pourra pas déduire le domaine de convergence de la
série Xa,P,(3) de la seule connaissance de ). Par exemple, si 'on a
a, =" pour une suite de valeurs de n telles que p =2kz 40,4+ ¢,

. . . . i
avec £ entier el ¢, infiniment petit avec >’ et a,=o pour les autres
valeurs de n, on voit aisément que I'on aura

T.oo L, 5
u(;):;lo‘:;;-ull—{—log/ pour rycosdy<<lz —1|<ry,
et pour 7,sin%, << |z 4-1]<r,
1 . R
u(;):;lou}: +1 + log pour |5 —1|<<rycosy,
et
) . . - e,
wiz)= ;lo: 1)+ logs pour ‘s +1 < r,sinf,.

HRSF H DELANGE. 3
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Ici «u(z) dépend d'un seul parameétre 0, autre que 43 mais c’est un
exemple particulierement simple.

4. U(=) est a une constante prés la fonction de Green du point a
Vinfini pour la courbe I',, et, lorsque I', se compose d’un seul arc de
courbe fermé, la transformation t= g(s) donne la représentation con-

.. " L. | . 5
Jorme de Uextérieur de T, sur Uextérieur du cercle |t| = 5 les pornts a
U’tnfini se correspondant.

.. . . . . . N 1
Ceci a lieu en particulier, on vertu du Chapitre I, lorsque 4 < —-

-—
3

et 'on en déduit que, st lu fonction inverse de t = ¢ (3) est
s L
s=(+ 1l ( t/ )
le rayon d’holomorphie de la fonction H(x) est au moins égal a 2—',‘-“-

5. Comme les zéros des polynomes dérivés P’ (=) sont tous intérieurs
au plus petit domaine convexe contenant C a son intérieur et comme,

« T NS | , . , e ’ .
si limy[a,A,]| <5 la série dérivée Xa,P) (s) admet toujours la

méme courbe de convergence que Xa,P,(z), on voit que si '\'/H,l(:.)
— /P, (5) L

nA, ©°
rieur du domaine convexe considéré. La limite est d’ailleurs égale a
o(z) car il existe une seule fonction admettant au voisinage de l'infini
un développement de la forme

. ,o . n ,
converge i 'extérieur de G il en est de méme de exté-

J(z)y=c+ py+ l? R oy i o

et telle que la famille des courbes | f(z)|= const. soit une famille
donnée.
Avec I’exemple qui nous a servi jusqu’ici, on a

Py (z)=plez(s*— 1)/~ — 18 (z41)cos’pi —rl (5 — 1)~ sin’ 0]
pour
n=ap,
et
PlL(z)=[(2p +1)5 = 2ps —1] [ 32— 1)~
— pri (s +1)Ptcos? i (p +1)F — (p4+1)rh (5 —1)’sin”pl
pour

n=—2ap-+1.
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On peut affirmer que P, (z) a tous ses zéros dans le plus grand
domaine limité par les circonférences 'z —1|=r,, s+ 1|="r, et
leurs tangentes communes, et que, a ’extérieur de ce domaine, la

, . . = [P (z), . \ . .
détermination de Pulz) équivalente a z pour z infini converge vers
n <

la détermination de vz*—1 réelle et positive pour = réel plus grand
que 1. Ceci se vérifierait aisément sur les formules ci-dessus.

6. La condition nécessaire et suffisante pour que \J|P,(z)| converge d
Uextérieur de C est qu'il en soit ainsi de \/'I,(2)| et que i A, ait une
limute.

Il est évident que la condition est suffisante. Elle est aussi
nécessaire, car si y P,(5)| converge vers ®(z) il est clair que les
courbes I' ont pour équation ®(z)=const. et par suite il faut

que [T, (2)] converge; alors la suite A, | = %’% est aussi con-
n{=Z)|

vergente.
Si  est le logarithme de la limite de y//A, |, on a

loe®(z)=U(z)+ 4
et, comme & l'infini U(z)—logis:= o, on voit que / est la valeur que
prend la fonction log ®(z) —logiz"a I'infini.
Par suite les limates de '\‘/]ll,,(z)[ et ,\,/f A, | sont entiérement déterminées
par la connaissance de la limite de '\L/‘ P.(z)i. De plus on voit immédia-

tement qu’a deuz limites de \||P,(5)| différant par un facteur constant
correspond la méme liinite pour n\/? ,(z)".

7. Si, V|1, (3)| convergeant a I'extérieur de C, on suppose non
seulement que W ait une limite mais que A,= (A +¢,)", ¢, étant
infiniment petit avec %, alors la détermination de '\'/m qui est équi-
valente a (A +¢,)z pour s infini converge évidemment vers Ao(s),
car elle vaut (A + ¢,) VI, (3).

Réciproquement, si l'unc des déterminations de '\/Wz,) est conver-
gente & I'extérieur de C, V|P,(z)' est convergente et, d’aprés la
remarque précédente, v, A, a une limite et ,IL,(5)] est convergente.
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Alors VIT,(z) converge vers 7(z). Mais chaque détermination de y/P,(z)

est de la forme
\/\n IVL <)

le premier facteur étant 'une des racines n" de A, . Lesecond facteur
ayant pour limite 3(z), a la détermination de yP,(2) qui a une limite
correspond une racine »™ de¢ A, qui a une limite A. On a
done A, = (A +¢,)".

Au voisinage de l'infini la limite o,(z) de yP,(s) a pour dévelop-
pement

o(z)==Ag(s)=Nz+ Apy-+ - 1'

St donc on connait ¢,(3) on en déduit immédiatement A et »(3). Car, si
au voisinage de l'infini

¢
O (T)=gs g+ T+l
on a
— (s ei(s)
A=ygq et g(g)__—-ﬁ\—_ 7
Les polynomes de Fabel, les polynomes de Tchebytscheff, les
polynomes orthogonaux de Szego ou de Carleman fournissent des

ema
exemples de suites telles que celles que nous venons d’envisager.

8. 1l est évident que tout ce qui précede s’applique aussi bien a des
suites de polynomes P,(z) ou il n’y aurait pas de polynomes de tous
les degrés mais o1 n prendrait seulement une certaine série de valeurs
entiéres.

De méme dans toute la suite de ce travail tous les théorémes con-
cernant des suites de polynomes P,(z), P,(s), ..., P.(5), ... s’appli-
queront aussi bien si 'indice n ne prend pas toutes les valeurs
entieres.

1I. — Tous les zéros des polynomes I’,(s) sont sur un méme segment
de droite.

Un cas particulierement simple est celui ou tous les zéros des
polynomes P,(z) sont sur un segment de droite. On peut toujours étre
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ramené, par un changement de variable linéaire, au cas ol ce segment
est sur I’axe réel. Nous supposerons donc que tous les zéros de P,(z)
sont réels et satisfont aux inégalités

ala'<h (k=1x, 2, ..., n).

On pourra prendre pour C par exemple une ellipse de foyers a et b

aussi aplatie que 'on voudra. Elle pourra étre intérieure au cercle de
a—+b

b—a .
centre z,= et de rayon r, pourvu que r, > ——- Par consé-
quent a chaque série Xa,P,(z) assujettie a la condition

I
b—a

Im V[a,A, | <

correspond une courbe continue fermée I' entourant le segment (a, b)
et telle que la série converge a I'intérieur et diverge & 'extérieur del’,
ainsi que la série dérivée. Pour que 'ensemble des courbes I' forme

une famille d’équation F(x, y) = const., il faut et il suffit que les fonc-
tions U, (z) = :7 log |I,,(z) | convergent a'extérieur du segment (a, b).

Nous allons montrer maintenant que cette condition est équivalente
a une autre condition concernant la distribution des zéros des
polynomes P,(z) sur le segment (a, 0).

Soit §,(e) la fonction d’ensemble (*) définie sur I’axe réel comme le
quotient par » du nombre de zéros de P,(z) appartenant i ’ensemble e,
chacun de ces zéros étant compté autant de fois qu’il y a d’unités dans

son ordre de multiplicité. Nous allons établir ie théoréme suivant :

Pour que la suite des fonctions U,L(z)::—zlogiﬂn(z)l converge a
Uextérieur du segment (a, b), il faut et it suffit que la suite des fonc-
tions ,(e) soit convergente. Y(e) étant la limite de {,(e), la limite
de U,(z) est

U(z)= f logrdye),

“Aa, b)

(1) Pour les fonctions d’ensemble voir De la Vallée Poussin : Jntégrales de Lebesgue,
Jonetions d’ensemble, classes de Baire, et Annales, I. H. P., vol. 2, 1932, Note 1, p. 213.
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o (a, b) désigne le segment fermé (a, b) et r la distance du point 5 a
un point variable sur ce segment.

Il est clair que la fonction &(e¢) est non négative, nulle pour tout
ensemble de I’axe réel sans point commun avec le segment (a, b), et
qu’eile prend la valeur 1 pour I'ensemble formé par tous les points de
ce segment.

1. Lacondition estsuffisante. — Supposons-la satisfaite. Partageons
I'intervalle (a, b) en p intervalles partiels par des points de subdivision
que nous aurons soin de choisir en dehors des points de discontinuité
de {(e). Désignons par ¢, ’ensemble formé par les points intérieurs
au ¢ intervalle & partir de la gauche et son extrémité gauche.
pour i=1, 2, ..., p—1, et par ¢, 'ensemble des points du p*»°
intervalle et de ses deux extrémités, de sorte que e,, e,, ..., e, sont
sans points communs et que leur somme est le segment fermé (a, b).
Soient M, et m, le maximum et le minimum de log |z — 2| quand «
décrit e,. On a

2md(e,) gf logrd(e)SEM, U (e,).
{a, h)

Quel que soit le nombre positif ¢ donné a I'avance, si I'on prend les e,

. 3
assez petits pour que M,— m, <§’ on a

fm

IM Y(e) — Zmble,) =2(M,— m,)d(e,) < - 2d(e,) = -,

b

g
2

o

d'ou il résulte

f logrd(e) — ; <ImY(e)SEMY(e) < loerdd(e) +
1, b B

g
2
(e, l

Les e, étant fixés on peut trouver un enticr N tel que I'inégalité n>2N
entraine

(Emda(e)—EZm(e)| <

o

et
[EAII¢II(61) - ZRI,LP(E,) E < 5’
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puisque la fonction ¢, (¢) a pour limite 4 (e). Alors, pour n2N, on a

f logrdd(e) — ¢ < Smbn(e) <EMUn(e) < [ logrdde) -+ <.
(r, h) (a, b
im

Mais pour chaque zéro «;" de P,(z) appartenanta e, on a

s

I I ) 1
—m,$—loe|z—ay?1< — M,
n 'Tna : =n

- _ - - o
d’ou par addition, en désignant par 2 log|z—af”| la somme

e,
Ylog|z —af”| étendue a tous les zéros appartenant a e,

L Y y
m ule) <~ Z log | = — "] <M, dnle,).

[
En faisant successivement 7 = 1, 2, ..., p et additionnant on a

2mbu(e)SU(z)SEM, Y, ().

Par conséquent I'inégalité n>N entraine

f logrddile) —e<<U(z) < logrdd(e) + «.
(. 1) (a, b)

2. Lacondition est nécessaire. — Remarquons d’abord que la famille
des fonctions ¢,(e) est normale, puisque ces fonctions sont bornées
dans leur ensemble. Si donc la suite ,(e) n’était pas convergente, on
pourrait en extraire deux suites partielles ¢, (e) et ,;(e) convergeant
vers deux fonctions différentes {/(e) et {”(e). Les suites U, (z) et U, ,(2)
convergeraient respectivement en dehors du segment (a, ), d’aprés
ce qui précéde, vers

U’ (:):[ logrd ' (e)

“Aa, )
et

U'(z) = logr d” (e).
(e, by
Le fait que {/(¢) et {"(¢) seraient deux fonctions différentes entrai-
nerait que U’'(s) et U”(z) seraient aussi deux fonctions diftérentes,
résultat incompatible avec la convergence de la suite U,(z). En effet



nous allons montrer que I’égalité

I(-)—[ Your d U(ey,
ayhy
ot Y(e) est une fonction nulle sur tout ensemble sans pornt commun avec
le segment fermé (a, b), mais non nécessairement supposée non négatice,
ne peut étre satisfarte que pour unc seule fonction U(e) bien déterminée.

Soita’ un nombre réel inférieur & @ et &’ unnombre réel supérieur a 6.
Soit ¢(x) la fonction a variation bornée définie sur le segment (a’, ")
comme égaie a fa valeur de y(¢) pour le ~egment fermé ( a’, z). On sait
que la connaissance de (x) est équivalente a celle de U(e). De plus,
lafonction U(2) etant continue & droite, il suffit de connaitre une fone-
tion dont on soit assuré qu’elle lui est égale presque partout pour la
connaitre partout.

Or posons s=2Z-iv et supposons v >o. Nous allons montrer
que pour toute valeur x, de x comprise entre a' et b’ et ot L(x) est con-
tinue, donc partout dans lintervalle (a’, b') sauf an plus sur un
ensemble dénombrable, on a

(o) = L lim f%%dc
“

T =0 of,

On a d’abord
b
U(:)-:f loe s — 2'd (),

puis, par dérivation sous le signe f,

au_ n
—_— —— !
on ), wEE v

’

En intégrant ensuite sous le signe f on a

[ Gte= [ avin [t

En appelant  un nombre réel supérieur & o', mais inférieur 4 a et

a x,, et en remarquant que U (.r) est constamment nulle entre o’ et «,
on peut aussi écrire

L“dU fdg
f .
T dg_ dv x)[ S

a’ o



On a ensuite

md(2y) ——f

dir) —l—f B(x)dd(x),

avec
dé f 7
Mz)=—==r— 08— Arelg —2 - Arcty —
’ f—i-(q—-cz\ r—a Zo— 7
et
"o df 7
B(z)— — —9-_2;——‘:!\1‘0(2 L —Avete .
o P (E—x)® Y - z— 7,

En appelant ¢ un nombre positif inférieur 4 &' — x, et & x,— 2, on
peut écrire

vu(a)ﬁf &(IE— f \(l)(l"f)(?)—?’f A(z)dY(2)

to40 v
+f B(’I’)dh})(fl‘)—}—f B(z)dd{(z).

Lo~-0

Si Pon appelle ¥'(z) la variation totale de 4(x) entre a’ et x,
comme l’on a partout

o< Alx)< ™ et ﬂg<1’>(r)<o,

on voit que la deuxiéme et la troisiéme intégrale sont inférieures en
module respectivement &

w[W (7)) — W (z,— 0)] et f[‘F(Tn—i— 0) — Wzl

W () étant continue pour x = x,, quel que soit le nombre positif ¢,
on peut choisir ¢ assez petit pour que la somme des deux expressions
précédentes ne dépasse pas Z— ¢ étant fixé, A(x) tend uniformément
vers zéro avec v dans l'intervalle («, ,—3), et il en est de méme
de B(x) dans lintervalle (x,+¢, 0'); on peut donc déterminer
un nombre positif w tel que 'inégalité 1 <w entraine

f%-o (zydd(z) -L-f B(x)dé(z)| <

]

Alors pour < on aura

g (20) “fLDdU a

THESE H DRLANGE 4
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Remarques. — 1. La démonstration précédente prouve non seule-
ment qu’il faut que la suite ¢, (e) soit convergente pour que la suite
U.(%) le soit, mais que, si pour deux suites de polynomes ayant leurs
zéros sur le méme segment (a, b) les fonctions U,(=) convergent vers
la meéme fonction U(s), pour ces deux suites les fonctions J,(e) ont
aussi la méme limite (e).

Il en sera ainsi en particulier, d’aprés la Remarque 6 du chapitre
précédent, si, pour les deux suites de polynomes considérées,
Iexpression '{/[ P,.(z)'a, a 'éxtérieur du segment («, &), deux limites
qui different par un facteur constant.

2. Sial’extérieur du segment(a, b)les fonctions U,(z) = %log[H,,(z)]

ont une limite U(z), la détermination de V1I,(3) équivalente 2 z pour
5 infini, c’est-a-dire celle qui est réelle et positive pour z réel plus
grand que b, a aussi une limite ¢(3) qui est une fonction uniforme
dans le plan coupé suivant le segment (a, b). Il est clair que ¢(z) est
réelle et positive pour z réel plus grand que b, réelle négative pour =
réel plus petit que a, et a son point représentatif dans le demi-plan
supérieur quand s est dans le demi-plan supérieur.

Supposons 3 dans ce demi-plan et appelons ©(z) 'argument de 9(3)
compris enire zéro et ©. L’'une des déterminations de fogp(s) est

logo(z) =U(s)+ /0(s).

Et 'on a par suite en reprenant les notations de plus haut
U _ 98
L2
d’our
o 1
f i)lJ-o‘l(iz(')(((’«-&—/"/7)—=—®(x0=+—i‘n),
a' dn
. U . .
21;11 ; B?d;’: T — ?;I:)G(-Tuﬁ'“ in).
En tout point a, ol {(x) est continue, c’est-a-dire sur tout le
segment (a', 6') sauf au plus sur un ensemble dénombrable, les deux
limites existeront et I’on aura

Td(wy) =7 — lim@®(xy+ in)

6=0



ou
U{zy) = irr — lim @ (zy+ tm)].
L =0 R
Cette équation détermine la fonction de point associée a &(e) lorsque
P’on connait la limite o(z) de VII,(2).
Si o(z) est continue sur les bords de la coupure faite dans le plan
suivant le segment (a, b), pour  compris entre a et b et tel que
o(x)£o0onaura

Y(@)=—[r—0(2))]

©(x) désignant 'argument compris entre zéro et = de la valeur prise
par ¢(=s) pourz = surle bord supérieur de la coupure.

Application aux polynomes orthogonaux. — Un cas particulier inté-
ressant est celui des suites de polynomes orthogonaux sur le segment

(a, b):
p(x) étant une fonction non négative de  dans I’intervalle (a, b),

on définit la suite de polynomes P, (z), Py(3), ..., P,(3), ..., dont
chacun est de degré égal 4 son indice, par les conditions

b
f Pl P2y p(ar)ydr =0 pour m = n,
o .
f P2 (z)p(r)dr=1.

On sait que P,(z) a tous ses zéros réels, distincts et compris entre
aetb.
Nous supposerons pour simplifier que a =—1, et b=+4-1, cas ol
’on peut toujours se ramener par un changement de variable linéaire.
Si p () satisfait a des conditions de caractére trés général, le rapport
P (5)
Pn(z)
de plus grand module de I’équation

a pour limite, a Uextérieur du segment (— «, 4 1), la racine

X2—2:X +1=0.

;P,‘ s 4 B n —/—
de sorte que —T,f—‘(%, et par suite y P,(z);, tendent vers le module
| n\~/y



de cette racine, fonction de z qui ne dépend pas de p(). Il suffit par
exemple que on ait presque partout p(x) > o et que 'intégrale

f“logp(x)dx

——
1 \VI— 72

prise au sens de Lebesgue, existe (*).

Dans ces conditions la suite des fonctions J,(¢) relatives aux poly-
nomes P,(z) converge vers une fonction ¢(¢) indépendante de p(x).
Pour déterminer cette fonction J(¢) il suffit de considérer lasunite des
polynomes trigonometriques

Pn(:)= \/% cosnfarccosz]

On voit immédiatement que la fonction de point associée a J(e) est

1 .
[T —Arccosz]== - 4+ _Arcsing
PR

que

le radical ayant la détermination qui est réelle et positive pour = réel
supérieur a 1.

La convergence de J,(e) vers U(e) s’exprime par le fait que /le
nombre des zéros de P,(z) au plus égaux a x (avec — 1< x < +1) est
égal a

[T —Arccosz][1+z,(2)].

Al

On peut dire ausst que le nombre de zéros de P,(z) comprisentre a.ct 3
(—1fa<3<+1)estégala

2 [ArcsinB — Aresino] |1+ ¢, (o, B)].

N

e () et €, (o, B) sont des quantités infiniment petites avec ’il

(1) G. Szeco, Ueber die Entwichelungen ewner anulytischen Funktion nach den Poly-
nomen ewnes Orthogonalsystems (Math /nnalen, Bd. 82, 1921 p 188-212).



—_29 —

On peut dire encore que le nombre de zéros de P, (=) situés sur un
segment de 'axe réel, lui-méme intérieur au segment (— 1, + 1), est
asymptotiquement proportionnel & I’arc du demi-cercle [z|=1 du
demi-plan supérieur qui se projette orthogonalement sur ce segment.

On peut déduire de la unc expression approchée du p' zéro de
P,(=). Soit en effet x,(¢) la fonction non décroissante définie dans
'intervalle (o, 1) de la facon suivante : pour t=o0, x,(t) = —1, pour
o< tS<—+1, a,(t) est égal au zéro de P,(s) dont le rang est égal a la
partie entiére de nt lorsqu’on range ces zéros par ordre de grandeur
croissante. On voit que pour = infini x,(¢) tend vers — cos=¢. Pour
t=o il y a constamment égalité; pour o< t< 1, si ¢ est assez petit
pour que t—e>o et t-+c< 1, on voit que le nombre de zéros de
P,(s) au plus égaux & — cosm(t—z) est asymptotiquement égal a
n(t— <) tandis que le nombre des zéros au plus égaux 4 — cosn(t+¢)
est asymptotiquement égal 2 n(z--¢), de sorte que pour » assez grand
x,(t) est compris entre —cosn(t—ze) et —cosn(t—+=<); enfin le
nombre de zéros de P,(z) au plus égaux & — cosn(1 —¢)==cosme est
asymptotiquement égal a n(1—¢), de sorte que pour n assez grand on
acosme <, (1)1

Mais si une suite de fonctions non décroissantes dans un intervalle
converge dans cet intervalle vers une fonction continue, la conver-
gence y est uniforme. Donc x,(¢) converge uniformément vers
— COsSTL.

Le p®" zéro de P,(zs) est égal a =, <—> Par suite le p*™ séro de P, (z)
est égal a
— COSPp— = Zup,

. ] , I
tendant uniformément vers éro avec —-
n

&
<

np

Suites de polynomes liés par une relation de récurrence de Poincaré.
1. Une suite orthogonale est un cas particulier de suite de poly-
nomes liés par une relation de récurrence de la forme

in-‘z(x) -+ (“nx+ bn) PnJ-a (l,) —+ ('nPn(x) -0,

a coefficients réels et ou ¢, est positif, @, a un signe constant, et a,,
b,, c, ont des limites a, b, c pour n infini.



Etant donnée une relation de récurrence de cette forme, ou 1'on
suppose d’abord seulement que c, est positif et @, a un signe constant,

si ’on prend
Po(x) =1, Pi(x)=awx+ 3,

avec « et § réels et ea,< o, un raisonnement classique wmontre que
les polynomes P,(2) ont tous leurs zéros réels et que les zéros de
deux polynomes consécutifs sont entrelacés.

Si 'on suppose établi que P, () a tous ses zéros réels, soient .,
Z,, ..., X, , et entrelacés avec ceux de P,(x), on voit que ies signes
de P,..(x) pour les valeurs

— L, Ly Lo o . Ly X

sont alternés, de sorte que P,..(.x) a tous ses z¢ros réels et entrelaces
avec &, &y, ..., Loy, Or, Py(x) est positif pour = et négatif pour

B . Jiro v - :
le zéro — = de P,(x); il a donc un zéro véel plus petit et un plus

“

grand que — =
g q p

’

En raison de cette disposition relative des zéros des polynomes de
la suite, lorsque 'on passe de P,(x) a P,.,(x) le nombre de zéros
inférieurs & un nombre donné x, et lc nombre de zéros supérieurs
a xz, ne peuvent ['un et 'autre que ne pas changer ou augmenter d’une
unité. On voit aisément que toutes les fois que le rapport %(‘—if—;) sera
du signe de a, le nombre de zéros supérieurs & x, augmentera d’une
unité, le nombre de zéros inférieurs restant inchangé, et toutes les
Py (20)
P (o)

Supposons maintenant que a,, b,, c, aient des limites a, b, c, avec
a0 et c><o0. Alors, d’aprés un théoréme de Poincaré sur les rela-

tions de récurrence ('), lorsque I’équation en X

fois que sera du signe contraire de a,, ce sera |'inverse.

(1) X2t (ax+ b)X +c=o0
. . Pty (2) . .
a ses racines de module différent, le rapport Polz) tend, pour z infini,

vers I'une d’elles, en général la plus grande en module.

(1) Amerncan Journal of Mathemutics, Vol. VII, 1884, p. 201.
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Le produit des racines de I'équation (1) étant égal a c, qui est réel
et positif, elles ne peuvent avoir méme module que si elles sont ima-

ginaires conjuguées, ce qui a lieu si x est réel et compris entre les
racines 2’ et x" de
(ax—+b) — .

Stz est réel et extérieur a U'intervalle (x', x”) les racines de 1'équa-
tion (1) sont réelles, du signe de a si x <z’ et du signe contraire
siz >a".

Soient alors %' et £” deux nombres réels, le premier inferieur a &’
mais aussi voisin que 'on voudra de ', le second supérieur a =" et
aussi voisin de " que V'on voudra. 1l résulte de ce qui précéde qu’a

partir d’'une certaine valeur n, de n le rapport %ZE—(%) sera du signe
P, (2" . .

de a et le rapport NNEoY du signe contraire; de sorte que le nombre
de séros de P,(x) supérieurs a &' et le nombre de zéros inférieurs a &'
resteront constants pour n 2n, (les valeurs constantes ponvant étre
nulles). On peut ranger les zéros extérieurs a I'intervalle (£, &) par
ordre de grandeur croissante par exemple, et considérer chacun
comme fonction de n; d’aprés ce que ’on sait sur la disposition rela-
tive des zéros de deux polynomes consécutifs de la suite, les zéros
inférieurs 3 %' iront en décroissant, et les zéros supérieurs a £” en
croissant. Les uns et les autres auront des limites pour » infini, car
nous allons montrer que tous les zéros de P,(«x) restent compris dans
un intervalle fixe (X', X").

Posons en eflet

(x ___-"/t—»1(J)
puls) = Pu(x)
On a
Py = — QpX — bn—“ Cll
Pn

Si I'on appelle A le minimum de |@,|, B le maximum de /5,1, Cle
. o oB2yC o, L
maximum de|c, |, cette égalité montre que, si|x|2 ’—J:\—\/C, I'inégalité
|21 2VC entraine que g,,, est du signe de — ax et | o, |>y/C.
Orona
po(z) =az+ fB.
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On peut donc choisir deux nombres réels X' et X”, le premier inférieur

a —-B—+A—2\/L‘, le second supérieur a —f—E%— de facon que I'on
ait

ap(X) >0, Tao(X) 12V
et .

ape(X’) <o, fpo(X)[2yT.

Par récurrence on voit que 'on aura, quel que soit n positif ou
nul,
apn(X') >0, {pa(X) [2VC,
apa(X") <o, fea(X") 12V C.

Les signes de p,(X') et ,(X") prouvent que le nombre de zéros exté-
rieurs a 'intervalle (X', X”) reste le méme pour P,(x) que pour P (),
c¢’est-a-dire zéro.

La suite des polynomes P,(x) est donc une suite de polynomes dont
tous les zéros sont sur un segment de droite. On a vu plus haut que le

1()
Py (z

o e A
11 én est aon

rapport a une limite lorsque « n’est pas sur le segment (=, x").

de |Pn+1(a’)
| Pu(a),

VL (z)] et%log]lln(\x)]. La suite des fonctions §,(e) est donc con-

ve roente

e

A
a€ mieme

(v

o
i+

|
par su {-,,(:v)ﬁpulq

n+1 ( )

Pr(4)
tion (1), il résulte que I'une des déterminations de \'P,(z) converge
vers cette racine. Or les racines de I’équation (1) donnent deux fonc-
tions analytiques et uniformes a I’extérieur du segment (', 2") :

—(az +b) —\(ax + b)* — §¢ o @z b) - Viaz £ b)2—he

2 2

De ce que le rapport —5——— tend vers une des racines de I’équa-

ol le radical sera pris par exemple avec [a determination qui est réelle
et du signe de a pour x réel supérieur a 2.

La limite de y/P,(z) devant étre analytique et uniforme a extérieur
du segment (X', X"), qui contient (&', ") 4 son intérieur, elle devra
étre égale constamment i 'une ou Pautre de ces deux fonctions.



Comme elle est intinie pour = infini, ¢’est

{aad <+ b)—y(axr+b) e

2

D apres la Remarque 7 du chapitre precédent, on en deduit

az b4\ (az-+ b3 -4e

21

-

)=

Cette fonction etant continue sur les deux bords du segment (N, \"),
la fonction de point ‘b(x) associée a d(e) est égale h%[z—@(w)],
O(x) étant Pargument compris entre zero et = de la valeur prise
par ¢(z) pour = = sur le bord supérieur. lin posant

b [c
a,::-——-—+)v——,(osu (0S9<T),
fL a?
on trouve

I
) [ k] ' — — N
Ocr) =y, d’ou IL(/,)_“W|,=—9].

La fouction {4 () non decroissante et comprise entre zero et 1 est
necessaircinent égale 4 zero pour &< ' el & 1 pour x >x” puisque

Liey -o Yirh=1

Au wotal on voit que pour n infini la proportion de séros de P, (x)

. . . ) .

compris entre deux nombres x, et x, a pour limite = » étant la mesure
de Uarc du demi-cercle de diaméwre (&', x'") compris entre les droites
X=2, et X =2,.

2. Considérons encore une relation de récurrence de la forme

Pov s ity =0, Ppi 5 ey = dpyPy==0
et prenons toujours
Pytry -1, Puiry—2r—+75

Nous allons montrer d’abord que, moyennant certaines restrictions
imposées a a,, b,, ¢,, d,, on peut encore choisir z et 3 de maniere que

P,(a) ait tous ses zéros reels.

INESE H LI ANGL )
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lL.e raisonnement employé pour la premiére relation de récurrence
étudiée était basé sur le fait que le coefficient de P, était positif. Ici ce
coefficient dépend de x; lorsque x est réel, il est réel, mais il n'est
positif que sur une demi-droite. Nous allons faire des hypotheses telles
que 'on puisse reproduire le raisonnement en question en y rem-
placant simplement l'intervalle (— o, 4 o) par un intervalle dont
I'une des extrémités sera finie et sur lequel on aura toujours

.
c,x —+d,>o.
. .
Suppesons done que ¢, ait un signe constant et gue les intervalles

Sil'on pose

=10, avee ¢, >0 et ==

can , . . .
les nombres — “— auront une borne supérieure finie ey et la partie

n

commune aux intervalles ¢, & + d,”>> o sera 'intervalle d’extrémités vy
eteoo.

Supposons encore que a, ait un signe constant, ce qui se traduira
par

=2 e, avec ¢, >0 el ==,

que i'on ait
ey by <o,

et que, si 'on appelle 2A la borne inférieure de |a,y—+6,| et B la
borne supérieure de | ¢,y + d, |, I'on ait

\2— B >o0.

Sil'on pose comme plus haut

Pllil(l’)

P/L(‘L) = P,I(:I,) ’

on voit que I'inégalité

¢/ pn(Y)2A — YA B
entraine
te 0ny (P2 N — VAT-B.
Si donc on prend « et 3 de facon que

ce'(ay + B)==ze'po(Y) 2 A — VAT B,
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on aura, quel que soit n,
e o)\ — \’7 \2 -3 et « fortliort e pu(y) > 0.

Le signede P,(v) sera donc celui de (&' )"
Si l'on s’astreint de plus 2 la condition ¢'a < o, le signe de P, (x)
pour .o sera celui de (— ¢’)", car le coefficientde x" est o . (— a)" .
~
D’autre part le zéro — ; de P, () sera compris entre yetz.oc.

w

P,(x) est alors positif pour c.oo ct vy, et négatif pour —7,

: , . 3 :
de sorte qu’il a un zéro compris entre y ct — 7> et un compris entre
A

— g ¢t ¢.. Ensuite, en supposant etabli que P, (x) et P, () ont
leurs zéros réels, compris entre v ct c., ct entrelacés, on voit que la
succession des signes pris par P,,.(z) pour v, .o et les zéros de
P,. (@), cesvaleurs étant rangees par ordre de grandeur, est alternée;
d’ott il résulte que P,..(x)a ses zéros réels compris entre y et <. oo et
entrelacés avec ceux de P, ., (2).

En définttive on a ainsi démontré que, st Lon prend

da<<o el e (ay -:_13)5\__\/—\-:—_'"}_;’

tous les polynomes P, (.x) ont leurs séros réels et compris entre y et . %,
deux polynomes consécutifs ayant leurs zéros entrelacés.

On voit aisément que, x, elant un nombre réel fixc entre y et e.oc,
lorsque U'on passe de P, () a P,y (@), si g, (1) est du signe de z.2' e
nombre de zéros compris entre x, et v ne change pas, tandis que lc
nombre de zéros compris entre , ct ¢. o= augmente d’une unité, ct si
en(x,) est du signe de — ¢.¢’ ¢’est 'inverse qui a licu.

Supposons maintenant que, pour = infini, a,, b,, c,. d, aient des
limites a, b, c, d, avec a £ 0. Alors pour toute valeur de x quidonne &
I’équation
(2) N (ax + D)X 4 (ca +d)y=o

. M . YA . . I)n-—l('l) 4 . o
deux racines de module différent, le rapport 5=-5" = o.(x) a pour

limite une des racines de cette équation, en général la plus grande en
module.

Pour x réel les coefficients de ’équation sont réels; les racines ne
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peuvent done avoir méme module que si elles sont opposées, confon-
dues ou imaginaires conjuguées. Le premier cas a lieu pourae =—

le troisiéme ou le second pour

(rer +0) —(cr—id)Zo

Le premier membre est un trinome du sccond degré dont fe coefti-
cient de 2 ost positif, et il a des racines véelles 2’ et 2" car pour

b — ud
—

lr. - . B .
x=— il prend la valeur 4 En effet, "hypothése

ey Upy —+ /’n) <o
que nous avous faite plus haut, entraine d’abord

— t,d, . Dptn Uudn
as’<-=——L— +/)n> << 0 d'ou —_ T <o,

Cn ln

puis a la limite
hee wd

<o

a

Si £ est inferieur & 2, mais aussi voisin de lui que Pon veut, et &

inférvicur 4 2”7 mais aussi voisin de lui que I on veut, les racines de
l’équation (2) sont du signe de — &' pour x ==£' et du signe de & ' pour
x=2¢". Par suite il existe un entier n, tel que pour n2n,, 5,(&") est
du s < etp,(2) du swne de <. On en dédait que le nombre
de zéros de P,,(x) inférieurs a £’ et le nombre de zéros superieurs a L
sont constants & partiv de n = n,. Si 'on numérote ces zéros extérieurs
a l'intervalle (£, £") par ordre de grandeur, chacun peut étre considéré
comme fonction de n. Les uns décroissent, les autres croissent; tous
ont des limites pour » infini car ils sont compris dans un intervalle
fixe. En effet on connait déja la borne y etnous allons montrer 'exis-
tence d’'une autre borne en sens inverse.

Soient A’ fe minimum de «'; B, €', I les maxima de|bl, ¢, 'd].
Posons

M0)=\'d — B, N@)=Cao+D,

et supposons o positif assez grand pour que
M: - 4N >0



= Vacalith
Alors 'égalité

~ o
Onai(20) == (1,20~ by —

montre ue I'inégalite

entraine

de sorte qu’il suffit que

cdpplcoyzM— y M2 4N

pour que Pon ait, quel que soit n,

—celp,(2d)2 M — /A 4N, donc c/p,u(cd)<<o.

Or —ec's,(20) est égal & —¢'oc — c&’3 et tend vers + o quand ¢

. YT RN ’ZC/
fend vers -+ o, tandis que M — VM2 = /N tend vers -~ Il est done

facile de choisiv 2 assez grand pour que
~ 2 getcd)z2M o~y M 4N,

o étant ainsi choisi le nombre des zéros compris entre 0 et z oo est le
méme pour P, () que pour P (&), c’est-a-dire zéro. Tous les zéros de¢
P,(z) sont donc compris entre y et 2.

La fonction y [P,(x)]| étant convergente i I'extérieur de I'axe réel,
la suite des fonctions ¢,(e) est convergente. De plus, de ce que le

Pro ( ) . . . 5 .
rapport Po(z) & Pour limite une des racines de U'équation (2)on con

, e . . .
clut que 'une des détermmations de VP, (x) a la méme limite. Cette
limite etant une fonction analvtique uniforme a l'extérieur du seg-
ment (Y, <o), elle doit y étre constamment égale soit &

~(azx+0) —\(ax - D2 —h(cax+d)
5 bl
501t &

—(uz+0)+\(az+ 0P —h(cx+d)

D

1)

le radical étant pris par exemple avec la détermination qui est réelle
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et du signe de a pour x réel plus grand que 2. Comme elle devient

infinie pour x infini, ¢’est la premiére valenr qui convient. On en
déduit que

Az =l -\ — b2+ d)
¢(z)= ;

Y7 ’

pour x < &, on trouve

O(z)y=m. d’ou d(x)=o0;
pour .z >x’, on trouve

Orz)=o, d’oll bla)=1;

enfin si  est compris entre =’ et ", en posant

a 20 a2\ a(ad — be) 1z ’
—

2¢
= b , COSY ==— + — -+ 2/kCOs0
h a* ot ' “ a* '

(avec oL@ ST,

on trouve que la valeur prise par ¢ () pour s = sur le bord supé-
rieur du segment (&', ") est

o
-, -+ 4 elo.
1?

- ) . b .
= — O(x) est I'angle sous lequel on voit du point x =— " la portion
. [ . . . “
du demi-cercle de diamétre (&', ") d’abscisse inférieure a .
En définitive on voit que la proportion de zéros de P,(a) compris
- . o) ;-
entre deux nombres x, et x, tend, pour n infini, vers _- « désignant
(3

. . b, .
Pangle sous lequel on voit du point & =-— -~ l'arc du demi-cercle de

diamétre (', ") compris entre les droites x = x, et x = ,.

A titre d’exemple prenons la relation de récurrence

G(n-+2)P,+2]2n+3 —4(n+0)2|Pry+(n+10)(5—4r)P, =0,

qui se raméne i la forme voulue en la divisant par 4(n—+2). On a

c=g'=—1, Y=

; A=, B=o.

o
N

Par conséquent, si 'on prend

Py=1. Py=ax+ 8, avec o >0 et Sa -+ 48> 2.
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E=NE

P,(x) aura tous ses zéros réels et inférieurs a 5 et deux polynomes

consécutifs auront leurs zéros entrelacés.
D’autre part a, tend vers « = —2, b, vers b=1,c, versc=—1 et

d, vers d = ? On a done
4
(axr + b0 —f(ca+dy=(or —1 )Y+ hr—53=4r*— 1,

dont les racines sont -1 et — 1.
Par suite, si vy est un nombre positif arbitrairement petit, le nombre
i
: e P(x) inférieurs 3 —1— 1, et le nombre de zéros supé-
de zéros de P,(z) inf , et le nombre d 0s supé
rieurs & 1+ restent bornés pour n infini. Les premiers, s’il y en a,
décroissent chacun vers une limite finie; les seconds, s’il y en a,

croissent chacun vers une limite inférieure 4 5 - De plus, si 2, et z,

3
4
sont deux nombres réels quelconques, pour » infini, la proportion de

, N . e ., B , It
zeros de P,?(x) compris entre x, et 2, a pour limite —» « étant | angle
’ 7

. . I . . . N
sous lequel on voit du point > la portion du demi-cercle |z /=1 du

demi-plan supérieur comprise entre les droites z =z, et x = ,.

DEUXIEME PARTIE.

SUITES DE POLYNOMES DONT LES ZEROS ONT UNE DISTRIBUTION REGULIERE.

Nous avons vu au chapitre précédent que, lorsque tous les zéros des
polynomes P, (z) sont sur un méme segment de droite, la condition
trouvée antérieurement pour que ’ensemble des courbes I" se réduise
aune famille d’équation F(z, y)==const. entraine une certaine régu-
larité dans la distribution de ces zéros. Cela tient & I'unicité d’une
distribution de masses sur le segment donnant & Pextérieur un potentiel
donné. Aussi ne peut-on espérer obtenir un résultat semblable dans
le cas général ou 'on suppose simplement les zéros intérieurs & une

o A ~ . > 1 | . N ;.
courbe fermée C et il suftit que ;loggﬂ,,(:)} converge a ’extérieur

de C. Mais, si 'on suppose les zéros des polynomes de la suite P, (=)
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distribués véguliérement, on peut oblenir des résultats plus complets
sur la convergence des séries a,P,(5), en ce sens que Von peut
ctudier le cas général ou la suite des coefficients a, n’est plus assu-
jettie & aucune condition. On peut méme ne plus supposer P, (=) de
degreé n et les zéros intérieurs a une courbe (@ : on peut assujettiv scu-
lement le degré p, de P,(z)a la condition que le rapport ]:’" reste horne
et laisser les zéros se répartir dans tout le plan.

\ous allons faire dans ce but une étude précise du comportement

’ ) : \

. . . , v - B
ie log P,(2) pour une ielle suite a zéros disiribués

1
expression —
réguliérement.

Indépendamment du souci de Papplication anx séries, nous montre-
rons que ce comportement est caractéristique de la régularité de
distribution des zéros pour toute suite de polynomes dans laquelle le

D , 8 i . . ,
rapport 1/;’ est horné. Nous étudierons aussi les zéros des polynomes

dérivés.

~

Nous appellerons comme précedemment & 'ensemble des zéros des
polynomes P,(z) et E son dérivé; tout point de & ot sont confondus
unc infinité de zéros sera considéré comme appartenant 2 E. Nous

. . =D n - $ wawn T /7-N\1
désignerons par .\, le coefficient de 27 dans D,(3) et par H,(s) le
)
n(3)

quotient —=—- Nous détinirons la fonction d’ensemble ¢,(e) comme
n

égale au quoticnt par » du nombre de zéros de P,(z) appartenant i
Pensemble e, chacun étant comptc¢ autant de fois qu’il y a d’unités
dans son ordre de multiplicité. Nous dirons que la distribution des zéros
des polynomes de la suite V,(z) est réguliére si la suite des fonc-
tions L, (¢) conserge wers une fonction Y(e). L(e) est évidemment
non négative. De plus remarquons qu’elle est nécessairement nulle
sur tout ensemble sans point commun avec E : un tel ensemble peut
étre recouvert par une suite dénombrable de carrés dont chacun est,
ainsi que son contour, sans point commun avec E; or un tel carré ne
contient plus, & partic d’une certaine valeur de n, aucun zéro de P,(z).

Si I'on considére P,(z) comme un polynome de degré p, ayant
p.— P, zéros infinis, on pourra choisir p), supéricur a p, de maniére

que le rapport == P” ait une limite pour n infini, limite qui sera d’ailleurs
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évidemment arbitraire. On pourra définir la fonction ,(e) pour des
ensembles e pouvant contenir le point a I'infini, et elle sera conver-
gente dans le plan muni de son point a I'infini. Mais la valeur de la
fonction limite pour le point a Vinfini dépendra de la limite choisie

. . ) . . 5.
arbitrairement pour -’;l“- Mais ceci n’a pas d’importance, car nous ne
ferons infervenir cette définition étendue des fonctions ¥, (e) et L(¢)

que dans certaines démonstrations olt nous aboutirons & des inté-
grales de Ja forme

/,/(:w/'fmm,

v A

A étant un ensemble contenant le point a l'infini et /(=) une fonction
nulle a Uinfini. La valeur arbitraire de {(e) pour le point a l'infini
disparaitra donc du résultat. Partout ailleurs nous considérerons les
fonctions Y, (e) et L(e) comme définids seulement pour les ensembles
ordinaires formés de points a distance finie.

Pour ne pas surcharger les démonstrations nous commencerons par
exposer quelques notions préliminaires utiles pour la suite de nos
raisonnements.

I. Notions préliminaires.

|. Lemme sur les intégrales de Stieltjes. — Démontrons d’abord le

lemme suivant.

St la suite des fonctions d’ensembles non négatives U,(e) définies
dans un domaine A converge dans ce domaine vers une fonction Y(e)
bornée et nulle sur la frontiére d’un domaine D contenu dans A, et
st f(Q) est une fonction de point continue dans D et sur sa frontiére,

["tntégrale / ‘. [ (Q)dl,(e) tend vers
N
Q) dYle).

“

Partageons D en ensembles partiels ¢, en coupant par des paralléles
aux axes de coordonnées, en avanl soin de ne pas prendre des droites

IHESE H DET ANGE 6
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telles que J(e) ait une valeur non nulle sur leur intersection avec D,
droites quiforment au plus un ensemble dénombrable. Soient m, et M,
les bornes inférieure et supérieure de f(Q) sure,. On a

2"’f‘?(e:)§ff((2‘> dyleySIM U e).
)]

Sil’on prend les e, assez petits pour que
11\{,—- m, < m)
il en résultera

IM, (e —Zm, ble) < -

Nl m

et par suite
[ 1@y ape) = <Empe)SEMbie) < [ S(Q)dY(e) + -
n - v'p -

Les e, étant fixés, il résulte de la convergence de ¢,(e) vers y(e)
que I’on peut déterminer un entier N tel que I'inégalité n2N entraine

[ Em,Y,(e,) — Im,d(e)| <<

(154
-r
[SREO)

| IM,dnle) — EM () | < 2

I

de sorte que
ff(Q)dd,a(e) ——s<Zm,qan(e,)gff(Q)([&L,L(e)gZ‘M,t[Jn(e,) <f_f(Q) d(e)+s.
n n i

Remarquons que si I'on suppose que /(Q)dépend d’un certain nombre
de paramétres variables dans un certain champ Q et est uniformément
continue par rapport 2 Q et bornée quand les paramétres décrivent ce

champ, l'intégrale L_/'(Q)(Ap,,(e) converge uniformément vers
[ r@dyce
/B

En effet, le choix des ¢, de fagcon que M, — m, < % peut étre fait indé-

pendamment des valeurs des parametres dans Q. et il en est de méme
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ensuite de la détermination de ’entier N, car

[Zm dn(e) — Zm bile) |2 m] | Yae) — ble)
et
!Z}II "E)n(el) - L\Iz ’?((’:)l

A

2!1\{1!;4&(6:) - ’«.!/((‘,) .

et m; et M, sont bornés.

Remarquons encore que I'on peut étendre ce résultat au cas ou D
n’est pas nécessairement borné mais est un ensemble quelconque du
plan complet (') & condition que, la fonction f(Q) étant toujours
bornée comme plus haut, on soit assuré de pouvoir, quel que soit le
nombre positif v, partager D en un nombre fini d’ensembles partiels ¢,
tels que l'on ait M,— m,< v pour toutes les valeurs des paramétres
dans le champ Q, le choix de ces ¢, pouvant étre fait de telle facon
que Y(e) prenne la valeur zéro sur leurs frontiéres.

Enfin, ont peut étendre au cas d’une fonction f(Q) complexe en
séparant la partie réelle et la partie imaginaire. On voit de suite qu’il
suffit que /(Q) soit encore bornée et que I’on puisse faire le partage
en un nombre fini d’ensembles partiels e,, assujettis toujours a la
méme condition, de facon que

Q) —=f()i<n

pour tout couple de points Q et Q' pris dans e, et tout systéme de
valeurs des paramétres pris dans le champ Q.

2. Un théoréme sur les ensembles. — Un autre résultat que nous
aurons a utiliser est le suivant :

Sott o un nombre positif quelconque et soit une suite d’ensembles E,,
Ey, ..., B, ... tous intérieurs a un méme domaine borné. Si E, peut
étre recouvert par une suite de cercles, finte ou non, et pouvant dépendre
de n, mais telle que la somme des puissances o'“" des rayons ne
dépasse pas un nombre © indépendant de n, Uensemble limE, peut étre

recouvert, quel que soit ¢ positif, par une suite de cercles telle que la
- ) , N o
somme des puissances a'“* des rayons ne dépasse pas o< (*).

(") Nous appellerons plan complet le plan muni de son point a Pinfini.
(2) Nous disons que P’ensemble E cst recouvert par une suite de cercles si lout point
de B est a Pinlérieur on sur la eirconférence de I'un au moins de ces cercles.



Il suffit d’établir ce résultat en supposant que chaque ensemble E,
contient le précédent. En eflet Uensemble limE, est la limite de la
suite des ensembles &,=E,E, KE,_,... dont chacun contient le¢
précédent; et toute suite de cercles qui recouvre E, recouvre aussi &,,.

Nousappellerons M(E) laborne inférieure dessommes des puissances
g des rayons des suites de cercles recouvrant I'ensemble K et
nous montrerons que, st les ensembles K, sont intérieurs & un méme

domaine borné et st B, C B, C K, ..., ona
B MR, = MW(hmE,).

Si E, peut étre recouver! par une suite de cercles dont Ja somme des
puissances «""* des rayons ne dépasse pas 2, on aura

M(E,)<8,
de sorte que
JimM (1) =- M (JimE,) <.

d’ov1 fe résultat que nous avons en vue.

a. 1l nous sera commode d’introduire une mesure particuliére des
ensembles en utilisant la théorie abstraite donnée par M. Carathéodory
dans son mémoire sur la mesure linéaire ().

M. Carathéodory suppose quei’on sache artribuer & tout ensemble is
une mesure extéricure 1. qui jouisse des propriétés suivantes :

b, u*E2o;

II. StA OB, W*A2u*B;

N, St A=A, +A,+ ..., lasuite A, A,, ... étant finie ou non,

on a
A S R A Wi T

IV. Si A=A, + A,etsiladistance de A, a A, est positive, on a
BIN =t A A
V. Un ensemble E etant dit mesarable si 'on a, quel que soit W,

W = p  EW - 0 (W — EW),

(VY Uber dus lineare Muss oon Punktmengen. Nachrichten von der Kéniglichen Gesell-
sehaft der Wissensehaflen zu Gottingen, 1914, p. 404-426.
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pour un ensemble quelconque .\, u*A est la borne inférieure des
mesures extérieures des ensembles mesurables contenant A.
Pour les ensembles mesurables, on prend comme mesure nA=1.*.\.
En utilisant seulement les conditions I, II, [If, M. Carathéodory
démontre que toutes les sommes ou produits d’ensembles mesurables
en nombre fini ou en infinité dénombrable, et par suite les lim et lim

de suites d’ensembles mesurables sont mesurables. Si .\,, A,
sont mesurables et sans points communs on a

R T S R A T o T U

Si A, tend vers A, u.\, tend vers u.A.

En s’appuyant sur [V, il démontre ensuite que les ensembles
ouverts et les ensembles fermés sont mesurables, de sorte qu’il en est
ainsi des ensembles mesurables B.

Enfin il compléte la théorie & I'aide de V en établissant des pro-
priétés des ensembles quelconques non nécessairement mesurables.
Nous n’aurons pas a utiliser ces propriétés.

Conservant la méme théorie abstraite, au lieu de la mesure linéaire
de Carathéodory nous définirons une mesure particuliére de la facon
sutvante :

Nous appellerons M,(E) la borne inférieure des sommes des puis-
sances x> des rayons des suites de cercles de rayon au plus égal & o par
lesquelles on peut recouvrir 'ensemble E. Si ¢ décroit, M,(E) ne peut
que croitre, et par suite pour g=o0 M,(E) a nécessairement unc
limite, finie ou infinie. Nous poserons

== lim)\l,( 19).
pa
La condition | est-évidemment satisfaite. De méme L1, carsiA B toule
suitedecerclesrecouvrant A recouvre aussi B. de sorte que M,(A)>M, (B)
et & la limite u.*A>u*B.

Soit maintenantla suite d’ensembles A, A,, ..., .\,, ..., ennombre
fini ou non. Supposons que chacun de ces ensembles soit de mesure
extérieure hornée et, si la suite est infinie. supposons la somme

A O e N e il 2 O

convergente, sinon 'inégalite III n’aurait pas hesoin d’étre démontrée.
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Remarquons que, comme p* A, > M (4A,), la somme
My (Ad) = My (AL) o = My () 4.

est aussi convergente.

On peut recouvrir A, par une suite de cercles de rgyons au plus
égaux a o et dont la somme des puissances o™ ne dépasse pas

My (An) 4+
L’ensemble A=A, 4+ A,+... est enticrement recouvert par la
réunion de tous les cercles ainsi obtenus, dontla somme des puissances
a'm des rayons. chacun au plus égal & ¢, ne dépasse pas

[\,[(1( \1)+\IP(\_>)+~~ I kg,

expression qui, elle-méme, ne dépasse pas

[P"A =+ p* A+ )+ e
On a done
MoC\)Sip \y+-p? Ay vl ) g

d’ou a la limite, pour p=o,

PAS[p A -t e e

Et, comme ceci est vrai quel que soit ¢, on a I'inégalité 111.
Si la distance des deux ensembles A, et .\, est positive et egale & o
ct si Pon recouvre I'ensemble A = A, 4+ A, par des cercles de rayon

au plus égal & 5, on voit que, dés que o < 2, aucun cercle recouvrant
p D [ que, 8 que o 27

des points de .\, ne peut recouvrir aussi des points de A,, et inverse-
ment. On peut donc partager les cercles considérés en deux groupes :
ceux qui recouvrent A, et ccux qui recouvrent A,; el on en déduit
gue
M, (A)2M, (Ay) -+ M, (A,).
d’ou a la limite
P2+ A,

et en tenant comple de U'inégalité 11l on a

WA= A+ p*AL
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On pourrait montrer ausst que la condition V est également satisfaite,
mais nous ne le ferons pas car nous n’avouns pas a I'utiliser.

b. Revenons donc 4 notre suite d’ensembles K,, E,, ... dont
chacun contient le précedent et qui sont tous intérieurs & un méme
domaine borné. Soit K ’ensemble limite de L,,.

D’abord il ¢st clair que

M(E,)SM(E, ) SM(K)

de sorte que, pour ninfini, M(Ji,) a une limite &, et que

T<M(E).

Nous allons montrer maintenant que M(E)<% en prouvant que,
quel que soit ¢ positif, E peut étre recouvert par une suite de cercles
dont la somme des puissances o« des rayons ne dépasse
pas A + .

Soit Gy, Cy, ..., (), ... une suite de cercles recouvrant E, et
dont la somme des puissances o«"° des rayons ne dépasse pas

5 1 . . . .
M(E,) + - Nous pouvons toujours supposer cette suite infinie en

ajoutant au besoin des cercles de rayon nul choisis arbitrairement dans
le domaine borné quicontient les E,. Supposons les cercles Gy, CY, ...
rangés par ordre de rayons décroissants, avec un procede de classe-
ment quelconque a égalité de ravons.

Soient Y, 7%, ..., r{", ... leurs rayons. On a

-+ 5
PP PEM ) 4+ - <hee,

=1
)
g iy .
/o= j)
1

Tous les rayons sont donc bornés par (A + 1)* et par suite tous les
centres sont intérieurs & un méme domaine borné. Il en résulte que
de toute suite croissante de nombres entiers on peut extraire une suite

partielle n,, n,, ..., n;, ... telle que les cercles Cf"/, C‘P""’, R )
aient un cercle limite C, de rayon r,. On voit par le procédé diagonal
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qu’il existe une suite n,, 1y, ..., n, ... telle qu'il en soit ainsi quel
que soit p. On a alors

~
S 7/’):a‘§l.

n=\

KEn effet
v " v
-
0 —— |3 l 27 Y 7
E r¢=lwm Z frpd* < lim v[r/j'ﬂi’ = 7.
7=, o demd
= 7= p—i
: citifa = 2 - Vo jessm s 1 - - Z
Soit 1a suite Eigas ey, ... tELIE fues; 4o+ ...+ ... — >

2
et faisons correspondre 4 chaque cercle G, le cercle €, concentrique a
celui-ci et de rayon 7, défini par

e T
de sorte que

~
e
I
Q
[ SRS

A\ tout entier p on peut faire correspondre 'entier K(p) tel que
pour k >K(p) les cercles G, C', ..., Ci" soient tous intérieurs
respectivement 2 C, (), ..., (.

Cela étant, en designant par (" ou U, 'ensemble des points appar-
tenant au cercle correspondant ou & sa circonférence, posons

?

S= O 4 Ol e = G| X

2 GG+ G

G 61 Gpgr Gy

PP
g

S=—lim &) =lim¢&,

Il est clair que les ensembles X, &,, &, & sont mesurables avec la
notion de mesure définie plus haut. D’autre par(

R E/// - ZC_ &y
el, quel que soit g,
Ko — 2 1, 20 8,

" Vs

de sorte que
B, -2C &, et B -X=lim(L, — %) &

De plus, quel que soit p, dés que £>2K(p) ensemble &, est contenu
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dans
3, = Cyl 4+ Cod ..

de sorte que, pourvu que 24 et #2K(p), on a
5',(:57,'( 2‘/’ e
L+ | .
tous les rayons des cercles dont la réunion

Mais si 'onapris p2 —
forme X, ,. sont inférieurs au nombre positif o donné a I’avance et 'on

en déduit que
r @ »
Mo (85 S| rimk) o+ | riegd |+ .:Z [ ] = [ ).

1=

r=1

En faisant tendre &' vers + =, on a & la limite
/I

M, (&))< _2 .

(=1
En faisant ensuite tendre ¢ vers zéro, ce qui impose quep tende vers
—+ o0, on a 4 la limite
w & =u&,<h—o.

On a enfin
M(g)sp " é=po=limp& <7 -3.

h==n
&, et par suite ausst E — X, peut donc étre recouvert par une suite de
cercles dont la somme des puissances '™ des rayons ne dépasse pas

N 3
A G -
7 -+
Si P’on y ajoute les cercles composant X, on a une famille de cercles

recouvrant E et dont la somme des puissances o™*"** des rayons ne

dépasse pas

- z g -
</~f:+-)~,~<f:+—>:l+s.
2 !

3. Remarques sur un théoréme de M. H. Cartan. — Dans sa thése,

M. H. Cartan démontre le résultat suivant (') : o étant un nombre
.y Q. n points quelconques du plan,

positif quelconque et Q,, Q,,

(') Voir p. 25.
THESE H. DELANGE.
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I’ensemble des points P ot U'on a

peut étre recouvert par des cercles, en nombres p au plus égal a n, dont

les rayons oy, @q, . .., ppsatisfont a U'égalité
}:p‘;‘: tak)?.
Nous aurons & utiliser ce résultai, les points Q,, Q., ..., Q, étant les

zéros d’un polynome.
Ce résultat est un cas particulier du théoréme suivant :

St f(r) est une sonction décroissante der continuc pour r positif et
tendant vers - o pour r=: o0, et o(r)une fonction positive de r continue

pour r positif et telle que U'intégrale f S(rYo(r)dr ait un sens, et st
[y

d’(l‘) f_f (P(t)dt:

Q., Q.. ..., Q, étant des points quelconques du plan, U’ensemble des
points P ot on a

l'on pose

[ red

Py L - o
L DS (PQ 2 BT

¢

peut étre recouvert par des cercles, en nombre p au plus égal ¢ n, dont les

rayons satisfont &
N\ o,
Zd) B) ==k
ry
/

M. H. Cartan généralise ce théoréme en y remplacant la somme

j—lZf(PQl) par lintégrale ff(;) 1(Q)ds étendue a tout le plan,

rdésignant la distance du point P au point variable Q et ®(Q) une
densité non négative, continue, et telle que cette intégrale ait un sens

et que I'intégrale [p.(Q)a’c étendue a tout le plan soit égale a 1.
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Les points ou l'in¢galité correspondant a la précédente est satisfaite
sont alors recouverts par une suite de cercles, finie ou non, telle que

2(1)<%)§(I)(/-c).
7

Le principe de la démonstration consiste a définir une suite de
cercles satisfaisant a cette condition et telle que, si P est extérieur &
tous les cercles de cette suite, I'intégrale fp.(Q)do étendue au cercle
)

(k)

On peut généraliser le raisonnement en montrant que, si .(e) est
une fonction d’ensemble non négative dont la valeur pour tout le plan
est égale a 1, et si 'on désigne par w(P, u) la valeur de p.(e) pour
Pensemble formé par Pintérieur du cercle de centre P et de rayon u et
sa circonférence, on peut trouver une suite de cercles, finie ou non,
dont les rayons p,, ¢», ... satisfont &

2@(%’)5@(/(),

et telle que, si P est extérieur a-tous les cercles de cette suite, on a
pour ulk

de centre P et de rayon « soit inféricure, pour «</k, a

®(u)
YA

piP, u) <

Si I'on suppose de plus que lintégrale ff(PQ) du.(e) étendue &
tout le plan a un sens, cette inégalité entrainera

A
[ f(&)o(t)di
ff(PQ)dI*(e)< —O—ﬁm—‘

En premier lieu, u étant fixé, u.( P, u) est une fonction non négative
du point P semi-continue supérieurement. En effet, si, P étant fixé,
u’ tend vers u en décroissant, le cercle fermé de centre P et de ravon u/
a pour limite le cercle fermé de centre P et de rayon u, de sorte que
(P, u') tend vers u.(P, «); par suite. étant donné un nombre positif ¢
arbitraire, on peut trouver 7 positif tel que

PPy v ) < (P ) + e



11 suffit que PP'< v pour que le cercle de centre P’ et de rayon « soit
intérieur au cercle de centre P et de rayon u - 7, de sorte que

(P, w)Sp(P,u+0)<p(P.u)+e.

D’autre part, « étant toujours fixé, quel que soit le nombre positif ¢,
on peut trouver un cercle tel que, si P lui est extérieur, 1'on a

(P, w) <e.

Soit en effet P, un point fixe du plan, et v un nombre positif quel-
conque. Si P,P >u + 7 le cercle fermé de centre P et de rayon u est
contenu dans I’ensemble des points M satisfaisant a

PP — 1w —0n<PMESP(P + u,
de sorte que

B (P, u)Sp(Po, PoP - w) — p(Po, PoP — w0 — 0.

Mais, comme pour r infini u.(P,, ») a une limite, d’ailleurs égale 4 1,
on peut trouver un nombre R tel que I'inégalité r2R entraine

p(Poy r+u) — p(Poy r —u—mn) <e.

Alors pour P,P >Ron a
(P, u) <e.

Enfin on sait que w(P, «) est toujours inférieure ou égale 4 1, mais
elle ne peut étre toujours nulle car cela entrainerait que la fonction
p(e) soit nulle pour tout carré de coté inférieur a u /2 et par suite pour
le plan tout entier,

Ilrésulte de tout cela que, pour chaque valeur de u, lafonction p.(P, «)
a un maximum positif G(u), au plus égal & 1, qui est atteint au moins
en un point; ’ensemble des points ot il est atteint est nécessairement
fermé et borné.

Il est clair que G(u) est une fonction non décroissante de u, et par
suite semi-continue supérieurement a gauche et inférieurement 2

droite. La fonction
D(w)

G(u;—(p(/”

est donc aussi semi-continue supérieurement & gauche et inférieure-
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ment & droite. Il en résulte que, s’il existe des valeurs de u positives et
au plus égales & k pour lesquelles
D(u)

G(u)—-gizggu ou G(u)gm, ()

I'une d’entre elles est plus grande que toutes les autres et satisfait 3

D(u)

D(u)
(k)

Gu) — 100

ou Glu)=

En effet si «, est la borne supérieure des valeurs de u au plus égales

a ktelles que

G(ct)—%%/:—;go,

il résulte de la semi-continuité supérieure 2 gauche que

(I)(Ul) >

G(ll;)_ W:O,

de sorte que u, est la plus grande valeur de u, au plus égale a £, qui
satisfasse & cette inégalité. Mais de plus, si u, < £, il résulte de [asemi-
continuité inférieure & droite que

— M(o
Q(ky =7

(RIN7I

et si u, = k on a encore la méme inégalité car

Gk et % =1.
On a donc nécessairement
D)
G(uy) — k)

Soit alors C) le cercle de rayon u, ayant son centre en I'un des points P
ou p(P,u,)=0G(u,) choisi suivant une loi quelconque (on pourra
prendre par exemple le plus & gauche parmi ceux dont Uordonnée est
la plus petite). En désignant par C, Uensemble des points situés a

®(u)
)

1) Sl n’en existe pas, on a toujours w(P, ©) < pour « < A.
p } 2
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"intérieur du cercle C, ou sur sa frontiére, posons
mle)=ple =T,
de sorte que p., (e) est une fonction non négative qui satisfait &
w(e)Su(e
et qui prend pour le plan tout entier la valeur

(D(Lh)

(@) =1—- a5

Appelons (u, P, ) la valeur de v, (e) pour’ensemble formé des points
intérieurs au cercle de centre P et de rayon u« et des points de sa
circonférence. 1l est clair que ’on a

vy (P, ) Su (P u).

En raisonnant sur @, (P, ) comme on l’a fait sur (P, ), on voit
qu’elle admet pour chaque valeur de « un maximum G, (z), d’ailleurs
évidemment au plus égal 4 G(u), quiest atteint au moins en un point;
s'il est positif, I’ensemble des points ou il est atteint est fermé et

borné. S’il existe des valeurs de u positives et au plus égales a £ pour

oL - ~ s \\(I)(u\ 1 19 P o4 e mrmnmAda v bArrbao

lesquelles G, (u)2 B L une denire elles est plus grande que toutes
el ® ) ,

les autres et satisfait a G, (u) = % Soit u, cette valeur. On a néces-

sairement u,<u,, car

‘D(U2)

0 (11,)< G (s " sui 2 '
Gy (1) <G (1) et par suite Glu)2 o)

Soit C, le cercle de rayon u, ayant pour centre l'un des points ol
wi (P, u) = G, (u), choisi avec la méme loi que plus haut. Alors, en
désignant par C, 'ensemble des points intérieurs a C, et des points de
sa circonférence, on posera

pale) = lu1(e - C—'_,\,

de sorte que 'on aura
oSperSu(e)

et que p,(e) prendra pour le plan tout entier la valeur

D(u,)

L D(u)  B(us)
(%)

—rlO = 5hT
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On définira ensuite py (P, «), Gy (1), puis, s’'il y alieu, u., le cercle C,,
et une nouvelle fonction p;(e). Et ainsi de suite. L’on ne peut étre
arrélé que si U'on rencontre une fonction p,(¢) telle que la fonction
Gg(u) correspondante soit inférieure h%((—/‘:—))pour toutes les valeurs
de uinférieures ou égales a k. On aura alors défini ¢ cercles G|, C,, ..., C,
de rayons u, u,, . . ., u, et, comme la fonction d’ensemble non négative

i(e) prendra pour le plan tout entier la valeur

on aura
9

q
Z(D(u’)gl ou 2@(11,)§1D(/\‘).

=t 1=1

Si cette circonstance ne se presente pas, on aura une suite infinie de
cercles C\, C,, ..., C, ... derayons u,, us, ..., u, ...et,comme
pour chaque valeur de p la fonction non négative u,( ¢) prendra pour le

plan tout entier la valeur

D,y Oluy) Du,)

(k) Dk k)’
on aura, quel que soit p,

7
D P(u)S@4).

;=1

La série £®(u;) sera donc convergente, ce qui entraine que ®(u,), ot
J g P
par suite u,, tende vers zéro pour p infini, et 'on aura

4 »

E@(n,)g(l)(k».

1 ==1

Etant donnée une valeur positive u, de « au plus égale a £, il n*
aura qu'un nombre fini de nombres u; au moins égaux a u,, puisque
la suite des u, est finie ou tend vers zéro. Supposons qu’il y en ait p :
ou bien il n’existe pas de cercle C,,,. auquel cas on a

RS

D(u)

Gp(ll) < —(b—(—k—)-



a la seule condition que
o<<usk;

ou bien il existe un cercle C, , de rayon w,, fnférieur a u, et
'on a
. Diu)
G e
pLe) < @ (k)
pourvu que
Upq << ulk.
Dans les deux cas I'on a
Duy)

(x,,(uu) < ——-—-—(I)(/() 3

de sorte que, quel que soit le point P,

D (uo)
PPy o) < —W

Si le cercle de centre P et de rayon u, est extérieur a tous les cercles
¢,G,...,C,ona
) wp(Pyuy)y = (P, uy),
et par suite
(D(U()}'
(k)

(P, wy) <

Sil'on appelle d, la distance de P au centre du cerele G, le cercle
de centre P et de rayon u, est extérieur a C, a condition que

d,> uy+ u, ou dy— w,;> uy.

Associons alors a chaque cercle C, le cercle concentrique C, de
rayon o, == 2u,. Si P est extérieur a tous les cercles C,. on a pour toutes

les valeurs de /
d,>2u, dow d, — u,>u,,

et par suite, quel que soit u,, la condition d,— u, > u, est satisfaite
pour tous les cercles C) de rayon u, au moins égal & u,, de sorte que
I'on a, quel que soit «, au plus égal a £,

qi(“o).

(k)

lU‘(P.' Uy) <<
Et les rayons des cercles C, satisfont bien a

Z(I)<—p9—/)§®(/c), puisque %:u/
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En particulier, si 'on prend ¢(r) = ar*~' (avec « > 0), de sorte que
®(r) =r*, on voit que, st u(e) est une fonction d’ensemble non néga-
tive qui prend la valeur 1 pour le plan entier, il existe une suite de cercles
Cyy Csy ... pour laquelle la somme des puissances a*"* des rayons ne
dépasse pas (2k)*, et telle que, si P est extérieur a tous ces cercles, la
valeur p.(P,u) de la fonction p.(e) pour le cercle fermé de centre P et de
rayon u satisfasse pour toute valeur de u au plus égale a k a U'inégalité

w(P, u)<<‘7i>a-

1I. — Cas ou l'ensemble & est borné.

Nous allons établir le théoréme suivant :

P,(z), Py(2), ..., P.(3), ... €tant une suite de polynomes a zéros
distribués réguliérement, et pour laquelle ’ensemble & est borné : 1° quelle
que soit la suite partielle P, (3), P, (z), ..., P,(2), ...,0ona

H—l—-log [ ()] = / logrddie),
> vl
ou r désigne la distance du point z a un pornt variable de E, sauf peut-
étre sur un ensemble contenu dans E et qui peut étre recouvert, quels que

sotent les nombres positifs o et ¢, par une suire de cercles dont la somme
des puissances «**™ des rayons ne dépasse pas z. Sur cet ensemble on a

mlloglII,,,(z)‘<flogrd<p(e):
Ny E

2° st z est extérieur a B, Uexpression —log|Il,(z)| converge vers

f]ogl'dk[a((*).
)

La convergence est uniforme dans tout domaine borné disjoint de E.

Remarquons d’abord que, si D est un domaine contenant & son inté-

rieur les zéros «\”, ), ..., «,"” de P,(z), 'expression

I
) 2 — o
Un(zy= nlobflrn(z)l

THESE H. DELANGE 8



est égale a
logrddn(e).
R}

r désignant la distance du point z a un point Q variable dans D. Pour
le voir il suffit de décomposer D en ensembles partiels en prenant des
ensembles constitués chacun par un zéro de P,(z) puis 'ensemble
des points restants de D. L’intégrale sur ce dernier ensemble est évi-
demment nulle, tandis qu’il est clair que P'intégrale sur un zéro «"
d’ordre ¢ est égale a

s (rn
log s — 2™ .

SR

1. Cela étant, supposons d’abord que le point 5 soit exterieur a E.
Soit le domaine fermé D constitué par la couronne limitée par deux
cercles ayant pour centre le point z, 'un assez grand pour contenir
tout E a son intérieur, 'autre assez petit pour étre entierement exte-
rieur & E. A partir d’une certaine valeur de n tous les zéros de P,(z)
sont intérieurs a D et 'on a

Un(.s):f‘ogl d,(e).
»

La fonction logr étant une fonction continue de Q dans le domaine D,
pour n infini U,(z) tend vers

U(g):flogrda{;(e)::flogrdq’z(p).
D r

St 'on suppose s variable dans un domaine borné A disjoint de E, on
peut déterminer un domaine fermé D contenant E 4 son intérieur,
mais borné et disjoint de A. Dés que tous les zéros de P,(z) sont
intérieurs a D, on a

Un(z)::/logrdxpn(e').
N

Mais, si 3 est la distance de D a A et si 7 et 7 sont les valeurs de »
pour deux points Q et Q" de D, on a, quel que soit z dans 4,

3

[logr -~ logr'| <
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de sorte que logr est une fonction de Q uniformément continue par
rapport 4 Q et bornée sur le domaine D lorsque z décrit le domaine A.
Par suite, pour n infini, U,(2) converge uniformément dans A vers

]logrdqa\e):-.[logrdq)(e).
D vF

D’ailleurs 'uniformité de la convergence de U,(s) vers sua limite
dans A résulte aussi de I’égale continuité des fonctions U,(z) : s et &’
étant deux points de A on a, dés que tous les zéros de P,(z) sont
intérieurs a D,

1 1 |3 — s

1
—log |3 — &l | —;log|:~a§“’i <5 5

n

d’ou par addition

-
|5’ —5|

| Un(s") —~ Un(3) | < =

2. Supposons maintenant que le point z appartienne a4 E. Soit
S»(z) lafonction continue de  égale a logx pour x2e™” eta — p pour
o<z ¢ . SiDestuncercle ayant pour centre le point z et contenant
tout E i son intérieur, dés que tous les zéros de P,(z) sont intérieurs
aD,ona

Un(;):flogrdkpn(e)gf/p(/')d&;t,,(e).
) n

La fonction f,(r) étant une fonction continue de Q dans le cercle
fermé D. I'intégrale f/,,(r) d{,(e) tend, pour » infini, vers
D

[t ayeer= [ e,
) L4 Y

et on a par suite

mﬂUn(z)gff,,(r)dnp(e).
E

Par définition de I'intégrale flogrdd,z(e) le second membre de cette
E



— 680 —

inégalité tend vers cette intégrale quand p tend + . On a donc

mUn(:.)gflogrdqa(e).
F

3. Soit maintenant n,, n,, ..., n, ... une suite quelconque
d’entiers croissants, « un nombre positif quelconque, et e un nombre
positif inférieur a 4 x< 2. Déterminons le nombre & par I’égalité

(2k)y*= (*)-

2~ ™

Puis soit C un carré contenant E 4 son intérieur et choisi de telle
maniére que Y (e) prenne la valeur zéro pour 'ensemble des points de
toute paralléle a 'un de ses cotés qui le partage en deux morceaux
commensurables. Soit a le coté de ce carré. Soit m un entier que nous
nous réservons de faire varier par la suite, mais que nous supposons
en tous cas assez grand pour que 'on ait

2av/2
m—+1

<k

Partageons G en (m + 1) carres egaux par des paraiiéies a ses cotes.
A chacun des m* points de rencontre de ces paralléles faisons corres-

pondre le carré ayant son centre en ce point et ses cotés paralléles a
2a

ceux de C et de longueur - On a ains1 m? carrés C,, C,, ..., C,.

m 1
tels que tout point intérieur a C est ¢ntérieur 2 I’'un au moins d’entre
eux, et que la fonction ¢ (¢) prend la valeur zéro pour le périmétre de
chacun d’eux. Nous désignerons par C, soit le carré C, lui-méme, soit

I’ensemble des points intérieurs d ce carré; et par C I'ensemble des
points intérieurs au carré C et des points de son périmétre. Quel que
soit ¢ compris entre 1 et m?, lorsque n tend vers l'infini ¢, (C,) tend
vers ¢(C,).

Soit Q, ,(z) le produit II[z — oc‘j'”] étendu a tous les zéros de P,(z)
intérieurs au carré G, et R, ,(3) le méme produit étendu a tous les

(1) De sorte que & < 1.
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zéros restants ('), de sorte que

H’l(z) = Qz,n(z) Rz n(z )y
et

I I 1 1

LS P SR PO SUNRIE § P
7 BT (z) — 7 BT 7 ®TR.(2)]

On voit de suite que, dés que n est assez grand pour que tous les zéros
de P,(z) soient intérieurs & C, I'on a

| 1 1

r désignant la distance du point z 4 un point Q variable. Si z est exté-
rieur 4 C ou intérieur au carré C, la fonction log% est une fonction de Q
continue sur le domaine ferme C — C, et, comme () est nulle pourla
frontiére de ce domaine, l'intégrale [ log ; dy,(e) tend, pour z infini,

v c—C,

[ log%d’u};«'e):f loa%dap(e‘p.
E—C,

Ve,

vers

Il résulte de la que, = étant queiconque a l'intérieur de C, si I'on
appelle C, un carré C, qui contienne z & son intérieur, I’'on a

b

i 1 1
lim—log ——— = log=d lim — log -
I R

er FQm (2) ]
et comme log; est positif en tous les points de C,

I

() o e [oa k(o) +lim o ot

\l,nk( )
D’autre part, si 4,(C,) 5= o, I'inégalité
I X I 2
(2) ;logm>l{.&n(c,)[a—loal\+;logm]

peut s’ecrire

A

—lo

ic

1 loo 1 -
n\.lJn(C,) ° |an(5)]

Rise

m

() Chacun de ces produits étant pris égal & 1.s"1l ne contient aucun facleur
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Et, comme par ailleurs Q,,(z) est de¢ degré nd,(C,), il résulte du
premier théoréme de M. H. Cartan cité plus haut que ’ensemble E, ,
des points du plan ou ’on a I'inégalité (2) peut étre recouvert par des
cercles, d’ailleurs en nombre au plus égal & nl,(C,), dont la somme
des puissances «'™* des rayons ne dépasse pas

Fak N\ (2k)* =
) T T T hme
ma

Sid.(CH=10,0n2aQ,,(5)=1ct 'ensemble E,, est vide. L’ensemble
E, formé par la réunion des E, ,, ou ¢ vaut successivement 1, 2, ..., m*
peut donc étre recouvert par des cercles dont la somme des puissances

. 3 . .
«** des rayons ne dépasse pas 7 et I'ensemble lim E,, pourra, lui,
étre recouvert par une suite S de cercles dont lasomme des puissances
. 13
alemes 3 3 -
des rayons ne dépassera pas -
Si z n’appartient pas a E,, on a, quel que soitZ compris entre 1 et m,,

~ \Q ( )l—Vn(Cz) —=~]0°/- ‘—lognz

Si s est extérieur a tous les cercles de la suite S, il n appartlent pab a
I"ensemble limE,, et par suiie il exisie une infinité de valeurs de

e

pour lesquelles il n’appartient pas 4 E, de sorte que I’on a, quel que
sott 1,

— Ny

Ilm IO., —‘-Tg-—(—')—l-_&J(CAL)[;—— lO"/-. ~long.
Ly o 7 d

En particulier, si = est intérieur 4 C et extérieur a tous lescercles de
la suite S, ceci est vrai pour la valeur ; de ¢ considérée plus haut et
on a, a cause de I'inégalité (1),

hm_lo"_[—ﬁ;:(_j'—“floo dkb(e)+ty(C,)[~~=lo<»L —loomJ

et, comme le carré C est intérieur au cercle ayant pour centre le

pomt z et pour l‘ayon

.1 1 1 2ay2) [ 1 2
h_m_—n—klog mg»[blog ;d\p(e)+\.}a<z, v )[;—logl:—&—;logm]’

m 41
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43, u) désignant la valeur de Y(¢) pour le cercle fermé de centre z et
de rayon u.

wle)
$(E)
d’aprés le résultat énoncé 4 la fin du chapitre précédent, il existe une
suite de cercles S’ dont la somme des puissances x**"* des rayons ne

dépasse par (24)*= Z et telle que, si z est extérieur a tous les cercles

Mais la fonction prend la valeur 1 pour le plan tout entier et,

de cette suite, on ait pour u<#k
Yoy _(uy o ) <0089 ()"
5 <<k) ou (s u) <Y(E) () -

24 ; . , _: N
v <k, nous aurons, si 3 est extérieur i

Comine nous avons supposé <
m -1 =

tous les cercles de la suite S/,

¢<z, 2(4\/5> < G(E) <2ak\/§)a 1

m 1 (m+1)*

Par suite, si z est intérieur a C mais extérieur a tous les cercles des
suites S et §', on aura

lim — log ————— <flooldl(e)
T (2) » S M

—_—n, |
o [2ay2)’ 1 1 2 |
! . . — — logh —logm }-
+ Y (E) < k ) (m+1)2| 2 log —'—al%ﬁﬂ_}

Autrement dit 'ensemble des points de E ou I'on a
. 1 1 1
—10g o > Zdy(e
lim o T =fE]°grd‘“‘°)

py.(2av2)’ L ogh + 2logm |
- $(E)- A (m+1) | bkﬁ_;ObmJ

est recouvert par les cercles des suites S et §', c’est-a-dire par des
cercles dont la somme des puissances o™ des rayons ne dépasse
3e
pas -
Mais, si l'on fait tendre m vers + «, le produit

i 1 2 .
ml; —_ ]0gl€+ ;long
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tend vers zéro par valeurs positives, de sorte que I'ensemble considéré
a pour limite Uensemble des points de E ot 'on a

1 I )]
lm —log ~———— >f102 ddle
a8 T TRy <, ot )
ou
- 1 <
him —log | IL,,(5) | < floa rdd(e).
n; JE
Ce dernier ensemble peut done &tre recouvert par unc suite de cercles
dont la somme des puissances &' des rayons ne dépasse pas .

En tous les autres points de E on a nécessairement

'l_iELlog I, ()= { logr dy(¢).
()1 g
ny F

Prenons par exemple

(o T .
Po(z)= H [~ 02 ‘/l)\/,‘l] (p et g entiers).

{
z!<r et

]

se compose evi-

o |
© ) v
demment de ce cercle. D’autre part, si 'on appelle u,(¢) la fonction

d’ensemble égale & )—i pour I’ensemble compose d'un point d’aftixe de
. T -
la forme (p + ¢7) \/;- on a ici
Yn(e) = pa(e E).

Or on voit immédiatement que la suite des fonctions w,(e) est conver-
1 , .

gente vers —m(e), m(e) désignant lamesure de 'ensemble ¢, carlavaleur
.

de u,(e) pour un rectangle fermé de cotés paralléles aux axes et de

. ..oab . . .
longucurs respectives a et b a pour limite —- La distribution des zéros

des polynomes P, (=) est donc régulitre, et 'on a

bee)y= %m(&E}.



On a .
log; z si|z]21
logrdolei— - . ‘
A ® ¢ ‘z—'____i S Iz!<1.
2

Y

On a d’autre part A, = et par suite 1I,(3)=P,(z).
Il résulte donc de notre théoréme que :

1° Pour |z|>1 'expression I;log!P,l(Z): tend vers log|z|, la con-

vergence étant uniforme dans tout domaine borné ou le minimum
de | z| est plus grand que 1.

2° Pour zi<1, si P,(z), P,(2), ..., P,(3), ... est une suite
partielle quelconque, on a en général

aP—1

1
hmn—,logng(z) = ”

Il peut y avoir des points ol I'on ait

— ‘22—

lim —- log| P, (z L

m o og| P, (z) < > s

mais, quels que soient les nombres positifs « et ¢, on peut les recou-
vrir par des cercles dont la somme des puissances o'*™ des rayons ne

dépasse pas e.

On aboutirait aux mémes résultats en prenant

Pn(i'):[z’/" (—I—) ) ] [:’/"~(i> i J [:‘/u—- (i» - ] .. [z’/"~(@> ) :l
\f/"/ . N (/n Qn, . \f]n

ou
1 . 2
P"“’—‘[‘ il

ou ¢, désigne la racine carrée de » & une unité prés par défaut.
Dans I'un et I'autre cas I'ensemble E se compose du cercle | z/<1 et

'on voit que la valeur de ¢,(e) pour I'intérienr du quadrilatére curvi-
ligne défini par

o — 2f =1
._'l;:’z/,.——l__ (¢n 0 ]}‘ ! l}
qi

g, < args < §,, 0 < i< n,,

THESE H, DELANGE. 9
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avec
0<b,—b6,s2m, 0<p, < paS1,

a pour limite 2’—7?(02 — 0,)(e;—p3), de sorte que la suite §,(e) con-
verge vers

Y(e)= %m(eE).

Remarque. — On peut se demander si I’on n’a pas compliqué inuti-
lement I’énoncé en introduisant la limite supérieure de 'illog|H,,(z)‘
pour une suite partielle quelconque et si 'on ne pourrait pas trouver
un énoncé analogue faisant intervenir simplement une limite unique
de %log]fln(z)l, ou bien si I'on ne pourrait pas réduire davantage

I’ensemble exceptionnel en montrant par exemple qu’il est dénom-

brable. Nous allons prouver que ces deux améliorations de I'énoncé
sont impossibles.

a. Montrons sur un premier exemple qu’il peut se faire que la
suite :-lloglll,l(z)| ne soit convergente vcrs/n‘logrdq;(e) en aucun
point d’un carré, de sorte que presque partout sur ce carré elle n’aura
pas de limite unique.

Désignons par E [ | la partie entiére de la quantité réelle entre
crochets. Soient alors

log(3n 1)
rlog2

pa=L

. 2%, 0p+2 X \
de sorte que, lorsque n croit de —— i -—— —1, p, reste égal ap

J

et r, croit de o 4 2?7 — 1. Soient a, et b, le quotient et le reste de la
division der, par 27, et soient

’ ' 1
P D IZ<I~— l et Ip==n — ¢?}.
s l\/ Pn\) o
Notons que, pour n infini, p, tend vers l'infini, de sorte que

\/n(x—- l—j—) et par suite ¢, tendent vers l'infini et sont équivalents
n
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a J/n. D’autre part on a

1 n
sisn(om )mnm 2
DPn
de sorte que
7t
(/u:n — YL —-
- 27

Definissons alors les zéros de P,(z) de la facon suivante : 6, d’entre
. s @n—1h,
eux seront égaux a ——-—"; les autres auront pour valeurs tous les

§ ¢l
nombres de la forme

- s et ¢ étant deux entiers pouvant varier

n

de 0 & g, — 1. Il est clair que I’ensemble E se compose du carré

De plus la distribution des zéros des polynomes P,(z) est réguliére
et la fonction ¢(e) est égale 4 la mesure de I'ensemble eE. En eflet
pour oSz <t etoly <1 le nombre de zéros dont la partie réelle ne
dépasse pas x et la partie imaginaire ne depasse pas y est égal soit a
P Elgra]-- 1) X T Efgay]+1l,
soit &
CElgne] =1l < {Blgny |+ 1! + Op.

St w=1 ou si y=r1, il faut remplacer E|g,z|+1 par E|¢.x|,
ou E[g,y]+ 1 par E[g.y]. Le quotient par n tend toujours vers xy,

n . E n . .
car-E[%x—]tend toujours vers x et —[—%/—] tend toujours vers y tandis
\ R n
9 tend vers o I T
que 7{ e vers plllsqu(, ; =1I-— v/'—_'_z_ .

Nous allons montrer qu’a tout point z = x—+ ¢y intérieur au carré
on peut faire correspondre une suite n, telle que

ﬂ't—ﬁ-’%loglﬂn, (= );§/ logrdo(e)— log2.
7 |

Il saffit en effet de prendre

o2k

np== 2 1 2tE[24z]+ Ef24y],
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ce qui donne
Pu==k, 1= 2AE[2%z] - E[2ky],
d’ol
— R ak ok . ank+l(l”‘ \_/‘i
an, = E|2*z], bn=E[2%1 ], lz PYH "'! < 2
et

n
Ou2 7

Dans I’expression

[N
7;4 log| M, (2) =Y, ;‘k log| 2z — 21,
pa=1
ou sy, ...,z sont les zéros de P, (z), on peut séparer les zéros
intérieurs au cercle o de centre z et de rayon v et les zéros extérieurs
a ce cercle ou situés sur sa circonférence, v étant assez petit pour
que ® tout entier soit intérieur 2 E. La seconde somme est égale

a f logrddy, (e) et tend pour £ infini vers f logrd{i(e). Dés que %
E—~w E—w

e

7 . N A . . L3N nz
est assez grand pour que =< la premiére contient au moins n

8.

e

termes 1Iinférieurs

- k> log 2.

|-

I3
il

AN

Qpy —— lbn‘

(au moins ceux relatifs aux zéros égaux a ———

), les autres étant

négatifs Elle est donc inférieure a

1

log2 — log 2,
2/\ ° e

qui, pour £ infini, tend vers — log2.

On a donc

milogiﬂﬂ(z)é/' logr dy(e) — logs
i F—w

et en faisant tendre v vers o on obtient I'inegalité annoncée.

Il est & remarquer que ceci ne contredit pas notre théoréme car la
suite n,, n,, ..., nz ... considérée ici, au lieu d’étre fixée une fois
pour toutes, dépend du point z.
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b. Montrons sur un deuxiéme exemple que l'on peut avoir
inégalité
m%logiﬂn(z)!<flog’rd¢(e)
¥

sur un ensemble ayant la puissance du continu.

Posons
P1)==2, @(2)=12% @ (3)=12%, (k)= 2941, .|
de sorte qu’il est évident que ¢@(4) croit indefiniment ainsi que
5&(—91)- A chaque entier n faisons correspondre l'entier £ défini

par o(k)Sn < o(k—+ 1), entier qui croit indéfiniment avec n. Puis
prenons

el sl sl - S o

avec
el o quesz 2L,
s Elcp(k—-x)' <desonteques__o(/(_l)

Tous les zéros de P,(z) sont réels et compris entre o et 1 et il est
clair que I’ensemble E se compose du segment (0,1). De plus ladistri-
bution des zéros est réguliére et {(¢) est égale a la mesure linéaire de
’ensemble eE. En effet le nombre des zéros de P,(z) satisfaisant
a0SzSx (pour oSz <1) est égal i

sx Elzg(k- 1]

et son quotient par n tend vers x, car s est équivalent a CP_(—/{_”:I_)

On a done
i
f logjz 2|da.

o

[ logrddie)=
<R

A tout nombre réel 6 compris entre o et 1 nous ferons correspondre
un point z(0) tel que

i
m%logiﬂn(z)ﬁ_g/‘ log|z — z | dz — log2.
Jo

A chaque valeur de I'entier £ faisons correspondre les segments S,
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1A
de l'axe réel ayant comme longueur commune ——— et comme
20k -+ 2)

centres les points — 2, ou m prendra les valeurs 1, 2, ...,
(P(/(+I>' ’ ’

o(k—+41)—1. Quel que soit £™>o, les segments S, n'empiétent pas
les uns sur les autres car la distance de deux centres consécutifs
est —~— et on a LK) 2

@(k—+1) elhk+1)=
ment S, contient @ son intérieur exactement 3 segments S, ..

Soit alors a,, %, ®;, ... la suite des chiffres qui composent le
nombre 6 écrit dans le systéme a base 3. Prenons le o, 4+ 1%m¢ 3 partir de
la gauche des segments S,, puis le a, - 2™ a partir de la gauche des
segments S, intérieurs au précédent, puis le o, 1" & partir de la
gauche des segments S, intérieurs au précédent, etc. Nous avons
ainsi une suite d’intervalles emboités qui tendent vers un point z(0),
et il est clair qu'a deux § différents correspondent deux points
différents.

Quel que soit 6, P,(2) a toujours s zéros, d’ailleurs confondus, dont

. . . 2 ok Qo ’ ;
la distance a z(0) ne dépasse pas o =2 =1 Si dans 'expression

4. De plus il est clair que chaque seg-

1 .
de --log|II,(z)| on sépare comme plus haut les termes correspondant

aux zéros dont la distance a z(0) dépasse v et les autres, la premiére
somme tend, pour n infini, vers

(00 il
f loglz (%) — 2|dz + loglz(9) — | dz,
0 v/ 2(0)+7,
tandis que la seconde est inférieurc, des que n est assez grand pour
ue — <7, A
e ST

;7 X §x|t—@(A - 1)|logn.

expression qui tend vers — log2. On a donc

5B,

Tm log M [200)] i< f log|2(0) %1 da

- log|z(0) —w|dz loga,

L]
1
5(0)+1

et en faisant tendre v} vers zéro on obtient P'inégalité annoncée.
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J1l. — Gas général.

N’assujeltissons plus maintenant 'ensemble & 4 aucune cond:tion,
et, pour simplifier le langage, convenons de dire que deux suites de
P.(z)

tune
Tu(z) o

polynomes P,(z) et €,(z) sont équivalentes si le rapport

constante. Nous allons établir le théoréme suivant :
Etant donnée une suite de polynomes P,(z), Py(z), ..., Pu(3), ...
dont les zéros ont une distribution réguliére, le rapport % restant borné,

il existe une suite équivalente %,(3) et une fonction réelle ®(z) telles
que Uon ait les propriétés sutvantes :

1° Quel que soit le domaine borné D, la différence
Diz)— | logrdd(e).
J,

ot r désigne la distance du point z a un point variable, est une fonction
harmonique dans D.

2° Pour toute suite partielle ¢, (z), €, (z), ..., %,(z), ... ona
I .
lim -n—k]o;{ﬂ,u(z} l=®(3),

sauf peut-étre sur un ensemble contenu dans E et qui peut, quels que
sotent les nombres positifs a et €, étre recouvert par une suite de cercles
pour laquelle la somme des puissances o**™* des rayons ne dépasse pas .
Sur cet ensemble, s'il existe, on a

milog{ﬂ?“(z) < D(z).
ny
3° S'il existe dans le plan des points qui n’appartiennent pas a E, en

ces points I'expression ;zl- log|2,(z)| converge vers ®(z). La convergence

est uni forme dans tout domaine borné disjoint de E.

On reconnait immédiatement que le théoréme du chapitre précédent
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(5]

est 'expression de celui-ci dans le cas ou & est borné : on voit que
dans ce cas on peut prendre
- ’ })u‘:/‘ ;
D(z). - / logrdd(e) et "?n<f):—x———‘:“n(£)-
“}, n

Dauns le cas général nous prendronsun point quelconque z, du plan
et un cercle ouvert w de centre z, et telle que la fonction {(e) prenne
la valeur zéro pour sa circonférence; nous appellerons R, (z) le poly-
nome égal au produit II[z — o{”’] étendu a tous les zéros de P,(z)
appartenant a w, ou & 1 s"1l n’existe pas de tels zéros, et Q,(3) le poly-
Pn(z)

nome R (2)

s
Nous verrons que I’on peut prendre

=gt a o= [ letdite+ [ legrayie,
Qn("o) | - T’ T o

r designant la distance du point z & un point Q variable de E, et r, la
distance du méme point Q au point 5.

S’il existe des points du plan qui n"appariiennent pas a K, on pourra
prendre pour 3, I'un d’eux et choisir w assez petit pour étre entiére-
ment exterieur a E. On aura ainsi

roy
D(s) :J log F-Odk}a(e),
E

et
Pr(s)
Pn(/:ﬂ)

Pp(z) ==

dés que P,(z) n’aura plus de zéros dans w; mais, comme on peut tou-
3 p
jours modifier un nombre fini de €,(z), on pourra prendre toujours

Pn(s)
Pn(z‘o)

Tu(5) —

I'. Placons-nous d’abord dans le cas ou E ne contient pasle point z,
et montrons que dans tout domaine borné A disjoint de E I’expression
T P,(z)
n P, (2)

C étant un cercle de centre z, assez grand pour contenir A
entierement 3 son intérieur, soit D un domaine contenant 'extérieur

H . r
converge uniformément vers [log —dy(e).
Jy 0



- 73 —

de C, y compris le point a I'infini, contenant entiérement E a4 son
intérieur, disjoint de A, et laissant le point z, 4 son extérieur.
A partir d’'une certaine valeur de n tous les zéros de P, (3) seront inté-
rieurs 4 D et I'on aura

Pa

S [z — ol /
et —log——%p—%—: log fdkpn(ﬂ‘).
2‘» zo— oM} N T
)

Pn(f)
Pn(zo)

n €

Quel que soit v positif, on peut partager D en un nombre fini
d’ensembles partiels e, tels que le minimum m, et le maximum M, de

r . . .
log Fosure, satisfassent pour tous les points z de A & M, — m, <.

Soiten effet R le rayon du cercle C, et soit R un nombre supérieur
aR.Siry, >R ona
ro— R <1 <1,+R
et
, R <r -+ R
TRSA <1 R’
d’oln
llog | < log (1 — &
|1 UI—‘(;IIQ 0,:<1—W>.
On peut toujours choisir R" assez grand pour que le second membre

soit inférieur a —2— Alors, si 'on prend pour I'un des ¢, ’ensemble des

points de D tels que », > R/, I’oscillation de la fonction logf sur cet
[
ensemble est inférieure 4 v. La partie restante de D est un domaine
borné D' disjoint de A et la fonction log — est continue par rapport au
D 74

point Q et a z lorsque Q décrit ce domaine et que z décrit A; elle est
par suite uniformément continue par rapport & Q sur ce domaine
quand z décrit A.

. . . r
Ce raisonnement prouve en méme temps que la fonction log-- est

0
bornée sur D par un nombre indépendant du point z de A. Elle est en

. 1 . N
effet bornée sur ) —D' par et elle est encore bornée sur D' & causc
de la continuité.

It résulte de Ia que P'intégrale / log;’id%(b) converge uniforme-
Jo 0

THESt H. DELANGE 10
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ment sur A vers

‘il\

flog
D

2. Revenant au cas général, remarquons que les suites Q,(z) et
R,(z) sont des suites de polynomes dont les zéros sont distribués
régulierement. Les fonctions {/,(e) et ¢/ (e) correspondantes sont en
effet égalesrespectivementa §,(e — w)etd,(ew). Sie, estunensemble
quelconque, la frontiére de ¢, — w se compose des points de lafrontiére
de e, extérieurs & w ct peut-8tre de points pris sur la circonférence
de w, de sorte que, si la fonction &(e — ) est nulle pour la frontiére
dee,, il en est de méme de L (e) pour la frontiére de e,— w. De méme
sid(ew)estnulle pourlafrontiére dee,, Y(¢)est nulle pourlafrontiére
de e, w. Les suites ¢/ (e) et ¢, (¢) sont donc convergentes respecti-
vement vers

dy(e)= /Iog’—f—dx[z(e}.
E 0

0 R

Ye)y=y(e—w) et  Y(e)=d(e—n)

L’ensemble dérivé E’ de 'ensemble de tous les zéros des polynomes
Q.(z) se compose de tous les points de E extérieurs 2 w et peut-étre de
points de E situés sur la frontiére de w. Le dérivé E” de 'ensemble
de tous les zéros des polynomes R,(z) se compose de I’ensemble Ew
et peut-étre de points de E situés sur ia circonférence de w.

Soit alors A un domaine borné quelconque disjoint de E, et par suite
de E' et E”. D’aprés ce que 'on vient de démontrer au paragraphe pré-
cédent, ’expression
i Qn(z) |
Qn(:‘n) !

converge uniformement dans A vers

log,—,_—dap’(e)-:—f log;—odq/(e).
E—®

w T'o

i
—loe
n ®

D’aprés le théoréme du chapitre 11, I'expression
1
;log [ Rptz ]

converge uniformément dans A vers

flogrdn{;"(e):[ logs d(e).
¥ Jre



log | L - L log Ry (
O’Q‘[Qn(:o)[ + = log R,(z)q

converge uniformément dans A vers

/ logégl¢r(»)+f logrd 4 (ey.
E—w

o YERw

Qn (Z) f
converge encore vers
Qn (20) 8

E—w»

s . 1
3. L’expression — log

logrﬁqu(e)

en tout point extérieur a E’ et en particulier partout sur w.

Soit d’autre part P, (z), P, (z), ..., P, (2), ... une suite partielle
quelconque extraite de la suite P,(z). Alors, en vertu du théoreme du
chapitre 11, on asur

Tim - log | R, (<) :f logrd (e),
s F
sauf peut-étre sur un ensemble A& contenu dans E’, donc dans Ew, et
pouvant étre recouvert, quels que soient les nombres positifs « et «,
par une suite de cercles dont la somme des puissances " des
rayons ne dépasse pas ¢. Sur & on a

li_m——l—logiR,,,\(z) </ logrddie).
4 <

Au total on voit que I'on a sur @

Po3)]

‘Qnt(f()‘

= 1
lim — log
;

:[ log | d'lg(e;—%f logrdi (e,
]

“F—w Ew

sauf sur I’ensemble @, ou ’on a
<f o
E-

4. Conservant toujours la méme suite »,, nyy ..., 7;, ... considé-
rons un autre cercle ouvert w’ de centre z,, et plus grand que w, et

PnL (5 )
Qi (79)

&

T 1
him — log
n;

{ dq;(e.)+f logrdd(e).
,0 Ew
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définissons les polynomes ¢,(z) & partir de o’ exactement comme nous
avons défini Q,(z) a partir de w.

Exactement de la méme maniére que pour w nous verrons que l’on
a dans «’
| Pulz)

T log
n; lan(~’0)

f 102_';dq4(e\+- [ logrd e,
B’ r'y Ew’

sauf peut-étre sur un ensemble contenu dans -Ew’ et qui peut étre
recouvert, quels que soient o et ¢, par une suite de cercles dont la
somme des puissances «'*™ des rayons ne dépasse pas . Sur cet

ensemble on aura
,
<f Iog-dn@(e}%—f logrdd(e).
E—w’ To T

Qn(z)
gn(5)
ment : la fonction 4 (e) correspondante est egale & ¢,[e(w' — w)] et
I’on voit qu’elle a pourlimite | e(w'— w)]. Le dérivé E” de 'ensemble
de tous les zéros de ces polynomes se compose des points de E intérieurs
a la couronne comprise cntre les circonférences de w et w’ et peut-étre
de points de E situés sur ces circonférences. D'aprés e théoréme du

Qn(
gni

Pm. (z)
Gni(Z0)

- 1
lim —log
n

Mais la suite des polynomes a ses zéros distribués réguliere-

chapitre 11, en dehors de E” I’expression - log
7 10§

z) l converge vers

logrd{le(w - m)]:[ logrdd(e).
E(wr—w)

ol

En particulier log

tend vers f log rodd(e) et par suite
q’l(‘O) F 0 —w)

nk(")
QIIL('“O)

H locr

\:1 m-——-low

G (3 —~f logr,ddi(e
m(z“)l oo srody(e)

En définitive on voit que sur w’ on a

<f 10gid¢(e>+f logrd y(e),
o Ew

Pensemble des points ou 'on a effectivement I’inégalité pouvant étre

Pm(( H)
Qi (20)

(1) hm-—lo0




recouvert, quels que soient « et ¢, par une suite de cercles dont la
somme des puissances «"®* des rayons ne dépasse pas ¢

5. Le cercle o’ pouvant étre pris aussi grand que I’on veut, on voit
d’abord que I’on a la relation ( 1) en tous les points du plan.

Soit ensuite w), w,, ..., w,, ... une suite de cercles ouverts tels
que o’ et dont les ra}ons croissent indéfiniment; et fixons les nombres
« et . L’ensemble des points de w, ou l'on a

P, (=) )
Qni(20)

(2) hm——loD

Joo—dn.p(e)—f—f logrdil(e)
E—w Ew

peut étre recouvert par des cercles pour lesquels la somme des puis-
1iemes 4 2 3
sances o des rayons ne dépasse pas _- Ensuite pour chaque

entier 7 ensemble des points de w, —w,_, ou 'on a 'inégalité (2),
evidemment contenu dans I’ensemble des points de w, ot l'on a la
méme inégalité, peut étre recouvert par des cercles dont la somme des

puissances «'*™ des rayons ne dépasse pas 211- On aura ainsi recouvert

tous les pornts du plan oul’on a I'inégalité (2) par des cercles dont la
somme des puissances 2™ des ravons ne dépasse pas .

6. Quel que soit le domaine borné D, ona
[f Ioo—d¢(e)+f loordq,a(e):l floordq)(e)
E—w Ew
:f loo——dlp(e)—f-f loardt{;ie)—— logrod Y (e).
(E—w)—~ Ew (E—w)D

C’est une fonction harmonique a I'interieur de D.

A titre d’exemple prenons

n - an I in 2 Un . Gn—1 Yn
Pals)=st LC' —<qn—1) ] [zq"*(qn—ﬂ) ][21_< I ) J’
avec gan[\/EJ.
. - N _ P
Le degré de P.(z) est p.=gq;, de sorte que le rapport =~ reste au
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plus égal & 1. L’ensemble E se compose du plan tout entier car on voit
aisément que tout quadrilatére curviligne défini par les inégalités

B, < argz < 0,. 0 <'t' <o,
avec

0<% -BigaT, 0 <0<y,

contient des points de &. D’ailleurs la valeur de ]afonction ¢,(e) pour
ce quadrilatere a pour limite

(0,—0)[ 1 -

I R

de sorte que les zéros des polynomes P,(z) ont une distribution régu-
liere et que

U(e) = ’ do
i )”IQ'TL'I:'[I—I—lz 2’
dao designant I’élément d’aire.
On peut prendre pour w par exemple le cercle | z|<1. Alors Q,(0)
est égal A
[_(_"P_)'_]” st dprsa <lap-ap

2(pl)?
el a
17hep 0
(—ay iiﬁi;]’ si (2p 1S n < (2p o).

D’autre part

«b(:)::[ logrdd,a(e)-k/ log ,'. dyie) =log[i+ |5 || —loge2.
. [ Y ¢

"o

Sil’on pose
Pn(z)
Qn( o)

Cplz) =
on a pour toute suite partielle &, (2), %,,(2), ..., €, (3), ...
Tim —;— log | 2, (2) == logl1-+"5] —logo
L

dans tout le plan sauf au plus sur un ensemble susceptible, quels que
soient o et ¢ positifs, d’étre recouvert par des cercles dont la somme
des puissances 2™ des rayons ne dépasse pas «.
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* 1 id l t o 1 1 > o
Drailleurs comme ~log | Q.(0) | a pour limite log2, de sorte que
— ] j — I i
Lim n—klogg%n,{(:)j—_hm;l—klog,P,,l(z.M log 2,

cette égalité peut s’écrire

Tim —log | Py, (5) = log[1-+|2|].
k

Remarque. — La suite &, (2) et la fonction ® () dont notre énoncé
affirme l'exisience ne sont pas bien déterminées puisque nous avons
donné une solution qui dépend d’un cercle arbitraire w; dans
'exemple qui précéde nous avons obtenu une solution supplémentaire
qui consistait & prendre tout simplement €,(z) =P, (z).

Si l'on ales propriétés de I'énoncé avec une suite €,(3) et unc fone-
tion ®(z) données, toutes les solutions s’obtiennent en multi-
pliant &, (z) par une constante y., telle que y/u,! ait une limite p., et
augmentant ®(z) de log ..

1] est évident que le procédé indiqué fournit bien une solution.
Inversement nous allons montrer que, si une fonction ®, (2) et une suite
J)"(z)— 1,2, (2) sont telles que, pour toute suite partielle €} (z),

T (3), ..., T (), ..., 'on ait presque partout sur un domame D
w1
hmn—log [ ZAN(5) =D (5),
~log|

on peut aftirmer que y| | a une limite p. et que I'on a presque partout

sur D
D (z)=P®(z)+ log .

En effet, si la suite partielle 'y, | a une limite (', on a presque partout
m—l-loo 12 () =®(z) + logp’
n

On doit donc avoir presque partout sur D

@, (z)=—=D(z) = logp
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Ceci exclut la possibilité d’existence de deux limites différentes '

et u’ pour deux suites partielles Vi, | et T ], et Pon a bien le
résultat annoneé.

Si I'on suppose de plus que ®,(z) satisfait & la condition r° de
I’énoncé pour les domaines bornés contenus dans D, I'égalité

O (z)=P(z)+ loay

a lieu partout a I'intérieur de D; car la fonction ®,(z)— ®(z) est
harmonique & l'intérieur de D.
Si D se compose de tout le plan, on a partout

D, (5) =Pz )+ log p.

IV. - Application aux séries Za,P,(s).

Les résultats qui précédent permettent de faire I'étude de la conver-
gence des séries Xa,P,(3), 00 a, a,, ..., a, ... sontdes coefficients
variables, lorsque P, (2), P,(2), ..., P,(z), ... est une suite donnée

2 b . 3 " pll
de polynomes dont le degré p, varie avec n de fagon que le rapport “*
reste borné et dont les zeros ont une distribution réguiiére.

Soit en effet €,(z)= (Z) une des suites dont le théoréme du

chapitre précédent établit lexmtence, et ®(z)la fonction réelle qui
lui est associée. La série Xa,P,(3) peut s’écrire Za,%,(z), avec
@, = a,o,, et, sil'on pose lim y a, |=17, on a

hm—lou'an 2(5) ] == ®(3) + logi,

sauf peut-étre aux points d’'un ensemble contenu dans E et susceptible,
quels que soient les nombres positifs « et ¢, d’étre recouvert par des
cercles dont la somme des puissances 2™ des rayons ne dépasse pas
¢, ensemble sur lequel on a

—_—_1 -
llm;log P ) < Piz) -+ log).

A étant fixé, cet ensemble dépendra de la suite a,.
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La remarque de la fin du chapitre précédent permet de vérifier
immeédiatement que 'expression ®(z)—+ logh est indépendante du
choix particulier de @,(z) et ®(=).

[’égalité

noyT

I 1 ,
~log , @, Py(z)" == ~log |2, ()" +log '\ "a,
n n

montre d’abord que I'on a partout

et [ -
lim ;]og Y, Pa(z) <him N log | 0,(2) ) 4 low? SP(2) -+ loni.

. . C s . . , "y ;
Ensuite, si 'on considére une suite partielle «, telle que V/ | @, | tende
effectivement vers 7, la méme égalité montre que 'on a

— 1 T -
lim —loe| @, P, ()] =lim—Ilog ', (z)]+ log?,
ny 1"y )

et par conséquent
— 1 — 1 N
Iim =log «,P,(z) 2bm —loy <, () ~+ lou?,
n - "

d’ott le résultat annoncé.
Il résulte de la que la série Xa,P,(3) est certainement convergente
sur {"ensemble des points ou

D(z)+Tlog? <o,

et qu’elle est certainement divergente sur Iensemble des points oi

P(2)+log? >0,

a lexception peut-étre de points de K pouvant, quels que sotent les
nomibres positifs « et <, étre recouverts par des cercles dont la somme des
puismnces o'emes les rayons ne de’pasxe pase.

On ne peut rien conclure pour les points ot

D(z)-+Jogd —=o.

A titre d’exemple prenons pour P,(<) les polynomes considérés au
chapitre précédent. On peut prendre ,(s)="P,(z), de sorte que
a,=a,, avec B(z)=log[1+ s |.

THESE H. DELANGE 3
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Le minimum de ®(z) étant o, la série a,P,(z) ne pourra étre con-
vergente sur un ensemble de mesure non nulle que silog2 <o, c’est-
a-dire lim /[ a, | < 1. Cette condition étant supposée remplie, il y aura
convergence 4 'intérieur du cercle

. - . 1
log[1+4 2] +loei <o ou <5

et divergence a I’extérieur, sauf peut-étre sur un ensemble jouissant
de la propriété indiquée plus haut. On ne sait pas ce qui a lien sur la
circonférence.

Nous allons maintenant apporter plus de précision a ces résultats en
établissant les théorémes suivants :

I. Quels que soient les nombres positifs « et ¢, on peut déterminer un
ensemble o indépendant de la suite des coefficients a,, et qui, s'il n’est
pas vide, peut étre recouvert par des cercles dont la somme des puissances
o' des rayons ne dépasse pas ¢, de facon que, st [’on a surun ensemble

borné &
() +logh<m (avec 7> o),

la série X a,P,(z) est uniformément convergente sur L — .

Il. Sz l’on a sur un ensemble borné &

D(z) +logh <<—m (avec 1> 0),

et st ®(z) est continue sur X et sa frontiére, la série Xa,P,(z) est uni-
formément continue sur .

L. Désignons par ¢(z, u) comme au chapitre II, la valeur que prend
la fonction ¢(e) pour le cercle fermé de centre s et de rayon u.

Appelons W la valeur de la fonction {(e) pour le plan tout entier, de

con PL€) .
sorte que la fonction 5~ prendra, elle, la valeur 1 pour le plan tout
entier. Déterminons le nombre £ par I'égalité (24 )*=-c.

D’aprés ce qui a été démontré au chapitre I, I’ensemble des points =
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du plan o 'on n’a pas pour toutes les valeurs de z au plus égales a £

B venar(s)

peut étre recouvert par une suite de cercles dont la somme des puis-
sances 2™ des rayons ne dépasse pasc. Nous allons montrer que 'on
peut prendre pour o cet ensemble.

Supposons donc que, pour uue des séries £a,P,(z) que 'on peut
former avec la suite P,(z), 'on ait

Q)+ log? <—n (n>0)

sur un ensemble borné &.

Le choix de la fonction ®(z) et de la suite <,(s) n’ayant pas
d’importance, supposons que l'on ait pris avec les notations du
chapitre précédent

L(z)= (F))"(;f)) et d(2) :f log %da.[;(e)—%—f logr dd(e),
AN L—wm Lw

et que w ait été choisi de maniére a contenir entiérement €L 4 son
intérieur.

) .1 Qul=) | )
by . ’ re Loo | X2 o .
Kn premier lieu sur & P'expression --log Q.m0 | CONVErge unifor
Sy 3 r d 1 7,

mérmnent vetsfn_wiogl—,;d\p(e). Donc, si n est assez grand, on a, quel

que soit z sur &,

Qn(2)
Q't (%0)

5y
—_— 00‘
no°

<f log l—dz.p(e)—k«ﬁ-
| —w Lo 5

Ensuite si f,(x) est la fonction, déja considérée, qui vautlog x pour
x2e? et —p pour oSz e, lintégrale | f,(r)dl(e) tend en
o

décroissant vers [ logrdy(e) lorsque p croit vers - oo; et, si e

Tw

est inférieur & la distance de & & la circonférence de w, on a sur @

[f,,(/)dd,(c)—f 1027(1!;((»):[‘ U(z, ety de
Ew® ”

Lo

Si l'on suppose de plus que z n’appartient pas 4 g et que e ”<4, on a



pour t2p

et par suite

%A'v =) ol t 4@,156 ot = 4 2
. Gz, e) e </‘ e =73 .

Y

Au total on voil que, si p est assez grand, ona, quel que soit s sur U—s,
)

[ anavie) < [ oyt d
Lw 1w

p étant fixe /,(r) est uniformément continue par rapport au point Q
variable sur © et bornée sur @ quand = décrit ensemble €, et par

suite I'intégrale
[y aiae,
w

. ;. . I :
qui est supérieure ou égale a ~log  R.(3), converge uniformément
sur €L vers

[naver=[ jurauo
) W
Done, si n est assez grand, on a, quel que soit = sur &t — g,
L 2
~1025R,1(:)x<f S dy(e) + —f’-<f loar dd(e) + 20,
n N 9 | w J
Si de plus n est encore assez grand pour que
1 N Iy
- log , Qn(ze) <<log? -+ “.)‘)
on aura partout sur C —g

1 1 . 1
" log |, P,(z)| = ;log e, Qulze) |+ ;log

Qn(‘:) f s -
e EUAEAST

<log/ +f log L‘[':J(") - logr d'l(e) — éﬂ
I—w & rew )

=D (z)+ log? + i:' <—
3 3
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d’ott

N ——n
{ Un})n(:) < e

d’otu résulte la convergence uniforme.

2. Si () est continue sur @ et sa frontiere, 1l en est de méme de
f log rddb(e). Or intégrale
LES)

Jol1)d(e)

1w

est une fonction continue du point s car, si 7 et /” désignent les dis-
tances de deux points 5’ et 57 au point variable Q, on a, quel que soit
ce point,

e = fulr) <er s —z",

et par suite

f JrG )y dgtey— | f,(r") dg(e)
1w Lw

<erd(BEw) z/— '

Cette fonction continue tendant en décroissant vers la fonction
f logrdiy(e), continue également sur €L et sa frontiére, lorsque p
b w

tend vers -+ oo, la convergence cst uniforme sur @ et sa frontiere. On
peut donc trouver p assez grand pour que 'on ait

Ut

In()ddi(e) —f logr did(e) <
Lo

Iw

partout sur €L et non plus seulement sur & — g.

En reprenant alors le méme raisonnement que ci-dessus, avec cette
seule modification, on voit que la série Xa,P,(z) est uniformément
convergente sur QL.

En particulier si ®(z) est continue dans toutle planlasérie Xa,P,(3)
converge uniformément sur tout ensemble borné ol ®(z) 4 logn a
un maximum négatif. Cest le cas par cxemple pour la suite de
polynomes que nous avons considérée au chapitre précédent et au
début de celui-ci : il v a convergence uniforme de la série Xa,P,(3)



- 86 —

dans le cercle z;<¢ si
1
o< __i—;n———,\,/!_a.,;_ — 1.
Dans le cas particulier oit I'ensemble & estborné, sil’'onad(E) =< o,
il n’est pas nécessaire de préciser dans nos énoncés que ’ensemble @
doit étre borné mais on peut considérer simplement I'ensemble des
points ol

P(z) +log? <— 4.
Cet ensemble est en effet automatiquement borné puisque ®(z) tend
vers + o quand 5 s’éloigne a l'infini.

Remarque. — S’il existe une région du plan ou ®(5) a une valeur
constante @, nos conclusions ne suffisent pas pour étudier la conver-
gence de la série dans cette région dans le cas ou ’on a

log) =— ®,.
En effet on y a alors
®(z)+log? =o.
Prenons par exemple

P,(z) =3s"—z%",

o(n) étant une fonction positive de » telle que 2 tende vers o pour
T n
n infini.

L’ensemble E se compose de la circonférence y:|z|=1 et de

Porigine; la distribution des zéros est réguliére et I'on a

oL
U(e)= =
v(e) ppnt

o désignant la mesure linéaire de ’ensemble ey. On peut prendre

T,(2)=P,(2) et (I)(:):flogi dq;(e):/‘— log| =z — e 9,
E 0
ce qui donne
D(z)=o0 pour |[z[<a et D(:)=log|z! pour fo|>1.
St

) =lim'V]a. <1,
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la série X4, P,(3) est convergente a I'intérieur du cercle

[{VAN
]

log |5+ log?

HA

0 ou (<]

et divergente a I'extérieur. La convergence est uniforme a U'intéricur

Si % >1, on a partout ®(s) -+ logi > o0, et par suite la série est
convergente au plus en des points de E dont I'ensemble peut étre
recouvert, quels que soient les nombres positifs « et ¢, par des cercles
dont la somme des puissances «'°™* des rayons ne dépasse pas z.

Mais si 2 =1 on peut affirmer seulement que la série diverge a
I'extérieur de y, et I’on ne peut rien dire sur sa convergence a l'inté-
rieur de ce cercle.

En fait, si I'on avait pris par exemple ¢(n) =1, la série est conver-
gente pour s =o et de méme nature que la série Za, en tous les autres
points intérieurs a y. Mais si par exemple o(0)=o0, ¢(1)=2(2)=1,
et o(n)=E[logn] pour n> 2, on aura des résultats plus variés : si
I’on prend le cas particuliérement simple ou a,= n*, avec « > o0, on
aura pour n > 2

de tout cercle |z [<p avec ¢ <~;-

noc+log;;1 < I an:q(u [ < — noc-rloal:.;

T
Padnt
[=1

la série sera donc certainement convergente pour 1zi<le *' et
divergente pour 'z > e~

Toutes les fois que 'on aura ¢(e) = o, c’est-a-dire que le quotient
par n du nombre de zéros de P,(s) contenus dans un domaine borné
quelconque tend vers o, ®(z) est constante sur tout le plan et par
conséquent nos résultats permettent seulement de conclure que la
série Xa,P,(3) est convergente partout, ou divergente presque
partout, suivant que ®(z)+ logk est négatif ou positif, mais rien
lorsque I'on a

O(z)+1logl =o

dans toutle plan. En fait, il peut se présenter des circonstances variées.

A titre d’exemple prenons

Py(c) =+ en\/n ],

0 étant incommensurable avec =.
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On a bien ¢(e)=o et I'on peut prendre

o ])n(;\' l)n(;)
L,,l:)—:_])n(()):: avec @P(:)=o,

n
(3//“10 IZT‘,

de sorte que le cas douteux est celut on

n n
T o Y T - n
hm ‘ane"‘on-l =hmyn y|a.| =.

Nous allons meontrer que, si Pon se donne arbitrairement un
domaine convexe D, borné ou non, on peut délerminer a,, satisfaisant
naturellement & cette condition, de maniere que la sériec Xa,P,(3) soit
convergente a I'intérieur de ce domaine et divergente a I'extéricur.

SiP'on appelle /(o) la borne supérieure, finie ou non, des valcurs
de A pour lesquelles la droite

Z cosy ) sin’.ll-/¢:()

rencontre D, il suffit de prendre

”"
(ta=n Te—vnnb,

Knelletavec cette valeur de 2, on a constamment, si Ponpose :=x -1y,
1 . Iz 2
—=log @, Pa(z)] <7 cosnb—+ »sinnl + —= — J(n0);
\ o\'n

si 5 est intérieur au domaine D, on en conclut, enappelantcla distance

de z 4 la frontiere de D, que

1 , s
_I”“]O‘-: L Py () <0+ p I
\'n 21

ou

o Pp(zs)|<<e?® e

d’ot il suit que lasérie Xa,P,(3) est convergente.
Si au contraire le point z = .+ iy est extéricur i D, il existe une
valeur o, de o telle que

1 COsGy-- 3 sinoy = [(9y) > o,

Soit £ la valeur positive du premier membre. Si on choisit la suite n,
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de maniére que ¢ tende vers e, U'expression — log|a,, P, (s) tend
\'n

A

vers 4. Par suite la série Xa,P, () est divergente.

V. — Etude des polynomes dériveés.

Soit P, (z), Ps(3), ..., P.(5), ... une suile de polynomes dont
les zéros sont distribués régulicrement, et dans laquelle E nc recouvre
pas tout le plan.

Soit z, un point qui n’appartient pas a E el y an cercle de centre =,
et de rayon ¢ assez petit pour étre entiérement extérieur a E; soit
ensuite Y un autre cercle concentrique a v, de rayon plus grand, et
encore tout entier extérieur a K. Appelons D le domaine formé par
I'extérieur de v/, y compris le point & Uinfini. Il est clair qu’a partir
d’une certaine valeur de n tous les zéros de P,(z) sont intérieurs au
domaine D, ¢t si 'on pose

1
b

J(Q)y=

I—U
u désignant I'aftixe do point Q variable, on a
1 P ()
/ )
St Q et Q' sonl tous deux extérieurs a4 un cercle de centre s, et de
rayon R supérieur a ¢, on a, quel que soit = dans vy,

Q) <

1
/ T
_“_p’ ]‘/(Q)]<P“."
d’ou
. )
S =/ <

Ve

Quel que soit le nombre positif v, on peut déterminer R assez grand
pour que

Alors, quels que soient les points Q et Q' pris sur Uextéricur du
THISE H DELANGI 12
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cercle .z — =z, =1R. on aura
JQ)—=f(Q) <.

Ensuite f(Q) sera uniformément continue par rapport a Q dans la
couronne comprise entre le cercle ¥’ et le cercle |z —z,'=R, et sur
sa frontiére, quand 5 décrira I'intérieur de y; de sorte que 'on pourra
décomposer ce domaine en un nombre fini d’ensembles partiels ¢, tels
que l’on ait pour tout couple de points Q et Q' de ¢, et pour tout point =
intérieur a v
Q) —/(Q) <4

Enfin, si ¢’ est le rayon de v/, on a, quel que soit Q dans D et quel que

soit z dans v,
{

If(Q)i<p,__P

Il vésulte de la que, pour » infini, I'intégrale

NS AS
[ = 5453

converge untformément dans y vers
[rayer = [rQaye.
b E

Le méme raisonnement pouvant étre fait au voisinage de tout point =,
extérieur a E, I’expression ’% E’ZEE;
domaine borné disjoint de E vers I'intégrale que l'on vient d’écrire.
Cette expression étant holomorphe dans un tel domaine a partir d’une
certaine valeur de n, la fonction limite ~(z) est holomorphe & I'exté-
rieur de E.

Il résulte de 1a que toute région extérieure a E ne contenant aucun
séro de h(z) ne contiendra, @ partir d’une certaine valeur de n, aucun
zéro de P, (3). Au contraire, dans une région ot h(z) ne sera pas identi-
quement nulle, tout cercle ayant son centre en un zéro d’ordre p de h(z)
ct assez petit pour ne pas en contenir d’autres contiendra, a partir d’une
certaine valeur de n, exactement p zcros de P, ().

Par suite le dérivé E' de I’ensemble des zéros des polynomes P, (z)

converge uniformément dans tout
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ne contient, en dehors de E et des régions ou A(z) serait identique-
ment nulle, que les zéros de /(z). Ces derniers sont d’ailleurs au plus
en ensemble dénombrable puisque tout domaine borné disjoint de E
n’en contient qu’un nombre fini.
) . P.(= . . .
D’autre part si €,(5) = ——a—(-)est une des suites équivalentes 4 P,(z)

n

dont le théoréme du Chapitre I1I affirme I'existence, et ®(z) la fonction
réelle correspondante, en remarquant que I'on a

1 b(s)
Pll(:)

on voit qu’en tout point extérieur a B et oi h(z) £ o U'expression

P, (=)
In

T ' - T - ~ 1
’QLJOS | ‘?u(~> |- ;]05 l “‘ll(*) | hjog

i
-+ ~logn,
7

o

[ 1
“log | ,(5)] = ~ o

converge vers ®(z) comme ~log| %,(z) .
8 5 108 |

Remarquons enfin que, si dans une région du plan extérieure a
Eh(z)est identiquement nulle, ®(z) y est constante. En effet, siz’ et 5"
sont deux points de cette région, on peut les réunir par un chemin
entiérement intérieur a cette région et qui par suite ne rencontrera,
pour n assez grand, aucun zéro de P,(z), et I’on a

oot @ (=1 — Yool (/)] — R :_I_]);l(’:) 1.
/710° Fa(=")] nlo"’!"”(")]—@[[ n Pn(:)dd ’

o ’ ) 1 P,(5)
par suite de la convergence uniforme de 7 Pr(5)

vers o sur le chemin

d’intégration on a a la limite
O(z") —D(5")y=0.
St donc il n’existe dans le plan aucune région ou ®(z) soit constante,

1 P, (z)

converge vers ©(z) partout a Uextérieur de E, sauf peut-

Dans lg cas out & est borné et 'extérieur de E d’un seul tenant, ce
étre sur un ensemble dénombrable (formé des zéros de A (s))
résultat est une conséquence de la remarque (5) du Chapitre II de la
premiére partie.

Il est essentiel de supposer qu’il n’existe aucune région ou
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®(3) = const. En effet si 'on prend par exemple P,(3)==z"—1 on
peut prendre

(N D (- I pour '=: gx'

“u(3) = Pu() et ®(=) Tlogjz! pour lzi>1

s ol ;o T I
Mais P/ (3)=nz" ' ¢t - log P,(3)' lend, quel que soit =, verslog's

qui n’est égal & ®(3) que pour iz 1.

Dans le cas particulicr ot E est born¢ ¢t son complémentaire d'un
seul tenant il ne peut exister aucune région ol ®(z)=coust., du
moins si U(E)z£o0; sinon ®(z) qui est harmonique en dehors de K
devrait étre constante partout en dehors de E; or elle tend vers U'infini
comme Y(E)log|s, lorsque = tend vers I'infini.

VI. — Réciproque du théoréme du Chapitre III.

Le théoréme du Chapitre Il admet la réciproque suivante :

P,(3), P.(3), ..., Pu(2), ... étant unc suite de polynomes dans
laquelle le rapport du degré de chaque polynome a son indice resie borné,
s'tl existe une suite équivalente %,(3), ,(3), ..., €,(z), ... et une
Jonction réelle ®( z) telles que, pour toute suite partielle

Cp(2)y Du(2)y ooy Tp(2), vy
l'on ait presque partout

- I
. ol = — o ()
hm I?LIOCL P, () =d(),

la distribution des zéros des polynomes de la sutite est réguliére. La fonc-
tion Y(¢) est entiérement déterminée par la connaissance de ®(s).

A. Notre démonstration reposera sur le théoréme suivant de la
théovie du potentiel :

St deux fonctions potentielles U, (P ) et U,(P) satis font presque par-
tout sur un ensemble ouvert O a l’égalité : U, (P)— U, (P) = 11(P), (D)
étant une fonction harmonique sur O, les fonctions de masses sont égales
sur tout ensemble contenu dans O.
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1. Soit T une courbe de Jordan et G(P) la fonction de Green du
point & Pinfini pour cette courbe. Soit C, la courbe d’équation G(P) =2
(avec A > o) et désignons par G, I'ensemble fermé formé par l'inté-
rieur et le périmétre de C,, et par C, 'ensemble ouvert formé par
Pintérieur de C,. o

Soit d’autre par ¢(e) une fonction d’ensemble non négative et nulle
sur tout cnsemblie sans point commun avec un certain domaine
borné D; et soit

U(P) ::f]ogPQ d(e)  (Q étant un point variable dans 1D).
n

Alors Uintégrale

. .., 0G . . . .
ot la derwec-gz est prise suicant la normale extérieure a C,, est une

JSonction convexe de ) et ses dérivies a gauche et a droite sont égales
respectivement a
HC) e T

Posons en effet, f,(x) etant la fonction déja considérée plus haut,

U ()= [ 1 PQ) d4(e)
I

el
; — >0y 96 /.
up(l. Q)ﬂﬁﬁ,(l Q) i ds,

de sorte que, lorsque p tendra vers 4, U,(P) tendra en décroissant
vers U(P) et «, (X, Q) tendra en décroissant vers

w(i, Q :f 10;?(3%%(1;,
C,

qui vaut 24 si Q est & l'intérieur de C, ou sur G, et 27G(Q) si Q est
a 'extérieur de C,.
U,(P) est une fonetion continue de P, car si PP'< ¢ on a, quel que
soit Q,
p(PIQY = (PO < der,
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et par suite
{U,(P7) = U, (P), < p(D)der

De méme u, (%, Q) est une fonction continue de Q.

Partageons alors D en un nombre fini d’ensembles partiels ¢, de
diamétre inférieur & ¢, et soient m, et M, le minimum et le maximum
de £,(PQ) quand P reste fixe et Q décrit ¢,. On a

Smb(e)<U,(PYSEL Y (e,)
et

M,—m,<<der d’ou IM () — Zm,Yle) < $(D)der.

Par suite, Q, étant un point choisi dans ¢, suivant une loi quelconque,
ona

‘U,;(P)—‘}:.fp(PQ:)'.Ma) <y(D)der,

13

d’ot 'on déduit par intégration

dG
U 0 el
<¥(D)Ocl/(:()ll ds.

]

G .
£IU,,(P)%(ZQ—E(/,,(/, Q) (e

Si Pon fait tendre ¢ vers o, on obtient 2 la limite

G
U,(P)—~dq—fu,(7. Q)d (e
/‘; ! on L

<o,

¢’est-a-dire

[ vy L as= [ 0,0, Q)ace)
(] b

Si ensuite on fait croitre p vers + o on a a limite

mo):fuo, Q)dd(e)
ou

1(0) = ;‘%fuo, Q)d(e).

On en déduit, en tenant compte de la valeur de u(%, Q), que si 2’ > %

YC) (=110 — L EW(C )07 =7)
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ou
e 1Y — 1(3)
V(G < === <4(C0).

d’ou résulte immédiatement le résultat anoncé.

2. Sid(e)n’est plus supposée non négative, elle est la différence de
deux fonctions non négatives {'(e) et I”(e) et I(1) est la différence
des deux fonctions de % définics de la méme facon a partir de {/(e)
et {”(e). Par conséquent I(X) admet encore une dérivée a gauche et
une dérivée i droite qui sont égales respectivement &

$(Cy e W(T).

Si d’autre part H(P) est une fonction harmonique dans la courbe G, ,

I'intégrale
L f H(P) 28 4
27 Jg an
est constante pour o < A <2, et par suite dans cet intcrvalle la fonction

I ., 0G
J().)_Eu/;gU(P),-11(1))]%(19

admet encore pour dérivées a gauche et a droite
Gy e W(G).

3. Cela étant, soient {/(e) et {”(e) deux fonctions d’ensemble, la
premiére nulle pour tout ensemble sans point commun avec un domaine
borné D', la seconde nulle pour tout ensemble sans point commun avec
un domaine borné D”; soient

UI(P):flogPQdup’(e)
n
et
L‘:Z(P):flogPQ dy(e);
D’

soit O un domaine ouvert quelconque; et supposons que l'on soit
assuré qu'il existe une fonction H(P) harmonique sur O et telle que
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I'on ait au moins presque partout sur )
U (P) UL (Py==H(P,  ou  UPy=1,(P)~1(P)

Prenons alors pour la courbe I' considérée plus haut un rectangle
de cotés paralleles aux axes de coordonnées Oz et Oy el entiérement
intérieur 3 O. Il existe une valeur positive 7., telle que C,, soit encore
entierement intérieure & O. Pour o < # <7, les intégrales

1) = ‘_fu,‘p)d“(/; ot J_.u):f[L_,uu+mv)]_‘39m
27, an J.,

an

sonl cerlainement égales, sauf peut-étre pour les valeurs de 7 telles que
I’ensemble des points de C; ou

U (P) 7 LL(P) 4+ (P

soit de mesure linéaire non nulle. Mais ces valeurs de & forment au
plus un ensemble de mesure nulle et 'on a presque partout dans

"intervalle considéré
(7)) =J,(7):

par suite de la continuité de [, (2) et J,(2) cette ¢galité a licu partout
dans U'intervaile et i'on en déduit

VCH=V"(6) e y(C=v(T).

=

A la limite, pour 2 = o, on voit que {'(e) et ”(¢) prennent la méme
valeur pour le rectangle fermé I'.

Etant égales pour tout rectangle fermé intérieur 4 O, ces deux
fonctions sont égales pour tout ensemble contenu dans O.

B. Ceci étant, considérons une suite de polynomes P, (3),
P,(s),..., P,(s), ... pour laquelle le rapport]j—: du degré a 'indice
reste borné et supposons qu’il existe une suite équivalente <,(s3),
Py(3), ..., €, (2), ... et une fonction réelle () telles que, pour
toute suite partielle ¢, (), €, (2), ..., T, (3), ..., 'on ait presque
pm‘tout

(1) Tim —log | @, (z) 1 =®(z).
ny ' ’
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Les fonctions ,(e) sont bornées dans leur ensemble comme%" et

forment par suite une famille normale. Soit {,,(¢) une suite partielle
convergente vers une fonction ¢(e). Le théoréme du Chapitre Il
s'applique a la suite des polynomes P, (z) : soit i/ (3), €, (3), . . .,
T (2), ... I'une des suites équivalentes dont ce théoréeme affirme

I'existence et @,(z) la fonction réelle associée. Si I’'on pose

fl’n;(('z)
_

el

(1)
‘Z’,l/k () =

il résulte de la remarque de la fin du Chapitre IIl que la suite \7
a une limite p. et que I'on a presque partout

7
| s, |

D(z)=®D,(z) + logp.

Mais, si D est un domaine borné quelconque, la fonction
(Dl(z)—-flogrdnp(e):(bl(z)mj logrd§(eD)
D D

est harmonique a Uintérieur de D; de sorte que 'on a presque partout
a Uintérieur de D

/logrdup(eD)::(D(z) + H,(z),
4

H,(3) étant une fonction harmonique a 'intérieur de D.

La condition que ceci ait lieu pour tout domaine borné détermine
complétement la fonction ¢(e). En effet, si deux fonctions {/(e)
et {”(e) satisfont a cette condition sur un méme domaine borné
ouvert D, on a presque partout sur D

[logrd@/(eD)— flogrd\p”(eD):H(z),
) D

H(z) étant une fonction harmonique sur D, et par suite les fonc-
tions ¢'(eD) et {"(eD), donc aussi /(e) et ¢"(e), sont égales pour
tout ensemble contenu dans D. Si ceci alieu pour tout domaine borné

ouvert les fonctions {'(e) et {"(e) sont égales pour tout ensemble.
THESE H. DELANGE. 13
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Il résulte de la d’une part que la suite des fonctions ¢,(e) est
convergente, d’autre part que la fonction d(e) est déterminée par la
connaissance de ®(z).

Remarques. — 1° Si l'on peut trouver une fonction &'(e) nulle sur
tout ensemble sans point commun avee un ensemble borné E et telle
que l'on ait presque partout

/ loarddtey —-®(z) - const.,
Sy

cette fonction satisfait a la condition qui détermine L(e) el par suite
on aura
bey=1d/(e).

Ceci aura lieu en particulier toules les fois que & sera borné.

De méme, si 'on peut trouver {/(e) nulle sur tout ensemble sans
point commun avec un ensemble E ne couvrant pas tout le plan et
telle que, » et r, désignant les distances d’un point variable au point =
et 4 un point z, extérieur a E, I'on ait presque partout

j log ,";dq,((:)wt P ()~ const,,
“ 0

on aura
Liey =d (e
Ceci aura lieu en particulier si & n’est pas dense sur tout le plan.
p L !

2° Lorsque & est borné il résulte de la remarque de la tin du

Chapitre I que, si Uon pose €,(z)=u,,(2) de sorte que ., est le
T o . . . v .

coefticient de 57 dans ,(s), V., a une limite u pour n infini et

I’on a presque partout

P(z) :flog/‘(lxy((»y ~+4 log u. __’/]Oul ddie) +logp.
1

I"intégrale étant ¢tendue i tout le plan. Cette condition détermine ¢(e)
et p lorsque 'on connait @( =),
3° A étant un domaine borné quelconque disjoint de E,; Pexpres-

. 1
ston ~ log
n o

«,(z) converge uniformément dans A vers la fonetion
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harmonique qui y est égale presque partout 3 (). En effel si €, (3)
est une des suites dont le théoréme du Chapitre [1l affirme I'existence

. , ., . 1 .
et d,(z) la fonction réelle associée, on sait que ~log | ,”(z)|converge
uniformément dans A vers @, (z) qui v est harmonique; mais, si I'on
¢ N ,en .., n—
pose ¥,(z) = w, 2" (z), d'aprés la remarque déja citée, \/|w,l a une
limite u. et Pon a presque partout
D(z)= ®,(z)+ logp.

4° St & est borné et si Uon connait a priort B, supposé de mesure
nulle, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que

L Lo s
N log | P,(z)

. .. . g .. < n—_— . .. -
ait une limite a Uextérieur de K est que y | A,| ait une limite « ct que la
distribution des zéros des polynomes de la suite soit réguliére. 1. et (¢)
sont entierement déterminés par la valeur de la fonction limite de

f

—tog P,iz) .

14
Cette proposition contient comme cas particulier le théoréeme du
Chapitre TIT de la premiére partie.

De méme s¢ l'on connait a priori K, de mesure nulle mais non néces-
satrement borné, et st U'on est assuré que le rapporzl—jf reste borné, la
Pa(z)
P n(: [ )
point quelconque extérieur @ E — converge a Uextéricur de Eest que la
distribution des zéros des polynomes de la suite soit réguliére. La fonc-
tion L(e) est bien déterminée par la connaissance de la fonction limite
Pn(z)
Pz

.. . . I
condzuon néecessaire ¢t suffisante pour que — log
ffisante pour que - lo;

'—m) =, est un

i
de '; |0g

Applications. — Les résultats qui précédent permettent de déduire
I’étude de la distribution des zéros d’une suite de polynomes de celle

. . 1 N e s
des limites de ~ log|P,(3),. ouy|P,(3)]

Un premier exemple est fourni par les suites de polynomes que
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M % vons etudiées a la fin du Chapitre 1II de la premiére Partic.
Nous allons en donner quelques autres.

1. On a vu au Chapitre précédent que, si une suite de polynomes a
ses zéros distribués réguliérement et s'il n’existe aucune région ou
F'on ait ®(z)= const., I'’expression

1 "
~log |2, (5) ==

2 log P (,.z) !

1
n A

converge a I’extérieur de E vers ®(z), sauf peut-etre sur un ensembie
dénombrable. Il résulte de 1a que, si de plus E est de mesure nulle, la
sutte des polynomes dérivés P, (z) a ausst ses zcros distribués régulie-
rement et la fonction (e) correspondante est la méme que pour P,(3).

2. Comme autre exemple retrouvons le théoréeme de Carlson sur les
zéros des polynomes sections d’une série de Taylor (*).
Soit la série 1+ a,z+4...4+a,z"+...,derayon de convergence 1.

Posons
Polz)=1+ w15 +. .+ upz™

On sait que, s1 la suite n, est telle que 'on puisse lui associer la
suite n) satisfaisant &

’

.n &
n, < ny, lim =2 =1, lim \/ian’ki =1,
g o
I'expression ;l;logjp,,&(z)[ converge vers o pour |z |<1 et vers log|z
pour |z, >1, sauf peut-étre sur un ensemble de capacité nulle done
de mesure nulle.
On déduit de la que les zéros des polynomes P, (z) ont une

. . . , .y . N . o , .
distribution réguliére. On voit que Y (e) est égale & —, « désignant la
' 2

i

mesure linéaire de lensemble des points de e appartenant au
. zl=—1): il e)— 2% :
cercle y(lz|=1); car si 'on prend {'(¢)= S ona

0 st

i I
logiz s jz]

/-logrdt.})'(e)::
Y

5
3

(1) C. R Ae. Se., t. 178, 1924, p. 1655-1680
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3. Considérons encore les polynomes définis par la relation

1
1+F==t;\/l+te

=1 ~Pi(z)t . . £ Pu(s)tr+. ..

On voit immédiatement par la méthode de Darboux (') que, si z est
extérieur a la lemniscate | 2> — 1| =1, 7\'/’ P,(z)| tendvers y|z*—1] et
par suite é]og|P,,(z)] tend vers;llogl z?—1], et, si z est intérieur a
cette lemniscate, '\L/]P,,(\z)[ tend vers 1 et %log!P,,(z); tend vers o.

Il en résulte que la distribution des zéros des polynomes de la suite
est réguliére. Lafonction ®(z) étant harmonique quand z n’est pas sur
la lemniscate [z*— 1| =1, la fonction {i(¢) est nulle pour tout
ensemble sans point commun avec cette lemniscate. Sur la lem-
niscate sa valeur correspond & une distribution de masses donnant
un potentiel nul a 'intérieur. Si Pon veut, le résultat se traduit de la
facon sutvante :

Si 3, et z, sont deux points de la courbe pris sur une méme boucle.
lorsque r tend vers 'infini, la proportion de zéros de P,(z) compris
entre les normales en z, et z, et deux arcs paralléles a la courbe et

tracés de part et d’autre a pour limite -5:, « désignant I'angle des bis-
ie

sectrices intérieures des rayons vecteurs issus des points —1 et 41

en z, et 5,. La proportion de zéros contenus dans un domaine disjoint
de la courbe | z* — 1| = 1 tend vers o.

D’ailleurs DPapplication de la méthode de Darboux montre que
’argument de P,(z) ne change pas, dés que n est assez grand, si z
décrit une courbe intérieure 4 la lemniscate, et augmente de 2nn s'il
décrit une courbe entourant celle-ci; de sorte que tous les zéros
de P,(z) s’accumulent au voisinage de cette [emniscate.

D’une fagon générale, si une suite de polynomes est définie par une
fonction génératrice G(z, ¢) qui a des points singuliers indépendants
de z et d’autres qui dépendent de z, 'expression y/[P,(z)! aura une
limite constante daus la région ol le module des points singuliers

(1) Sur lupproxmation des fonctions de trés grands nombres (Journal de Liouville,
3¢ série, t. 4, 1878, p 3-56 et 377-416.)
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dépendant de = est supérieur au plus petit module des autres, et une
limite fonction harmonique de = dans chaque région ou I'un des points
singuliers dépendant de = sera le point singulier de plus petit module.
La distribution des zéros sera donc réguliere et il v aura accumu-
lation de zéros au voisinage des courbes sur lesquelles deux points
singuliers auront méme module.

. Counsidérons enfin des polvnomes liés par une relation de récur-
rence de Poincaré

(\)lpn44(:’ "(\)/ 11)/1¢-K 14T ’1‘--~+(\)1 P, otz (\)u Pu‘;l —

oa Q, est un polynome en = de degré £ —7 dont les coeflicients

QO Qi
00 Q0 Ty

Ay, oo Ad ), qui sont naturcllement aussi des polynomes en z.
Stpourt=o0,1,2, ..., k—1, P(s)est dedegré 1 au plus, P,(z) est
de degré n au pins. De plus on sait gu’en tout point on I'équation

dépendent de n, les rapports

ayvant des limites A,

N A NA e ANy, o
a toutes ses racines simples et de module different, et par suite presque
R P, 02 . \ ,
partout, le rapporl oo, lend vers une des racines de ceiie équa-
NE

P -+ (Z '
BellCex Rl Al )[ et
! Pn(Z )y

. > . neTRTTTTTTT
par suite expressiony "P,(3) tendent donc vers le module de cette
racine.

tion, en général la plus grande en module. Le rapport

. noT T O . .
I’expressiony P,(z)| etant convergente presque partout, la distri-
bution des zéros des polynomes P, () est réguliere.

Remarque. — Nous avons deja observe que nos theorémes
s’appliquent aussi bien si 'indice n ne prend pas toutes les valeurs
entieres. Cela revient a dire que l'on peut prendre pour valeurs de
I'entier n une fonction quelconque croissante du rang 4 de chaque
polynome dans la suite. On pourrait aussi remplacer partout I'indice n
par une fonction quelconque v(4) croissant indéfiniment avec ket non
nécessairement égale 4 un nombre entier. On définirait la fone-
fion ,(¢) comme égale au quotient par v(4) du nombre de zéros de
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chaque polynome appartenant a 'ensemble ¢: on supposerait que le
rapport du degré a v(k) reste borne; et on dirait que la distribution
des zéros est réguliére lorsque la soite J,(e) est convergente.

Toute suite ayant ses zéros distribués régulierement avec une fonc-
tion v(k) donnee jouit de la méme propriéte avec toute fonetion v'(4)
(k)
v(k)

On se rend compte aisement que les théoremes des Chapitres U, 111,
V, VI restent vrais quelle que soit la fonetion v(k).

Les résultats concernant les series a,P,(z) sont conserves pourvu

telle que ait une limte finie et non nulle.

? ~
ot o N /
que g < 1 entraine la convergence de Zr/‘ .
A
Nous n’avons pas adopte dans notre expose ce point de vue géneral

parce que dans toutes les applications v etait egal au rang du poly-
nome dans la suite donnee oudansune autre d’ou celle-c¢i était extraite.

b uet approuve
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