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INTRODUCTION

La théorie relativiste de la gravitation repose essentiellement
d’une part sur les équations d’Einstein qui limitent par des condi-
tions purement locales, la généralité des potentiels de gravitation,
d’autre part sur les conditions relatives a la compatibilité dans un
méme champ de solutions extérieures et intérieures de ces équa-
tions. C’est au moyen de ces derniéres conditions que 'on a pu
définir dans quel cas un champ extérieur peut étre considéré
comme effectivement produit par un ensemble de masses maté-
rielles. Cette définition présente malheureusement de trés sérieuses
difficultés et introduit des problémes de nature essentiellement
globale. Aussi curieux que cela puisse paraitre, cette question,
sans doute de beaucoup la plus importante pour la théorie, a été
jusqu’ici relativement négligée.

Dés la découverte de la premiére solution connue des équations
d’Einstein, celle de Schwarzschild, est apparue la nécessité d’éta-
blir une liaison étroite entre les singularités du champ extérieur
et Pintroduction de masses matérielles dans ce champ. Tout
d’abord toute singularité du champ, pour conduire & un modéle
d’univers effectif, doit pouvoir étre meublée par une distribution
matérielle produisant un champ intérieur régulier, I’ensemble des
divers champs intérieurs ainsi construits et du champ extérieur
devant étre régulier partout. C’est lorsque ces conditions seront
remplies que ’on pourra considérer le champ de gravitation exté-
rieur comme effectivement produit par I’ensemble des distribu-
tions matérielles considérées. Dans le modeéle d’univers ainsi réalisé
il doit étre impossible d’introduire de nouvelles masses, sinon la
définition précédente perdrait toute espéce de sens. Il semble done
qu’inversement on doive se limiter & la considération de champs
extérieurs tels que, dans tout domaine ou une distribution maté-
rielle peut étre introduite, le champ extérieur présente certaines
singularités (proposition A). Il est clair que tous les champs exté-
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2 SUR CERTAINS PROBLEMES GLOBAUX

rieurs satisfaisant aux équations d’Einstein ne satisfont pas a cette
proposition, mais que tout champ correspondant effectivement a
une réalité physique doit y satisfaire. Nous avons été ainsi conduits
a rechercher par quelles conditions on peut compléter ’axioma-
tique de la théorie pour que la proposition A soit satisfaite.

Cette proposition étant admise, un champ extérieur régulier
partout ne peut contenir aucune masse matérielle. Si 'on veut
pouvoir assigner comme cause unique aux effets de gravitation
Pexistence de masses matérielles, un tel champ doit étre un champ
sans gravitation, c’est-a-dire doit se réduire nécessairement a un
champ euclidien (proposition B). Cette proposition présente une
grande analogie avec un fait fondamental de la théorie des poten-
tiels newtoniens : on sait en effet que, si ’on astreint un potentiel
newtonien & la condition d’étre constant & l'infini, il ne peut étre
régulier partout sans se réduire & une constante. Il faudra done,
1a encore, rechercher 4 quelles conditions cette proposition est
satisfaite et rapprocher les conditions obtenues de celles relatives
a la proposition A.

Jusqu’ici I’étude de la proposition A n’a pas été abordée systé-
matiquement et celle relative a la proposition B n’a été entreprise
que par M. Charles RaciNE dans sa thése. Ce travail contient en
particulier de trés beaux résultats sur les champs statiques ortho-
gonaux ; mais l'auteur, ayant surtout en vue des applications
relatives & des ds® approchés, a été amené ensuite i raisonner sur
des familles d’espaces-temps dépendant de paramétres représen-
tant des masses et par conséquent a signification physique peu
claire dans un tel probléme. De plus, sauf dans un travail récent
relatif aux approximations dans le cas statique général, il s’est
toujours borné a I’étude d’espaces-temps orthogonaux. Nous nous
sommes donc efforcés de traiter ce probléme d’un point de vue
plus général, en évitant en particulier tout recours a des approxi-
mations qui sont toujours difficiles a justifier.

Pour la commodité du lecteur, nous avons cherché, au cours
de ce travail, a rester assez élémentaires. Nous ne présupposons
connues que les notions géométriques indispensables relatives a la
théorie des espaces de Riemann.

Des trois chapitres de ce travail,le premier est consacré & un
exposé d’ensemble, au point de vue qui nous intéresse, des faits
fondamentaux de la théorie. La premiére partie de ce chapitre
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est consacrée a I’étude des univers sans gravitation et a I’identité
de ces univers avec les univers euclidiens, la seconde a4 une mise
au point aussi précise que possible, de I’axiomatique de la théorie
de la relativité générale. Nous commencons par analyser les condi-
tions générales d’existence des solutions, en tenant compte, pour
le cas non analytique, des travaux récents de M. STELLMACHER.
Nous sommes ainsi amenés a-effectuer une étude directe des
variétés caractéristiques et bicaractéristiques des équations
d’Einstein ; nous cherchons en particulier & déterminer une équa-
tion unique admettant les mémes variétés caractéristiques que le
systeme des équations d’Einstein. L’introduction des variétés
isothermes se fait ainsi de la maniére la plus naturelle et le mode
d’exposition adopté fait clairement comprendre 'importance du
rdle joué par ces variétés dans la théorie. Nous sommes alors en
mesure de définir ce que ’on peut entendre, en relativité générale,
par espace et temps et cette définition donne lieu & des relations
mathématiques trés précises, fort importantes pour la suite de
ce travail. Ce chapitre se termine par une étude compléte du
champ intérieur, des conditions de raccordement de Schwarz-
schild et des problémes correspondants de prolongement, étude
qui met en évidence le role fondamental joué par les propositions
A et B. Dans tout ce chapitre I’emploi de coordonnées de Gauss,
souvent si commodes a cause de leur caractére intrinséque, a été
le plus possible évité, puisque les problémes que nous nous posons
ne sont pas des problémes locaux.

Le chapitre II est consacré a I’étude des espaces-temps exté-
rieurs réguliers partout ; aprés certains préliminaires relatifs aux
conditions de fermeture des espaces-temps envisagés, nous énon-
cons des théorémes sur I'impossibilité de certains extrema pour
une fonction soumise & une opération elliptique généralisée, théo-
rémes qui servent de fondements a la théorie, et nous introduisons
les tenseurs d’espace Qi et Pi; qui permettent de simplifier cer-
taines des équations d’Einstein. Nous sommes alors en mesure de
démontrer la proposition B d’abord pour les espaces-temps sta-
tiques orthogonaux (théoréme I), puis pour les espaces-temps sta-
tiques du type le plus général (théoréme II). Nous procédons en-
suite a4 I’étude des espaces-temps extérieurs conformes a un espace-
temps statique, orthogonal ou non (théorémes IIT et IV). Il est
remarquable que la classe de ces espaces-temps qui sont «a expan-
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sion convexe dans le temps », jouissent, au point de vue de la pro-
position B, de propriétés tout a fait analogues a celles des espaces-
temps statiques. Etendant alors les considérations précédentes a
des espaces-temps extérieurs quelconques réguliers partout, nous
étudions ce que ’on peut entendre dans ce cas par expansion
convexe dans le temps et nous démontrons la proposition B pour
de tels espaces-temps (théorémes V, VI, VII). Ce chapitre se
termine par la construction d’un espace-temps extérieur régulier
partout et non partout euclidien ; cet exemple montre clairement
que pour que la proposition B soit vérifiée, il faut effectivement ad-
joindre aux conditions de fermeture des conditions du genre de
celles que nous avons introduites, limitant la propagation dans
le temps des potentiels.

Au chapitre III, nous recherchons des théorémes d’existence
relatifs & des singularités du champ extérieur. Utilisant une exten-
sion faite par nous du théoréme de Gauss, nous démontrons
d’abord la proposition A dans le cas statique le plus général, puis
nous étudions I'existence de singularités hors des masses pour des
champs statiques orthogonaux. Enfin, abordant le cas des espaces-
temps non statiques, nous démontrons un théoréme trés général
relatif & des champs extérieurs analogues & ceux du chapitre II
et & des champs intérieurs correspondant a des distributions maté-
rielles en régime permanent ou en régime voisin d’un régime
permanent.

Qu’il me soit maintenant permis d’exprimer ma respectueuse
reconnaissance & M. ELiE CARTAN pour ses conseils éclairés, pour
Pintérét trés bienveillant qu’il a pris & ce travail et pour les grandes
facilités qu’il a bien voulu apporter 4 son impression. Je tiens a
adresser mes sincéres remerciements &8 M. DENsoy pour la sympa-
pathie qu’il m’a témoignée, & M. CHAzy dont le trés précieux
ouvrage sur la théorie de la relativité et la mécanique céleste (*) m’a
été d’un grand secours pour la premiére partie de ce travail, enfin
a M. RaciNE qui a ouvert la voie dans laquelle je me suis engagé.

Ce travailn’aurait, sans doute, jamais vu le jour sans M. GEORGES
Darmois qui me I’a suggéré et qui n’a cessé de me prodiguer ses
conseils, ses encouragements et ses critiques. Son ouvrage sur les

(1) Jean CHAZY.— La théorie de la relativité et la mécanique céleste. Gauthier-
Villars, 1930.



RELATIFS AU SYSTEME DES EQUATIONS D’EINSTEIN 5

équations de la gravitation einsteinienne (*) a été pour moi le plus
sir des guides. Je suis heureux d’exprimer ici ma respectueuse
admiration et ma trés profonde gratitude & celui dont je suis fier
d’étre I’éléve.

() Georges DarMoOIs. — Mémorial des Sciences Mathématiques, fasc. XXV,
1927.



CHAPITRE 1
AXIOMATIQUE DE LA THEORIE DE LA GRAVITATION

I. — FONDEMENTS DE LA THEORIE

1. — On peut dire d’une maniére générale qu'une représentation
de I'univers est cohérente ou intrinséque, lorsque tout ce qui cons-
titue, dans cet univers, un étre (géométrique, mécanique, physique)
est défini & un méme changement du systéme de référence pres, les
changements du systéme de référence permis différant selon la
représentation de 'univers considérée. Le but de la théorie de la
gravitation relativiste est de donner du « fait expérimental de
Pinterdépendance des mouvements des masses matérielles » (*) une
explication présentant le caractére intrinséque, c’est-a-dire cova-
riante par rapport aux changements de systéme de référence
permis.

L’explication donnée par NEwTon, au moyen de forces attrac-
tives, ne satisfait pas a cette exigence. Si nous représentons les
phénoménes de la mécanique sur une variété numérique a4 quatre
dimensions espace-temps, chaque point de la variété doit étre
considéré comme la superposition d’un point d’espace et d’un
instant ; l'instant et le temps présentant un caractére absolu,
les changements de coordonnées permis sont :

v =2,y 321
y, = y’(.’L‘, Y, z, t)
7 = zl(x’ Y, %, t)
=t

Mais la théorie ne peut alors se développer qu’en faisant jouer
un rdle privilégié a certains systémes de référence : les systémes
d’axes de Galilée.

La théorie de la relativité se propose d’écarter ces difficultés,

(1) G.Darmois. — Op. cit., p. 1.
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en considérant le point de la variété ou événement comme présen-
tant seul un caractére absolu, I'instant et le point d’espace étant
tous deux considérés comme relatifs au systéme de référence. Les
changements de systéme de référence permis sont alors tous les
changements de coordonnées imaginables :

¥y =y, 21
( z = z’(x, Y, 2, t)
t' = tl(xY y? z7 t)

g z' = x/(x’ Y, 2, t)

satisfaisant seulement & des conditions de continuité et de biuni-
vocité. La variété cesse d’étre simplement numérique ; bien qu’en-
core amorphe elle devient géométrisable. Une fois douée d’une
structure la variété constituera un univers.

2. Le postulat de la réciprocité et I'invariance du ds2. — 11 serait
fastidieux et inutile de retracer, une fois encore, la genése de la
théorie de la relativité ; nous nous proposons seulement d’attirer
Pattention sur les points qui nous semblent essentiels pour le pré-
sent travail (%).

La théorie relativiste de la gravitation est née de la théorie de
la relativité restreinte, c’est-a-dire, comme nous allons le voir de
la théorie d’un univers vide de matiére, sans gravitation. L’orga-
nisation de la variété correspondant a un tel univers est basée sur
le principe de la constance de la vitesse de la lumiére dans le vide
par rapport a tous les systémes d’axes de Galilée. Du point de vue
axiomatique ce principe nous fournit une définition du temps
associé & un systéme d’axes de Galilée, ’ensemble formant un sys-
téme galiléen de référence. L’espace, rapporté & un systéme
d’axes de Galilée rectangulaires, admettant I'intervalle élémentaire

do? = dz? 4 dy® + dz?

et t désignant le temps correspondant, le carré de la vitesse de la
lumiére par rapport a ce systéme d’axes est :

ds?

=

(1) Pour plus de détails cf. 'excellent exposé de M. Jean CHAzY dont nous
nous sommes inspirés. — Jean CHAzY, op. cit. Tome II, p. 3-29.
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Pour tout déplacement élémentaire d’une onde lumineuse, I'ex-

pression :
dst = C2dt®* — do?

est nulle. D’apres le principe de constance de la vitesse de la lu-
miére, I’expression :
ds'? = C2dt'? — ds'?

calculée dans un second systéme d’axes de Galilée, le temps ¢’
étant le temps associé, est également nulle. Notre définition rela-
tive de t et t' est donc telle que ds? et ds”? s’annulent simultané-
ment ; autrement dit il y a proportionnalité entre les deux formes
quadratiques de différentielles considérées ; si M désigne le point
de la variété a partir duquel a lieu le déplacement élémentaire, on
a:
ds'? = f(M)ds
L’identification montre que f(M) se réduit nécessairement & une
constante, qui dépend de la vitesse relative des deux systémes. Si
Pon admet en outre qu’il y a réciprocité entre les deux observateurs
attachés aux deux systémes de référence, f(M)se réduit identiquement,
alet
ds'? = ds?

Nous sommes donc conduits & I'invariance du ds? par I’hypothese
de réciprocité entre les deux observateurs ; en fait cette hypothése
n’est peut-étre pas nécessaire : on a pu concevoir par exemple que
seul I'un des observateurs est réel et que ’autre est purement
fictif ; c’est I’observateur réel qui se projette par la pensée dans
le second systéme. On est alors conduit & admettre que c’est seule-
ment ’équation :

ds® =0
qui reste invariante par changement de coordonnées, ds? restant
seulement conforme a lui-méme. C’est 14 une conception distincte
de celle d’Einstein et qui pourrait étre approfondie a la lumiére de
certains travaux d’E. CARTAN (}). Tout en restant fidéle, dans ce
travail a’hypothése habituelle, nous nous efforcerons de distinguer
nettement les éléments géométriques covariants a l’équation
ds® = 0, des éléments covariants au ds? ; il nous semble que les
premiers ont un sens physique plus immédiat que les seconds.

(*) E. CARTAN. — Proc. Int. Math. Congress Toronto 1924 ; t.1 ; p. 92-93.
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En particulier il apparaitra au chapitre II qu’au point de vue des
problémes qui font 1'objet du présent travail, les ds* conformes

aux ds? statiques jouissent de propriétés analogues a celles des ds¥
statiques.

3. Phénomeéne élémentaire et univers sans gravitation. — Effec-
tuons maintenant I'un quelconque des changements de coordon-
nées permis ; il nous fait passer du systeme galiléen de référence
z, Y, 2, t & un systéme de coordonnées arbitraires zt, 22, 23, z* ;le
ds® galiléen

ds® = 2dt? — da? — dy? — dz?
est transformé en le ds? euclidien le plus général, & un carré positif’
et trois carrés négatifs :

ds? = gy da’dz®  (\p=1,2,3,4)
La loi de propagation de la lumiére qui est donnée pour un sys-
téme galiléen de référence par I’équation ds? = 0 s’exprime de la

méme maniére relativement aux coordonnées z*, 1’énoncé ainsi
obtenu étant invariant.

4. — Nous appellerons phénomene élémentaire la loi de mouve-
ment d’une masse infiniment petite placée dans I'univers et sous-
traite & toute action électrique ou de contact. Si nous concevons.
le phénomeéne élémentaire comme étant en liaison invariante avec le
ds® et strictement déterminé par lut, comme le ds? galiléen est &
coefficients constants, le phénoméne élémentaire doit étre, rela-
tivement & un systéme galiléen, partout identique & lui-méme.
Lorsque la masse d’épreuve est éloignée de tout autre masse, elle
constitue un point matériel isolé et admet, relativement a un
systéme galiléen de référence, un mouvement rectiligne uniforme ;
il doit donc en étre de méme partout : la masse d’épreuve doit
pouvoir étre considérée partout comme isolée. Par suite dans.
Phypothése énoncée, un ds® euclidien n’est susceptible de repré-
senter qu’'un univers vide de matiére, sans gravitation. Dans ces.
conditions, nous nous adresserons, pour représenter des univers
non vides a des ds? plus généraux que le ds? euclidien et nous consi-
dérerons la variété espace-temps correspondante comme un espace
de Riemann défini par ce ds® et qui détermine complétement le:
phénoméne élémentaire.
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Comment s’effectue cette détermination ? Les mrouvements
rectilignes et uniformes relatifs & un systéme galiléen, correspon-
dent a des géodésiques du ds? galiléen. Par suite c’est de cette
maniére que nous pouvons concevoir la liaison entre le phénomeéne
élémentaire et le ds? euclidien (mouvements d’inertie dans un
univers vide) ou le ds® plus général introduit (%).

Il est alors clair qu'un ds? qui n’est pas euclidien correspond
nécessairement 3 un univers gravitationnel, ¢’est-a-dire non vide.
En effet une masse d’épreuve introduite dans un univers videde
matiére constitue un point matériel isolé ; il doit donc exister un
systéme de coordonnées interprétables en termes d’espace et de
temps, par rapport auquel le mouvement de la masse d’épreuve
est un mouvement rectiligne uniforme :

b = alzt + b, 22 = a?rt 4 b?%; 2% = a%2* + b3

les a et les b étant des constantes. Or on démontre aisément que
tout espace de Riemann dont les géodésiques peuvent étre repré-
sentées par de telles équations est nécessairement euclidien. Ainsi
les univers vides de matiére dotvent coincider avec les univers eucli-
diens. ’

II. — AXIOMATIQUE

Dans la suite de ce chapitre nous nous efforcerons de donner les
conditions mathématiques strictement essentielles au dévelop-
pement de la théorie, n’indiquant les interprétations physiques
correspondantes quelorsqu’elles ont pour I'objet de ce travail une
importance particuliére.

1. Un univers est représenté par un espace de Riemann a
4 dimensions défini par la donnée d’une métrique :

dst = gy dridzt O\ =1,2,3,4)
forme quadratique invariante de différentielles qui détermine

Pintervalle élémentaire, c’est-a-dire le carré de la distance de
deux points infiniment voisins dans la variété espace-temps.

(1) Dans I’exposé axiomatique il est préférable de n’expliciter que plus tard
cette liaison : nous montrerons qu’on peut déduire sa forme des conditions de
raccordement posées par Schwarzschild et du caractére conservatif de certains
tenseurs.
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Les g correspondant & un systéme de coordonnées déterminé,
sont des fonctions des coordonnées x* et définissent complétement,
parrapport a ce systéme, le phénomeéne élémentaire de gravitation;
ce sont les dix potentiels de gravitation relatifs & ce systéme.

Nous supposerons essentiellement que dans ce systéme de
coordonnées, les gay sont des fonctions de z*, admettant des déri-
vées partielles des trois premiers ordres ; dans les domaines consi-
dérés les gy sont supposés continus ainsi que leurs dérivées pre-
miéres, les dérivées secondes peuvent étre discontinues. Ces conditions
sont invariantes pourvu que I’on n’admette que des changements
de coordonnées dérivables jusqu’au quatriéme ordre, les dérivées
premiéres et secondes correspondantes étant continues.

Nous supposerons aussi qu’il existe dans les domaines consi-
dérés un point ou la forme quadratique qui définit le ds® est du
type hyperbolique normal & un carré positif et trois carrés néga-
tifs :

ds? = P2_Q2_R2_82

Le discriminant g de la forme quadratique étant une fonction
constinue des z*, celle-ci sera du méme type tant que g ne s’annu-
lera pas ; cette condition est conservée par des changements de
coordonnées & déterminant fonctionnel non nul. Les points ou le
ds* n’est pas du type hyperbolique normal et en particulier les
points ou g s’annule doivent étre considérés comme singuliers
pour I'univers. L’équation ds* = 0 définit dans ces conditions,
en chaque point régulier de la variété un hypercine élémentaire
réel C, lieu des directions spatio-temporelles dans lesquelles se
propage la lumiére & partir de ce point.

2. Notations. — Pour expliciter le caractére hyperbolique normal
du ds? ou parfois pour faire jouer & certaines hypersurfaces un rdle
particulier, nous serons amenés a introduire des indices ne pouvant
prendre que les trois valeurs 1, 2, 3 ; les indices latins seront ré-
servés A ce cas, les indices grecs pouvant prendre les valeurs 1, 2,
3, 4. Sauf indication contraire ’indice 4 correspondra ala variable
présentant le caractére temporel étudié plus loin

f(z'a?, 2°, z*)
étant une fonction quelconque dérivable des z*, nous poserons :

A _ o

o
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En particulier si 2% = f» (2, 22, 2%, 2*) définit un changement de
coordonnées nous poserons :
’ ’
2 — g2 = A}
ozt 2
Inversement :
())\/.’I})‘ = A;:/
Ainsi le changement de coordonnées se traduira pour le tenseur
fondamental par la formule : %
)
By = AvALign,
Nous désignerons par \/» 'opérateur de dérivation covariante
dans la connexion Iy, attachée a l’espace de Riemann ; pour
un vecteur ¢ on a par exemple :

Vot = dyot + 180"

Nous désignerons enfin par Ray les composantes du tenseur de
Ricci relatif a I’espace :

« a Na a
Rlp. = darkp—d‘/\rap + 1 aﬁrgp_rg)\rﬁp

Pour tout vecteur ¢* on a I'identité :
(2-1) Ryuo* = Vu(Va#?) — Va(V ")

3. Les équations indéfinies du champ. — EiInNsTEIN a été conduit
aux équations aux dérivées partielles qui doivent limiter la géné-
ralité des potentiels du champ par deux conditions essentielles :
d’une part ces équations doivent généraliser les équations de
LapLacE et PoissoN qui déterminent localement le potentiel
newtonien, d’autre part elles doivent former un ensemble inva-
riant par tout changement de coordonnées permis. Nous écrirons
ces équations sous la forme :

(3-1) S7‘f* == XTX}L

symétrique par rapport aux indices 7. et u. et ou y désigne un facteur
constant. Les quantités Tay sont de signification purement méca-
nique et décrivent au point considéré I’état de la matiére en mouve-
ment (cas intérieur), ou bien, dans les régions non balayées par la
matiére, sont identiquement nulles (cas extérieur). Ces quantités
généralisent ainsi le second membre de ’équation de Poisson,
nous reviendrons sur leur choix ultérieurement.
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Les Say de signification purement géométrique sont astreintes
aux deux conditions suivantes :

10 Elles ne dépendent que des gi. et de leurs dérivées des deux
premiers ordres et sont linéaires par rapport aux dérivées du second
ordre.

20 Elles sont les composantes d’un tenseur conservatif.
(3-2) g)\HVXSILv =0

En effet par un choix convenable du systéme de coordonnées,
on peut donner a priori & quatre potentiels des valeurs arbitraires,
au moins dans une région de 'espace ; si les quantités Sy, étaient
totalement indépendantes, les six potentiels restant devraient
vérifier (par exemple dans le cas extérieur) dix conditions indé-
pendantes. Nous imposerons donc au tenseur Sy, les quatre condi-
tions (3-2).

La détermination des quantités Sy, trouvées intuitivement par
EinsTEIN, a été effectuée au moyen d’une méthode réguliére par
EL1E CARTAN qui démontra () que les seuls tenseurs satisfaisant
aux deux conditions précédentes sont les tenseurs :

1
S7\p. = h[R"Ap 9 g}\}L<R + k)]

ou k et k désignent deux constantes. Les équations aux dérivées
partielles correspondantes s’écrivent :

1
RN.L 9 glp.(R + k) = 7.T7\;L

en supprimant le facteur 2 surabondant. Nous ne considérerons
dans la suite que les équations & constante k nulle, la théorie qui va
suivre étant d’ailleurs immédiatement généralisable aux équations
a constante k non nulle (?). Les équations indéfinies du champ sont
done, dans le cas intérieur :

1
(3-3) RML ) g).p.R‘ = XT‘Ap.
et dans le cas extérieur :
1
(3'4) R)\p. —"2 g)\p‘R =0 ou RM" =0
(1) E. CarTAN. — Sur les équations de la gravitation d’Einstein (Journal

de Mathématique, t. I, 1922, p. 141, 203).
(?) Les équations & constante k non nulle (mais trés petite) ne sont utilisées
que pour certaines études cosmologiques (univers d’Einstein, de de Sitter).



14 SUR CERTAINS PROBLEMES GLOBAUX

4. Les équations générales du champ dans le cas extérieur
peuvent s’écrire :

1
Rkp =3 (R + k)g)\p.

Sous cette forme leur signification géométrique est immédiate :
Pespace-temps hors des masses ne doit, en chaque point, admettre
aucune direction principale de Ricci privilégiée.

Le probléme extérieur :

5. — Le probléme essentiel de toute théorie de la gravitation
est ce qu'on pourrait appeler le probléme du déterminisme ; dans
la théorie classique il s’énoncait ainsi : connaissant ’état d’un
systéme de masses 4 un instant ¢ (conditions initiales), déterminer
P’état de ce systéme & un instant ¢ quelconque. Mais d’une part en
relativité il n’est pas de variable temporelle privilégiée, d’autre
part nous ne savons pas encore d’une maniére précise ce que I'on
doit entendre par caractére spatial ou temporel. Il en résulte que
nous devons faire porter les « conditions initiales » par une hyper-
surface S a priort quelconque et que nous aboutissons, pour un
espace-temps extérieur, & ’énoncé suivant :

Etant donné le champ de gravitation sur une hypersurface S au
moyen des potentiels et de leurs dérivées premiéres, déterminer le
champ de gravitation extérieur dans tout son domaine d’existence.

Comment le champ de gravitation se propage-t-il dansla variété
a partir de ’hypersurface S ? On reconnait la, posé dans toute sa
généralité, le probléme de CaucHY relatif au systéeme d’équations
aux dérivées partielles :

B"Ap. =0

et & des conditions aux limites données sur S.

6. — Nous pouvons toujours supposer que I’hypersurface S qui
porte les « conditions initiales » est définie par I’équation :

=0
La donnée sur S des potentiels gi, détermine les dérivées pre-
miéres digiy tangentes 4 S ; les conditions initiales comprendront,
outre les valeurs des potentiels, les valeurs sur S des dérivées

9,8y (dérivées d’indice 1 par rapport a S). Nous nous proposons
de déterminer les valeurs sur S des dérivées partielles successives
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des potentiels ; cette recherche nous permettra de préciser dans
quelles conditions peuvent se produire, 4 la traversée de S, des
discontinuités des dérivées d’ordre supérieur au premier et (du
moins dans le cas ou les données sont analytiques) d’étudier I’exis-
tence et I'unicité des solutions.

Les seules dérivées secondes qui peuvent étre discontinues a la
traversée de S sont les dérivées d,, gau (dérivées d’indice 2); une
simple dérivation sur S fournit les valeurs de toutes les autres
dérivées secondes. Il nous faut donc mettre en évidence les dérivées
d’indice 2 dans les équations :

1
(6-1) R'Ay. = igap[daﬁ\gﬁp + d.Bp.gzl'— da.ﬁg‘/»y._' d)xp.gaﬁ]
+ K"Ag(gaﬁ' 7ga,p) =0
ou les Kyy ne dépendent que des potentiels et de leurs dérivées

premiéres. A ce point de vue, les équations se partagent en trois
groupes :

1
(6-2) Rij = —5 8M04gii + Fii(gagdy 8ap0yr8ap) = 0

1
® 3) g R“d = + 3 g74044gif + d)i(gaﬁ'oygag'dykgaﬁ) =0

1
( Ry=— b 810,48i5 + W (8ap0y8apIyk8ap) = 0

Fij, ®:, ¥ n’étant fonctions que des potentiels et de leurs dérivées
d’indice inférieur & 2, ont sur S des valeurs connues. On voit que
si g' est différent de zéro, le premier groupe d’équations fournit
les valeurs sur S des six dérivées 9, gi;. Il est & noter qu’aucun
groupe d’équations ne contient les dérivées o,2),. Cela ne doit
pas nous surprendre : la donnée sur S des potentiels et de leurs
dérivées premiéres laisse subsister la possibilité de changements
de variables conservant S point par point et les valeurs sur S de
g e et de o, oy ; de tels changements de variables ne modifient
pas les valeurs de 9,, gi;, mais permettent de donner & 9, g, des
valeurs arbitraires, en particulier permettent d’annuler éventuelle-
ment leurs discontinuités qui apparaissent alors comme des singu-
larités artificielles. Nous pouvons toujours supposer que, pour un
méme systéme de coordonnées, les o,, g2, n’ont pas de discontinuités
sur S ().

(') Autrement dit deux systémes de coordonnées, définis de part et d’autre de
S et se raccordant le long de S, peuvent étre considérés comme formant un
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A cette réserve prés, les dérivées secondes des potentiels sont
continues pour toute hypersurface pour laquelle g* est différent de
zéro. 11 est clair que cette conclusion s’étend aux dérivées succes-
sives des potentiels : il suffit, pour s’en rendre compte, de dériver
les équations (6-2) par rapport & 2% Au total cette étude ne fait
intervenir que les équations (6-2) a I’exclusion des équations
(6-3). ’,

7. Donnons-nous sur une hypersurface S des données de
Cavcny telles que, sur S, g* soit différent de zéro. Si ces données
sont analytiques, nous sommes assurés qu’elles déterminent (au
changement de variables prés signalé ci-dessus) une solution
unique des équations (6-2), solution dont nous connaissons le
développement selon les puissances croissantes de x*.

Il nous faut encore satisfaire aux équations (6-3). Les premiers
membres Ry, de ces équations sont liés aux Ry par les quatre

e . 1
conditions de conservation du tenseur Sy, = Ruy — 5 & R. Ces

conditions s’écrivent
v v 1
g**la,Ryg — MigRy, — IRl — 5 R = 0.

Elles peuvent, pour toute solution de (6-2), étre mises sous la
forme :

A=1i;  g*%,Ria = — ghonRy, + g“?'[‘épp\iz. + g*fri; Ry,
1
+ TRy, + 50,
1 2 agpY &
A= 4; Qé’“%Ru = — "R, + g gl&gﬂya + 2g%Pr,, Rgg
+ 2g*Th Ry,
ou

R = 2g"Riy + g%Ry,

Pour toute solution de (6-2) les Ras vérifient donc un systéme
de quatre équations aux dérivées partielles, linéaires et homogénes ;
ce systéme pouvant étre résolu par rapport aux 9, Ry, (puisque
g* est différent de zéro au voisinage de S)n’admet pour des données
sur S nulles, d’autre solution que la solution nulle. Par suite si une
solution de (6-2) (analytique ou non) satisfait aux équations (6-3)

méme systéme de coordonnées lorsqu’ils assurent la continuité a la traversée de
S des quatre quantités considérées. Une circonstance analogue sera étudiée a
propos des conditions de Schwarzschild.
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sur 'hypersurface S, elle satisfait & ces équations dans tout le
domaine d’espace-temps considéré (*). Ainsi pour que les équations
(6-3) soient vérifiées, il faut et il suffit que les données de CaucHY,
correspondant 4 la solution de (6-2) envisagée, satisfassent aux
quatre conditions obtenues en reportant dans les équations (6-3)
les valeurs des d,, gi; tirées de (6-2) soit :

&Ry + g4Riy =0 gMRy — gRy =0
c’est-a-dire :
(7-1) Si=Ri=0 SZ‘=R’,:——%R=0

Finalement, pourvu que les données de Cauchy satisfassent aux
quatre conditions précédentes et soient telles que, sur S, g* soit diffé-
rent de zéro le systéme des équations d’ Einstein admet, dans le cas
analytique, une solution unique. En particulier, dans ce cas, si deux
solutions des équations d’EINsTEIN admettent les mémes données
de CaucHY sur une hypersurface S telle que g* soit différent de
zéro, elles coincident & un changement de coordonnées preés
(théoréme d’unicité). Ce dernier résultat a été tout récemment
étendu par M. STELLMACHER (2) au cas ol les données sur S ne sont
pas supposées analytiques. Il serait extrémement important de
généraliser d’une maniére analogue le théoréme d’existence ; on
peut espérer y parvenir en utilisant des méthodes d’approxima-
tions successives inspirées de celles de H. LEwy. Malheureusement
elles se révelent ici comme d’une application particuliérement
délicate.

8. Les variétés caractéristiques. — Les conclusions générales
sont différentes dans le cas ou I’hypersurface S est telle que, le
long de S, g* est identiquement nul : il peut exister une infinité
de solutions des équations (6-1) correspondant aux mémes
données de CauvcHY sur S (3); les dérivées secondes des potentiels
peuvent étre discontinues a la traversée de S. On reconnait la des .
résultats classiques de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (variétés caractéristiques) ou des théories générales de la
propagation (surfaces d’onde). L’étude faite au cours des para-
graphes précédents montre ainsi que les hypersurfaces satisfaisant

() Le systeme des équations (6-1) est un systéme en involution.
(2) Mathematische Annalen, t. 115, 1937, p. 136-152.
(?) Cf. G. Darwots, op. cit., p. 10-13.

ANDRE LICHNEROWICZ. 2
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d la condition g** = 0 jouent le role de variétés caractéristiques
pour les équations d’Einstein.

Mettons cette condition fondamentale sous une forme inva-
riante. Si la variété S est définie par I’équation :

'f(xl, (172, x3’ 14) =0

il nous faut effectuer le changement de variable %' = f(«', 22, z°, %)
et

% &5 -
g = A .8" = g fof

Les variétés caractéristiques sont donc les variétés solutions de
P’équation aux dérivées partielles du premier ordre :

(8-1) Af = gMWo,f o,f =0

dont le premier membre A,f généralise le parameétre différentiel
du premier ordre de BELTrRAMI. La signification géométrique de
cette équation est immeédiate : les variétés caractéristiques sont
les variétés tangentes en chaque point au coéne C attaché a ce
point. Le céne C est le cone caractéristique des équations (6-1).

Il importe de noter que les variétés caractéristiques constituent
des éléments géométriques covariants a I’équation ds? = 0 :
deux ds? conformes 'un & 'autre admettent les mémes variétés
caractéristiques.

9. Bicaractéristiques des équations d’Einstein. Les varié-
tés'V caractéristiques des équations d’Einstein, peuvent étre engen-
drées au moyen des multiplicités caractéristiques de ’équation
(8-1), chaque multiplicité étant constituée par 1’ensemble d’une
courbe caractéristique et d’éléments de contact attachés a chaque
point de cette courbe et tangents & cette courbe. On donne aux
courbes L, caractéristiques de (8-1) le nom de bicaractéristiques
des équations d’ Einstein.

10 En un point M de I’espace-temps le plan tangent & une va-
riété V touche le cone élémentaire C attaché a M selon une généra-
trice G. Il résulte de la théorie des équations aux dérivées partielles
du premier ordre que la génératrice G est la tangente a la courbe
caractéristique L, associée & V en M; autrement dit le long des
courbes caractéristiques de (8-1) ds? = 0. Les courbes L, sont de
longueur nulle. i
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20 Désignons par 2H (z*, agf) le premier membre de I’équation
(8-1) et posons yi = a.f. Il vient :
2H(e%, yg) = g9y,

Les multiplicités caractéristiques de 1’équation (8-1) sont les
solutions du systéme d’équations différentielles :

b_H_____ﬁ—Z_H-_aE* ..... SH= t
oYy Y4 aat azt

ou ¢ désigne une variable auxiliaire. Elles satisfont en particulier
au systéme différentiel :
dz* _ oH dyg oH
9-1 ar 28, =2
(0-1) (@) dt 2y’ (0) dt 2P
Des équations (9-1) (a) on tire :
dz* dz
dt =g’§.?/p ou ¥p = Ep g
On reconnait dans le systéme (9-1), le systéme des équations cano-
niques d’Hamilton relatif a la fonction hamiltonienne H (=, yp)

et qui détermine par suite les géodésiques de :
A
ds? = 2H<x", gﬁ)\%> diz = g«A}deldy*"

Ainsi les bicaractéristiques des équations d’Einstein sont les
géodésiques de longueur nulle du ds? (géodésiques tangentes en cha-
cun de leurs points aux cones C). Ces lignes sont, comme les variétés
caractéristiques, covariantes a I’équation ds? = 0.

Les géodésiques de longueur nulle issues d’un méme point M de
I’espace-temps engendrent une hypersurface caractéristique ad-
mettant le point M comme point singulier et qui est appelée
conoide caractéristique de sommet M. Le cone C de sommet M est le
cone des tangentes en M. Nous appellerons intérieur du conoide
caractéristique au voisinage de M la région qui correspond a I'inté-
rieur du cone G ().

() Etendant un résultat classique de la théorie, des équations aux dérivées
partielles de type hyperbolique, M. STELLMACHER a récemment démontré dans
toute sa généralité la proposition suivante (cf. Mémoire cité au § 7) :

Etant donnée une solution des équations d’Einstein (analytique ou non)
déterminée par ses données de Cauchy relatives a4 une hypersurface S orientée
dans Pespace (Cf. § 12), les valeurs des dix potentiels en tout point M suffisam-
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En rassemblant les divers résultats obtenus, on voit que le
champ de gravitation présente, en relativité, le caractére d’un
phénoméne de propagation ; les variétés caractéristiques V, le
long desquelles peuvent se produire les discontinuités du champ,
jouent lerdle de surfaces d’ondes gravifiques et les bicaractéristiques
L, celui de rayons gravifiques.

Il est clair d’autre part que les variétés V, tangentes en chacun
de leurs points au céne G, lieu des directions spatio-temporelles
de propagation de la lumiére, sont aussi les surfaces d’ondes lumi-
neuses, les géodésiques L, de longueur nulle déterminant spatio-
temporellement les rayons lumineux.

On voit qu’il y a identité entre les lois de propagation de la lu-
miére et du champ de gravitation.

10. Variétés isothermes. — Au systéme des équations d’Einstein,
nous allons faire correspondre une équation a une seule fonction
inconnue (fonction ne figurant d’ailleurs que par ses dérivées) qui
admet les mémes variétés caractéristiques que le systéme d’Eins-
tein. D’une maniére plus précise,nous allons chercher les équations
aux dérivés partielles du second ordre linéaire et homogénes qui
satisfont aux deux conditions suivantes :

a) I’équation admet en chaque point le cone C comme cdne
caractéristique,

b) le premier membre de I’équation est susceptible d’une inter-
prétation géométrique et doit par conséquent étre invariant dans
tout changement de coordonnées.

Les équations satisfaisant & la premiére condition sont de la
forme :

gy, f — HPa f = 0
ou

g)\p'(a)\pj - ngbpf) =0

ment voisin de S, ne dépendent que des données relatives au domaine de S
intérieur au conoide caractéristique de sommet M.

Cette proposition apparaitra comme trés naturelle si I’on observe que, lorsque
M’ est suffisamment voisin de M, les deux points M et M’ peuvent étre joints
par une ligne d’univers partout orientée dans le temps ou partout orientée
dans I’espace (cf. par. 12) selon que M’ est intérieur ou extérieur au conoide
caractéristique de sommet M. L’énoncé précédent traduit donc simplement ce
que M. SteLLmMAcHER appelle la « structure causale » de I’espace-temps.
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en introduisant, au lieu des He, les quantités auxiliaires surabon-
dantes Il . En vertu dela condition d’invariance (indépendante du
tenseur fondamental) les quantités :

a‘/\(agf) - ng\pbpf

sont les composantes d’un tenseur & deux indices covariants ;

d,f étant un vecteur covariant, I'indice 2 est un indice de dériva-

tion covariante ; les II{, sont les coefficients d’une connexion
affine d’ailleurs arbitraire :

Il;p = FE;;; + X?\p.
ou XE;PL est un tenseur quelconque a trois indices.
L’équation la plus générale répondant & la question est done :

g-’\il(a)\pf - ngy.a‘of) - V'oblof =0

vr désignant un vecteur arbitraire. Au reste une équation a vecteur
v¢ non nul correspond géométriquement & un espace-temps doué
d’une connexion affine IIf, qui differe de la connexion I'(, de

I’espace de Riemann. Nous ne considérerons par suite que I’équa-
tion a vecteur ¢¢ nul :

(10-1) Aof = g (0y,f — 1,3,0) = 0

.

1L’équation (10-1) admet les mémes caractéristiques et bicaractéris-
tiques que le systeme des équations d’Einstein. La signification
gécmétrique du premier membre est immédiate : A,f = \/x (g2 d,f)
est la divergence du gradient de f et généralise ainsi le paramétre
différentiel du second ordre de BeELTRAMI. Les variétés a trois di-
mensions, solutions de I’équation (10-1), généralisent les variétés
isothermes de I’espace ordinaire ; il est clair qu’elles doivent jouer
dans la théorie un rdle important.

11. L’espace-temps étant rapporté aux coordonnées zV,
a2, 2%, x%, désignons par f(z'', 2*', ¥, %) une solution de I’équation
(10-1) (*). Si nous effectuons le changement de variables :

’ 4 ’ ’
at = fa", 2%, 2%, 2¥)

(*) Une telle solution est déterminée par les données de Cauchy sur une
hypersurface S qui n’est ni caractéristique ni tangente a une caractéristique.
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p ayant une valeur déterminée d’ailleurs quelconque, les variétés
¢ = G constituent une famille de variétés isothermes. On donne &
la coordonnée xz¢ le nom de coordonnée isotherme ; pour une telle
coordonnée : '

(11-1) Agz? = — gh*rf, =0

Revenons & des coordonnées quelconques. Les quantités A,x?
étant étroitement liées 4 la propagation du champ, interviennent
d’une maniére simple dans les composantes du tenseur de Riccr ().
Les équations d’Einstein peuvent ainsi, dans le cas général, se
mettre indifféremment sous 'une ou l'autre forme :

1 1 a1
(11-2) R)\p =—5 glpaa@g)\y -9 g)\aap(Azx ) 9 gp.ab)\(Azxa)
2 2 2
+ Hap(8ap 2+828) =0
1 1 1
(11-3) R)\P~ = p) gapbaﬁgxp. ) ga)‘aa(Asz’) 3 gp‘aaa(Azx)\)

+ K*(g*%, 2,27%) = 0
Il résulte des expressions (11-3) que lorsque la coordonnée ¢ est
isotherme, I’équation Ree = 0 ne contient pas d’autres dérivées
secondes que celles de gee. On voit ainsi que 1’on peut isoler, au
point de vue des dérivées secondes, 1, 3 ou 6 potentiels g+ en
supposant que le systéme de coordonnées a 1,2 ou 3 coordonnées
isothermes. Si toutes les coordonnées sont isothermes (11-2) et
(11-3) deviennent :

1
Ry = — 5 8"Poup8n, + Hip(8ap 248ag) = 0

et la séparation des potentiels est complete. C’est en mettant les
équations d’Einstein sous une forme équivalente qu’est apparue
primitivement le caractére de propagation du champ, particulier
a la théorie de la Relativité (2). L’importance des coordonnées iso-
thermes, qui sont en relation étroite avec cette propagation, appa-
raitra maintes fois de la maniére la plus nette dans les chapitres
suivants.

(*) Cf. CHAZY, op. cit. Tome II, p. 147.
(2) Cf. ExnsTEIN, Sitzungsb. Berlin 1918, p. 155-167 ; DE DoNDER, mém. Se.
Math., fasc., VIII et XIV ; G. DarMo1s, op. cit., p. 18-19.
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12. L’espace et le temps. — Les considérations qui suivent sont
relatives 4 un ds®* quelconque du type hyperbolique normal, exté-
rieur ou intérieur (1).

On dit qu’une ligne d’univers L est orientée dans le temps en un
point M de I’espace-temps lorsqu’elle est tangente en M & une di-
rection intérieure au cone C ; cette direction étant définie par les
dx*, la quantité

1s? = g, dz’dz”

calculée en M est positive. La ligne L est orientée dans l'espace
lorsque cette quantité est négative, elle est tangente & une bicarac-
téristique lorsque ds* = 0.

On dit qu’une hypersurface S est orientée dans l'espace en M
lorsque son élément plan tangent en M est extérieur aucdéne C;1’hy-
persurface étant définie par ’équation f(x!, x2, 23, 2*) = 0, la
quantité :

Af = g¥afo,f
calculée en M est positive. L’hypersurface S est orientée, dans le
temps lorsque cette quantité est négative, elle est tangente 4 une
caractéristique lorsque A, f = 0.

13. — Un ds? ne peut étre interprété physiquement que dans les
domaines de régularité dans lesquels il existe une famille a 1 para-
metre d’hypersurfaces S [f(a'...2t) = C] orientées dans 'espace en
tous les points du domaine considéré et une famille & 3 paramétres
de lignes d’univers L [g(a'...2%) = h, ¥ (21... 2) =k, y (2"... 2%) =]
orientés dans le temps en tous les points du méme domaine. Effec-
tuons un changement du systéme de coordonnées tel que les
hypersurfaces S deviennent les variétés x* = const. et les lignes L
les lignes ou z* varie seul. Dans ce systéme de coordonnées nous
dirons que la variable z* est une variable temporelle, z!, %, x?
définissant les variables spatiales correspondantes. Les hypersur-
faces #* = const. seront appelées sections d’espaces, les lignes ou
x# varie seul, lignes de temps. Nous supposerons toujours, dans
la suite de ce travail, que l’espace-temps est rapporté & un tel
systéme de coordonnées.

() Les équations du cas intérieur ne différant des équations extérieures que
par la présence d’un second membre, les variétés solutions de (8-1) sont encore
caractéristiques pour les ds? intérieurs. Cf. ci-dessous par. 20.
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Les lignes de temps étant partout orientées dans le temps :
ds? = g, (da?)2 > 0
et dans les domaines considérés, g,, est une quantité essentiellement
positive. Les sections d’espace étant partout orientées dans I’espace
At >0

et g* est aussi une quantité essentiellement positive.

Les cas ou g% et g,, s’annulent, cas correspondant respectivement
a une ligne de temps tangente & une bicaractéristique et & une
section d’espace tangente a une caractéristique, sont formeliement
écartés.

L’ensemble des deux propriétés g, > 0 et g* > O caractérise
Pespace et le temps.

Théoréme :en tout point régulier de I'espace-temps, les deux formes
quadratiques g X: X; et gi; X Xi sont définies négatives.
Dans la forme quadratique fondamentale :

g)\{LX)\X!‘

forme qui est du type hyperbolique normal, faisons apparaitre
le carré associé a la variable a* :

1
gmxlx*‘ = Tu (X + 842 X? + £45X° + 2 X*)? + ¢(X1, X2, X3)

Le carré ainsi mis en évidence est positif puisque g,, est positif,
la forme @ est donc définie négative. Effectuons, dans ’identité
ci-dessus, la substitution X*» = gh* X, & module g 7= 0. Il vient :

" 1 ;
FUXGX, = oo (X + $(g7X,)
Pour X* = 0, cette identité se réduit a :
gUXX; = (giX)
® étant une forme définie négative, il en est de méme pour la forme

quadratique g7 X: X;. Il est clair que corrélativement, g étant
positif, la forme gi; X X7 est aussi définie négative.

14, — Nous allons maintenant signaler trois cas spéciaux parti-
culiérement importants :

10 Si la coordonnée z* est tsotherme, les sections d’espace sont des
variétés isothermes

awl%
ghi M—O
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20 Un espace-temps est dit statique s’il existe un systéme de
coordonnées (2, 22, 2%, x*) tel que les potentiels giy correspondants
soient tous indépendants de z%. Cette condition est conservée dans
tout changement de coordonnées ne modifiant pas les lignes de
temps et tel que la nouvelle variable temporelle ¥ soit liée a
Pancienne par une relation de la forme :

2 = A(z!, o2, 23)2t + B(at, 22, 2°)

Ne peuvent étre statiques que les espaces-temps admettant un

groupe d’isométrie dont les trajectoires sont partout orientées
dans le temps.

15. 3° Les espaces-temps orthogonaux. — Nous dirons qu’un
espace-temps a été mis sous forme orthogonale ou plus briévement
est orthogonal, lorsqu’il est rapporté & un systéme de coordonnées
tel que les lignes de temps soient orthogonales aux sections d’es-
pace. Analytiquement cette propriété se traduit par les conditions ¢

2, =0 ou =0
le ds? prenant alors la forme :

ds? = gy (d2t)? 4 gijdxidxi
Nous noterons que dans ce cas :

818" =1
L’interprétation physique de ces systémes de coordonnées.
est trés simple : les deux nappes du céne C sont symétriques.
par rapport & I’hyperplan élémentaire da* = 0. Désignons par
M (z*) le sommet du cone C et par M, (2° + dzf, z* + dz?) et
M, (¢ + dzf, z* — dz*) deux points symétriques appartenant
respectivement aux deux nappes de C; MM,’ représente le dépla-
cement infiniment petit associé a4 un rayon lumineux allant du
point d’espace A (zf) au point d’espace A’ (2! + dzf) dans le
temps dz?* (ceci au voisinage de l'instant z!) ; de méme M, M
peut étre considéré comme représentant, aux infiniments petits
d’ordre supérieur prés, le déplacement infiniment petit associé
aun rayon lumineux allant de A’ & A dans le méme temps dat. Le
choix des variables d’espace et de temps est donc tel que P’aller et.
le retour d’un rayon lumineux s’effectuent, pour un déplacement

infiniment petit, dans le méme temps.
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16. Les équations du champ intérieur — le tenseur T5,. — Comme
on I'a vu au par. 3 les équations du champ intérieur s’écrivent :

1
(16-1) R‘A‘u. -9 g)\luR = XT‘A;J.

Le tenseur Thu introduit au second membre (tenseur d’énergie
de la matiére) doit décrire completement la matiére en mouvement.
La connaissance parfaite de ce tenseur nécessiterait une théorie par-
faite de la constitution de la matiére. Il faudra donc nous contenter
comme en mécanique classique, d’une schématisation plus ou moins
raffinée a laquelle correspondra un tenseur Ty plus ou moins
complexe, représentant au mieux I’état de la matiére. Ce tenseur
contiendra différents termes correspondant aux différentes sortes
d’énergies que peut admettre celle-ci ; le terme le plus important
expérimentalement est celui qui correspond aI’énergie pondérable,
puis vient ’énergie provenant des forces de pression, énergie qui
est trés petite vis-a-vis de la premiére mais trés grande par rapport
a toutes les autres (viscosité, énergie du champ électro-magné-
tique, etc...)

Pour des problémes de mécanique relativiste, nous utiliserons
de préférence I'un ou I'autre des deux schémas suivants.

10 Nous ne ferons figurer, en premiere approximation, dans le
tenseur d’énergie que I’énergie pondérable de la matiére. Dans ce
cas, appelé cas schématique intérieur, nous poserons :

(16-2) T™ = cutut

Les éléments introduits sont :

a) un scalaire essentiellement positif ¢ qui mesure la densité de la
matiére relative & un observateur lié & l'instant considéré, a la
particule matérielle considérée.

b) un vecteur unitaire u* appelé vitesse généralisée de la parti-
cule matérielle. Les trajectoires du champ de vecteurs u* sont
appelées lignes de courant. Le vecteur u?, étant unitaire, est orien-
té dans le temps :

gmu)‘u*‘ =1

20 Nous pourrons compléter le tenseur d’énergie en y faisant
P P
figurer I’énergie correspondant aux forces de pression superficielles.
Dans ce cas, appelé cas de fluide parfait, nous poserons :
9 1

(16-3) T™ = putu® — pg™*  p>0
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Le scalaire p introduit représente la pression du fluide ; il est
trés petit par rapport a la densité p —p de la matiére au repos.

Ces deux scalaires sont liés par I’équation d’état :
p—p =2(p)

ou ¢ est une fonction non décroissante.

17. — En contractant les équations (16-1) il vient :
R =—y«T

Les équations du champ intérieur peuvent donc se mettre sous la
forme

1
(17'1) RML =X [TML ) gXpT]

Plagons-nous dans ’hypothése du fluide parfait ; T étant égale a
p—4pona:

1
(17-1) Ry = x [puauy, — 5 (e — 2p)]

Sous cette forme, il est aisé de déterminer les directions prinei-

pales de I’espace-temps, ce sont les directions conjuguées communes
aux deux cdnes :

HXPXP =0 et Ry, X'X* =0
ou

B XMXE =0 et uu,X'X* = (5,XM2 =0

c’est-a-dire les directions conjuguées communes au cone C et & un
hyperplan double, orthogonal & la ligne de courant. Les directions
principales sont done la direction de la ligne de courant et toutes
les directions perpendiculaires. Un espace-temps intérieur admet,
dans le cas du fluide parfait (et aussi dans le cas schématique inté-
rieur p = 0) une seule direction principale privilégiée.

18. Les conditions de conservation. — Le tenseur Sy, =
Rxp—; gne R étant conservatif, il en est de méme pour le

tenseur T5y. On peut mettre les conditions de conservation sous
la forme

TAT™) =0

Nous allons envisager séparément le cas schématique intérieur
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et le cas du fluide parfait. Dans 'un et ’autre cas le vecteur u?
est unitaire de telle sorte que :

(18-1) u,V5ut =0

10 Cas schématique intérieur. — Les conditions de conservation
s’écrivent :

Valpu'u) = 0

En tenant compte de (18-1), il vient :
(18-2) Valeu?) = 0
(18-3) urJ5ut = 0

La signification géométrique de ces équations est trés simple:
(18-2) exprime que la divergence du vecteur p u*, vitesse matérielle

généralisée, est nulle, (18-3) que les lignes du courant sont des géo-
désiques du ds?.

20 Cas du fluide parfait. — Un calcul immédiat montre que :
(18-4) Valpu?) = utoyp
(18-5) Wt = 22 (g wap)

Ces équations difféerent peu des équations correspondantes du
cas schématique intérieur, les seconds membres étant pratique-
ment trés petits par rapport aux premiers ; (18-4) exprime que la
divergence de la vitesse matérielle généralisée est égale & la dérivée
de la pression le long de la ligne de courant. L’interprétation géo-
métrique des équations (18-5) a été donnée par ExseNHART (1) : les
lignes de courant, qui différent peu de géodésiques du ds?, sont
rigoureusement géodésiques de :

ds® = e2¥ds? Y =fd__p

?

Soit en effet @» = &7 u* le vecteur collinéaire a u* et de mesure
1 relativement a ds2. Si T désigne 'opérateur correspondant de
dérivation covariante
ur Uy ut = e 2wt U, ut — oy ¢utut)
or:
ur s ut = ut V7, ut — 2,4(g™ — 2uub)

() EiseNBART. — Transactions of. Am. Math. Soc., 1924, p. 210.
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Il vient par suite :

) v)\ u = e‘aq’[u)‘ V) ut — a;‘up(gx*‘ — u)‘u*‘)]

>
Sia) = %—p, a* 7aa* est nul et les lignes de courant sont des

géodésiques de ds.

19. Le probléme intérieur. — Si nous nous plagons dans le cas
schématique intérieur, les équations du champ s’écrivent :

1
(19-1) R)\;.L = 7.9[“%“;; D) g)\p]
g'vu,u, =1 avec la conditionp > 0

Etant données, sur une hypersurface S, les valeurs des potentiels
& et de leurs dérivées premiéres, nous nous proposons de déter-
miner les valeurs sur S des dérivées successives des potentiels
ainsi que les valeurs de p, des u) et de leurs dérivées. Comme dans
le probléme extérieur, nous supposerons que I’hypersurface Sest
définie par I’équation 2¢ = 0 et qu’elle n’est tangente en aucun de
ses points au céne C (g == 0). Dans ces conditions le systéme
(19-1) est équivalent au systéme des équations (19-2), (19-3), (19-4)

(19-2) Rij = yeluiw; — é gl

R = ypuut
19-3
(19:9) R —-—-é R = ypu,ut

(19-4) gxf‘u-,\u“ =1 avec la condition o> 0

Les équations (19-3) ne contenant aucune dérivée d’indice 2
(cf. par. 7, et formules 7-1), les données de CAucHY déterminent
les valeurs sur S des quantités :

Rt = S8 Rg—é R = S
On tire des équations (19-3) :
T St

et en reportant dans (19-4)

yout = g."*‘S;\‘SP‘ = ou
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Nous supposerons que la quantité Q% qui a sur S une valeur
connue, y est différente de zéro. Il vient dans ces conditions :

5,4 Qa4 (Q14)2
W = gas = o> 1= "ga

¢ étant essentiellement positif, nécessairement :
1 /
S# = R* — , g“R>0

p et wy étant connus, les équations (19-2) fournissent les valeurs
sur S des dérivées d,, gij. Ainst st g et 0% sont différents de zéro,
si 5% est positif, les quantités uy, o, d44 gij ont sur S des valeurs bien
déterminées et ne peuvent étre discontinues a la traversée de S ().

Observons d’autre part que nos inconnues doivent satisfaire
aux conditions de conservation (18-2) et (18-3) que nous écrirons
sous la forme :

(19-5) s u“a4p + 93411'4 = A(gzﬁv aygaﬁv u®, biuaa Py dip)
u‘a4u7‘ = B)(gaﬁ, aygﬁv u®, aiu’)

Les seconds membres prennent sur S des valeurs connues ; u?
étant différent de zéro puisque S* est différent de zéro, les équa-
tions (19-5) fournissent les valeurs de o,u* et 3,0. Des dérivations
successives par rapport a la variable z%, effectuées soit sur (19-2)
soit sur (19-5), fournissent les valeurs de toutes les dérivées cher-
chées.

Au point de vue de P’existence et de I'unicité de la solution, les
considérations précédentes nous permettent (du moins dans le cas
analytique (?)) d’affirmer que, moyennant les hypothéses énoncées,
les données de CAucHY sur S déterminent une solution et une seule
du systéme (19-2), (19-5) qui satisfasse sur S aux équations (19-3)
et (19-4). Les équations (19-5) étant les conditions de conserva-
tion, les équations (19-3) et (19-4) sont alors vérifiées partout. Le
probléeme de Caucuy relatif au systéme (19-1) admet, dans les
hypothéses énoncées, une solution unique.

() 11 se produit pour les potentiels g\, une circonstance identique & celle
étudiée dans le cas du prob éme extérieur.

(2) Le théoréeme d’unicité a été étendu par M. STELLMACHER au cas ou les
données ne sont pas supposées analytiques.
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20. — Examinons plus attentivement les hypothéses faites.
Dans ce but donnons-nous effectivement un champ intérieur et
cherchons les hypersurfaces S & la traversée desquelles peuvent se
produire des discontinuités.

Il en est ainsi :

a) lorsque S est tangent au cone C (g* = 0) ;

b) lorsque les deux conditions Q% = 0 et S** = 0 sont simultané-
ment satisfaites, c’est-a-dire lorsque S est tangente @ une ligne de
courant ou engendrée par des lignes de courant (u* = 0).

Il est impossible de satisfaire seulement a 'une des deux condi-
tions du b) : si S* étant nul, Q* était différente de zéro, p devrait
étre infini, si, Q% étant nul, S* était différent de zéro, p devrait
étre nul et u* infini.

Dans le cas du fluide parfait, les conclusions sont analogues. En
dehors des variétés caractéristiques partout tangentes au cone G
et des variétés engendrées par des lignes de courant, il s’introduit
une nouvelle classe de variétés exceptionnelles constituée par les
fronts d’onde de ’hydrodynamique classique.

21. Condition de raccordement de Schwarzschild. — Considérons
un modéle d’univers a plusieurs masses ; chacune de ces masses
engendre un tube d’univers limité par une hypersurface S (). A
Pintérieur d’un tube d’univers, le ds? est intérieur et satisfait aux
équations (3-3) ; a extérieur de tous les tubes d’univers le ds® est
extérieur et satisfait aux équations (3-4). Nous supposerons qu’il
est toujours possible de rapporter 'univers & des systémes de
coordonnées tels que, dans les différentes régions envisagées, les
potentiels et leurs dérivées premiéres soient continus (cf. par. 1)

Comment les deux ds? se raccordent-ils sur la frontiére S d’un
tube d’univers ? Il est naturel de poser, avec SCHWARZSCHILD, la
condition qu’il existe un systéme de coordonnées (que nous désigne-
rons par z*') tel que les potentiels et leurs dérivées premiéres soient
continus d la traversée de S. Mais il se présente alors des difficultés
en tout point analogues a celles rencontrées dans les par. 6 et 19 ;
on n’est assuré que cette condition est conservée que pour des
changements de coordonnées a dérivées secondes continues, a la

(1) On verra ultérieurement que la frontiére d’un tube d’univers est aussi
bien ponr le champ intérieur que pour le champ extérieur partout orientée
dans le temps.
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traversée de S. Par suite si nous nous donnons effectivement les
deux ds? dans un méme systéme de coordonnées (K), il parait diffi-
cile, lorsque les potentiels relatifs & (K) et leurs dérivés premiéres
ne sont pas continus a la traversée de S, de savoiv si ces deux ds? sa-
tisfont ou non 4 la condition de raccordement de SCHWARZSCHILD.

La solution de ces difficultés nous sera donnée par le théoréme
suivant :

THEOREME. — Si U'on effectue un changement de coordonnées quel-
conque tel que S soit, dans le nouveau systéme, définie par l'équation
x* = 0, les potentiels gi; relatifs @ ce nouveau systéme sont continus
a la traversée de S ; st le changement de coordonnées est a dérivées
premiéres continues, les potentiels gi. ainsi que les dérivées pre-
miéres des potentiels gij, sont continus a la traversée de S.

Dans le cas général et d’aprés nos notations, les seules quantités

A%I qui puissent étre discontinues, sont de la forme AY. Or

Wl

- W
8ij = A% i N
Si les AZ‘ sont eux-mémes continus & la traversée de S, il en est de

méme pour les dérivées ai A; et les quantités :
7\,}1-,?, }LI ‘AI ;\/ }L,
2,8 = AT W8y + [A joA, + AGYA 4] &y’
sont continues & la traversée de S.

Considérons en particulier un changement de coordonnées tel
que, dans le nouveau systéme, les potentiels g): prennent quatre
valeurs imposées ; S étant orientée dans le temps, il est possible
par exemple de réaliser les conditions :

ga=0  gu(=g¥=—1

Il suffit pour cela de mener, en chaque point de S et de part et
d’autre, la géodésique normale & S ; ces géodésiques seront les
lignes le long desquelles la coordonnée z* varie seule, la valeur
absolue de cette coordonnée coincidant avec celle de ’arc de géodé-
sique mesuré 4 partir de S. Un tel systéme de coordonnées est
appelé systéme de coordonrées de Gauss relatif & S. Dans ces
conditions :

ds? = — da* + gydaida

En vertu du théoréme précédent, les gi; sont continus a la
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. . ’
traversée de S. Par suite le vecteur qui a pour composantes AZ

dans le systéme primitif, vecteur qui est normal & S de part ot
d’autre et dont le carré du module est égal & — 1, est continu & la
traversée de S. Le changement de coordonnées étant & dérivées
premiéres continues, les dérivées 3, gi; des potentiels sont conti-
nues 4 la traversée de S.

Au total la condition initiale est équivalente & la suivante :
dans le systéme de coordonnées de Gauss relatif a S (systéme lié
invariantivement & S et aux ds?) les potentiels et leurs dérivées
premiéres sont continus d la traversée de S. Sous cette forme, il est
facile de voir directement si deux ds?, donnés dans un systéme (K)
quelconque, se raccordent ou non.

22. Problémes de raccordement; prolengement de l'intérieur
vers I'extérieur. — Etant donné un ds? intérieur limité a4 une hyper-
surface quelconque S, nous proposons de rechercher s’il existe un
ds? extérieur se raccordant le long de S, au sens de SCHWARZSCHILD
avec le ds? intérieur. Nous dirons que nous traitons le probléme du
prolongement de I'intérieur vers I’extérieur.

TaEOREME. — Pour que le probléme du prolongement de U intérieur
vers U'extérieur admette une solution unique, il faut et il suffit :

10 gue U’ hypersurface S soit engendrée par des lignes de courant du
champ intérieur ;

20 que, dans le cas du fluide parfait, la pression p, s'annule le
long de S.

La condition est nécessaire.

Supposons qu’il existe un ds* extérieur se raccordant le long
de S avec le ds? intérieur ; il existe alors un sytéme de coordonnées
tel que les potentiels et leurs dérivées premiéres soient continus &
la traversée de la variété S. Cette variété étant supposée définie
par P'équation z* = 0, les quantités :

S* = R? SZ:RZ——%R

qui ne dépendent que des dérivés d’indice 1 par rapport & S sont
aussi continues a la traversée de S. Ces quantités sont d’ailleurs
nulles dans tout I'espace-temps extérieur et par suite sur S. Or
pour que les quantités S¥ relatives au champ intérieur s’annulent

ANDRE LICHNEROWICZ. 3
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sur S, il faut et il suffit que u? dans le cas schématique intérieur,
vt et p dans le cas du fluide parfait, prennent partout sur S la
valeur zéro.

La condition est suffisante.

L’hypersurface S étant supposée engendrée par des lignes de
courant, est partout orientée dans le temps. Dans ces conditions,
nous pouvons toujours supposer (bien que ce ne soit pas stricte-
ment indispensable) que dans le voisinage de S le ds? intérieur a
été rapporté aux coordonnées de Gauss. Il est alors clair que le
probléme posé est le probléme extérieur relatif & une variété S
non tangente au cone C, les données de CavcrY vérifiant sur S les

quatre conditions :
1

R;=0 R;—5R=0

Nous savons qu’un tel probléeme admet, du moins dans le cas
analytique, une solution unique, ’existence de cette solution
n’étant d’ailleurs assurée que dans un certain voisinage de S. Au-
dela de ce voisinage, la solution peut présenter des singularités
et disparaitre. L’interprétation de telles singularités nous sera

donnée par I'étude du probléme inverse..

23. Prolongement de I’extérieur vers I'intérieur. — Etant donné
un ds? extérieur limité & une hypersurface S, nous nous proposons
de rechercher s’il existe un ds? intérieur se raccordant avec lui le
long de S. A priori ’hypersurface S ne peut étre quelconque. S’il
existe un ds? intérieur, répondant a la question, S doit étre engen-
drée par des lignes de courant de ce ds%. Or dans le cas schématique
intérieur, ces lignes sont des géodésiques du ds? intérieur et par
suite, des géodésiques du ds® extérieur. Ainsi, la frontiére S doit
étre dans ce cas engendrée par des géodésiques du ds* extérieur,
géodésiques d’ailleurs orientées dans le temps. Il en est sensible-
ment de méme dans le cas du fluide parfait : p devant s’annuler
sur S, le ds? d’Eisenhart se réduit sur S au ds? frontiére et les lignes
de courant qui engendrent S sont des géodésiques du ds? frontiére,
trés voisines de géodésiques du ds? extérieur ().

(*) Revenons au phénoméne élémentaire de gravitation ; considérons le
tube d’univers décrit, par une masse matérielle trés petite ; dans le cas schéma-
tique intérieur ce tube est nécessairement, engendré par des géodésiques du
ds? extérieur. Il en est encore ainsi a trés peu pres \puisque la partie principale
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Si nous passons en coordonnées de Gauss, le probléme posé
apparait comme un probléme intérieur relatif & une variété S qui
peut étre engendrée par des lignes de courant ; nous avons vu que
c’est 12 un cas exceptionnel ou le probléme de Caucuy considéré
n’est pas correctement posé. Cette circonstance traduit un fait
bien connu dans la théorie classique ; il n’existe pas toujours une
distribution matérielle réelle (4 densité positive) produisant a’exté-
rieur des masses un champ de gravitation donné ; s’il en existe
une, il en existe une infinité. On voit, et cela apparaitra encore plus
clairement dans la suite, combien la circonstance précédente est
liée étroitement au caractére essentiellement positif des masses
considérées.

24, — Les singularités (') présentées par un champ extérieur
(cf. par. 22) ne peuvent avoir, par elles-mémes, aucune espéce de
signification physique. Un ds* extérieur ne peut étre interprété
physiquement que lorsqu’il est possible de faire disparaitre ces
singularités en les « meublant », ¢’est-a-dire lorsqu’il est possible de
choisir des tubes d’univers S entourant les diverses singularités du
champ extérieur et tels qu’il existe, pour chaque S, un champ
intérieur régulier partout a I'intérieur de S et se raccordant sur S
avec le champ extérieur. Il est a noter que les problémes de prolon-
gement de ’extérieur vers I'intérieur ainsi posés sont essentielle-
ment des problémes globaux, alors que les problémes envisagés
aux par. 6-19-23 sont des problémes purement locaux, la régularité
de leurs solutions ne devant étre assurée qu’au voisinage de S.

Si Pon peut « meubler », au sens précédent, les singularités, du
champ extérieur, le ds? provenant de la réunion des divers champs
intérieurs et du champ extérieur (pris hors des frontiéres S) est
régulier dans tout le domaine envisagé. Ce ds® constitue la repré-
sentation géométrique d’un univers ou le champ de gravitation

de I’énergie est toujours 1’énergie pondérable) pour un tenseur matériel du type
le plus général. Dans ces conditions, quelle que soit la structure adoptée pour
le tenseur T, la ligne d’univers décrite par une masse infiniment petite est
toujours a la limite, une géodésique du champ de gravitation extérieur. La
loi élémentaire de la gravitation apparait ainsi comme une conséquence des
conditions de conservation et des conditions de raccordement du champ inté-
rieur et du champ extérieur.

() Les ds? extérieurs étant les solutions d’un systéeme d’équations aux dérivées
partielles du type hyperbolique, leurs singularités se propagent indéfiniment
dans le temps (cf. chapitre II).
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extérieur peut étre considéré comme produit par les diverses
masses introduites (%).

25, Les deux propositions fondamentales. — Il est naturel de
penser que tout champ extérieur donné, interprétable physique-
ment, porte en lui-méme, en quelque sorte, ’empreinte des masses
matérielles susceptibles de le produire : si I’on a pu meubler toutes
les singularités d’un champ extérieur, il doit étre impossibled’in-
troduire dans le champ une nouvelle masse compatible avec ce
champ. Ainsi ce sont les singularités d’un champ extérieur qui
doivent donner la distribution des masses matérielles capables de
projeter ce champ : un champ extérieur étant donné, tout tube
d’univers de ce champ qui peut étre meublé en masse, doit conte-
nir & son intérieur une singularité du champ.

Il nous apparait donc comme essentiel de n’envisager que des
champs de gravitation vérifiant la proposition suivante :

PropositioN A. — L'introduction de masses matérielles dans un
champ extérieur donné ne peut seffectuer que dans des domaines
ot ce champ admet des singularités.

La recherche de conditions & adjoindre aux conditions locales
d’Einstein pour que cette proposition soit vérifiée, fera I’objet
du chapitre III de ce travail.

Il résulte de la proposition A que si un espace-temps extérieur
est régulier partout, il ne peut contenir aucune masse matérielle.
Un tel espace-temps constitue la représentation d’un univers vide
de matiére. Or nous avons vu dans la premiére partie de ce chapitre
que tout univers vide de matiére doit nécessairement étre eucli-
dien. Nous sommes donc amenés & n’envisager que les espaces-
temps extérieurs vérifiant la proposition suivante :

ProposiTioN B. — Tout espace-temps extérieur régulier partout
est nécessairement euclidien.

Nous verrons qu’il n’en est pas ainsi pour les espaces-temps
extérieurs les plus généraux. Il nous faudra donc essayer de com-
pléter I'axiomatique de la théorie par des conditions telles que la
proposition B soit vérifiée. C’est ce second probléme sensiblement
moins difficile que le premier, que nous allons étudier au chapitre I1.

(1) C’est ce qui apparait d’une maniére particuliérement claire dans le cas
du ds? extérieur de Schwarzschild (cf. Chazy, op. cit., t. 11, p. 96-128).




CHAPITRE 11

ESPACES-TEMPS EXTERIEURS REGULIERS PARTOUT

1. Régularité d’un espace-temps. Nous allons, pour plus de
clarté, rassembler les diverses conditions de régularité signalées
au cours du chapitre I. Un espace-temps rapporté a un systéme
de coordonnées (x*) est régulier dans un domaine D lorsqu’il
satisfait dans ce domaine aux conditions suivantes :

10 Les potentiels relatifs au systéme (z*) et leurs dérivées
partielles jusqu’au second ordre sont des fonctions continues des
coordonnées.

20 Le ds? est du type hyperbolique normal & un carré positif
et trois carrés négatifs;le discriminant g est essentiellement né-
gatif et ne peut s’annuler en aucun point du domaine D.

30 L’espace-temps se trouve rapporté & des lignes de temps
et & des sections d’espace ; x* désignant toujours la variable
qui présente le caractére temporel, les quantités g, et g* sont
essentiellement positives et ne peuvent s’annuler en aucun point
du domaine D ; les deux formes quadratiques g;X*'X7 et g¥ XiXj
sont, dans ce domaine, définies négatives (*).

Lorsque la variable z* varie entre deux valeurs quelconques
arbitrairement voisines, ¢ et b, la variété a* = const. correspon-
dante balaye une certaine région non limitée dans le champ des
variables (z?) et que nous désignerons par (R). Nous dirons qu'un
espace-temps est régulier partout (dans I'espace) lorsqu’il existe
un systéme de coordonnées (z*) et une région (R) correspondante
tels que Pespace-temps, rapporté au systéme (z*), soit régulier
dans tout domaine D appartenant a (R).

(1) Nous dirons encore lorsque ces trois conditions sont remplies, que le sys-
téme () est, pour I’espace-temps considéré, un systéme de référence régulier.
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2. — Domaine a linfini d’un espace-temps. Considérons
un espace-temps rapporté a un systéme de coordonnées (z*) et
satisfaisant aux conditions suivantes :

10 Sur toute variété z* = const. d’une région (R), il existe des
points pour lesquels la « distance r » mesurée par I’expression :

r= V(@) 4+ (@R + (2

surpasse toute valeur donnée & I'avance.

20 L’espace-temps, rapporté au systéme (z*), est partout ré-
gulier dans (R), sauf peut-étre dans certains domaines tout en-
tiers situés & distance finie.

Dans la région ou I'espace-temps est régulier, chaque section
d’espace peut étre considérée comme un espace de RIEMANN rap-

porté aux coordonnées (z!) et admettant la métrique :
— do? = g,-jdxidxf

Dans cette région, tragons, sur les diverses sections d’espace,
des courbes L partant d’un point M, arbitraire et s’éloignant
a Pinfini, c’est-a-dire contenant des points M en lesquels r peut
prendre des valeurs arbitrairement grandes. Si, quelle que soit L,
la longueur
~M
¢ = jMo \/~— gijdxidai

augmente indéfiniment avec r, nous dirons que I’espace-temps
considéré admet un domaine a U'infini dans Uespace et que le sys-
téme de coordonnées (z*) est régulier dans ce domaine & I’'infini.

3. Comportement asymptotique euclidien. — Lorsqu’un espace-
temps extérieur quelconque admet un domaine & l'infini dans
I’espace, les points de ce domaine & I'infini (c’est-a-dire les points
pour lesquels r est supérieur & un nombre donné M arbitraire-
ment grand) peuvent étre considérés comme la représentation
géométrique des points de I'univers situés & trés grande distance
des masses. Dans ce domaine a I'infini, 'univers doit étre sensible-
ment euclidien, puisque toute masse élémentaire qui y est intro-
duite peut étre regardée comme isolée. Pour un certain choix
du systéme de coordonnées (z*) et pour des valeurs de r suffisam-
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ment grandes, le ds® extérieur doit ainsi étre trés voisin du ds?
euclidien (%) :
= 0 pour A% p

ds? = SXdeldx*" avec &, (=—1pour h=p=1

Il apparait donc comme naturel de supposer qu’il existe, pour
les espaces-temps extérieurs admettant un domaine a I'infini,
un systéme de coordonnées (x*) régulier dans ce domaine a !’'in-
fini et tel que les potentiels gay correspondants tendent unifor-
mément vers les quantités du, lorsqu’on s’éloigne & I'infini sur les
sections d’espace d’une région (R).

Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que 1’espace-temps extérieur
considéré admet un comportement asymptotique euclidien (?).

4. Les hypotheéses fondamentales. — Conformément aux consi-
dérations précédentes, nous n’envisagerons, dans ce chapitre,
que des espaces-temps réguliers partout satisfaisant, pour un
certain choix du systéme de coordonnées, a 'une ou a I'autre des
deux hypotheéses suivantes :

10 L’espace-temps est tel que les sections d’espace soient des
espaces clos, sans frontiéres.

20 I’espace-temps admet un domaine a l'infini dans I’espace
et, dans ce domaine, un comportement asymptotique euclidien.

Nous supposerons de plus, dans ce dernier cas, qu’il existe au
moins un point & distance finie pour lequel g, est inférieur ou
égal & 1;il en est par exemple ainsi lorque, au voisinage de 'infini
844 st de la forme :

u=1—¢y
€44 €tant un nombre positif tendant vers zéro quand on s’éloigne
4 P'infini. Lorsque ’espace-temps considéré est mis sous forme
orthogonale, interprétation physique de cette condition est im-
médiate : dans le domaine & l'infini et pour le systeme de coor-
données considéré (qui est quasi-galiléen (®) dans ce domaine),
la vitesse de la lumiére est inférieure & C et tend asymptotique-

(*) La vitesse de la lumiére est prise égale a I'unité.

() Pour plus de détails sur la notion de comportement asymptotique. Cf.
CH. RacinEg, thése, p. 9-11.

%) Cf. Cuazy. — Op. cit., t. 11, p. 125-126.
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ment vers C quand on s’éloigne a l'infini (*). Nous verrons que
cette interprétation peut é&tre considérée comme valable pour les
diverses classes d’espaces-temps étudiées au cours de ce chapitre.

Nous désignerons désormais les deux hypothéses précédentes
sous le nom d’hypothéses (H).

5. — Supposons que I'une des hypothéses (H) soit remplie,
et considérons les diverses valeurs prises, sur une section d’espace-
déterminée, par la fonction g, qui est partout positive ; la borne
inférieure m de ces valeurs est effectivement atteinte en un point
& distance finie de la section d’espace.

Il importe, pour la théorie que nous allons développer, de rap-
procher de ce fait fondamental un théoréme relatif aux opéra-
tions de type elliptique (2).

Désignons par a¥ et b* des fonctions des variables zi, supposées
continues dans un certain domaine connexe (@ ; supposons de
plus que, dans ce domaine, les a¥ satisfassent & des conditions
de H6LDER et que la forme quadratique qui admet les a¥ comme
coefficients, soit définie positive. Considérons ’opération ellip-
tique

FV = a¥idiV + btV
relative & une fonetion V réguliere dans (.

THEOREME. — Si FV est négatif ou nul dans le domaine connexe
@ et si la borne inférieure m de V est atteinte en un point de @, la
fonction V est partout égale a m dans 0.

Si en particulier FV est identiquement nul dans 7 et si V atteint
en un point de @ soit sa borne inférieure, soit sa borne supérieure,
la fonction V est nécessairement constante dans le domaine (.

6. Les tenseurs d’espace Qi; et Pi;.

Considérons un espace-temps rapporté, dans un certain do-
maine, 4 un systéme de coordonnées régulier (z*); en tout point
de ce domaine, ’élément linéaire est de la forme :

ds? = gy (dx*)? + 2gudrids + gidxidxi

(1) On pourra par exemple se reporter au ds? de Schwarzschild qui n’est
. 2: .
d’ailleurs pas un ds® régulier partout; pour ce ds?, g4 =1 — C-—;: , u étant essen-
tiellement positif.

(¢) Cf. G. Giraup. — Généralisation des problémes sur les opérations de type
elliptique (Bull. des Sc. math., t. 56, 1932, p. 255-256).
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ol g, est essentiellement positif et ot ds? = gij dat dz/ représente
Pélément linéaire de la section d’espace S passant par le point
considéré.

Posons :

1 1
Qj = 58  Piy= 5 (digsi — igsi)
Lorsqu’on effectue un changement de coordonnées de la forme :
xi' = fi'(xf) at = ot

les lignes de temps et les sections d’espace restent invariantes,
les Qi; et les Pi; se transforment selon les formules :

— AL _ALT
Qi/]-/ = Ai’]” Qii Pi’j' == Ai/j/ Pli

Par suite, si nous associons 4 chaque section d’espace S, I’espace
de Riemann défini par la forme quadratique g X:X;, les quan-
tités Qi peuvent étre considérés comme définissant dans cet es-
pace un tenseur symétrique et les quantités Pi un tenseur anti-
symétrigue. Nous désignerons respectivement par H2 et L2 les
carrés des mesures de ces deux tenseurs :

H? = gihgikQ;;0n 1.2 = ; (gihgi — gikg")PyPu

Le tenseur Qi; peut étre regardé comme caractérisant la propa-

gation dans le temps de 1’élément linéaire ds® des sections d’es-
pace.

7. Equations d’Einstein dans le cas orthogonal. — Considérons
un espace-temps extérieur rapporté, dans un certain domaine ol
il est régulier, & des lignes de temps et & des sections d’espaces
orthogonales. Il lui correspond I’élément linéaire :

ds? = VE(dat)? + gidaida
Pour un tel ds?, le tenseur Pi; est nul et le tenseur Qi peut étre
considéré comme défini sur les sections d’espace, puisque les deux
formes quadratiques gy X:X7 et g¥X:X; sont, dans ce cas, ad-
jointes I'une de ’autre.
Posons :

ol = gikoy K =0}

et désignons par ﬁ{- les composantes du tenseur de Riccr des
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sections d’espace. Avec ces notations, les équations d’EINSTEIN :

(7-2) Ri=0
(7-3) R:=0
(7-&) Rj— % R=0

vérifiées par P'espace-temps considéré, prennent la forme

QI
(7-2)) ) VKON V* 2V 4 V 2 <~) + \Ir{ =0
(78) Ve[ @F — gk )] =0
(7-4") R+ éz (K2 — H2) =0

Les équations (7-3') et (7-4') ne contiennent aucune dérivée
d’indice 2.

L’équation R,, = 0 qui, dans le systéme précédent, peut rem-
placer I’équation (7-4') se met ainsi sous la forme :

(7-5) — V=2, ( ) + o

ou A,V représente le paramétre différentiel du second ordre re-
latif & une section d’espace.

8. Espace-temps statiques orthagonaux. — Nous ne considérons,
dans ce paragraphe, que des espaces-temps statiques tels que les
lignes de temps, trajectoires du groupe d’isométrie, soient les
trajectoires orthogonales d’une famille d’hypersurfaces S. Si
nous supposons ces espaces-temps rapportés aux hypersurfaces
S et a leurs trajectoires orthogonales, leur élément linéaire peut
toujours étre mis sous la forme :

(8-1) ds? = V(dat)? + gydwidai
ou les gij et V ne dépendent que des variables d’espace. Pour un
tel ds? le tenseur d’espace Qi; est nul et les équations d’EINSTEIN
(7-2"), (7-3'), (7-5) se réduisent aux équations :

_ 1
(8-2) Rij = — y Vi(aV)
(8-3) —3V=0

Nous allons, relativement & cette classe importante d’espaces-
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temps, démontrer le théoréme suivant dia & M. Charles Racing (}).

TakorEME I. — Considérons un espace-temps extérieur, sta-
tique et orthogonal, satisfaisant & 'une des hypothéses suivantes :
10 Les sections d’espace sont des espaces clos, sans frontiére.

20 L’espace-temps admet un domaine & linfini et, dans cedo-
maine d Uinfini, un comportement asymptotique euclidien (2).

Un tel espace-temps ne peut étre régulier partout sans se réduire
localement a Uespace-temps euclidien.

La métrique (8-1) étant supposée partout réguliére, les poten-
tiels et leurs dérivées premiéres et secondes sont des fonctions
continues des variables d’espace, la fonction V est essentielle-
ment positive et ne peut s’annuler en aucun point de I’espace ;
de plus la forme quadratique — g% X:X; est partout définie
positive. Le premier membre — A,V de I’équation (8-3) définit
ainsi, dans tout domaine une opération elliptique FV satisfaisant
aux hypotheéses du paragraphe 5.

Dans le premier cas envisagé dans ’énoncé, V atteint effecti-
vement sa borne inférieure en un point au moins de I’espace
Dans le second cas, si V n’atteint pas sa borne inférieure en un
point a distance finie de I’espace, cette borne inférieure, égale a
I'unité, est atteinte & l'infini et c¢’est la borne supérieure de V qui
est certainement atteinte en un point a distance finie. Mais il ré-
sulte de 1’équation (8-3) et des considérations du paragraphe 5
que V ne peut admettre un tel extremum sans se réduire
identiquement & une constante.

Dans les deux hypothéses envisagées la fonction V est done
constante dans tout domaine. Les Ri; étant nuls d’aprés les équa-
tions (8-2), le tenseur de RieMANN-CHRISTOFFEL relatif aux sec-
tions d’espace est identiquement nul. Les sections d’espace sont
localement euclidiennes, ce qui démontre le théoréme.

9. Espaces-temps statiques généraux. — Nous allons, dans ce
paragraphe, démontrer la proposition B pour les espaces-temps
extérieurs statiques les plus généraux. Nous les supposerons rap-
portés a des systémes de référence (z*) tels que les lignes de temps

(1) Cf. Cu. RaciNg, C. R. Acad. Sc., t. 192, p. 1533.

() La partie des hypothéses (H) relative au signe a’infinide g,, — 1 est ici
inutile.
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soient les trajectoires des groupes d’isométrie, les potentiels g
correspondants étant indépendants de la variable temporelle x?.
Si nous posons, pour simplifier les notations :

gu=1U
I’élément linéaire d’un tel espace-temps s’écrit :
(9-1) ds? = U(dat)? + 2gudatdyi + gydaidai

ou U, g, gi; ne dépendent que des variables d’espace. L’équation
d’EinsTEIN R,y = O prend alors la forme :

A

i BNt 15 —_—
o4y e — Tl = 0

ou
i 1 ij
Ty = —587,;U

Il vient par conséquent :

1 ., . -

—35 g%ijU + a*;U = F{,TZ,-

les a* désignant des fonctions des variables 2* continues dans tout
domaine ou (9-1) est régulier. Un calcul immédiat montre que (*):

vl = — L2 + biaU

les b étant des fonctions analogues aux af. Il en résulte que la
fonction U vérifie une équation de la forme :

(9-2) ‘—‘%gliallU =+ CibiU = — L2
les fonctions ¢* étant continues dans tout domaine ou (9-1) est

régulier.

Ce résultat étant établi, nous allons démontrer le théoréme
suivant :

TuEorEME II. — St un espace-temps extérieur statique du type
le plus général satisfait @ Uune des hypothéses (H), il ne peut étre

régulier partout sans se réduire localement & I'espace-temps eucli-
dien (2).

(1) Plus généralement, pour un espace-temps quelconque, on a l’identité :
T = H? — L? 4 b2.U

Cette identité nous sera utile pour la démonstration du théoréme IV (cf. par. 12).
(2) Ce théoréme et le théoréme IV (cf. ci-dessous, par. 12) ont fait ’objet d’une
note aux Comptes Rendus /cf. C. R. Ac. Sc., t. 206, 1938, p. 313).
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Si Pespace-temps (9-1) rapporté au systéme de coordonée (z*)
est partout régulier, les potentiels et leurs dérivés premiéres et
secondes sont des fonctions continues des variables d’espace, U
est une fonction essentiellement positive, ne s’annulant en aucun
point de P’espace ; de plus la forme quadratique ——% g XiXj
est partout définie positive. Dans ces conditions, le premier membre
de I'équation (9-2) définit dans tout domaine une opération ellip-
tique FU satisfaisant aux hypothéses du paragraphe 5 :

FTU=—12<9
Or, I'une des hypothéses (H) étant remplie, la fonction U atteint
effectivement sa borne inférieure en un point a distance finie de
Pespace. 11 en résulte, d’apres le théoréme énoncé au paragraphe 5,
que la fonction U est constante dans tout domaine et que par
suite L2 est identiquement nul :
Pij =0 ou 0ig4j = Ojf4i

I1 est done possible de trouver une fonction 4 (!, 22, 2®) ne dé-
pendant que des variables d’espace et telle que :

Z4i = 30
La fonction § est ainsi définie dans tout ’espace & une constante

additive prés, ce qui est sans importance pour la suite.
Effectuons le changement de coordonnées :

1
=V, 22 =2%; 23=2Y; 2t= ¥ — g O(zV, ¥, %)

Dans ce changement de coordonnées, les lignes de temps ne sont
pas modifiés, les potentiels se transforment selon les formules :

. 1 =7

gij = 8ij — {j ugy POUT Vo =J

gd./i’ = g,;i—-—-bi() =0 pour 1 =1

g4'd = g4 = U = const.
L’espace-temps considéré admet done, dans le systéme de coor-
données (z*) I’élément linéaire statique et orthogonal :

ds® = U(da?')? + g’/ da’'dxi’

Le potentiel U étant constant, il résulte alors des équations (8-2)
que les variétés z*' = const. sont localement euclidiennes, ce qui
démontre le théoréme.

10. Les espaces-temps extérieurs conformes a des espaces-temps
statiques. — Un espace-temps extérieur est conforme a un espace-
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temps statique lorsque son élément linéaire peut, pour un certain
choix du systéme de coordonnées, étre mis sous la forme :

ds? = e*%dq>
ou ds? désigne un élément linéaire statique et 6 une fonction de
point arbitraire.

L’importance de ces espaces-temps tient & une circonstance
que nous avons déja signalée & diverses reprises : les deux éléments
linéaires ds® et do? définissant, en chaque point de 'univers, un
méme coOne élémentaire C, les rayons gravifiques et surfaces
d’onde gravifiques, relatifs, & ’espace-temps extérieur considéré,
coincident avec les éléments analogues associés a 1'espace-temps
statique d’élément linéaire ds2. Si

= f(.’l)l, xzr xS)

représente une surface d’onde quelconque relative au ds?, toutes
les variétés

2t — G = f(zt, 22, 23)
ou C désigne une constante arbitraire, sont aussi surfaces d’onde
pour le ds.

Nous dirons qu'un espace-temps conforme & un espace-temps
statique est & expansion convexe dans une région déterminée de
Punivers, lorsque, en tout point de cette région, 3,5 est négatif
ou nul. Il est clair que la condition ainsi posée est invariante
dans tout changement de coordonnées conservant le caractére
statique de de? (!). Dans les deux paragraphes qui vont suivre,
nous n’envisagerons que les espaces-temps qui sont partout (dans
Pespace) a expansion convere.

11. Espaces-temps extérieurs conformes a des espaces-temps
statiques orthogonaux. — Nous allons, tout d’abord, étudierle
casou ’espace-temps extérieur considéré est conforme & un espace=
temps statique orthogonal (2) ; il admet alors, pour un choix

(*) C’est-a-dire dans tout changement de coordonnées ne modifiant pas les
lignes de temps et tel que
' = Az, 2, 2°) x* + B(a2', 2?, 2°)
cf. chapitre 1, 2¢ partie, 14.

(2) Certains résultats de ce paragraphe ont été publiés dans une Note aux
Comptes rendus (Cf. C. R., Acad. Sc., t. 206, 1938, p. 157)
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déterminé du systéme de coordonnées, I’élément linéaire :
(11-1) ds® = e¥do? = VX(da*)® + g, da'da

Les composantes Qi du tenseur de propagation de ’espace sont
proportionnelles aux gy :

Qi = gijo,0 of = gla,0
En contractant il vient :

H2 = 3(3,0)? K = 33,0
L’équation d’EiNsTEIN (7-D) prend ainsi la forme :

— 3440
(11-2) — &V =3+

Nous démontrerons, en premier lieu, le théoréme suivant :

TukorEME III. — Si un espace-temps extérieur, conforme d un
espace-temps statique orthogonal, est d expansion convexe dans le
temps et satisfait a la seconde hypothése (H), il ne peut étre régulier
partout sans se réduire localement @ l'espace-temps euclidien.

Si la métrique (11-1) est partout réguliére dans une région (R),
la fonction V est, dans cette région, essentiellement positive et
admet des dérivées secondes continues relativement aux variables
d’espace. Dans -ces conditions, le premier membre — A,V de
Péquation (11-2) définit sur chaque section d’espace de (R) une
opération de type elliptique vérifiant les hypothéses du para-
graphe 5 : l'espace-temps étant & expansion convexe dans le

temps -——'KZV est, partout dans (R), négatif ou nul. Or, d’apreés la
seconde hypothése (H), la fonction V, sur chaque section d’es-
pace, atteint effectivement sa borne inférieure en un point a dis-
tance finie. Cette fonction est par suite indépendante des variables
d’espace et, comme elle prend & ’infini la valeur 1, elle est partout
égale a 1 dans (R). L’espace-temps considéré est donc nécessaire-
ment statique, ce qui démontre le théoréme.

Si 'on suppose maintenant que (11-1) admet des sections d’es-
pace qui soient des espaces clos, sans frontiére, quelques diffi-
cultés se présentent. L’espace-temps considéré étant toujours a
expansion convexe, le raisonnement précédent montre que V est
encore indépendant des variables d’espace et que par suite :

240 =0 0 = a(al, 22, 28)xt
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Les équations (7-2') et (7-3') s’écrivent alors :

ﬁ’t = —%g{ Bia =90

« est donc une constante absolue et les sections d’espace admettent
des directions principales totalement indéterminées. Mais rien
ne nous permet d’affirmer, dans I’état de nos hypotheses, que la
constante « est nulle. Cette constante serait nulle et les sections
d’espace localement euclidiennes si ’on supposait non seulement
que 3,0 est partout négatif ou nul mais encore qu'il existe une
constante positive 3 telle que 2,5 -+ [5(9,9) soit partout né-
gatif ou nul. Nous verrons que pour 3 = 1 c’est 14 un cas parti-
culier d’un théoréme applicable & des espaces-temps extérieurs
beaucoup plus généraux.

En résumé, dans ’une et I’autre des hypotheéses (H), un espace-
temps extérieur, conforme a un espace-temps statique ortho-
gonal, ne peut étre régulier partout s’il est tel que 3,6 soit essen-
tiellement négatif (non nul).

12. Espace-temps extérieur conforme & un espace-temps sta-
tique général. — Considérons un espace-temps extérieur conforme
4 un espace-temps statique général : il admet, pour un certain
choix du systéme de coordonnées, un élément linéaire de la forme :

(12-1) ds* = U(da*)? + 2g,da*da’ + g daidal = e*do?

ou do? représente un élément linéaire statique et U le potentiel
g4 De plus pour abréger nous désignerons désormais par 6’ et 6"
les dérivées 3,5 et 3,5. Avec ces notations, il vient :

%y = 208, 9y =0gy;  HP =072 + (248"

1 RN
Mgy = __ig)\p'ap.U +20g T, = 4
a,U = 20'U 0, U = 200" + 203U

Nous n’envisagerons, dans ce paragraphe, que les espaces-temps
pour lesquels il est possible de choisir la coordonnée 2* de fagon
que les sections d’espace soient, relativement au ds?, des variétés
isothermes ; par suite :

(12-2) r§,e" =0

Nous allons, pour un tel espace-temps, former explicitement
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Péquation d’EiNsTEIN R,, = 0 ; nous prendrons cette équation
sous la forme :

y Y A
(12-3) 0,0y + DHIL = ogTy, + r,j;\r,*ﬁ
et désignerons respectivement par C et D son premier membre
et son second membre. Dans ces conditions :
1, : 1
C= —'Q gA}LaxplU -+ albiU —'i (a)\gl‘" + I‘R;gl‘*‘)aéU + 2(6” + 49’2)

les a' désignant des fonctions des 2* continues dans tout domaine
ou (12-1) est régulier. Or :

2,8 + I‘xﬁ;é"” =T =0
—_% g9, U = _% gid;iU + co,U — 2(g9,0)U + g4,8*(0" —20%)
les ¢! désignant des fonctions analogues aux a¢f; on a d’autre
part, en dérivant (12-2) par rapport a a* :
g0,0" =0

Au total nous obtenons pour C I’expression suivante :

1
C = — 5 giogU + dioilU + 0(2 + guag™) + 202k — g8
ou df désigne la somme de a* et de c'.
Explicitons D de la méme maniére :
D = 4" 4 tjrl, + 2k + (e
Or un calcul aisé montre que (*)
rfink = H2 — L2 4 boiU = 092 + (gug4)?] — L® + boiU
2 Flfirljg = 202g,,g"(1 — gag") + €U
\ (1‘444)2 = 022 — g48™)* + fi2sU
Par suite :
D = — L2 4 BoU + 40" + 202(3 — gq.8™)
les b, ¢, ft, ki désignant des fonctions analogues aux a.

En reportant les expressions de C et D dans I’équation (12-3)
on voit que la fonction U doit vérifier une équation de la forme :

(12-4) _% giiogU + kiU = — L2 + 0"(2 — go %) — 202

(*) Se reporter & une note du paragraphe 9
ANDRE LICHENEROWICZ. 4
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les fonctions k¢ étant continues dans tout domaine ou (12-1) est
régulier. De plus le coefficient de 6’/ dans cette équation est es-
sentiellement positif puisque :

e
2—844844=1_gt—§i4&1

Ce résultat étant établi, nous allons démontrer le théoréme sui-
vant :

TutorEME IV. — Si un espace-temps extérieur, conforme a un
espace-temps stalique et & expansion convexe dans le temps, satisfait
a lPune des hypothéses (H), s’il est de plus tel que ses sections d’es-
pace sotent des variétés isothermes, il ne peut étre régulier partout
sans se réduire localement & U'espace-temps euclidien.

Si la métrique (12-1) est partout réguliére dans une région (R),
le premier membre de ’équation (12-4) définit sur chaque sec-
tion d’espace de (R) une opération elliptique FU satisfaisant
aux hypothéses du paragraphe 5 ; 'espace-temps étant & expan-
sion convexe dans le temps, FU est, partout dans (R), négatif ou
nul. Or d’aprés les hypothéses (H), sur chaque section d’espace
la fonction U atteint effectivement sa borne inférieure en un point
a distance finie. Il en résulte que cette fonction est indépendante
des variables d’espace et que le second membre de 1’équation
(12-4) est identiquement nul, par suite :

=0

L’espace-temps considéré est donc nécessairement statique, ce qui
démontre le théoréme :

13. Espaces-temps quelconques réguliers partout. — Nous avons
étudié jusqu’ici des espaces-temps extérieurs réguliers partout
admettant certaines particularités géométriques simples : espaces-
temps statiques et espaces-temps conformes & un espace-temps
statique ; nous avons vu que, pour cette derniére classe d’espaces-
temps, la condition d’étre & expansion convexe dans le temps joue,
au point de vue de la proposition B, un role fondamental. Nous
sommes ainsi conduits & chercher s’il existe, pour des espaces-
temps extérieurs quelconques, une condition présentant une si-
gnifiction physique analogue et qui soit telle que les espaces-
temps qui y satisfont vérifient la proposition B.
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Nous supposerons que l’espace-temps extérieur considéré est
rapporté & un systéme de coordonnées orthogonal régulier ; il
admet alors ’élément linéaire :

(13-1) ds? = V2 (dzt)2 + gy daida
V et les gi; satisfaisant aux équations (7-2'), (7-3') et a I’équation
(7-5) :
- K He2
— 8,V=2, <V> +v

C’est sur cette derniére équation qu’en vertu de considérations
des paragraphes 5-8-11 doit reposer essentiellement la démons-
tration dela proposition B. Nous allons transformer cette équation

en explicitant le terme a4<l—{—> :

v
K . Qij
V=&Y

Si nous posons :

. o
My = \—,’

les Ilij, comme les Q:;, définissent sur les sections d’espace un
tenseur symétrique lié a la propagation dans le temps de ses sec-
tions d’espace et qui peut remplacer avantageusement, pour un
espace-temps orthogonal, le tenseur Qi ; avec ces notations, il
vient :

K " K " H?
v == gl?"ij 94 (\—/_> — gﬂbAni’ — 2 v—

les 3,11y définissant encore un tenseur d’espace. L’équation (7-5)
prend ainsi la forme :
- » H2

— sz = g Il — v
Le second membre de cette équation contient, en dehors d’un
terme essentiellement négatif ou nul, un terme qui peut étred
priori de signe quelconque. Nous sommes donc amenés aimposer
a Pespace-temps (13-1) une condition telle que ce terme soit lui
aussi négatif ou nul. Une telle condition nous sera fournie parle
lemme suivant :

14. Lemme. — Si ¢ = ay X'Xiet ¢ = b XuX; désignent
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deux formes quadratiques définies positives @ trois variables, la
quantité
8 = a;bii(i, j = 1, 2, 3)
est essentiellement positive (1).

Nous désignerons par ¢ = by XiX/ la forme réciproque de la
forme ¢ ; la forme § comme la forme ¢ est nécessairement dé-
finie positive. Les deux cOnes représentés, dans I’espace des va-
riables X1, par les équations § = 0 et 9 = 0 admettent un triédre
conjugué commun réel dont les arétes sont les droites doubles
des cones décomposés appartenant au faisceau :

¢ + MW = (ay + Wb)XiX7I =0
Or un cdne de ce faisceau ne peut contenir une direction réelle que
8’il correspond & une valeur réelle et négative de 2. Il en résulte
que I’équation aux ) des cOnes décomposés :
| @i + 2bi || =0
admet trois racines réelles et négatives ; leur somme — 0 = — aib%

est donc essentiellement négative, ce qui démontre le lemme
énoncé.

15. espace-temps extérieur considéré ;la fonc-
tion V correspondante satisfait a I’équation (13-2) que nous met-
trons sous la forme

_ 2
_A2V=__a_ﬂv

avec
8 = — g Il
La forme quadratique — g¥ XiX; est définie positive. Nous sup-
poserons que la forme quadratique 3JI; Xi¢Xi, si elle ne se ré-
duit pas identiquement & zéro, est elle aussi définie positive ;

-¢’est 14 une condition invariante dans tout changement de coor-
données de la forme :

a = f (21) 2 = ot

et qui régit d’une maniére simple ’expansion dans le temps des

(*) Le résultat énoncé est valable quelque soit le nombre des variables des
formes quadratiques considérées, mais il ne nous sera utile que dans le cas de
trois variables.



RELATIFS AU SYSTEME DES EQUATIONS D’EINSTEIN 53

sections d’espace de (13-1). Moyennant cette condition, la quantité
3 est, en vertu du lemme précédent, essentiellement positive ou
nulle et le second membre de (13-2) négatif ou nul.

Ce résultat étant établi, nous sommes en mesure de démontrer
le théoréme suivant :

TrEorEME V. — Si un espace-temps extérieur orthogonal sa-
tisfait @ Pune des hypothéses (H) et si la forme quadratique admettant
les ?,Il;; pour coefficients est définie positive, l'espace-temps con-
sidéré ne peut étre régulier partout sans se réduire localement al’es-
pace-temps euclidien.

Si la métrique (13-1) est partout réguliére dans une région (R),
le premier membre — A,V de Déquation (13-2) définit, sur
chaque section d’espace de (R), une opération de type elliptique
satisfaisant aux hypothéses du paragraphe 5 ; la forme quadra-
tique admettant les 3,I1; pour coefficients étant définie positive,

— A,V est, partout dans (R), négatif ou nul. Or d’aprés les hypo-
théses (H), sur chaque section d’espace la fonction V atteint ef-
fectivement sa borne inférieure en un point a distance finie. Il en
résulte que la fonction V est indépendante des variables d’espace
et que le second membre de (13-2) est identiquement nul, ce qui
entraine :
Q5 =0
Ainsi les potentiels gi; ne dépendent que des variables d’espace.

Effectuons alors sur (13-1) le changement de coordonnées ré-
gulier :

o=t ¥ = J V(z*)dat

Les potentiels gi; ne sont pas modifiés et la fonction V se trouve
réduite a 'unité. L’espace-temps extérieur considéré est donc né-
cessairement statique, ce qui démontre le théoréme.

Dans le cas particulier ou I’espace-temps (13-1) est conforme a

un espace-temps statique orthogonal, on a (notations du para-
graphe 12)

i = (8" + ¢'%) %1

Si la quantité 6” + 5 est partout négative ou nulle, la forme qua-
dratique admettant les 3,IT;; pour coefficients est définie positive
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et le théoréme V s’applique (*) ; on retrouve ainsi, sous une forme
moins serrée, les résultats du paragraphe 11 de ce chapitre.

16. — Supposons maintenant que I'on choisisse des variétés
isothermes pour sections d’espace de (13-1) ; nous allons montrer
que, dans ce cas, on peut remplacer, dans I’énoncé du théoréme V,
le tenseur d’espace »,I1; par le tenseur d’espace ,Q;.

Les sections d’espace étant des variétés isothermes, la fonction
V et la quantité K sont liées par la relation :

_ 2V

A
L’équation (7-5) peut par suite étre mise sous la forme :
(16-1) — BV = g7 042 _<§$’>2 _Hy

Si la forme quadratique admettant les 5,Q:; pour coefficients est
définie positive, le second’membre de I’équation (16-1) est, en vertu
du lemme du paragraphe 14, essentiellement négatif ou nul. Un
raisonnement en tout point identique a celui du théoréme V nous
montre alors que ’espace-temps considéré, s’il est régulier partout,
se réduit nécessairement & un espace-temps statique. Nous pouvons
donc énoncer le théoréme suivant :

TutorEME VI. — Si un espace-temps extérieur orthogonal sa-
tisfait a U'une des hypothéses (H) et si, les sections d’espace étant des
pariétés isothermes, la forme quadratique admettant les 2,Q4 pour
coefficients est définie positive, U'espace-temps considéré ne peut
étre régulier partout sans se réduire localement d U'espace-temps eu-
clidien.

17. — Nous dirons qu’un espace-temps, extérieur ou non, est
normal §’il satisfait aux hypothéses du paragraphe 16, c’est-a-dire
si, les sections d’espace étant des variétés isothermes, la forme
quadratique admettant les 2,Q: pour coefficients est définie po-
sitive. Nous allons envisager dans ce paragraphe les espaces-temps
extérieurs conformes & un espace-temps normal, c’est-a-dire les

(*) La condition 0" + 6’2 <6 peut étre mise sous une forme plus simple ;
si 'on pose A = e?. cette condition s’écrit :

A" Z 0
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espaces-temps extérieurs pour lesquels I'élément linéaire (13-1)
peut étre mis sous la forme :

ds? = ?%ds? = X[ V2(ds*)? + Eiidxidxi ]
ou ds® définit un espace-temps normal.

Nous supposerons de plus que la quantité 6" + 52 est partout
(dans Pespace) négative ou nulle, nous dirons dans ce cas que
I’espace-temps extérieur considéré est & expansion convexe rela-
tivement & ’espace-temps normal.

Si nous posons :

Qi = K=Q:-

d4gii

| I

d’aprés nos hypothéses, la forme quadratique admettant les
2,Qij pour coefficients est définie positive et :

K=Y

‘Il vient alors, par un calcul immédiat :
e’
v

Sur cette expression, il apparait clairement que la quantité
g1 d,015; est essentiellement négative ou nulle. Il en est donc de

méme pour le second membre de I’équation (13-2), ce qui nous
permet d’énoncer le théoréme suivant :

gho iy = [g2,0 — K2 + 3(p” + o)

TaiorEME VII. — Si un espace-temps extérieur orthogonal,
satisfaisant d Uune des hypothéses (H), est conforme d un espace-
temps normal et & expansion convexe relativement & lui, il ne peut
étre régulier partout sans se réduire localement d U'espace-temps
euclidien.

18. Espaces-temps réguliers partout et non localement eucli-
diens. — La longue étude qui précéde nous a amené & imposer aux
espaces-temps extérieurs considérés une condition limitant la
propagation dans le temps des potentiels (conditions des théo-
rémes V, VI, VII). On pourrait se demander si une telle condi-
tion est vraiment nécessaire pour assurer la proposition (B). Nous
pourrons répondre par 'affirmative si nous montrons qu’il existe
effectivement des espaces-temps extérieurs, réguliers partout,
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satisfaisant & I'une des hypothéses (H) et qui ne sont pas locale-
ment euclidiens.

M. Charles RaciNg, dans sa thése, donne un exemple d’un
tel espace-temps (*). Cet exemple qui, d’un point de vue purement
analytique, est un succés (2), présente malheureusement ’incon-
vénient d’étre d’une grande complication et la raison pour la-
quelle il réussit n’apparait pas clairement.

Nous allons, dans les derniers paragraphes de ce chapitre,
construire, par une méthode fort simple, des exemples d’espaces-
temps extérieurs réguliers partout, & comportement asympto-
tique euclidien, et qui cependant ne sont pas partout localement
euclidiens. Le principe de notre méthode sera le suivant : ayant cons-
truit un espace-temps extérieur (non euclidien), régulier dans un
domaine & distance finie dans ’espace et s’étendant sur une épais-
seur finie de temps, nous le prolongerons dans tout I’espace en
le raccordant le long d’une variété caractéristique, avec un espace-
temps euclidien. L’espace-temps formé par la juxtaposition de ces
deux espaces-temps extérieurs sera ainsi régulier partout et a
comportement asymptotique euclidien.

19. Nous envisagerons, avec M. Georges Darmoris (3) les
éléments linéaires de la forme :
(19-1) ds® = e*tdx’da® — e**(daxt)? — e*F(dz?)?
ou les fonctions, «, 3, 7, ne dépendent que des variables a® et a*.
Ces variables sont manifestement caractéristiques et le raccorde-
ment de deux des éléments linéaires considérés le long d’une de
ces caractéristiques pourra s’effectuer de la maniere la plus simple.
Les éléments linéaires considérés définiront des espaces-temps ex-
térieurs si les fonctions =, 3, 7, satisfont aux trois conditions (4) :

(*) Cf. RAcCINE, thése, p. 23-37.

() Dans ’exemple envisagé, les potentiels sont méme des fonctions analy-
tiques réguliéres des coordonnées employées. Cette particularité, qui ne se
conserve naturellement pas lorsque ’on change ces coordonnées, ne présente
d’ailleurs qu’un intérét purement mathématique.

() Cf. G. Darwmo1s, op. cit., p. 13-14.

(1) Ces éléments linéaires se déduisent par un changement de variables simple
des ds? statiques a4 symétrie axiale de Levi-Civita et CrHAzY ; cf. CHAZY : sur
le champ de gravitation de deux masses fizes dans la théorie de la relativité
(Bull. de la Soc. Math. de France, 1924, p. 17-38). En particulier les conditions
(19-2) et (19-3) peuvent étre déduites aisément des conditions classiques de
Levi-CivitA (cf. G. DARMOIS, op. cit., p. 35).
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%z 1- 2% d
(19-2) ardoxt” 2(x3 — 29) <5?’ ax‘) 0

¢ = —a + log (z® — 2*) + const.

(19-3) f ) [ > <:714>2 dw‘] -+ const.

L’équation (19-2) n’est autre que I’équation E (2 ;> classique

en physique mathématique et qui s’intégre aisément par la mé-
thode de RiEMANN. Si « est, une solution de (19-2), 3 est connue et la
fonction y se détermine par une quadrature de différentielle totale.
Considérons en premier lieu' la solution « = 0, 3 = log (2* — z2),
= 0 des équations (19-2) et (19-3). Il lui correspond I’élément
Iinéaire :
ds? = daidxt — (da')? — (23 — 2%)%(dx?)?
élément linéaire qui définit manifestement un espace-temps eu-
clidien ; il suffit, pour s’en rendre compte, d’effectuer le change-
ment de variables :

(19-4) t=1z; 22

g; B=t+r; d=t—r

L’élément linéaire considéré prend alors la forme de MINKOWsKI
(19-5) ds? = dt? — dr? — dz%2 — r3de?
ou nous devons envisager r, 9, z comme des coordonnées cylin-
driques d’espace et ou t représente le temps. L’espace tout entier
peut d’ailleurs étre obtenu en supposant que r est une variable
essentiellement positive ou nulle, & condition de considérer ¢
comme une variable angulaire définie & un multiple de 2n pres.
Nous sommes ainsi conduits a effectuer sur (19-1) le change-
ment de variables (19-4), ce qui donne () :

(19-6) ds? = e2Vdi2 — eXdr? — 2%z — e 23+ 2Bop2(y2
et a4 étendre a (19-6) l'interprétation des coordonnées donnée ci-
dessus. Ayant ainsi défini, pour la classe d’espaces-temps consi-
dérée, ce que nous devons entendre par espace et temps, nous
nous proposons de construire un espace-temps (19-6) régulier
dans tout l’espace et sur 1’épaisseur finie de temps

I<ta

(1) Dans I’équation (19-6) 8, représente la constante arbitraire figurant dans.
Pexpression (19-3) de B.
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a désignant un nombre positif donné d’ailleurs arbitraire. Le
domaine de régularité désiré sera représenté, dans le plan des va-
riables (r, t) par la demi-bande indéfinie limitée par les deux demi-
droites Or (t = 0) et Br (¢ = a) et par le segment OB (cf. fig.).
La caractéristique z* == t — r = 0, qui rencontre Br au point
A (r =t = a) partage le domaine considéré en deux régions numé-
rotées (1) et (2), la région (1) correspondant & z* << 0 et la région
(2)a 22> 0. Si nous adoptons dans la région (1) I’élément linéaire
euclidien (19-5), il nous faut alors construire un élément li-
néaire (19-6), non euclidien, régulier dans toute la région (2)

A

>

A r

o

et se raccordant avec (19-5), le long de OA, au troisiéme ordre
preés.

20. — Considérons la fonction « définie dans le domaine :
0L << 2
par les formules suivantes (%) :

a:‘
@ = /0‘ u2ﬂ,v‘?(y)dy

2a —y 11
20,1 == F 3519 1., g
( ) U2a,y \/(2‘1 — x4)(x3 _ y) (2 2 )
(2a — 23)(x* — y)
\ TTRa =N —y)

Dans ces formules, F (1 , %, 1, a> désigne, selon une notation clas-

() Cf. DarBoux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. II,
p. 81-84.
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sique, la série hypergéométrique associée aux quatre nombres
considérés et 4(y) une fonction arbitraire que nous supposerons
négative ou nulle dans I'intervalle (0,2¢). La fonction « est régu-
liére dans le domaine envisagé : lorsque y croit de 0 a x%, ¢ décroit
depuis la valeur 8%}—% (inférieure & 1) jusqu’a la valeur zéro,
done reste constamment inférieure & 1, ce qui assure la conver-
gence de la série hypergéométrique introduite.

Les formules (20-1) ne sont qu’un cas particulier des formules

classiques résultant de l'application & I'équation E<%, %) dela

méthode de Riemann () ; la fonction « qu’elles définissent sa-
tisfait donc & l’équation (19-2). De plus, sur la caractéristique
24 = 0, cette fonction se réduit identiquement & zéro. Nous allons
donc chercher & quelles conditions il faut soumettre la fonction
o(y), pour que, sur cette caractéristique, —aﬁ et

identiquement nuls. On a :

:_;2\/2‘1— o) + f (Z;‘;’”’ )iy

A désignant une quantité qui reste finie pour z* = 0. Par suite

d2a 22 ,
54 ° oy oL seront identiquement nuls le long de OA, si I’on sup-

soient aus
(ax‘) oient aussi

pose que pour y = O la fonction ¢(y) s’annule ainsi que sa dé-
rivée premiére. Si cette condition est remplie, la fonction « et
toutes ses dérivées partielles des deux premiers ordres s’annulent
le long de la caractéristique 2t = 0. La fonction y, qui vérifie
les formules :

a2 LAY
ozs = astxa—”‘)(axs)

N 2% 43 2% \?
A= —om & — x4)<ax4>
est alors telle que toutes ses dérivées partielles des deux premiers

ordres s’annulent pour 2* = 0. Cette fonction dépendant encore
d’une constante arbitraire, on peut toujours choisir cette cons-

(*) Cf. DARDOUX, op. cit., t. II, p. 82-83, formules (20), (22), (23).
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tante de fagon que la fonction considérée se réduise identiquement
a zéro pour 2t = 0.

Les fonctions « et y étant ainsi déterminées, I’élément linéaire

extérieur :

(20-2) ds? = eXYdt? — e¥ldr* — e**dz® — e —2*r2de?

est régulier dans toute la région (2) sauf peut-étre sur le segment
OB (r = 0) et se raccorde avec (19-5) le long de OA au troisiéme
ordre pres.

Il reste & examiner la régularité de (20-2)sur le segment OB.
Sur ce segment la fonction « est encore parfaitement définie, mais
le discriminant de (20-2) s’annule. Cette singularité pourra étre
considérée comme une simple singularité polaire provenant du
systéme de coordonnées utilisé, si I'on montre que la fonction
(y + «) se réduit identiquement & zéro le long de OB. Or :

WD w—m|(Z) - ()]
avec :

da 20 — x4 Qo 2a — x*

v —\/m ?@) + A L= +\/m?(w‘) +B
A et B désignant deux quantités restant finies pour 2 = zt 1l
oy + )

ot

en résulte que et par suite (y + «) sont identiquement

nuls le long de OB.

La métrique provenant de la juxtaposition des deux éléments
linéaires (19-5) et (20-2) nous fournit donc un exemple d’une
métrique extérieure, a4 comportement asymptotique euclidien
(seconde hypothése (H)), qui est partout réguliére, sans étre par-
tout localement euclidienne.

21, — En résumé, au cours de ce chapitre, il nous est apparu
de la maniére la plus nette que, pour pouvoir assurer la proposi-
tion (B) pour une classe déterminée d’espaces-temps extérieurs,
et par conséquent pour pouvoir considérer ces espaces-temps
comme ayant véritablement un sens physique, il faut que les es-
paces-temps envisagés satisfassent a des conditions de deux types.

10 Des conditions relatives & la fermeture des sections d’espace
et dont la signification physique est trés claire (hypothéses (H)).

20 Des conditions relatives 4 la propagation dans le temps des
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potentiels. Nous avons été conduits & des conditions de ce genre
par I’étude des espaces-temps extérieurs statiques ou conformes
4 un espace-temps statique qui vérifient la proposition (B). Les
diverses conditions obtenues ont des expressions mathématiques
peu différentes et des significations physiques analogues; on
peut dire en somme que les sections d’espace des espaces-temps
envisagés doivent avoir une expansion relative dans le temps
« suffisamment convexe ». Au cours du troisiéme chapitre, nous
rencontrerons 4 nouveau des conditions de ce type.




CHAPITRE III

SUR LES SINGULARITES DU CHAMP EXTERIEUR

1. — Nous nous proposons dans ce chapitre de rechercher
quelles conditions il faut adjoindre aux conditions d’EINSTEIN
pour que la proposition A soit vérifiée, c’est-a-dire pour pouvoir
affirmer I’existence de singularités du champ extérieur dans tout
domaine meublable de ce champ. La méthode utilisée dans la
suite pour établir des théorémes d’existence relatifs a de telles
singularités, nous a été suggérée par I’étude de la proposition cor-
respondante en gravitation newtonienne. Nous nous permettrons
done, pour mieux mettre en lumiére les points qui nous intéressent,
de rappeler en quelques lignes les considératione trés élémentaires
que nous allons généraliser.

Désignons par Ue le potentiel newtonien associé & un champ ex-
térieur quelconque ; il satisfait, dans tout domaine de régularité,
a I’équation de LAPLACE :

div (grad. U,) = ¢

Par suite si X désigne une surface fermée limitant un domaine ou
Ue est régulier, le flux a travers £ du vecteur champ :

h = grad. U,
est certainement nul.

Supposons que dans un certain volume V de ’espace, limité &
une surface S, on puisse introduire une masse matérielle concou-
rant & produire hors de V le champ extérieur considéré. Le poten-
tiel intérieur Ui, associé a cette distribution matérielle, est ré-
gulier dans V et satisfait en chaque point de V a I’équation de
Poisson :

div. (grad. U;) = 4xfp
ou p désigne la densité de matiére essentiellement positive. La
compatibilité du champ extérieur avec la distribution matérielle
considérée se traduit par le raccordement sur S, au second ordre
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prés des deux potentiels Ue, et Us, de telle sorte que sur S :
h = grad. U, = grad. U;

L’intégration de ’équation de PoissoN dans le domaine V ou Us
est régulier nous ameéne alors au théoréme de Gauss.

fluxg b = 4n/ﬂfpdo

Il résulte immédiatement de 1’équation précédente que, le flux
du vecteur champ & travers la surface S étant essentiellement
positif, le potentiel U. ne peut étre régulier dans V.

Pour étendre ce mode de démonstration au probléme relativiste
qui nous intéresse, nous sommes conduits & rechercher s’il existe
des vecteurs d’espace, pouvant jouer le role de vecteur champ ne
dépendant par conséquent que des potentiels et de leurs dérivées
premiéres et dont la divergence soit essentiellement positive
dans le cas d’un ds? intérieur et nulle — ou négative — dans le cas
d’un ds® extérieur. Cette divergence devra par suite faire inter-
venir, d’une maniére simple, certains des seconds membres des
équations d’EINSTEIN.

2. Equation d’Einstein scalaire dans I’espace. Il est clair
que la divergence d’un vecteur d’espace est une quantité présen-
tant sur les sections d’espacele caractére scalaire, ¢’est-a-dire in-
variante par tout changement de coordonnées ne portant que sur
les coordonnées d’espace. Parmi les équations d’EINSTEIN, la
seule qui présente ce caractére est I’équation relative a Rj ().
Elle s’écrit dans le cas extérieur :

(2-1) R; =0
et dans I’hypothése du fluide parfait (2)
1
(2-2) R} =5 x[e(2utu, — 1) + 2p]

Le second membre de I’équation (2-2) est essentiellement positif ;
en effet, si ’on tient compte du caractére unitaire du vecteur u*

(1) D’aprés notre convention habituelle, nous supposons ici que la variable
«* est la variable présentant le caractére temporel.
(?) Cf. ’équation (17-1) du chapitre I.
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le coefficient (2u,u* — 1) de la densité de matiére dans (2-2) peut
se mettre sous la forme :

2utu, — 1 = g"(uy)? — giviy,

La forme quadratique g% u: u; étant définie négative, ce coeffi-
cient est positif et il en est de méme du second membre de I’équa-
tion (2-2). Nous sommes ainsi conduits & essayer de faire jouer
aux équations (2-1) et (2-2) les roles respectivement joués, en
gravitation newtonienne, par les équations de LaprAcE et de Pors-
80N, et & faire apparaitre dans R} la divergence d’un vecteur d’es-
pace dont les composantes ne dépendent que des potentiels et
de leurs dérivées premiéres.

3. Extension du théoréme de Gauss. — Généralisant une re-
marque de M. E. T. WaIiTTAKER (*) relative aux ds? statiques or-
thogonaux, nous allons donner une identité permettant, grace
4 un certain choix du vecteur champ k d’étendre le théoréeme de
GAuss au cas statique le plus général (2). Afin d’alléger les nota-
tions, nous conviendrons, dans les calculs qui vont suivre, de placer
entre parentheéses des indices qui ne doivent é&tre en aucun cas
Pobjet de dérivation covariante (indices morts) ; ainsi Vaghw
sera défini par I’équation suivante :

T g 4 g

Avec cette convention, l'identité (2-1) du premier chapitre,
identité qui est relative & un ds® arbitraire, peut, pour tout vee-
teur ¢», é&tre mise sous la forme :

(3-1) Ry, ¢ = VilV "] — VoV "]
Dans cette identité, donnons a I'indice v la valeur 4 et posons :
oh = ") = gradte* B} = 0
Il vient :
(3-2) Ri = Vol — Vil Vo]

Evaluons le terme complémentaire V,[)¢(]; par un calcul
facile on a successivement :

A &
V(a)v = rapg *

(1) Cf. E. T. WHITTAKER, Proc. Roy. Soc. of London, série A, 149, 1935,
p. 384.

(3) On pourra aussi se reporter & une note aux C. R. (C. R. Acad. Sc.,t.205,
P- 25) ou nous avons donné cette identité sous une forme légérement différente.
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et :
\ A 14 o
ValV o'l = — 2,(T3u8™) + 5 T5,0.8™

Au total nous aboutissons a I'identité suivante :

w1
(3-3) RE = Vah* + o,(15,8™) — 5 rf,0.8™
ou nous avons posé :

Yl & au
h _——I‘,*p.g

Notons en particulier que pour A = 4, la composante &* est égale

a —; 2,84,

4 — Supposons maintenant que le ds? considéré soit du type
statique le plus général. L’identité (3-3) se réduit alors a la forme
trés simple :

Rf = V,b*
avec
h=— I‘[Zpgm = I‘,‘;}Lg(’*‘; B =0

Les quantités A définissent ainsi sur chaque section d’espace
un vecteur d’espace k& dont la divergence, calculée dans I'espace-
temps est égale a R}. Par suite si S désigne une hypersurface
fermée limitant un volume V dans lequel le ds® considéré est ré-
gulier :

n Ay

(4-1) fluxg h =J U' \;RZ \V— gdat da? dz® dat

e

Cette formule peut étre considérée comme généralisant la formule
qui, dans la théorie newtonienne de la gravitation, traduit le
théoréme de Gauss. Elle va nous permettre de démontrer la pro-
position A dans le cas statique le plus général ().

5. Existence de singularités matérielles dans le cas statique. —
Supposons, en premier lieu, que nous nous donnions un champ
intérieur statique, rapporté a ses lignes de temps et & des sections

(*) 11 est clair que R§ est encore égal & la divergence de & lorsque le ds? consi-
déré est conforme a un ds? statique, les variétés z* = const. étant supposées
isothermes (cf. C. R. Acad. Sc., t. 205, p. 25). Malheureusement, la composante
h* ne se réduisant pas & zéro on ne peut se servir de cette remarque pour le
probléme qui nous intéresse.

ANDRE LICHNEROWICZ. 5
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d’espace correspondantes et proposons-nous d’étudier, pour un cer-
tain choix de ’hypersurface frontiére, le champ extérieur associé.

Le caractére statique du champ intérieur considéré ne corres-
pondra & aucune réalité physique si les lignes de temps, trajec-
toires du groupe d’isométrie du champ, sont susceptibles de sortir
du tube d’univers auquel nous devons limiter ce champ. Il nous
faudra donc définir ce tube d’univers par une hypersurface qui
soit engendrée non seulement par des lignes de courant, mais
encore par des lignes de temps, de facon qu’aucune ligne de temps
ne puisse traverser cette hypersurface. Il est facile de réaliser
une telle hypersurface. Donnons-nous, dans un domaine ou le
champ intérieur est régulier, une surface a deux dimensions en-
gendrée par des lignes de courant () et par chaque point de cette
surface, menons la ligne de temps passant par ce point. Nous défi-
nissons ainsi en général (?) une hypersurface S répondant a la
question. Effectuons en effet un changement de coordonnées ne
modifiant ni les lignes de temps ni les sections d’espace et tel que
S soit définie par ’équation 2* = O ; soient u les composantes,
dans ce nouveau systéme de coordonnées, du vecteur vitesse gé-
néralisée. Le champ considéré étant statique :

ot =0
Par suite 3 qui s’annule sur la surface 4 deux dimensions con-
sidérée, est identiquement nul sur S, ce qui nous montre que S
est bien engendrée par des lignes de courant.

Ayant ainsi choisi ’hypersurface S limitant le champ intérieur,
nous déterminerons le champ extérieur associé comme il a été
indiqué & la fin du chapitre premier:le systéme de coordonnées
que nous venons d’introduire définit sur S un systémede trois coor-
données ', 2%, a2* que nous compléterons, pour passer en coor-
données de Gauss, par la distance géodésique normale. Avec
ces coordonnées, nous connaissons, pour le champ extérieur consi-
déré, un systéme de conditions initiales porté par S(a®* = 0) et
qui demeure invariant par le groupe :

B=at+ h

(!) On peut par exemple envisager les lignes de courant s’appuyant sur une
courbe fermée, partout orientée dans I’espace.

() 11 n’y a exception que dans le cas évident ou les lignes de temps coincident.
avec les lignes de courant.
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Le champ extérieur unique, déterminé par ces conditions initiales,
admet par suite le méme groupe ; il est donc nécessairement sta-
tique, les lignes de temps qui lui correspondent se déduisant de
celles qui engendrent S par la construction méme de Gauss.

6. Inversement supposons que nous nous donnions un
champ extérieur statique du type le plus général, rapporté a un
systéme de coordonnées (2*) et considérons dans ce champ un
tube d’univers limité & une hypersurface S(x® = 0) engendrée par
des lignes de temps. Nous nous proposons de montrer que si ce
tube d’univers peut étre meublé par une distribution matérielle
produisant un champ intérieur statique, le champ extérieur donné
ne peut étre supposé régulier a I'intérieur de S. Dans ce but nous
allons tout d’abord étudier le raccordement le long de S des deux
champs extérieur et intérieur considérés.

Nous désignerons par (z*') le systéme de coordonnées de Gauss
relatif au champ extérieur et associé sur S aux trois variables
x', a2, z% Le changement de coordonnées qui fait passer des va-
riables (z*) aux variables (z*') sera de la forme :

xi = fi(x1,7 xZI, x3l)
b / ’ 4 /
xt = A(x1', xz’, 8 )x"’ + B!, ©%, 2%)
et se réduira sur S(z3 = 0; 2¥ = 0) a:
’ 5 ’ /’
R = g2 R
Dans ce changement de coordonnées on a en particulier :
(6-1) Ay =0 2, Ay =0
Evaluons les valeurs sur S des composantes

i SAp i
R = Fhp

en fonction des potentiels correspondant aux coordonnées de

Gavuss et de leurs dérivées. En tenant compte de (6-1), un calcul
facile nous conduit & I’expression suivante :

6-2) W = Alg ¥t
Envisageons maintenant le cas du champ intérieur. Celui-ci
étant régulier par hypothése dans tout le tube d’univers, nous

supposerons qu'il est possible de le rapporter & un systémede
coordonnées régulier se raccordant le long de S au second ordre
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prés avec le systéme de référence (#*) du champ extérieur. Dans
ces conditions, si nous adoptons pour le champ intérieur les
mémes notations que pour le champ extérieur, les quantités

A‘ﬁl, qui caractérisent le passage des coordonnées locales de
Gauss (2») aux coordonnées globales (z*) et les quantités
g‘A’p’I‘Z,H,, qui ne dépendent que des potentiels correspondant

aux coordonnées de Gauss et de leurs dérivées premiéres admettent
le long de S les mémes valeurs pour les deux champs. Il résulte
alors de I'équation (6-2) valable pour le champ intérieur comme
pour le champ extérieur, que le long de I’hypersurface considérée,
les vecteurs & attachés aux deux champs coincident.

7. Ce résultat étant établi, nous sommes en mesure de dé-
montrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans un champ extérieur statique, tout tube d’uni-
vers qui peut étre meublé statiquement contient nécessairement des
singularités du champ extérieur.

Soient X. et X deux sections d’espace arbitraires du champ
extérieur, X: et Xi' les deux sections d’espace du champ intérieur
qui se raccordent avec les précédentes le long de la paroi S du
tube d’univers. Nous désignerons par D le domaine & trois di-
mensgions déterminé sur S par 'un ou I'autre groupe de sections
d’espace et nous appellerons Ve et Vi les deux hypervolames
limités respectivement a D, X., X et & D, Xi, X/. Appliquons
a Phypervolume V: I’équation (4-1) dans le cas du champ inté-
rieur; le flux de & & travers les sections d’espace X: et i’ étant nul,
cette équation prend ici la forme suivante :

(7-1) fluxp = j Uf R%\/ gdatdatdatdat
- JJ IV

En vertu des considérations du paragraphe 2 R} est une quantité
essentiellement positive ; par suite le flux a travers D du vec-
teur 2 est lui aussi essentiellement positif et ne peut, en aucun
cas, se réduire a zéro. Or, si le champ extérieur considéré était
régulier dans Ve, le méme raisonnement appliqué au champ ex-
térieur et & I’hypervolume V. correspondant conduirait & la re-
lation :

(7-2) fluxph = 0
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Il en résulte que l'intégration qui figure au second membre
de la formule (4-1) ne peut étre effectuée dans le cas du champ
extérieur et que par suite ce champ ne peut étre supposé régulier
dans le domaine Ve, ce qui démontre le théoréme.

8. Singularités hors des masses d’'un champ extérieur statique. —
Considérons un modeéle d’univers constitué par plusieurs masses
en équilibre produisant a I'intérieur des tubes d’univers associés
des champs intérieurs statiques et par suite, hors de ces masses,
un champ extérieur lui-méme statique. Un tel modéle d’univers,
dans lequel des masses coexistantes restent en équilibre, ne doit
pas @ priori pouvoir étre compatible avec I'axiomatique de la
théorie de la gravitation.

D’apres les considérations faites au paragraphe 24 du chapitre I
nous sommes conduits & penser que cette incompatibilité doit se
traduire de la maniére suivante : le champ total constitué par les
divers champs intérieurs et par le champ extérieur pris hors des
masses ne peut étre régulier partout. Or, d’aprés I’axiomatique
de la théorie, les champs intérieurs sont toujours réguliers dans
les domaines qu’ils meublent. Il en résulte que le champ extérieur
devra présenter hors des masses certaines singularités. Ces singu-
larités pourront d’ailleurs étre envisagées comme constituant la
représentation de I’énergie que I’on devra fournir pour maintenir
en équilibre les masses considérées. Une telle circonstance a été
signalée, pour le ds® & symétrie axiale par M. Charles Racine (%).
Nous nous proposons, dans le paragraphe qui va suivre, d’établir
Pexistence de telles singularités pour des champs statiques or-
thogonaux.

9. Les masses matérielles figurant dans 'univers considéré
seront en nombre fini et occuperont des domaines finis dans I’es-
pace. La topologie de cet univers sera de plus telle que les sec-
tions d’espace du champ extérieur soient des espaces clos, sans
frontiére. Nous supposerons enfin que les champs intérieurs et le
champ extérieur introduits peuvent étre représentés par deses-
paces-temps statiques orthogonaux.

Les masses matérielles étant en équilibre, nous devrons annuler

@) Gf. These, p. 20-21.
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les trois composantes d’espace de la vitesse généralisée et, pour
chacune des masses considérées, les lignes de courant coincideront
avec les lignes de temps. Dans ces conditions, les sections d’es-
pace associées aux divers champs se raccorderont le long des hy-
persurfaces frontiéres et nous pourrons appeler espace associé a
Punivers la variété obtenue en limitant ces sections d’espace aux
tubes frontiéres correspondants.

Moyennant les hypothéses qui précédent, 1’élément linéaire
de I'univers peut s’écrire :

ds? = V(da%)? + gidaidas
les différentes fonctions introduites ne dépendant que des coor-
données d’espace et la fonction V se réduisant & une constante (%),
sur les frontiéres limitant les tubes d’univers. Au paragraphe 4

du présent chapitre, nous avons établi, pour les champs statiques,
I’équation :

(9-1) Vah* = R}

Pour des champs statiques orthogonaux, on voit aisément que
I’équation (9-1) peut étre mise sous la forme :
A,V = R4
9-2 —_ 27
(9-2) v A
ou les notations sont identiques & celles du chapitre II. Dans le

cas du champ extérieur et conformément & I’équation (8-3) du
chapitre IT (9-1) se réduit a (9-3)
(9-3) — AV =0

Placons-nous alors dans ’espace associé a 'univers et considé-
rons les valeurs prises par la fonction V, relative au champ ex-
térieur, & la surface des masses et hors des masses. Dans ce do-
maine fermé, la fonction V doit atteindre effectivement sa
borne supérieure. Or ceci ne peut avoir lieu sur aucune des surfaces
frontiéres (4 deux dimensions). Désignons en effet par S une telle
surface, la quantité — A, V relative au champ intérieur corres-
pondant est, en vertu de I’équation (9-2), essentiellement positive
a lintérieur de S ; il en résulte que le flux du vecteur — grad. V
& travers la surface S est certainement positif. Comme la fonction

(1) Les lignes de temps qui engendrent des hypersurfaces frontiéres sont en
effet des géodésiques de ces variétés.
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V est constante sur S, elle ne peut atteindre sa borne supérieure
sur cette surface, car 'orientation de — grad. V en chaque point
de S serait alors telle que le flux de ce vecteur a travers S soit
négatif.

Ainsi la fonction considérée ne peut atteindre sa borne supé-
rieure qu’en dehors des masses. Dans ces conditions, si le champ
extérieur était régulier partout hors des masses, en vertu de I’équa-
tion (9-3) la fonction V se réduirait & une constante et le champ
extérieur & un champ euclidien.

10. Existence de singularités matérielles dans un champ ex-
térieur quelconque. — Dans les paragraphes qui vont suivre, nous
nous proposons d’étudier ’existence de singularités matérielles
pour un champ extérieur qui ne sera plus supposé statique. Le
champ extérieur considéré étant rapporté & un systéme de coor-
données orthogonal, régulier pour ce champ, nous nous donnerons
un tube d’univers limité & une hypersurface S engendrée par des
lignes de temps et que nous pourrons toujours définir par ’équa-
tion 2 = 0. Nous supposerons que ce tube d’univers peut étre
meublé par une distribution matérielle produisant un champ in-
térieur compatible avec le champ extérieur et nous rapporterons
ce champ & un systéme de coordonnées orthogonal régulier, dé-
terminant sur S le méme systéme de référence que celui relatif au
champ extérieur. Avec de tels systémes de coordonnées, I’élément
linéaire associé a I'un ou l'autre des deux champs peut s’écrire :
(10-1) ds? = V2 (da*)? 4 gydaxidxl
Pour atteindre le but que nous nous proposons, il nous faut tout
d’abord mettre sous une forme commode celle des équations
d’EINsTEIN qui présente dans l’espace le caractére scalaire. Au
paragraphe 13 du chapitre II, nous avons démontré que pour un
espace-temps extérieur orthogonal, cette équation peut s’écrire :

— y H?
(10-2) — A,V = gloyllyj — <7

C’est cette équation que nous adopterons pour le champ extérieur
envisagé. Dans le cas du champ intérieur et conformément &
I’équation (7-5) du chapitre II, 'équation d’EINSTEIN considérée
sera prise sous la forme :

_— 2
(10-3) _EV = VR: + a4<%> + 5
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11.
tant déterminé de la durée, instant que nous désignerons par x*
et les hypothéses que nous allons expliciter pour le champ exté-
rieur et pourle champ intérieur ne seront supposées remplies qu’a
Pinstant considéré. Les sections d’espace associées aux deux
champs et & I'instant 2! déterminent sur S un méme domaine &
deux dimensions que nous désignerons dans la suite par D.

Comme au chapitre II, nous supposerons qu’a Iinstant z* et
dans les domaines de régularité intérieurs au tube d’univers, la
forme quadratique admettant pour coefficients les 3,Ili; associés
au champ extérieur est définie positive (expansion convexe dans
le temps). Moyennant cette hypothése, le second membre de
I’équation (10-2) sera, dans ces domaines, essentiellement négatif.

Dans le cas du champ intérieur, 1’étude correspondante du
signe du second membre de (10-3) présente d’assez sérieuses dif-

ficultés du fait du terme d (K) qui y figure. Mais nous allons

voir que, moyennant des hypothéses trés naturelles et présentant
une signification physique claire, ce terme peut étre considéré
comme négligeable. Nous placant dans I’hypothese du fluide
parfait, nous supposons que dans le tube d’univers considéré la
matiére se meut lentement par rapport 4 la lumieére. Cette hypo-
thése peut étre traduite de la maniére suivante : les composantes
d’espaces u‘ de la vitesse généralisée ainsi que leurs dérivées sont
supposées trés petites par rapport & la composante temporelle ut.
Dans ces conditions ’équation de continuité :

(11-1) Valou?) = uoyp
va nous fournir facilement une expression de la quantité K = 1"::,‘
Développons I'équation (11-1) en mettant en évidence les compo-
santes d’espaces uf, il vient
(11-2) %—i—[ l_,{_az(p )]%;+b4u + px + a4(99—1!7) —0
ou [‘) =K+ 5 2%V
Or, en dérivant par rapport au temps la relation :
VE(ut)? + gguind = 1
on obtient :
dut 2,V 1 2,(giuiw)

ut V T AV T (ud
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On a ainsi en reportant dans (11-2) la valeur précédente de 24r “u

(11-3) 2% [ ailp — p>] L 2y(gyuiw) a4<pP P _y.

wTavE e TEAF

L’équation (11-3) montre que, dans ’hypothése faite, K et ippj_p)

ne différent que de quantités trés petites. Si nous supposons alors
que le fluide qui meublele tube d’univers est tel que les quantités
%(p—P) o1 2ulp—p)
P P

supposons que le fluide est en régime permanent ou en régime
voisin d’un régime permanent, les quantités K et 3, K, seront elles-
mémes négligeables.

En résumé, relativement a la distribution matérielle fluide qui

meuble le tube d’univers, nous ferons les deux hypothéses sui-
vantes :

soient nulles ou négligeables, ¢’est-a-dire sinous

10]a vitesse de la matiére, dans le tube d’univers donné, est trés
faible vis-a-vis de la vitesse de propagation de la lumiére.

20 le fluide considéré est en régime permanent ou en régime
trés voisin d’un régime permanent.

Dans ces conditions le signe du second membre de (10-3) est

. H2
le signe commun des termes VR et v e second membre est done

essentiellement positif.

12,
systémes de coordonnées (x*) assurant la régularité de ces champs
dans les domaines ou cela est possible. Il nous faut donc étudier,
comme dans le cas statique général, le raccordement des deux
champs considérés a la frontiére S du tube d’univers. Comme, dans
ce cas nous supposerons que le systéme de coordonnées (z*) corres-
pondant au champ intérieur se raccorde le long de S au second
ordre pres avec le systéme de référence relatif au champ extérieur.

Avec des notations identiques a celles du par. 6, les quantités Af,

qui caractérisent le passage des coordonnées (z*) aux coordonnées
locales de Gauss (z*') admettent sur S les mémes valeurs pour les
deux champs. Le long de S on a en particulier :

Al =0; Af=1
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de plus, les sections d’espace associées & (*) étant tangentes le long
de S aux sections d’espace associées a (a)

AY =0

Dans ces conditions les potentiels g, associés aux deux champs
et leurs dérivées prises tangentiellement a S admettent sur cette
hypersurface les mémes valeurs ; il en est ainsi en particulier pour
le potentiel g, = V2 et il est facile de vérifier que cette conclusion
peut s’étendre & la dérivée 2,g,,. En effet si nous dérivons par rap-
port & z® I’équation :

— ANW
Bun = Ay 4 By
il vient :
v &
2384s = Ag d3y8yy + 28y4003A,
avec

& &

Il en résulte immédiatement que, le long de ’hypersurface considé-

rée, les vecteurs grad. V. calculés dans ’espace sont identiques
pour les deux champs.

13. — Cerésultat étant établi, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant :

TutorEME : St l'on peut,dans un champ extérieur donné, meubler
un tube d'univers par une distribution matérielle produisant un
champ intérieur compatible avec le champ extérieur et st ces deux
champs satisfont respectivement aux hypothéses du par. 11, le champ
extérieur considéré ne peut étre régulier a Uintérieur du tube d’uni-
vers.

Désignons en effet par Ve et Vi les volumes & trois dimensions
délimités par le tube d’univers sur les sections d’espace associées,
a linstant 2%, aux deux champs considérés. Le champ intérieur
étant régulier dans Vi, il résulte de I’équation (10-3), que le flux a
travers D du vecteur d’espace (—grad. V) est essentiellement posi-
tif. Or, sile champ extérieur était régulier dans Ve, le flux & travers
D de ce méme vecteur devrait étre négatif en vertu de ’équation
(10-2). Le champ extérieur présente donc nécessairement des singu-
larités dans le domaine envisagé.
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14, Résumons les résultats principaux de ce chapitre. Tout
d’abord nous avons réussi a établir la proposition A pour des
espaces-temps statiques du type le plus général ; pour de tels
espaces-temps, les deux propositions A et B sont donc toujours
satisfaites simultanément. C’est 14, au point de vue du but que
nous nous proposions, un résultat fondamental.

Ayant ensuite abordé I'étude des espaces-temps quelconques
rapportés & des systémes de coordonnées orthogonaux, nous avons
été amenés & imposer aux espaces-temps extérieurs des conditions
identiques a celles du chapitre II. Ainsi dans les différents cas
étudiés, la liaison étroite qui existait @ priori entre la proposition
A et la proposition B se traduit, de la maniére la plus satisfaisante,
par une similitude profonde des méthodes et des résultats.

Relativement aux distributions matérielles introduites, nous
avons été conduits a expliciter et & utiliser deux sortes d’hypothéses.
D’une part la vitesse de chacune des particules matérielles qui
constituent le fluide susceptible de meubler un tube d’univers,
a été supposée petite vis-a-vis de la vitesse de propagation de la
lumiére ; d’autre part le fluide considéré a été supposé en régime
trés voisin d’un régime permanent. Au point de vue physique ces
conditions apparaissent comme trés naturelles et seront toujours
réalisées dans un modéle d’univers effectif. 11 semble d’ailleurs
bien difficile de ne pas avoir recours a de telles hypothéses, la
proposition considérée devant pouvoir aider & caractériser les
univers qui correspondent i une réalité physique. Nous pourrons
donc conclure en insistant sur une idée qui nous a guidé tout au
long de ce travail, mais qui prend seulement maintenant tout son
sens : malgré la généralité en apparence trés grande des espaces
et des tenseurs introduits dans la théorie de la relativité générale,
les espaces-temps gravitationnels qui ont effectivement une signi-
fication physique présentent, tout au moins au point de vue de
I’'ordre de grandeur des éléments qui les caractérisent, de tres
remarquables particularités.
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