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AVANT-PROPOS

C’est un truisme d’énoncer que toute la science séismologique
consiste dans 'étude de la propagation d’ondes progressives. Un séisme
est déterminé en effet par une rupture soudaine d’équilibre de 1'écorce
terrestre dans certaine région du globe, et il se manifeste par I’extension
progressive aux régions avoisinantes du mouvement provoqué par la
perturbation initiale.

L’étude théorique dela propagation d’une onde conduit a larecherche
des solutions d’une équation ou d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles, auxquelles sont adjointes cerlaines conditions aux limites et
certaines conditions initiales.

Cependant, en dehors de bien rares exceptions, correspondant a des
problémes particuliérement simples, les méthodes classiques d’inté-
gration des équations aux dérivées partielles ne permelttent pas d’oblenir
les solutions véritables, complétes, « synthétiques » que le physicien
désire.

(’est la raison principale pour laquelle les ouvrages de Séismologie
théorique se bornent le plus souvent a décrire des états de régime
harmonique permanent, analogues a ceux qu'on est conduit a
envisager par exemple dans I'étude du rayonnement d’une antenne
d’émission radiotélégraphique.

Le probléeme de 'état de régime harmonique permanent est en effet
beaucoup plus simple que celui de 'onde progressive car, dans I’hypo-
thése que les élongations s’expriment par des fonctions sinusoidales du
temps, les équations du probléme, supposées linéaires et homogenes,
font place a de nouvelles d’ou la variable temps disparait. Ce probléme
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de l'état de régime harmonique permanent n’est d’ailleurs qu’un cas
particulier, plus exaclement un cas limite du probléme de I'onde pro-
gressive et ne peut, méme en l'absence d’ondes dites stationnaires,
apporter que des renseignements bien incomplets et incertains sur le
mécanisme général de la propagation : les physiciens font trop souvent
une extrapolation hasardeuse en attribuant aux notions de vilesse de
phase, de groupe, de propagation d’énergie une portée qu’elles n’ont
pas nécessairement et en essayant de prévoir, a partir des formules de
Pétat permanent, quelle peut éire allure du phénoméne transitoire,
c’est-a-dire de 'onde progressive.

Certes, en sommant des solutions sinusoidales sous la forme d’une
intégrale de Fourier on pcut, lorsque les équations sont linéaires,
espérer obtenir la solution du probléme de propagation. Encore convien-
drait-il — ce qu’on passe généralement sous silence — de vérifier apreés
coup la correction du procédé en montrant par exemple que les dériva-
tions sous le signe somme sont légitimes. Ce point supposé acquis, il
subsiste cette difficulté quel’expression d’une fonction sous forme d’une
série ou d’une intégrale de Fourier ne permet que Lrés difficilement d’en
discuter les propriétés ou d’en effectuer le calcul numérique.

On parvient certainement 4 une analyse beaucoup plus intéressante
des phénoménes de propagation lorsque, a la suite de Hugoniot, on
définit une surface de front d’onde comme le siége d’une discontinuité
cinématique. On sait que les conséquences de celte définition ont été
développées systématiquement par Hadamard (') dans ses « Lecons sur la
propagation des ondes ». Cette maniére d’envisager les probléemes de
propagation est trés élégante ct trés géncérale. 1l convient cependant de
remarquer, d’'unc part que le front d’onde n’est pas nécessairement le
siége d’une disconlinuité cinématicue, d’autre part que la recherche des
surfaces de front d’onde, de leur forme et de la grandeur de la discon-
tinuité cinématique dont elles sont éventuellement le siége ne saurait
constituer que I'étude d’une propriété isolée, généralement pas la plus
intéressante, des fonctions par lesquelles peut s’exprimer la solution
complete.

(') J. Havavarp, Lecons sur la propagation des ondes et les équations de l’hydro-
dynamique (Hermann, Paris, 19oo).



AVANT-PROPOS. X1

Notre but et notre méthode sont bien différents. Ils visent la décou-
verte de solutions complétes et rigoureuses, « synthétiques », permettant
une discussion approfondie, numérique s’il en est besoin, de certains
problémes assurément schématiques, mais néanmoins choisis parmi les
plus typiques de la propagation d’une onde. C’est ainsi que le présent
ouvrage traite de la solution et de la discussion du probléme suivant :

« Deux milieux homogeénes, isotropes, c¢lastiques, indéfinis, sont
séparés par une surface plane de contact. Dans I'un des milieux prend
naissance une onde séismique progressive initialement sphérique, iso-
trope et de condensation. On se propose d’étudier ce que le phénoméne
devient a partir de Uinstant ou le front avant de 'onde incidente vient
heurter la surface de séparation des deux milieux. »

A cause de son importance théorique, qui déborde la pure Séismo-
logie, ce probléme n’est pas nouveau. Il a été abordé, une seule fois
d’ailleurs, il y a 35 ans, par Lamb ('), dans un mémoire célébre.

La présente étude sera plus générale que celle de Lamb, pour les
raisons suivantes :

1° L’un des milicux de Lamb était le vide. Nos deux milieux seront
quelconques.

2° Lamb placait 'origine de la perturbation sur la surface de sépa-
ration. Nous la placcrons au sein d’un des milieux.

3° Lamb se bornait a éludier le mouvement des points situés sur la
surface de séparation. Nous ¢ludierons le mouvement d’un point quel-

conque choisi n'importe ou au sein des deux milieux.

En raison de ce degré de généralité que ne revétait pas le mémoire de
tal s
Lamb, nous ferons apparaitre plusieurs résultats nouveaux. parmi
lesquels nous citerons :

1° Le mécanisme de la formation d’ondes a front conique lors de la
réflexion totale. Ce curieux phénoméne fut découvert empiriquement

(') H. Lams, On the propagation of tremors over the surfa-e of an elastic solid
(Philos. Trans. of the Roy. Soc. of London, 203 A, 1gof, p. 1 & §2).
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lors des premiéres tentatives de prospection par la méthode séismique,
mais, en dépit d’une volumineuse littérature dans les revues spécialisées,
il ne semble pas avoir regu jusqu’a présent aucune explication satis-
faisante.

2° La nature, peut-étre assez inaltendue, des discontinuités cinéma-
tiques dont les divers fronts d’onde peuvent étre le siége.

3° La description des propriétés et de la structure de la pseudo-onde
superficielle progressive dite Onde de Rayleigh.

4° L’existence d’autres pseudo-ondes superficielles progressives, d'un
type distinct de celui de ’Onde de Rayleigh.

5° L’existence de pseudo-ondes de types variés, se propageant a ’zn-
térieur des milieux et non plus le long de leur intersurface.

Nota. — L’auteur a traité, par celte méme méthode, quatre autres
problémes typiques de propagation d’ondes progressives :

L. Caeniaro, Diffraction d’une onde progressive par un écran en

Jorme de demi-plan (Journal de Phys., VII, 1.6,1935, p. 310 et 369).

L. Cacnuaro, Hydrodynamique fluviale. Régimes variables
(Revue générale de UHydraulique, t. 3, 1937, p. 128).

L. Caeniarp, Sur la propagation du mouvement dans les milieux
visqueuz (C. R. Ac. Sec., t. 204, 1937, p. 408).

L. Cacniaro, Sur la propagation d’un signal dans une atmosphere
raréfiée ionisée (C. R. Ac. Sc., 1. 208, 1939, p. 918).

Je remercie tout particulierement mon ami M. J. Dubourdieu,
qut a bien voulu contréler « directement» que la solution obtenue
vérifiait les équations indéfinies et les conditions aux limites, et avec
qui j’ai pu discuter utilement maintes parties du présent ouvrage.



PLAN DE L’OUVRAGE

CHAPITRES I et II.

Le probléme dont I’étude fait I'objet du présent ouvrage est mis en
équations au cours des deux premiers Chapitres (Notations. Equations
indéfinies. Conditions aux limites. Conditions initiales. Discussion de
la notion de source ponctuelle).

CHAPITRE II1.

La solution du probléme sera obtenue par la méthode d’intégration
de Carson dont nous présentons un exposé nouveau en nous attachant
a montrer qu’elle est fondée sur une succession d’hypothéses qui sont
seulement « plausibles ». Une solution obtenue par cette méthode n’est
donc recevable que si I'on peut vérifier a posteriori, par une substitution
directe, qu’elle satisfait effectivement aux équations du probléme.
Malhcureusement, dans les problémes quelque peu compliqués, une
vérification de ce genre sera presque lonjours impraticable. Grace a un
lemme et 4 un théoréme démontrés dans le Chapitre I11, il suffira, pour
cflectuer ce controle, de constater que la solution posséde certaines
propriétés d’une nature trés générale (N. B. : Dans une premiére lecture,
on peut laisser de coté la démonstration des théorémes et ne jeter qu’un
coup d’eil rapide sur les considérations qui terminent le Chapitre).

CHAPITRE IV,

Pour appliquer laméthode, il faut d’abord déterminer les « coefficients
exponentiels », ¢’est-a-dire obtenir une solution de régime, dépourvue
d’ailleurs de toute signification physique, exprimée par des fonclions
exponentielles du temps. Cette premiére partie du probléme ne présente
d’autre difficulié que celle de la discussion des racines d’une équation
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irrationnelle quelque peu compliquée. Cette longue discussion est fon-
damentale pour la suite des raisonnements el apparaitra comme celle de
Pexistence d’'une onde de Rayleigh a l'intersurface de deux milieux
quelconques. Néanmoins le lecteur pressé pourra passer rapidement
sur cette discussion pour n’cn retenir que le résultat : D (w)
admet deux racines imaginaires pures opposces, ou n’admel aucune
racine (dans une portion du plan complexe délimitée par certaines
coupures).

CHAPITRE V.

Les « facteurs de transmission », par lesquels la solution s’exprime
immédiatement, sont obtenus en cherchant les transformées de Laplace
des coefficients exponentiels, c’est-a-dire en résolvant une équation
intégrale de premiére espéce. On parvient a ce résultat par une simple
identification, a l'aide de changements de variable successifs effectués
dans le plan imaginaire. En fait, c’est la que résidaient les principales
difficultés du probléme. La clef de la solution consiste a remarquer
que les variables et paramétres de I'Oplique géométrique (angles
d’incidence, de réflexion, de réfraction, temps minimum de Fermat)
s’introduisent tout naturellement dans le changement de variable
qui s’impose.

CHAPITRE VI.

Nous ¢tudions dans ce Chapitre les propriéiés fondamentales de 'un
des facteurs de transmission B(¢, p, z), qui s’exprime par une juxta-
position de fonctions analytiques définies de maniéres différentes dans
les diverses régions de I’espace p, 5, ¢. Nous c¢xaminons principalement

. . ., , ., d
les discontinuités de B(v, ¢, z) ou de sa dérivée % B(¢,p, z), ou encore

les singularités diverses que présentent, sur les surfaces de front d’onde,
les fonctions par lesquelles s’exprime B(¢. p. 5). Nous y parvenons en
¢ludiant le prolongement analytique de chacune des fonclions dans les
domaines limitrophes. (Malgré le caractére fondamental des résultats
obtenus dans ce Chapitre, le lecteur pressé pourra, ici encore, se borner
a un coup d’wil rapide.)

CHAPITRE VII.

Ensemble de la solution. Chapitre court et de lecture facile. Examiner

particuliérement les figures qui illustrent le phénoméne des Ondes
coniques.
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CHAPITRES VIII et IX.

Nous y traitons deux cas particuliers (probléeme statique et probléme
harmonique), de peu d’intérét pratique, qui peuvent étre laissés de coté
dans une premiére lecturc.

CHAPITRES X, XI, XII gr XIII.

Nous discutons alors d’une maniére approfondie un cas particulier
important de Ponde progressive, celui ou le second milicu est le vide.
Les formules se simplifient beaucoup : aussi récrivons-nous les formules
simplifices en téte du Chapitre X. Dans le Chapitre X, nous étudions
numcériquement, avec diagrammes et courbes représentatives a appui,
la propagation de discontinuités cinémaliques éventuelles. Au Cha-
pitre X1, nous assistons a lanaissance de ’'Onde de Rayleigh progressive
et nous étudions celte onde superficielle, avec nombreuses courbes
représentatives a 'appui, a la surface du sol ou en profondeur. Au
Chapitre XIl, nous étudions de la méme maniére une autre pseudo-
onde superficiclle, d’'un type analogue a celui de ’'Onde de Rayleigh
qui, bien qu’elle soit une onde mixte (de condensation et de distorsion)
se propage avec la vitesse radiale Q,. Cette onde ne doit jouer d’ailleurs
qu’un role effacé dans les séismogrammes de séismes lointains. Enfin,
au Chapitre XIIT nous mettons en é¢vidence l'exislence d’une autre
pseudo-onde, sphérique et de distorsion.

CHAPITRE XIV.

Nous traitons ici ’Onde progressive dans le cas général de deux
milieux quelconques (fronts d’onde coniques éventuels, au nombre de
trois ou de cing, pseudo-ondes varides, superficielles, sphériques,
coniques, propagation des discontinuilés cinématiques).
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REFLEXION ET REFRACTION

ONDES SEISMIQUES PROGRESSIVES

CHAPITRE I.

NOTATIONS. EQUATIONS INDEFINIES AUX DERIVEES PARTIELLES.
CONDITIONS AUX LIMITES
SUR LA SURFACE DE SEPARATION DES MILIEUX.

1. Enoncé du probléme. — La surface de séparation de deux solides
indéfinis, homogeénes, isotropes et élastiques est choisie comme plan
des xy d'un systéme d’axes rectangulaires Oz, Oy, Oz (fig. 1).

3
s 1¢"milieu

h

2°milieu

Fig. 1.

A Tinstant zéro, tous les points des deux milieux envisagés sont au
repos, et une source ponctuelle S, de coordonnées o, o, A > o, qu'on
peut considérer comme une sphére pulsante de rayon infiniment petit (*)
commence a vibrer dec maniére que ses élongations soient constamment
radiales et isotropes. La loi de ces élongations est une fonction arbitraire

(') Nous reviendrons au Chapitre II sur la définition d’une telle source ponctuelle.
p P

THESE L. CAGNIARD. !
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donnée du temps ¢. On se propose d’étudier la propagation de I'onde
qui prend naissance. C’est en somme lc probléme général de la réflexion
sur une surface plane d’une onde séismique sphérique, isotrope et de
condensation.

Dans ce chapitre nous explicitons d’abord les notations employées,
puis nous posons les équations indéfinies de propagation et les condi-
tions aux limites a salisfaire sur le plan z = o.

2. Notations. — Le milieu ou se trouve la source S est dit « premier
milien », Pautre « second milieu ». Pour désigner les paramétres qui
caractérisent les deux milicux, il est fait usage des mémes lettres, mais
en accentuant celles qui correspondent au second milieu.

Exemple : ), p, coefficients de Lamé du premier milieu;
V, !, coefficients de Lamé du second milieu;

o, densité de la matiére;
Q,, vitesse de phase des ondes harmoniques planes de condensation;
Q,, vitesse de phase des ondes harmoniques planes de distorsion.

On sait que
A= G(Q?_ 29%)7
u=cQ3.

Comme 4 est essentiellement positif, on conclut

Dans le probléme ici traité, Paxe Oz est axe de révolution pour les
phénoménes. Aussi ferons-nous choix de coordonnées cylindriques p,

¢, 2 (fig. 2)

x = p cosy,
¥ =psing.

Par suite des conditions de symétrie, I’élongation n’a pas de compo-
sante tangentielle Z,. De plus /; et [; sont indépendantes de ¢.
D’aprés la théorie de I'élasticité
_ow_ v

— 5o

P_dp dz
£ 9z dp o/’

¥ et U désignant deux fonctions de p et 3.

1)



3 —
¥ définit onde de condensation, la dilatation 6 ayant ’expression

6_()zllf_’_ 1 ()__II/‘_*_()'ZII,"-
(2) - dp? E dp dz2?

U définit onde de distorsion.

z
Sens positif
desxzetl,
Sens positif
des ¢ ot Lo
0 =
Y
?

Sens positif
des pet lp

Fig. a.

Les tensions normales et tangentielles ont les expressions suivantes :

Tensions normales

N, = 10 %
p= M0 2p 5t
(3) No= 20 -+ ?‘-:—‘lp,
Jal
N:=X0+ 2 p.(}f;
Tensions tangentielles
Tp =0, .
al ol
™ Y Utz
(4) lq_-,—p(dz-l—dp)’
T;=o0
3. Equations indéfinies de propagation. — L’équation indéfinie de
propagation
. 1 Y

devient en coordonnées cylindriques

(5) 72 - 220 Y - 1 7\
9o T Iz T 5 dp 07 ot '




— 4 —
De méme U satisfait a 'équation

72U 22U 1 JU U 1 22U

© T T i p ey

Ces équations doivent étre satisfaites a l'intérieur des deux milieux.
Dans le second milieu Q,, &, doivent étre remplacés, bien entendu,
par &, Q.

4. Conditions aux limites pour z =— o (surface de séparation). — A la
traversée de la surface de séparation, I'¢élongation est continue

L=1, l=1I

ou

(7 ¥ JU U _J¥ JU U

-7 9z T T T T T
d ’

(8) M _oU_ U,

do Jz do dz

h h

Il en est de méme des tensions normales et tangentielles a la surface
de séparation, )
N Lq ’ N/
NZ=N37 [‘P=Tp’ T?: 'l@

ou
Q2 —203 PV , [PY 22U 19U
(9) o‘[ a7 T ~+ 202 (d_z; —4—%0—2—0—?7)]
_[er—o0p 2w W U1 oU
= og oz TP\ Y0z T 05
et A
22U 72a 22U
—_— 2 —
(10) d [ gz 208 (()pdz Jz2 )]
B e (Y 2U
Jt2 25 (dp dz  Jz?



CHAPITRE TII.

SPHERE PULSANTE EN MILIEU HOMOGENE ILLIMITE.
DEFINITION DE LA SOURCE PONCTUELLE S. CONDITIONS INITIALES.

5. Sphére pulsante en milieu homogeéne illimité (Riemann). Disconti-
nuités cinématiques. — Soit une sphére pulsante de centre S, de rayon
R,, située dans un milieu illimité, élastique, homogeéne, isotrope, dont
tous les points sont, a U'extérieur de la sphere, au repos a l'origine des

temps (fig. 3)-

Fig. 3.

L’élongation radiale /, d’un point de la sphére R, est une fonction
donnée de ¢
lo= lo(2),
nulle pour ¢ = o.

On cherche a déterminer I'élongation [, évidemment radiale, d’un

point M quelconque, en fonction de SM = r et de ¢. Rappelons en
quelques mots la solution ¢lémentaire de ce probléme classique.

On a
o) = ()L)r‘l)'(r, 0,

ou le potentiel ¥ satisfait a I'équation

L o W 1 W
(2 P =t = —.
) A=, orr " r or 03 o2
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L’intégrale générale de 'équation (2) a pour expression

(3) Y= ;[f(r'+Q1t)+p(r'—Q1t)],

f et ¢ désignant deux fonctions continues quelconques, admettant des
dérivées continues jusqu’au second ordre inclus (').

On sait d'ailleurs et 'on montre immédiatement que, du fait des con-
ditions initiales (élongations et vitesses nulles pour r >Ry, t=0) et
en raison de l'indétermination du potentiel W, défini seulement a une

fonction additive prés de la seule variable ¢, le terme ;f(r -+ ,¢) peut

étre laissé de coté. On peut donc écrire la solution sous la forme
o YR
%) e ( m)’

ou la fonction F(u) est déterminée immédiatement lorsqu’on se donne
— R,

.

Ainsi, quel que soit le remplissage de la sphére R,, sans qu’il y ait
lieu de prendre en considération les phénomeénes dont son intérieur peut
étre le siége, 'état du mouvement a 'extérieur de la sphérc est entiére-
ment défini par la relation (4) lorsqu’on se donne la loi des ¢élongations
sur la sphére R,.

Toutefois, dans la relation (4) la fonction F n’est pas absolument
arbitraire. En effet, dans la théorie d’élasticité qui conduit a I'équa-
tion (2), 'on pose a priori 'existence et la continuité des dérivées
partielles qui interviennent dans cette équation. La solution (4) n’est
donc immédiatement recevable que si F’(u) existe et est continue quelle
que soit la valeur de la variable u.

On doit avoir en particulier

Ro\ _ o, Ro\, v/ 'Re\ _
()= (- )
Cela implique que le mouvement d’un point de la sphére R, ne débute
pas par une discontinuité de vitesse. Dans ces conditions, le mouvement

ly (t). F (u) est identiquement nulle pour <

r—R,

d’un point du milieu, a U'instant ¢t = 0l ce point est atteint par le

front de l'onde, ne débutera pas non plus par une discontinuité de
vitesse.

(!) La fonction f peut n’étre définie que pour des valeurs de son argument supérieures
ou égales a R,.
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L’hypothésc d’une discontinuité cinématique n’est d’ailleurs le plus
souvent qu’une fagon commode de décrire et d’exprimer mathématique-
ment une variation continue, mais rapide et de bréve durée. Par exemple
on dira qu’un piston, sur lequel repose un corps pesant maintenu primi-
tivement immobile, démarre avec une vitesse nulle mais une accéléra-
tion différente de zéro lorsqu’on lache le corps pesant d’une facon
instantanée. Comme linstantanéité n’est jamais que relalive, cette
notion de discontinuité d’accélération exprime uniquement, en pareil
cas, que pendant un temps trés courl, indiscernable a I’échelle ou nous
nous plagons, Paccélération s’estacerue continiment depuis zéro jusqu’a
une valeur finie.

On peut observer que la solution (4) reste valable si la dérivée F'(u),
tout en restant continue ¢t dérivable, présente une variation de plus en
plus rapide pour certaines valeurs de la variable. Or un coude étroil, a
faible rayon de courbure, de la courbe représentative de F'(u), équivaut
physiquement, d’'une maniére compléte, a la notion de discontinuité de
vitesse. Une telle maniére d’envisager les disconlinuités cinémaliques
revient donc 4 admettre que la relation (4) exprime toujours la solution,
méme si la fonction F est absolument arbitraire, sous la seule réserve
que cette solution conserve un sens physique indiscutable. C’est ainsi
que nous éviterons d’envisager une disconlinuité de F', c’est-a-dire une
discontinuité d’élongation, qui pourrait étre interprélée comme une
rupture de la matiére.

En fait lorsque, comme dans les problémes ici traités, on cherche a
atteindre une solution « synthétique », 'hypothése de 'exislence de
discontinuités cinématiques d’ordre peu élevé ne fait que compliquer
Pétude. Pour supprimer ces difficultés qui ne sont pas inhérentes par
nature au probléme traité, il suffit de poser qu'on ne considérera que
des solutions W (g, z, ), U(p. z, t) admettant des dérivées continues
Jusqu’au second ordre inclus, ce qui exigera que la fonction F (u) qui
définit Ponde incidente émanant de la sphére pulsante admette elle-méme
des dérivées continues, parfois jusqu’au second ordre inclus seulement,
mais parfois aussi, suivant la nature du probléme particulier traité,
jusqu’é un ordre plus dlevé.

Il nous a para plus rationnel et plus clair de supposer d’abord que
la fonction F(«), envisagée bien entendu comme Jonction d’une
variable réelle ('), est continue et indéfiniment dérivable quel que

N Definie NP
’( ) Définir F(u) pour des valeurs complexes de u peut étre intéressant comme moyen
d’étude, mais n’a aucun sens et ne présente aucune utilité au point de vue physique.
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soit u. Par exemple F (u) pourra avoir la définition suivante :

— Ro
o, pour u Suy (uoz o H
e(u—uo)(u—u,) . — .
: y pour uo< uw < uy;

o, pour u 2 u,.

Les solutions de ce genre ne seront donc pas holomorphes, ni méme
nécessairement analytiques. Au reste nous constaterons qu’en général
il est impossible d’obtenir des solutions analytiques, plus précisément
des solutions s’exprimant par une juxtaposition de fonctions analytiques
définies séparément de maniére différente dans diverses régions de
I'espace p, 3, ¢, qui soicnt exemptes de singularités sur la totalité des
surfaces limitant ces régions (fronts d’onde).

C’est bien entendu seulement dans une premiére partie de notre
étude que nous nous limiterons au cas d’une fonction F (u) indéfiniment
dérivable. Ensuite, par un passage a la limite, nous introduirons dans
la théorie les généralisations indispensables en rétablissant en bloc les
discontinuités cinématiques que nous avions exclues en premier lieu.

6. Conditions initiales. Source ponctuelle. — Revenons désormais au
probléme qui fait 'objet de notre étude. Supposons d’abord que la
source est une sphére pulsante de centre S, de rayon non nul R, <</,
entiérement située par conséquent dans le premier milicu. Les condi-

tions initiales seront les mémes que dans le probléme précédent,
savoir :

1° Tous les points de 'espace extérieur a la sphére R, sont au repos a
Porigine des temps;

2° La loi des élongations sur la sphére R, est donnée par une fonction
ly =1,(¢) nulle pour t =o.

Ainsi posé, le probléme va comporter une infinité de phases successives
dont chacune présentera des complications nouvelles par rapport a la
précédente. C’est ainsi que le second milieu n’interviendra pas tant que
le front de l'onde ne l'aura pas encore atteint. Dans cette premiére
phase du phénoméne, 'onde se propagera comme si le premier milieu
était illimité, suivant les formules établies au début du présent chapitre.

. . h—R . . .
A partir de I'instant ¢ = T" Vonde atteindra la surface de séparation.
1

Une seconde phase du phénomeéne, beaucoup plus complexe que la
précédente, commencera a cel instant. Durant cette seconde phase
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prendront naissance des ondes réfléchies et réfractées. Cette seconde
phase prendra fin a partir du moment ou Pune des ondes réfléchies
atteindra la sphére R, et le probléme deviendra un probléme de diffrac-
tion par la sphére R,. Le probléme se compliquera encore lorsqu’une
nouvelle onde réfléchie atteindra la sphére Ry, lorsque les ondes dif-
fractées par la sphére R, atteindront a leur tour la surface de sépa-
ration, etc.

Ces considérations mettent en lumiére qu’un probléme de propagation
ne peut en général recevoir une solution pratique que jusqu’'a une
époque déterminée. Dans le cas acluel, nous nous sommes limités a
I’étude de la premiére et de la seconde phase du phénoméne. Si I'onde
initiale est plane, c’est-a-dire si la sphére R, esL rejetée a l'infini, le
phénomeéne ne comporte d’ailleurs que ces deux phases. Toutefois,
méme si onde initiale est sphérique, nos formules, strictement valables
pour les premiére et deuxiéme phases seulement, exprimeront encore
approximativement la solution pour des époques ultérieures, a la con-
dition d’imaginer que le rayon R, est suffisamment petit pour que la
perturbation apportée par la sphére sur les ondes de retour puisse étre
considérée comme négligeable.

On est ainsi conduit, en imaginant que R, tend vers zéro, a définir
une source ponctuelle S ou la fonction W présentera une singularité.
C’est a ce point de vue que nous nous placerons dans ce qui suit.
L’énoncé mathématique du probléme sera done le suivant:

1° W, U el leurs dérivées sont nulles dans tout I'espace pour ¢ = o;

2° W et U sont des fonctions bornées, continues et indéfiniment
dérivables des variables réelles p, 5, t dans tout domaine borné de ces
variables, exception faite sur la surface de séparation s=o et a la
source ponctuelle S;

3 W, Uecttoutes leurs dérivées tendent vers des limites finies lorsqu’on
fait tendre un point appartenant a 'un des milieux vers un point de la
surface de séparation z = o, mais ces limites ne sont pas nécessairement
les mémes suivant qu’on fait tendre vers un des points de la surface de
séparation un point du premier milicu ou un point du second milieu;

4° Au point S, la fonction U est bornée et indéfiniment dérivable. Ilen
est de méme de la fonction

lJ'_l‘ __r_)
i '_[‘ t o )

F (¢) étant une fonction donnée indéfiniment dérivable quel que soit ¢,
nulle ainsi que toutes ses dérivées pour £<0;
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5° Pour toute valeur finie de ¢, les points des deux milieux qui sont
en mouvement, ou sont entrés en mouvement avant 'instant ¢, sont tous
a distance finie de S. Dans un probléme de ce genre, il n’y a donc pas
de conditions a ’'infini.

6° Enfin W et U doivent satisfaire aux équations de propagation et aux
conditions aux limites pour 3 = o qui ont été élablies au Chapitre 1.

7. Remarque. — Les six conditions énoncées ci-dessus sont suffisantes
pour que les fonctions W et U constituent une solution du probléme.
Une solution de ce genre, si elle existe — et nous verrons qu’elle existe
dans le probléme actuel — est nécessaircment unique. S’il existait en effet
deux solutions (¥, U,) et (¥, U,) satisfaisantaux conditions énoncées,
les fonctions Wy, — W, et U, — U,, qui ne présentent plus de singularité
en S, définiraient un état vibratoire du milieu, dont 'absurdité apparait
par la considération des énergies cinétique et potentielle si I'on suppose
que ¥, — ¥, et U; — U, ne sont pas telles qu’elles définissent une élon-
gation identiquement nulle quels que soient p, z, ¢, c’esl-a-dire si
(¥4, Uy) et (Wy, Us) ne déterminent pas des solutions physiquement
identiques.

Cependant ces conditions, évidemment suffisantes, ne doivent pas
éire considérées a prior: comme nécessaires. 1l est méme facile d’ima-
giner des problémes d’un type similaire ou clles seraient certainement
trop restrictives. Si, par exemple, la source S est placée en I'un des
foyers d’un miroir clliptique, la fonction W présentera une singularité en
Pautre foyer. On peut d’ailleurs concevoir des problémes ou les fonctions W
et U préscnteraient des singularités trés différentes de la singularité
ponctuelle ,1 F(l — é?) - Par exemple, dans le probléme de la diffraction
d’une onde par le bord d’un écran infiniment mince. il ne semblerait
pas absurde a priori que le bord de U'écran se comportat comme une
ligne singuliére pour les fonctions et U. -

Les conditions imposées a ¥ — ; rF (t — Q’—) et a U d’éire bornées et
1

indéfiniment dérivables quels que soient p, 3, ¢, ne sont donc pas
absolues. En fait, nous cherchons a déterminer ces fonctions sans nous
préoccuper de ces derniéres restrictions; s’il apparait qu’elles présentent
une singularité, il restera a discuter aprés coup st la solution obtenue
est néanmoins recevable,

———— Q) S—



CHAPITRE IIl.

EXPOSE DE LA METHODE D’INTEGRATION.

La méthode dite de « l'intégrale de Carson » permel l'intégration
élégante de problémes d’états transitoires régis par des équations
différentielles linéaires (1). Si son intérét purement mathématique peut,
a ce point de vue, paraitre assez restreint, nous verrons par conilre que
la méthode de « intégrale de Carson » est remarquablement adaptée a
la découverte des solutions de problémes tels que ceux envisagés ici, ou
il s’agit de trouver les intégrales particuliéres d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles satisfaisant a des conditions initiales qui
s’expriment a 'aide d’une « fonction d’excitation » F (¢) arbitraire.

Nous exposerons d’abord comment une suite d’hypothéses « plau-
sibles » concernant la forme des solutions laisse présumer que la
méthode de I'intégrale de Carson doit vraisemblablement permettre la
découverte de ces solutions. Nous démontrerons ensuite un théoréme
qui permetira en général de vérifier immédialement aprés coup que les
fonctions obtenues par la méthode de Pintégrale constituent effective-
ment la solution cherchée. '

8. Succession d’hypothéses conduisant a l’équation intégrale de

Carson. -—— Supposons connues les deux fonctions
W1 =Y

(l) { I‘ qt(t7 IO7 ‘z))
U= l’(t7 e Z),

qui constituent la solution du probléme ici traité, c’est-a-dire satisfont
aux conditions requises a la fin du Chapitre II.

1° En désignant par u un paramétre arbitraire, le systéme

W(t+u, p, 2),
U(t+u, p, 3),

qu'on déduit de (1) en changeantorigine des temps, constitue également
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une solution du systéme d’équations aux dérivées partielles (équations
de propagation et conditions aux limites pour z=0), a I'exclusion
toutefois des conditions initiales;

2° En désignant par p un nombre réel et positif, supposons que les
intégrales
+ o
‘Lﬂ:f e—PuW'(t+u, p, z)du,
—t
(2) 4w
U,:f e—Pe U(t+u, p, z)du
—t

convergent, bien qu’il ne soit pas exclu par avance (') que W et U, qui
ne sont pas des élongations, deviennent infinis en méme temps que u.

La présence du facteur e="% sous le signe d’intégration, la continuité
imposée a3 W et U ainsi qu’a toules leurs dérivées, enfin la nullité de
toutes leurs dérivées par rapport & w pour ¥ = — ¢ nous font prévoir
que les dérivées de W, et U, s’obtiennent simplement en dérivant W et U
sous le signe d’intégration.

En conséquence, nous ferons 'hypotheése que le systeme (¥, U,)
satisfait aux équations de propagation et aux conditions aux limites
pour 5 = o;

3° Par le changement de variable
v=1+ u,

les fonctions W, et U, deviennent

.
¥ = e,'tf e P* Wy, () z)dv = ep’“"ﬁ([’: 2, 3),
0

3) o
Ul:eplf e'—le(v’ p- z>d"=e’”)’ll(l’; ) z)y
0
en posant
~+
‘TP(P: 2] z) =f e—Pv IF(V, e, z) d")
0
4)

—+ o
'.yf'(Pr p; 3) =f e=7v U(v, p, z)dv.
0

(1) Dans le probléme actuel nous verrons que ¥ et U deviennent, en général, infinis
en méme temps que u.
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4° En S, y, est bornée. z, est la somme d’une fonction bornée et de
la fonction '

+x 1 ___p_r -+ %
f e—l"’-F(v— —) dv=1e & e—rv F(v)dy.
A r Q r o

5° Quand le point (p, z) s’éloigne a I'infini, il est & présumer que les
fonctions W' et U sont et restent nulles depuis ¢t = o jusqu’a une époque
de plus en plus lointaine, de sorte qu’il n’est pas nécessaire de conserver
zéro pour limite inférieure des intégrales (4). On peut choisir une limite
inférieure croissant indéfiniment en méme temps que le point considéré
g’8loigne a P'infini. Ce fait rend vraisemblable la décroissance exponen-
tielle de zp, yp en fonction de p et de 5.

6° On est ainsi conduit a essayer de déterminer directement une
solution des équations aux dérivées partielles du probléme (équations
de propagation, conditions aux limites pour z = 0) qui soit de la forme

bp=ertX,(p, p, 3)

up=ertY,(p, (p réel et positif),

o) %)

b

telle que X,, Y, décroissent exponentiellement quand p, z deviennent
infinis, et restent bornées dans tout 'espace a 'exclusion de la source S

ou X, doit, a un terme additif prés borné, se réduire a -

Une telle solution, & peu prés dépourvue de toute signification
physique, définit un ¢état de régime exponentiel, analogue a Pélat de
régime harmonique. La découverte de cctte solution constitue un pro-
bléeme beaucoup plus simple que le probléme initial, par le fait que ln
variable temps disparait des équations.

Il est d’ailleurs a remarquer que si les élongations, vitesses, tensions,
décroissent exponentiellement, comme W et U, a l'infini, la solution X,
Y, cherchée, si elle existe, est unique.

7° Supposons délerminée cette solution X,, Y,. En vertu de
alinéa 4°, z, et y, sont respectivement proportionnels a X,, Y,, le
facteur de proportionnalité étant

+ >
f e—rv F(p)do :
0

<+ %
Ty = X,,f e—rv F(v)dp,
%) °

ot

ryo=Y, e—rvF(v)dp,
[
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et 'on a en vertu de (3)

+ +x
[ e e e =X,(p, 5) [ e mrF (o) do,
0 0
6) . ..
f e U(v, p, 2)dv = Y, (p, o, z)/ e=pv F(0) do.
[ [

Posons d’autre part

-+ %

_____X,,(p, ik z) 2/ e—P”A((h ) z)(l():
P 0

(7)

+ o
—————YP(P;’P7 2) =f e—pPv B(v, p, 2) do.
0

A (v, p, 3) et B (v, p, ) sont ainsi les transformées de Laplace des

fonctions X”(p]’) P2 5) oy Y”(P;)P’ %). On les obtient 4 partir de X, Y, en

résolvant deux équations intégrales de premiére espéce, dites équations
de Carson. Nous désignerons A et B sous le nom de « facteurs de
transmission », I de « fonction d’excitation », X, Y, de « coefficients
exponentiels ». Les fonctions A, B, F, ¥, U sont liées par les relations

+ o -
f e—PueW(u, p, 3)du ::p[f e—Pv A(v, o, z)va [f
0 0 0
-+ Wt 2 - —+
f e—ru U(u, p, z)du:p[/ e—?rv B(v, p, z)(lv] [f e—ru F(u)du].
0 o Yo

8° Dans l'une ou l'autre des relations (8) transformons le second
membre en une intégrale double

-+ w -+ +
@ f er¥@au=p [ [ erens@ P dedy,
0 1] 0

et prenons comme nouvelles variables d’intégration z + y et

-+ o -+

e—ru F(u) du] ,

(10) f+me—l'" W(u)dzt:pf+we—ﬁ'l duqu(x)F(u—-x)dx.
0 [ 0

D’autre part, intégrons par parties le premier membre de (10)

(11) ‘/o‘_kz)e—”" U(u)du = [e“l“‘f Y(w) du]—,_”
+pf+” —pu[f lp(u)du]
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Comme suite aux hypothéses faites a 'alinéa 2°, nous admettrons que
u
e—l'uf ¥ (u)du
0

s’annule pour u infini comme pour u égal a zéro. En définitive

(12) f+”e~“/'u‘F(u)du=pf+we~Pu[fu‘l'(u)du]du.

D’ou, d’aprés la relation (10)

(13) fm e—pu [fulp'(u)du] du = fﬂe—pu[qu(x)F(u—x)dx] du,

dont une solution apparait par identification des deux membres
(4) f“‘lf(u) du =qu(w)F(u—x)dx
0 0
et (en changeant le nom des variables)
(15) W(¢t, p, 5) = %folr’(z— ) A(9, p, 3)dp _—_fotF'(t——o)A(v, 0, 2) do,

en vertu des hypothéses faites sur la nature de la fonction F.
En prenant comme nouvelle variable ¢ — ¢ on obtient I’expression
équivalente

t
(15 bis) w(t, g, z)=f F'(¢)A(£—v, p, z) db.
[
De méme

(16) U(s, o, z)=ftF’(t—v)B(v, 0, z)dp = [tF'(v)B(t—v, 0, z)do.

9. Vérification de I’exactitude de la solution. — Ainsi la méthode a
suivre pour obtenir la solution (¥, U) consiste a déterminer directement
les coefficients exponentiels X, Y, puis les facteurs de transmission A
et B par I'intégration de deux équations de Carson. Quand A et B sont
connus, W et U sont déterminés par les quadratures (15) et (16). Ces
formules (15) et (16) dissocient d’une maniére typique, d’une part ce
qui dans le phénomeéne de propagation dépend uniquement du milieu,
de sa configuration géométrique, de ses paramétres physiques et trouve
son expression dans les facteurs de transmission A et B, d’autre part ce
qui ne dépend que de la fonction arbitraire d’excitation.
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Reste a vérifier que les fonctions W et U obtenues par ce procédé
définissent bien la solution du probléme. 1l ne suffit pas de constater
que les hypothéses faites au cours du paragraphe précédent sont effec-
tivement remplies par les fonctions W et U trouvées. Il faut vérifier que
ces fonctions satisfont aux six conditions imposées a la fin du Cha-
pitre II.

En fait, il apparaitra au premier examen que les cinq prcmiéres de
ces conditions sont remplies par les fonctions obtenues. Il restera uni-
quement a vérifier que ces fonctions satisfont aux équations aux dérivées
partielles (équations de propagation et conditions aux limites pour z=0).

Le théoréme démontré ci-dessous réduira cette vérification a quelques
constatations d’une grande simplicité concernant seulement des propriétés
trés géuérales des fonctions A et B.

10. Lemme ('). — Soit une fonction f(x) de la variable réelle x,
définie pour x 2 o, dontonsait qu’elle posséde les propriétés suivantes :

Dans tout intervalle fini de la variable, elle ne présente qu’un
nombre fini de maxima et de minima et ne posséde que des points de
discontinuité réguliers de premicre espéce, également en nombre
Jind.

La fonction f(x) est bornée pour toute valeur finie de z, mais il
r’est pas exclu par avance qu’elle devienne infinie en méme temps
que z : en tout cas les intégrales

~+ o
f e—p(r—a) f(.’l?) dx
b

sont supposées un iformément convergentes pour toutes les valeurs
réelles du parameétre p supérieures & un nombre positif quelconque,
a et b désignant deux nombres positifs dont le second est supérieur
au premier.

En dehors de ces conditions trés générales, la fonction f(x) satis-
JSait, quel que soit p réel et positif, a Uidentité

f+we—P<ff(x)dx = o.
o

(') Ce lemme est di a Lerch. Il en existe plusieurs démonstrations [¢f. par exemple
Doetsch (G.), Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation, Berlin (Sprin-
ger, 1931), p. 35, 107, 135, 405]. La démonstration qu’on trouvera ci-aprés nous
semble cependant avoir le mérite d’étre élémentaire et directe.
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Il est alors nécessaire que la fonction f(z) soit identiquement
nulle, sauf peut-étre pour x = o.

Démonstration. — A. En multipliant les deux membres de 'identité
par eP% on obtient
+ o
(17) f e—Plx—) f(z)dr = o.
0

Cetie identité est assurée quels que soient les deux nombres p et z,
positifs.
Partageons lintervalle d’intégration (o, + o) en quatre intervalles
partiels
0, Zo; Xo, Ty; Ly, X; X, +»
avec
ol xol 2y < X

-+
(18) f e=rte=x) f(z) dx
0
~%o
¥
X

%
e—ple—r) f(z) do+ f erle—2) f(z) da
ES

—+ o
-+-f e—Plx—xq f(x) dx —\—f e—rle—xo) f(x) dx.
Y X

On peul toujours, en vertu des conditions de convergence uniforme
que nous supposons réalisées, déterminer un nombre X indépendant de
p, de maniére a satisfaire I'inégalité

+=
f e—rlr—x) f(2) dx
X

<t
31

€ étant un, nombre positif donné¢ d’avance aussi petit qu’on voudra.

De plus, dans Vintervalle (zo, I > z,) la fonction sous le signe somme
est bornée

| eptenl (@) | < A,

A désignant une borne supérieure du module de f(z) dans l'intervalle
(%o, ). En choisissant z, dans cet intervalle de telle facon que

A(xy—x0) < %’

on est assuré de I'inégalité

f‘ " e—pla—e) f(z)da | < 5

"o

et cela quel que soil p, puisque A est indépendant de p.

THESE L. CAGNIARD. 2
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Enfin 'intégrale

X
f e—rle—x) f(x) dx,
xh
dont les deux limites indépendantes de p ont été déterminées ci-dessus,
tend vers zéro quand p croit indéfiniment. On peut donc trouver un
nombre p, tel que 'inégalité

P > Po
entraine

X
If e—rie—x) f(z)dx| < %
De la résulte ce premier point que U'intégrale
X
f e—prle—wx) f(x) dx
0

tend vers zéro quand p augmente indéfiniment, quel que soit z,. Nous

allons montrer que cela est impossible si f(z) n’est pas identique-
ment nul.

B. En effet, précisons que x, est la plus petite valeur de z, nécessai-
rement différente de zéro en vertu des propriétés de la fonction f(z),
qui améne le premier changement de signe quand 2 croit a partir de
zéro. Plus précisément, nous posons que, dans l'intervalle fini

oz < &y,
la fonction f(2) n’est jamais négative, ou bien jamais positive.
Si, en dehors des points de discontinuité situés en nombre fini dans
cet intervalle, la fonction f(x) n’était pas constamment nulle, on pourrait,

puisqu’elle ne présente pas un nombre infini de maxima et de minima
dans cet intervalle, trouver deux nombres z; et z;

0oL i< 2 < Xy
tels que, lorsque « demeurerait compris dans U'intervalle (z;, ;) -
riSx Sz,

la fonction f(z) conserverait un signe constant sans s’annuler. Soit B
la borne inférieure, différente de zéro, du module de la fonction f(x)
quand = demeure dans Uintervalle (z;, z;).

On a

2

2,
‘f e—Plx—x) f(z) dx
°

l'l'
f e—r\e—x) f(a) da | 2B (z; — x;) ePlo—)).
x
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Comme z, — x; esl positif, le module de I'intégrale

X
f e—ple—x,) f(x) dzx
0
croitrait indéfiniment en méme temps que p, ce qui, nous avons vu,
est précisément exclu.

"1l est donc nécessaire que, dans l'intervalle

o< x < xo,

la fonction f(z) soit nulle sauf peut-étre en certains points de disconti-
nuité. Cetle éventualité est d’ailleurs exclue, car les points de disconti-
nuilé en question ne seraient pas réguliers. Cependant f'(o) peut ne pas -
étre nul.

C. On n’a pas encore démontré f(x,)= 0 car x, peut étre un point
de discontinuité. Puisque f(z,— 0)=o0, on a

S(z0)
5 )

S(xg+o0)=

f(x) va conserver le signe de f(z,) dans un nouvel intervalle
xS < a4

ou, en tout cas, ne changera de signe qu’au bout d’un nouvel intervalle
fini (x,, 2,).

On peut alors recommencer sur cel intervalle le raisonnement précé-
dent. On montrera ainsi que f(z) est nul dans tout cet intervalle, y
compris par conséquent au point z,, pour lequel un doute subsistait,
mais peut-élre pas au point x,.

En renouvelant ce raisonnement un nombre fini de fois, on démon-
trera ainsi que f () est nulle identiquement quelle que soit la valeur
finie de z qu’on consideére.

Remarque. — Si la fonction f () est nulle sauf en certains points de

discontinuité, I'identité
-+ w0
f ePr f(x)ydx=o
Ol

est néanmoins assurée. C’est pourquoi, afin d’éliminer cette multiplicité
mfinie de solutions, sans intérét pour le but poursuivi, nous avons con-
venu que les points de discontinuité éventuels de f(z) étaient réguliers.
Comme nous n’avons pas défini f(— o), nous n’avons pu démontrer,
par exception, que f (o) était nul.
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11. Théoreme. — Soit L[] un opérateur différentiel linéaire et
homogene d’ordre K, c’est-a-dire une combinaison linéaire et homo-
gene de la fonction W(p, 3, t) et de ses dérivées partielles jusqu’a
Uordre K inclus

L[LP] = (lL‘H -+ bl'\pp—f— bgd/; -+ bgqlt

“+ crdpr+cabm+csdp+ ez + c;,-up,p+ coPpz+- ..,

ou les coefficients a, by, cj, ... sont des fonctions données des seules
variables d’espace p, 3.
On remplace § dans Uopérateur L] par

6/”.%',,(1), ) Z),

z, (p, p, 3) étant une fonction dont on sait d’avance que ses dérivées
partielles par rapport & p, 3 existent jusqu'a Uordre K et qu’elle
satisfait en outre & U'identité

-+
zp(p, e, 3)= [ e=Pv A(v, p, 3)dp,
0

quel que soit p réel et positif.
D'autre part la fonction A (v, p, 3) est supposée posséder les pro-
priétés générales suivantes :

1° En un point M (p, 5) déterminé et situé a distance finie, A (v, p, 5)
est une fonction de la seule variable v qui, dans tout intervalle fini
de cette variable, ne présente qu'un nombre fini de mazima et de
minima et ne posséde que des points de discontinuité v;(p, z) de
premiére espéce, réguliers, également en nombre fini.

2° Nous ne considérons expressément qu’un domaine des variables
0, & entierement situé a distance finie et tel que, lorsque p et s
appartiennent & ce domaine ou aux frontiéres de ce domaine, on
n'a jamais
vi(p, 5) =v;(p, 3),

vietvjdésignant deux points de discontinuité généralement distincts,
mais pouvant exceptionnellement se confondre pour certaines valeurs
dep, z.

Pour fixer les idées, nous subposerons que dans Uintervalle (o, + o)
de la variable v, le nombre des v; est infini. Le théoréme reste exact
st les v; sont en nombre fini, sa démonstration se trouve méme dans
ce cas notablement simplifiée.
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Nous subposons donc qu’on peut classer la suite infinie des v; par
valeurs croissantes

08 < << . . << Pig1<-eoy

cette classification étant valable uniformément dans tout le domaine
(ps 3) considéré.

Le nombre d; des v; compris entre deux entiers consécutifs s, s + 1
est, au moins & partir d’'un certain rang. supposé inférieur &

Xs%,

ou ) et & sont deux constantes positives.

Les dérivées partielles des ¢; sont supposées exister jusqu'a
Uordre K inclus. Lorsque i, donc ¢; deviennent infinis, ces dérivées
partielles restent bornées ou de module inférieur a

3
A%

ol i et B sont deux constantes positives.

3° Lorsque v est compris entre deux points de discontinuité consé-
cutifs vi, viy les dérivées particlles de A existent et sont continues
Jusqu'a Uordre K inclus. Ces dérivées partielles tendent vers des
limites, généralement distinctes, lorsque v tend vers v;, soit par
valeurs inférieures, soit par valeurs supérieures.

Lorsque v croit indéfiniment, A et ses dérivées partielles jusqu’a
Uordre K demeurent bornées ou de module inférieur a

vel,
vety désignant deux constantes positives.
4° On suppose alors que U'identité
Llertxy(p, p,.5)] =0

est assurée quel que soit p.
Le théoreme affirme que

L[ftF’(t—v)A(v, e5 z)dv] =o0

dans le domaine considéré des variables (p, z) si F' (t — ¢) désigne
ure fonction arbitraire de la seule variable t — v, dont toutes les
dérivées par rapport & cette variable existent, et qui est nulle arnsi
que toutes ses dérivées pour t — ¢ = o.
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Démonstration. — 1. D’aprés les hypothéses faites, une dérivée
amA

partielle dp? dz9 dym—r—q

n’existe pas quand ¢ = ¢;. Il nous sera utile de
am A
Jo7 Ja7 domp—s PoUr v=y; afin, par exemple,
d’attribuer une signification a toute intégrale définie ou le symbole en
question entrerail sous le signe somme. Nous conviendrons que le
point ¢ = ¢; est un point régulier de discontinuité du symbole
am A

Jp7 957 dor—r—7
symbole pour ¢=y¢; n’est pas la dérivée partielle de A pour ¢ =y;
puisque celte dérivée partielle n’existe pas en ¢ = ¢;.

donner un sens au symbole

» étant bien entendu que la valeur ainsi définie de ce

II. Considérons d’abord la fonction
l
19 U= F'(t—v)A(v, p, 3)dp,
(19) f (t—0)A(e, p, 5)

el supposons que ¢ ne coincide pas avec un point de discontinuité. On a
<t < Vpp
pour le point considéré de I'espace.
D’ou
(20) W f F’((—~v)A(v)dv+f F/A do .t [ F Aclv+f /A do.

Wy

Dans chaque intégrale, on peut dériver sous le signe somme. D’ou par
exemple

(21) N _ f'l"’(t—-v)—dv

do
+f F'(t_v)‘lédo+ +f F' fF’———dv

4

+2 F’ (t——u,)()v'[A(v,—o, 0, 3) — A(v;+ 0, 0, 3)]
i=1
ou

o

L, oA
(22) Tp:fF(t—v)T);do

“vo
»

, d i
+2F (t— v,-)—d%LA(v,-—o, 0, 3)— A(vi+o, p, 3)].

i=1
R . v . .
Notons dés maintenant que 7 est une fonction continue de p, z, ¢, les

points ¢ = ¢; n’étant pas de discontinuité puisque F' (o) =o.
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Nous formerons de méme une dérivée seconde, par exemple %95

12w , JP2A
(23) dod» f F(t—v)r)pdzd

X a—fi[2] (%]

i=1

n
, d (0o
X (= o) g S Ao, 6, 2)— Aot o, ¢, )]
i=1
dv; d .
_V F"(t —¢;) dv, d‘;l [A(vi—o0, p, 3) — A(v;+ 0, p, 3)]
2_1

Une dérivation par rapport a ¢ se présente un peu différemment.
Soit

(26) T= f F(t— v)(;’;‘

f F’(t—v)()
, -A , O2A £, 02A
+[ B/ do . +f P dv+/v'Fdezdv

On a
(25) 3% f F”(t—v)()

+‘[ F(t—-v)——dpdz —+—f F f[‘

1 Yn—1

Intégrons par parties chacune de ces intégrales,

- A
f F (l——v)md

[F (t—v)

]+f F(t— v))ddvd
=¥(t )[dpdz]v—_,.o F/(t_vi)[dodz],_—‘ _o+f F'(¢t— p)dodzdv dv,

02 A
F(—) 2 o Fre— [ ]
‘[. ( v)d o= (t—01) 992 | ero
?A ,
”F(t"“)[d dz]u—;,—o+./‘ G ">d Iz dv de,

V1

14
J2A
F"(¢ — — F(f—
‘/‘; ( v) dv F(¢ v")[()odz]—‘, +/ F/(t— v)dpdzdvd
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D’ou _
»BA .
f Fi(t—v da )Zl)() +F (t)[t)odz].,_-_-_,_‘,
NRA P?A

”'Z Fi(e—v0) [<r)o ()~>.,:.,,.+0_ (()9 dz>..=0,._4,]

et
P L, & A . A

(26) do dz dt =,[ Fi(e— V)()p Jz dv dv + F'(2) [l)p dz]v=+o

n
’)‘7 ()2 .‘\-
.,_Z F' (¢ — o )[(da ,)‘,)‘_:Mo— (1)9 /),z>u=w—o]
i—=1
n
O Jo; JA JA
_5_2 F (t — Vl) Jz [%]u:v;—-l)— [%]4:&4—0—02

*Z F (6 — o) ) sdv‘[A(vl—o)— \(v,+o)]}

i=1

1—1
Ce procédé de dérivation, évidemment général, montre d’abord que
toutes les dérivées partielles de W sont continues. Il ¢n résulte que les
formules ci-dessus restent valables méme si ¢ coincide avec un des points
de discontinuité. De plus il conduit & une relation de la forme

.t ’
(27) L[j F'(¢—vo)\(v, g, ;>(ZVJ
. 0

{
=f F'(t —o)L[A]do +[aoF'(¢) 4+ aso F"(¢) 4. ..+ ag,o FR ()]
0
n °

+>,_: (@1, F/(t— 0) 4+ as; B'(t — 0) 4. . .+ ax,; FE (£ — 0;)],

=1

les coefficients a; ; ¢tant des fonctions de p et z, indépendantes du choix
de la fonction F'.

Nous allons montrer que L[ A] est identiquement nul, ainsi que tous
les coefficients a; ;.

III. Dans ce but, nous nous proposons désormaisjde meltre sous une
forme absolument paralléle I'expression

- —+ » ’ oo
(28) L[em f e=re A (0, o, :)dv} = L[ [ erlt=» A (o, o, .,)va
- o ¢

0

qui d’autre part, par hypothése, est identiquement nulle.
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Le calcul actuel différe du précédent sur les points suivants :

1° La fonction F'(¢ — ¢) est remplacée par er(t=¥);
2° ePl!=%, ainsi que ses dérivées, ne s’annule pas pour t — ¢ =o;

3° La limite supérieurc de 'intégrale est infinie.

Nous poserons :

“n
(29) £ epf=f ert=9) A (0, p, z) db.
0

L’expression de £, ne différe dec celle de z, qu’en ce sens que nous
supposons finie la limite supérieare ¢y de l'intégrale. Nous calculerons
d’abord les dérivées de £, et nous montrerons qu’a la limite, pour vy
infini, les dérivées de £, tendent vers les dérivées de z,. Nous ferons
dépendre la limite ¢y d’'un nombre N tel que, a tout nombre U donné
d’avance aussi grand qu’on désire, on peut faire correspondre un
nombre N, indépendant de p, 5 tel que I'inégalité

N >N,
entraine
x> U.

On y parvient par exemple en convenant que si N surpasse l'entier
immédiatement inférieur n d'un nombre a(o << 2 <1)

(30) oxn=9,(1—a)+ a0, 1.

Jd ert) . .y .
Calculons —(-ET’;O——-> ala maniére dont nous avons calculé Pexpression (21)

A partir de (19‘)

n
Jd(%, ert) N oA O 0
@y e =f enti=e) 2 dv + ¥ ente 05 [A(wi—0) — A(vi+0)]

0 i=1

+el’“—"~)A(vN)[(l——<z) “+ 2

d_VLl ree
de dp

. ) P} pt . .
Ainsi la dérivée —(—E&f——) apparait comme une ffonction continue de N.

Elle est définie quel que soit ce nombre N. Il n’en aurait pas été de
méme si nous avions choisi une limite ¢y indépendante de p, 3, de sorte
que nous aurions rencontré des difficultés pour passer a la limite.

Ce parallélisme que nous avons constaté entre la formation de la

J(Epert) J'
o

dérivée 5 et celle de la dérivée (;F est général pour toutes les
{ P
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dérivées partielles, de sorte. que nous pouvons écrire immédiatement

(32) L[emg,]=f""emt—v> L[A]de

-+ eP'[a1,o+paz,0+p2a3,o+. . .+PK"’ ax'o]
. .

"
-+ 2 eP\t—vi[ay i+ pasi+...+ pE=tag,;]
i=t

+ ertt=e) [ Tyx—+ p Tox+. . .- pK—1 T ],

ou les coefficients a;,; sont les mémes que dans I'expression (27).

Lorsque N croit indéfiniment, 'expression (31) apparail comme la
somme d’une intégrale, d’une série et d’'un terme complémentaire. Or
les hypothéses faites sont suffisantes pour assurer la convergence uniforme
de chacun de ces trois termes ().

La limite de 2 cst donc égale a %2 Dou
do do
J
(33) 5.5(% ert)

+w®
e JA Jdv;
p— t — —pVi N — :
=eP /0‘ e 7o dv + E e—pv Jo [A(vi—0)— A(vi+0)]

i=1

On obtiendrait des formules analogues pour les autres dérivées, de sorte

(1) Il suffit d’examiner plus particulierement la convergence uniforme de la série.
Considérons le groupe des ¢, dans Pintervalle des deux entiers consécutifs (s, s—+1)

82 Vipwr Vicarty oo Viup < S+,

et soit m le nombre entier tel que m —1 <o, < m.
On a

i+b

Y eri—d SE[A(0i—0,,5) — A(6,+ 0, p, 5)]
i+

< 2P (A +1)pv s%(s +1)f*Te P

ou, en désignant par C et C’' deux constantes
I i=n

I,
Z ep(l—v.)d_p [A(v;— o0, Py 3)— A(V,-"'O’ g, 3)]
=1
m—1

< Cert Z [e=Pss*(s+ 1)B*1] 4 Cert.

s=m,

Cette derniére série étant convergente, la série initiale converge uniformément.
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Suak
(34) L[ertz,] = eptz j e—PY L[A] dv + a0+ pas,o+ p2aso+...+ pE—tag o
0 .

£
-+ E e~Pvilay i+ pas;+...+ pE-lag ] t.

i=1

Si cette expression est identiquement nulle quel que soit p, il en sera de
méme de

“+ o
(35) f e L[A]dp + as o+ paso+. ..+ phtag,
0
—1—2 e~rvilay i+ pas;+...+ p&tag,;] =o.
i=1

Or on peut toujours choisir p assez grand pour que le module de I'in-
tégrale et celui de la somme de la série demeurent inféricurs a tout
nombre positif donné d’avance aussi petit qu'on voudra. Ainsi l'ex-

pression
o+ paso—+...+ pE=tag,

doit tendre vers zéro lorsque p croit indéfiniment. Cette condition

entraine
aj o= l“(g)o =il .= (I](?0= 0.

En multipliant le premier membre de (35) par ¢’ ou U désigne une

constante
"n-—lé U < vn,
on obtient ’identité

“+® hed
f eP(U—) L[ A ] dv —+—Z e!U—id[ay ;+ pasi+...~+ pEtag ;]=o,
0

i=1

U é1ant fixé, on peut toujours choisir p assez grand pour que le module
de
+
f ePU=) L[ A ] dp
U

et celui de
-+ ®

2 ePU—vil[ay ;+ pas,i+ ...+ pE—tax,]

i=n

demeurent inférieurs a tout nombre positif ¢ donné d’avance aussi petit
qu’on voudra.



Donc 'expression
n—1

U .
(36) f ePU=I L[A ] do + 3 ePU=rd[ay,i+. ..+ ph=tag,]
0

i=1

doit tendre vers zéro quand p augmente indéfiniment.

Si nous supposons d’abord U << ¢y, la formule (36) ne comporte que
Pintégrale. Envertudulemme, L[ A] estidentiquementnulle pour ¢ << ¢;.
L[A] n’est d’ailleurs pas nécessairement nullé pour ¢ =¢, mais sa
valeur y est bornée, donc l'intégrale

f P L[ A]do
0

est nulle. .
Si nous appliquons alors la formule (36) pour U = ¢, il apparait que
Pexpression
a1+ pasq+.. .+PK_1(1K’1

doit étre un infiniment petit quand p croit indéfiniment. D’ou
a1, = A21=...= dg,1 = O.
On continuera ce raisonnement de proche en proche. Pour
o< U <o

on démontrera que L[A]=o0. Donc L[A] est nul également pour
¢ =y, autrement le point de discontinuité de celle expression pour
v = ¢, ne serait pas régulier, ctc. .., ctc. ..

V. Pour toute valeur de ¢ aussi grande qu’on désire mais finie, il
n’existe qu'un nombre fini de points de discontinuités ¢; compris entre o
et t. En répétant le raisonnement ci-dessus un nombre de fois fini, on
démontre que L[A] est identiquement nul quand ¢ est inférieur a ¢, et
I'on prouve aussi la nullité de tous les coefficients @;; qui interviennent
dans la formule (27). Donc

L[V]=o,

cc qui démontre le théoréme.

Remarque I. — Le simple énoncé du théoréme, dans lequel nous
avons conservé a dessein les notations employées au cours de 'exposé
de la méthode d’intégration, suffit a montrer comment ce théoréme
permettra de vérifier I'exactitude de la solution obtenue, si ’on peut
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constater que les facteurs de transmission présentent bien les caractéres
généraux que requiert I’énoncé.

Une des particularités de la démonstration est de ne faire intervenir
que des domaines bornés des variables d’espace et de temps. C’est 1a
une des caractéristiques des problémes de propagation d’ondes progres-
sives, qui ne font jamais intervenir la notion de points a I'infini.

Remarque II. — L’énoncé du théoréme suppose que I’ est une
fonction indéfiniment dérivable. La démonstration a mis en évidence
que l'existence et la continuité des dérivées de F' n’étaient requises que
jusqu’a F® inclus.

Remarque ITl. — L’énoncé du théoréme suppose un opérateur L[ W]
dépendant d’une seule fonction W. Il est clair qu’on peul envisager sans
modification des opérateurs mixtes, relatifs & deux ou plusieurs fonctions,
pourvu qu’ils restent lindaires et homogénes par rapport a I’ensemble
des fonctions et de leurs dérivées. Les conditions aux limites pour s = o
font intervenir des opérateurs doubles, dépendant des fonctions ¥ et U.

Remarque IV. — Nous avons supposé essentiellement au cours de
I'énoncé que, dans le domaine borné des variables p, = ainsi que sur les
limites de ce domaine, on n’avait jamais ¢;= ¢;.

Il peut arriver que sur certaines surfaces, le long de certaines lignes
ou en certains points, deux ou plusieurs valeurs des ¢; viennent a se
confondre. Si une telle circonstance se présente, elle devra faire I’objet
d’un examen particulier.

Remarque V. — Au cours de la démonstration, nous avons mis en
évidence toute une série de relations

ai,j= o0

entre les ¢;, les A(v;) et leurs dérivées. Ces relations ne présentent pas
un intérét essentiel pour le but que nous poursuivons, car nous obtien-
drons sous forme explicite I'expression des ¢; et A(¢;), sans avoir a
utiliser ces relations. Cependant nous montrerons — comme on le pré-
voit facilement dés a présent — que les surfaces de front d’onde ont

précisément pour équations
vi=1

et que les valeurs des A (¢;) sont en général caractéristiques des varia-
tions de grandeur des discontinuités cinématiques lorsque les surfaces
de front d’onde sont le siége de telles discontinuités.
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Les relations @; j— o sont donc & rapprocher de celles qu'on peut
obtenir directement a partir de la définition d’Hugoniot, sans avoir a
recourir a I'intégration des équations de propagation.

Soit 'opérateur

1y 02y I 92 1 02

L] =AY — = X - T,
Llv]=ay oo = dar dy? + 0z 22 e

I1 lui correspond les relations

’711——’AA01+')(dA . ‘)\’)‘z JA /39>

oz dx d)f ()y dz Jz

@ Lo () = (5) = () T =
e[ () (2 =
Si nous supposons que
A= A(v;—o0) — A(vi+0)

est différent de zéro, la relation a, ;= o s’écrit

()()i 2 !}Vi 2 dV[ 2 I__
%) (%) (5) + (F) - a=o

relation qui exprime que la surface mobile d’équation
vi(x, y,5) =1

se déplace avec une vitesse normale égale a Q.
En tenant compte de (38) la relation a, ; = o s’écrit alors

[A Au<+2(d—A g‘ﬁ"‘(‘)idw %A (ﬂ 1 oA Vi_o—o
A A dzx 9z T dy dy 9z 9z T 02 90 ) |uie

ou

£ g 2 d vi—0
(39) /\»'—f-g—\"'it o 'd—<A :+L)—‘ 0,

en désignant par n une abscisse comptée sur la normale a la surface
d’onde ¢;=¢. Dans cette relation, il convient d’adopter le signe - si
les r» sont comptés positivement dans le sens de propagation, le signe —
dans le cas contraire.

L’équation différentielle (3g) fait donc connaitre la variation de la
discontinuité Ay} tout le long du rayon N»n (normale a la surface
d’onde) dés qu’on connait la valeur de A}7) en un point de ce rayon.

©Vi+0
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Envisageons par exemple un front d’onde sphérique

V&= y2+4 32
Q

V=

(r>o).

el N

D’ou
AV':
Tor

Les normales N7 se confondant avec les rayons des surfaces d’onde
concentriques, nous poserons n = r si I'onde diverge, n = — r si I'onde
converge, en choisissant 'origine des n au centre. Dansles deux cas, la

relation (39) devient

=0 - AVvi —0
i ter 2 L () —o
ou
Vi—0
A";-*'” + Ll( ©p—0 o AVi—0 — 9
7 ar v,+0) =0, Vi — r Y

C désignant une conslante.

Il est a remarquer que les relations (38) et (39) ont été oblenues en
supposant Ali70 =4 0. En général la relation A%Z) = o implique que le
point M (x, y, z) doit appartenir a certaines surfaces, a certaines lignes,
ou coincider avec certains points particulicrs de I'espace. En pareil cas
les relations (38) et (39) subsistent sans modiﬁcation. Sur ces surfaces

ou lignes ou en ces points particuliers A%5S et — (Afi75) s’annulent.

an  (
Supposons par contre que Af7S soit identiquement nul. La relation
@,,i= 0 est satisfaite sans plus, mais l'on a

DA\ 1IN\ e,
dr --L-+o+ <¢)V >u»+o;)~;'_ =
IA\Vi—0 JAN\ Vi~ dy;
G (% ) (52) e =
) Y ) viro o0 OV

<0A>"i—° <r)\ )‘L—O dv; _
Jz ©i+0 40 .dz =0

En reporlant les valeurs de ( >”—0 <'}A>W—o ‘_’_é) e tirées de (40)
vi-+-0

b
©;40 ’)J’ V40 \dz
dans la relation a, ,i— 0, il vient

() Cham T () (-
()A)vro

D’ou nous déduisons que la relation (38) est encore vérifide si (;}—
vi4-0

n’est pas 1denthuement nulle. En pareil cas, lasurface de front d’onde
se déplace donc toujours avec une vitesse égale aQ.



12. Seconde démonstration trés simplifiée du théoreme. — Nous
désignerons par

Ay, Ay, oL, A,

les primitives successives de A(¢)
A0 = Ay ae, ATy = [ AT@yde, ..., A = [ AT () de.
@ =A@, AT f (¥)do, . ) f (©) de

Dans tout domaine des variables d’espace tel qu’on n’ait jamais dans ce
domaine ¢;= ¢; et pour toute valeur de ¢ sans excepler les valeurs

v = ¢;, on voit immédiatement que Am(v) est une fonction continue;
11 . Pt . .
que AD(V) est continue et admet des dérivées premiéres continues,

que d’'une maniére générale AlE= ¢) est continue ct admet des dérivées
continues jusqu’au K" ordre inclus.

SiI'on effectue des inlégrations successives par parties, on transforme
I'expression de z, de la maniérc suivante;

e

(41) xp= / e A(p) do

o
“+ = o +»
=p [ e~rv All(oYydo =. . .= p¥ f e—pv AE(v)dv.
0

o/ <y

On transforme parallélement 'expression de ¥

(42) \F:le'(t_v) A(v)de

o

=‘/‘[F”(t—v) ALy do =...= ft‘F<N+"(t¥ 0) AR(e) d,

0

Si done, au lieu de raisonner sur les expressions initiales de x, et de ¥
comme nous 'avons fait au cours de la démonstration précédente, nous
raisonnons sur les expressions équivalentes

- -+ o l
@3) ap=prrt [ e ABT(o)de, W= [ FE(c— o) AET (o) b,

y o

les dérivations sous le signe somme peuvent se faire immédiatement,

sans la complicatiou d’écritures introduite par I'existence de disconti-
nuités ¢;.
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La relation (27) devient simplement

13
) LIW) = [ Foen(e— o) LIAEED ()] e,
0
et la relation (34)
45) L{x, ert] = er! pk+t /‘_H, e—rv L[AR—‘E'(V)] dy = o,

d’ou 'on conclut aussitét
L[Ai-xi(v)] =o, L[‘I«‘]AE o.

Cette seconde démonstration apparait d’autant plus simple que ’énoncé
du lemme peut étre lui-méme simplifié, attendu qu’il n’est plus utile
désormais d’envisager que la fonction f(z) puisse étre discontinue.

La premiére démonstration n’exige cependant 'existence et la conti-
nuité des dérivées de F que jusqu'a lordre K inclus. La seconde
démonstration requiert celle existence et cette continuité jusqu’a 'ordre
K + 3 inclus. La premiére démonstration semble donc un peu plus
générale que la seconde, mais cet avantage est illusoirc puisque nous
pouvons nous affranchir ultérieurement de toutes restrictions concernant
I'existence et la continuité des dérivées de F.

Nous avons cependant tenu a présenter la premiére démonstration,
parce qu’elle nous a conduit & exprimer les dérivées de ¥ sous une forme
qui servira dans Pétude des discontinuités cinématiques. D’autre part,
cette premiére méthode démontrait la nécessité des relations a; j=o
dont nous avons montré la signification importante.

Remarque I. — Lorsque la fonction F(¢) est indéfiniment dérivable
quel que soit ¢, sans excepter ¢==o0, on peut toujours former deux
expressions de z, et W, des types(41) et(42), dépendant d’une primitive

A(v) d’un ordre aussi élevé qu’on désire. Il en résulte aussitot que W
est alors une fonction indéfiniment dérivable par rapport a ¢, p, z (les
valeurs ¢ = ¢; ne faisant pas exception) dans tout domaine des variables
d’espace o une égalité ¢;= ¢; est exclue.

Remarque I1. — Nous avons montré, en examinant particuliérement
le cas de Popérateur
1 Y
L]l=AY — . =X
L) =8 g

que les relations a;,; = o permellaient d’obtenir une équation différen-
tielle faisant connaitre la variation d’une discontinuité cinématique

THESE L. CAGNTARD. 3
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- éventueile, tout le long d'un rayon, si I'on supposait que A{;) n’était
pas identiquement nulle.

Cette remarque est susceptible d'une certaine généralisation.
Supposons pour simplifier qu’il n’existe qu’un seul point de discontinuité,
01, que A(v) soit identiquement nul pour v << ¢, et que A(¢) soit
continu quels que soient ¢, p, 5 dans le domaine des variables p, z que
Pon ¢onsidére. On écrira

. + oo

(46) T, = e=rv A(v)de = — “/’"—d
=/ f

et sous une forme paralléle

(47) _f F'(t— o) A(0) do = f F(r— v)—do.

On pourra reprendre les raisonnements effectués lors de la premiére
démonstration en partant cette fois des nouvelles expressions (46) et (47),
a la condition queles dérivées de A existent et satisfassent aux exigences
de I’énoncé jusqu’a l'ordre K + 1 inclus. Il pourra alors arriver que

JA . . . .
<'dT> ne soit pas identiquement nulle. En ce cas on obtiendra une
V= -0

d
équation différentielle faisant connaitre les variations de (d:}) tout
=3+0

le long d’un rayon, cette équation étant identique a celle que satisfait
A(¢)!+ o) lorsque cetle discontinuité n’est pas identiquement nulle.
Nous reconnaitrons plus loin la signification concréte d’une discontinuité
A\ Vi—0 . . e
(:%—> - Lorsque le front de 'onde sphérique isotrope initiale est le
©i+0
siégge d’une discontinuité cinématique d’ordre n, le front de l'onde
t=yv; est aussi le siége d’une discontinuité¢ cinématique d’ordre n si
Avimg n’est pas nul, le siége d’une discontinuité cinématique d’ordre 72 —+ 1
A

st Avi0 est nul et <()V

v;—0 . .
) # o0, etc.. .., et la grandeur de celte discon-
040

tnuité¢ cinématique d’ovdre n 41 est déterminée par la valeur de
dA v;—0
(-’;)".‘—H’.

~. JA . .

Si A(e) et J; sonl continues, on pourra poursuivre le mode de

raisonnement si les dérivées de A existent et satisfont aux exigences de
Pénoncé jusqu’a Vordre K+ 2 inclus. En continuant de proche en
proche, on finira donc cerlainement, sauf dans deux cas exceptionnels,
par obtenir unc équation différentielle a laquelle satisfait la premiére
ar A

discontinuité rencontrée <7;;

) » cette équation déterminant la
== +0



grandeur de la discontinuité cinématique d’ordre n + p dont le front
d’onde est alors le siége.

[.e premier cas exceptionnel correspond a la circonstance que

JA or—1 A . arA .
S—9crry ———— § 1 ue —— ou encore rtat
A, 550t =y soml continues el que 2 encore certaines des

dérivées partielles d’ordre inférieur a K + p 41 cessent de satisfaire
aux exigenccs de l'énoncé, en devenant par exemple infinies pour
¢ == ¢+ O.

Le deuxiéme cas exceptionnel correspond a la circonstance que A est
indéfiniment dérivable par rapport a ¢ quels que soient p, 3z, ¢ sans
excepter la valeur ¢ = ¢,.

13. Généralisation du théoreme. — Pour les seules applications que
nous traiterons ici, le théoréme présente un degré de généralité excessif
du fait que nous avons envisagé dans I'énoncé la possibilité d’une infinité
de valeurs ¢;. 11 convenait néanmoins d’adopler ce point de vue pour
permettre de traiter éventuellement d’autres problémes comportant des
réflexions, réfractions ou diffractions successives. Telles sont par
exemple les généralisations les plus immédiates du probléme ici traité,
comportant 'hypothése de 'existence de plus de deux milieux.

Cependant, nous rencontrerons dans certains cas particuliers (ondes
coniques) des discontinuités A (¢;)d’un caractere différent de celles que
nous avons envisagées jusqu’a présent. Il pourra arriver que la
fonction A(¢) ou certaines de ses dérivées partielles d’ordre inférieur
a K+ 1 deviennent infinies lorsque ¢ tend vers ¢;. En pareil cas la
premiére démonstration du théoréme tombera en défaut.

Cependant, a la seule condition que A (¢) soit une fonction intégrable,

dans tout domaine (o, ¢), c’est-a-dire que ,:\‘_‘-l(v) existe et soit une
fonction continue de ¢, les formules (41) et (42) restent exactes, en
supposant que I soit indéfiniment dérivable ou, tout au moins, que
ses dérivées existent et soient continues jusqu’a un ordre suffisamment

élevé. Si donc on peut lrouver une primitive Am(v) satisfaisant aux
condilions requises de la fonction A(¢) dans I'énoncé du théoréme, ou,
ce qui revient au méme, une primitive d’un ordre plus élevé encore,
continue ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inféricur & K+ 1, la
généralisation du théoréme ira de sol en pareil cas.

14. Notion de front d’onde. — Une onde est ainsi définie par un
facteur de transmission A(¢) dont le caractére fondamental est de
Présenter un, plusieurs ou une infinité de points de discontinuité
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v =vi(x, y, 5). L’onde est progressive lorsque A (¢) est identiquement
nul pour ¢ << ¢,. La surface mobile d’équation

vi(x,y,5)=1t

représente alors la surface de front d’onde proprement dite séparant les
points de l'espace qui sonl restés constamment au repos jusqu’a
Pinstant ¢, des points de ’espace qui sont en mouvement ou n’onl pas é1é
constamment au repos jusqu’a Pinstant £. Les autres surfaces mobiles
d’équation

vi(z,y, z)=1 (Z>1),

qui n’atteignent un point déterminé de P'espace qu’a des instants
postérieurs, se succédant dans I'ordre croissant des indices £, ont, elles
aussi, une signification physique importante en général ('), car leurs
passages successifs en un méme point M se Lraduisent souvent par un
changement d’allure dans le mouvement de M.

De tels changements d’allure, plus ou moins rcconnaissables, sont
désignés sous le nom d’ « impetus » en séismologie. Aussi, par une
extension de la notion de front d’onde, dirons-nous également quc toules
les surfaces d’équation ¢ = ¢; sont des surfaces de front d’onde (2).

A vrai dire, dans ’énoncé du théoréme, nous n’avions dé¢fini comme o;
que les valeurs de ¢ pour lesquelles se présentait une discontinuité de
A(¢) ou d’une de ses dérivées d’ordre infériear a K+ 1. L’ordre K ne
joue cependant aucun réle essentiel dans le nouveau pointde vue adopté
et il convient de définir comme point de discontinuité toute valeur de ¢
pour laquelle A(¢) n’est pas indéfiniment dérivable par rapportae, z, y
ou z. Par exception la valeur V telle que

A(¢v)=o, pour ¢ < V;
A(v)#o, pour ¢ > v,

sera toujours considérée comme point de discontinuité

V=y,,

(') Si la fonction d’excitation IF(¢) n’est pas indéfiniment dérivable.

(?) Lorsque, avant d’envisager la solution W (¢, z, ., z) nous étudierons la seule fonc-
tion A (v, x,y, ), nous emploierons des abréviations de langage quelque peu incorrectes,
mais qui se comprennent d’elles-mémes : nous counsidércrons la variable ¢ comme un
temps, nous dirons que la surface mobile ¢ = ¢,(x, y, 5) cst une surface de front d’onde
ou simplement un front d’onde, que ’instant ¢ = v,(z, ¥, z) est I'instant de passage du
front considéré au point M(z, y, z).
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méme si A (¢) et toutes ses dérivées partielles sont nulles pour ¢ =V —+- 0.
1l n’échappera pas au lecteur que 'exposé présenté au cours de ce
chapitre est quelque peu artificiel. En suivant un ordre peut étre plus
logique nous aurions pu nous borner actuellement aux considérations
initiales sur Plintégrale de Carson envisagée seulement comme une
méthode plausible de recherche des solutions. Nous aurions ensuite
appliqué cette méthode et vérifié la correction des solutions obtenues.
Il nous a semblé cependant préférable de ne pas demander au lecteur de
nous suivre durant de longs chapitres sans qu’il sache o nous le menions.
La description de la fonction A(¢) et de ses points de discontinuité ¢;
s'adapte aux solutions trouvées. Nous ne pouvons pas prétendre que
toute solution d’un probléme d’ondes progressives régi par un systéme
d’équations lindaires puisse étre loujours défini a Paide de facteurs de
transmission, ni a plus forte raison que ces facteurs de transmission
préscntent obligatoirement la structure ici décrite.

(I) J R. Carson, Elektrische Ausgleichsvorgdnge und Operatorenrechnung ( Erwei-
terte deutsche Bearbeitung von F. Ollendorf und K. Pohlhausen). Julius Springer,
Berlin, 192q.

Voir également FRANK-voN Mises, Differential-Gleichungen der Physik, t. 1, 2¢ édi-
tion, p. 817 & 829. Vieweg und Sohn, Braunschweig, 193o.

— ) Ga——



CHAPITRE IV.

DETERMINATION DES COEFFICIENTS EXPONENTIELS.

15. Position du probléme. — Dans ce chapitre, nous cherchons a
déterminer deux fonctions

q’P= eP! Xp(P: z)
up=-ertY,(e, z)

Y= ertX) (s, 3) |

pour z > 0] , ,
w),=ertY,(p, z)\

pour 3z < 0;

satisfaisant aux équations (5) et (6) du Chapitre I, qui deviennent

22X,  »2X, 10X, P’y
(1) Jo? Jzt o o T o3 Xp=o0,
»2Y, »Y, 19Y, Y, pr_
(2) dp? - o= ; Tp— - ? o3 Yp=o0,
dans le premier milieu (coté de la source) et
»2X,  #aX, 1 X, P
3 et T Uz o o —opXi=o
2Y, oY, 19Y, Y, p*o.
) Jp2 Jdzr o dp  p?  OF Y=o,

dans le second milieu.
De plus, ces fonctions doivent satisfaire, pour z = o, aux quatre con-
ditions aux limites (7), (8), (9), (10) du Chapitre I qui deviennent ici

JX, Y, Y, JX, oV, Y,
) =TT T T Em T T
(6) X, dY, JX|, JY)
do dz — do dz
“et
Q%7 — 203 72X 2y 1 9Y
9 21 2 ) /4 i el 24
(7) ° [P 2. Xp= 05 < Jz2 | dodz o dz )]
Q2 — 208 12X, Y, 1 9Y,
S LY g o ro A
=7 [P Q2 X+ )Qg< Jdzz dp Iz o 0dz )]'
02X 2Y
2 502 L2 __ /4
(®) ‘ [P Yy 203 <dp Iz Jz? )]

~X, oY,
’ IR 2 v ” .
¢ [P Y20y <z)p dz dz? )]
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Nous présumons d’autre part que X, et Y,, X, et Y, restent bornées:

sauf au point S ou X, devient infinie comme -I’: a un terme additif prés
borné [r =\p*+ (2 — h)2].

Enfin, quand le point M(p, 5) s’éloigne a U'infini, les fonctions X, Y,
X, Y, doivent tendre vers zéro, si possible exponentiellement.

16. Hypothése sur la forme des solutions. — Suivant un résultat
classique, on peut écrire

R v

Jo désignant la fonction de Bessel d’ordre zéro, A une variable d’in-
tégration réelle, | z — A | la valeur absolue de z — A.

Aussi chercherons-nous a satisfaire aux équations par des expressnons
de la forme suivante :

{OP

N p3
AN |z—h
O(Ao)e \/ +Q¥| l.

1 —
7'

a. Dans le premier milieu (c6té de la source) : 3> o

() / \/)\m Jo(he) e \/xa.»g%rz—m

)+——

*f SOy oy VIS

sy Ps

i e d S YA =
— s @ Q
(10) Y,,_.‘/0 cp()\)d/\[dp.lo()\p)] e H
b. Dans le deuxiéme milieu : 5 << o
-+ N L‘_ z
(11) X};=f J'(X\)dr JO()\P)e\ rap )
0

+ Y] .L’_z
(12) Y;,:f yumx[i{ Jo()\p)]e Tar,
A do

étant entendu que les accents de f/(1), ¢/(}) rappellent qu’il s’agit du
second milieu et ne sont pas a confondre avec des symboles de déri-
vation.

Nous admettons provisoirement que les dérivations par rapport a p
et z sont effectuées correctement en dérivant sous le signe d’intégration.
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Une fois déterminées les fonctions , f' ¢ il y aura lieu de vérifier
’ @ ¢ y

que ce procédé de dérivation était légitime.

Dans ces conditions, les fonctions (9), (10), (11), (12) satisfont bien

aux équations indéfinies (1), (2), (3), (4). Il reste a satisfaire aux con-
ditions aux limites (5), (6), (7), (8).

17. Détermination de f, v, /7, ¢'..— En substituant dans les. condi-

tions aux limites, on obtient quatre équations linéaires en f, ¢, f/ o
Nous poserons

( s PP g P2 o=
A2+ a2 a, 2+ g,
(13)

s PP ey P2
\//~+Q,I,_, a, \//‘—5—9,._, B

cQ3 s’ QP ,
(14) SGo—sap) — & srar—ean = O
CetC’
1
\
Cf |\
\
v
LY
\
\\‘
e
A 3
1
0
™ Q7
\ Q7
\
\
\
1
ct
vl [c
1
:
Fig. 4.

C et C' ne sont pas des parameétres indépendants, car

(15) ) C+C’=£'

O’

Q)2 : -
cmi toutes les valeurs possibles entre o et 4w, C et C’ sont supérieurs

a —;- ou négatifs ( fig. 4)-

De plus, C et C’ sont ‘toujours opposés. Lorsqu’on donne au rapport
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Avec ces notations, les conditions aux limites deviennent

(16) 2 fO) + o fO) 40250 =M () = heta,
a7 JOY— FO)+ B30+ B &0 =— 2 emna;
(18) s( + ) SO =g (e ) ()

2Bo(h) o’ Q2R o'(X)

(7\‘34— P L ) e,

=9

(19) aQ3x f(3) + o' Q2o f'(2)

€
9 52 P2 ! ’ 2 p2 ’
+GQ§</~‘+ )Q§> P(h) —do' Q2 <)\-+ 29(22) 9" (X)

= ¢Qkehe,

Nous admettrons provisoirement que le délerminant A des coeffi-

cients des inconnues dans les quatre équations (16) a (19) ne s’annule
pas quand A varie de 0 &4 + o

(20) A= )‘2<)\2+ ]; )l> ) -+ Mg ;30'

prC p:C prCC’ , ,
— a3 (7 + B > —ap (xz+—p > + B (4B 2.

11 vient alors

a. Dans le premier milicu (coté de la source) : 5> o

+ +
(21) X,= f Z‘—(-l—)‘..]o().a)e—alw/tl / Lii—)JOOP\e"“‘”’”
0 0
. wal b+ Bt e — B(re Bl )’
+af N\ Ty (p) s Ap——
0
“+ d
(2) Y,= 2£ xdx[a;Jo(xp)]
2 20 LYol L 2
(o0 8+ 55 2 55) o5 (- )
< Q3 @y 2 2 7 o—ah—Bz
A
b. Dans le second milieu : z << o
s, 2 G s, P2C
(23) X"=T§f A dh Jo(2p) e—ahta's

e—ah+8'z,

2 (™ + » h
(24) Y= Qﬁabf * [;;é Jo()\p)]
23 J, f
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18. Changement de variable A — pu. — Avant d’aller plus loin, nous
poserons
‘ = pu,
(25) a = ut+ é’ b:\/u2+ -Q-l.—_,,
< 1 2
/ 2, 1 . 1
(a: u-—i—m. b = u-_’_m,
Y a7
(26) D = % - u2<u2_,_ é N _Qg_2>‘+ .
2 2
'y G\ CC
R 2 — . tpr 9 -~ , .
ab(u +Q§2> ab(u +Q%> +——Q§Qg-’(ab +a'b).

Il vient

a. Dans le premier milieu (coté de la source) : 5 > o

1 T udu T* uwdu
- = —pajz—h| J —pa(z+ h)
e pXo= [ e S vetpue) et
4= u2a'bb’+ b'bg—g‘,i-b<u?+ ;);)
+ 2f udulo(pup) 2'5 "2/ e—palzth),
0 .

+ o

(28) Yp,= 2»[;; u du[dilp Jo(pup)]

C CI CI , , al
<u2+ o3 -+ 5,)3> <u2+ Q_’f> —a'b (u2+ Q—Z))
= D

e—plah+bz),

b. Dans le second milieu : 2 << o

(04 , C
1y, _2G [t b(“”ﬂ'%)”(“’*@) plan—ar
(29) ;X,,:: ——f uduly(pup) e—rleh—a’z)

01, D
a’'b (u’+ G -+ ¢ >
2C p+” d O\ T ar T o7
! = — 2 2 —plah—b'z),
(30) Y, GEA udu[dPJo(pup)J 5 epiah
19. Discussion desracines de D. — Nous avons admis provisoirement

que A (ou, ce qui revientau méme, D) ne s’annule pas quand la variable
réelle u varie de 0 & + 0. Nous allons vérifier dans ce paragraphe qu’il
en est bien ainsi mais il importe dés maintenant d’envisager ’équation

D=o
d’un point de vue plus général, en supposant que u est une variable

complexe. Nous verrons ultérieurement que cette discussion est iden-
tique a celle de 'existence des ondes de Rayleigh.
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Afin que les radicaux a, @/, b, b' représentent des fonctions uniformes,
nous établirons dans le plan de la variable complexe u une coupure
occupant un segment de Paxe des imaginaires pures entre les points

. ; ; .

et - ou — o

12
T
plus grand des quatre nombres

I
o
@y

T . s ey 1 . i
etgsulvam que cestﬁ;ou qui représente le

1 1 1 I
) = e ] =7
o, 9 o, o
Nous convenons que les radicaux désignent les racines arithmétiques

lorsque u« est réel et positif et nous suivons cette détermination par
continuité quand u s’écarte de P’axe réel (fig 5). Soient du reste Q, Q

/maginalire pur
a coefffcient
posigif

L =]

Reel negatif Reel positif

Reel Aegam"
< Reel gositif

Imagipaire pur
a cogfficient
neglat/f

Fig. 5. — Plan de la variable u.

les deux points de ramification d’un de ces radicaux. Le radical est réet
positif sur la partie droite de I’axe réel et surle bord droitdela coupure,
réel négatif sur la partie gauche de I'axe réel ct le bord gauche de la
coupure, imaginaire pure a coefficient positif quand u est sur l'axe
imaginaire au-dessus de Q’, imaginaire pure a coefficient négatif quand
u est sur I'axe imaginaire au-dessous de Q.

Quand le module de u est trés grand, on a

1

31 2 1 _ / 1 §= _r ___r .
(31) ‘/u+m u(x—i—muz u(1+ s —gavm )

Pour déterminer le nombre des racines de 'équation D = o nous
Imaginons que I’image de u parcourt (fig. 6):



1° Un cercle (), de rayon infiniment grand, dans le sens trigono-

métrique.
2° Un circuit (') contournant la coupure infiniment prés de cette

coupure, en sens contraire du sens trigonométrique.

Comme D n’a pas de points singuliers a U'intérieur de (Z) et (2'), le
nombre des racines de D est égal au nombre de tours que I'image de D
effectue autour de 'origne dans le sens trigonométrique.

o P ®m® o o

(x')

Fig. 6. — Plan de la variable .

Parcours (2). — Quand u est sur le cercle (), on a, en vertu de (31),
: .| 3CC I I
@ v=w| g+ (3-¢) gz (o +a1)
1 C 1 1 1\ 1 1 I e
+<Z‘ a3 é;“‘—*f-a)*/,(ﬁ;-"s?ﬁ” 0307 ’

¢ tendant vers zéro quand le rayon du cercle (£) devient infini.

En vertu de (15) nous pouvons poser

1
c=14+K, cc=1_K
4 4 ’
le nombre K étant extérieur a U'intervalle ( % -; - La quantité entre

crochets, abstraction faite de e, devient

?}K'2 R 1 1 1 1 1
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q(K) est un polynéme du second degré en K. Le coeéfficient de K2 est
essentiellement négatif.

1 1 1 1
7(~7) = (57— a)

1 __1<1 1
q( Z)“Z oF o3

q(—— %) et g (%) sont essentiellement négatifs. Enfin la demi-somme
9 DY

des racines
1/Q3 Q2
6\03  op

. : 1 1 . Q3 QY
est surement comprise entre — Z et —4 puisque les rapports 9—3 et o5 sont
1 1

. , . . I
tous deux inférieurs & --
La quanlité entre crochets dans (32) est donc toujours négative et ne
s’annule pas puisque nous supposons que toutes les vilesses sont finies.

Quand u parcourt le cercle (2), 'image de D effectue deux tours
complets autour de Porigine, dans le sens trignométrique.

Parcours (2'). — Quand on change v en — u, D ne change pas.
Quand on change v en I'imaginaire conjuguée, D se change en 'imagi-
naire conjuguée. 1l nous suffira donc d’¢tudier le quart du parcours (¥),
par exemple le bord gauche de la coupure au-dessus de 'axe réel ( fig 6).

Dans ce parcours, u passe successivement devant les quatre points de
ramification, A, B, G, D.

Nous supposons dans ce qui suit que les constantes G et C/ sont diffé-
rentes de zéro, nous réservant de traiter séparément ces deux cas
particuliers ou les formules se simplifient beaucoup.

I. L’image de u va de O a A.

Les quatre radicaux sont réels négatifs, u? également, D est réel et
essentiellement négatif.

II. L’image de « va de A a B.

On a franchi en A le point de ramification de @ ou de @'. @ ou a' est
une imaginaire pure a coefficient positif, les aulres radicaux sont réels
et négatifs. D est une imaginaire compléte dont la partie réelle demeure
négative ou exceptionnellement nulle. Quant au coefficient de la partie
imaginaire, il est toujours positif.
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HI. L’image de u va de B a C.

Deux radicaux sont des imaginaires pures. Si ce sont @ et b, la partie
imaginaire de D a pour expression

Si ce sont a ct a', elle a pour expression

~ g o
_ub<u,‘l G ) _u’b’<u2+ _(_‘> -+ L‘;,‘,(ab’-o— a'b).

);.7 02
Si ce sont a' et &', elle a pour expression
) p

(;C (ab' + ' b).

o
Dans tous les cas, le coefficient de ¢ est essentiellement positif.

IV. L’image de u va de C a D.

Un seual radical demeure réel : il ne peut s’agir que de b ou de &'.
Supposons que ce soit &'. Soit R la partie réelle de D, J le coefficient
de sa partie imaginaire

Pour n’avoir affaire qu’a des quantités réelles, posons
1 1 et 1 .
03’ a3 © 0P

7 1 ’ 7 7 1
/\.—.\/\ \/\ fﬁ, A :\/\ .Q;v

mi
il vient f
C_C .y c ol G
oz[n]__v(gl O,Emv)+AB(§T— —ABLE

7“»]_0{\\\ B,_\qu —-\‘>"’+\ch,,]- !

R [D]et J[D] ne dépendent de £, et | que par I mlermedlaxre de A
et A'. Considérons donc A et A’ comme des parameétres, essentielle-
ment > o. Parrapport a deuxaxes de coordouncées rectangulairves ( fig. 7)
ou A est I’abscisse et A’ Pordonnéc, 'équation J [D]==o0 représente une
hyperbole équilatére passant par Porigine et dont les asymplotes sont

— 2=V >




AT —

caraclérisées par une abscisse ¢t une ordonnée essentiellement positives.
Dans la région quadrillée, le coefficient de la partie imaginaire est
négalif, dans le reste du premier quadrant il est positif.
Quant a P'équation R [D] = o, elle représente la tangente a 'uncoua
l'autre branche de U'hyperbole ci-dessus au point de coordonnées;

. G c C
AU = Tt R
N B v g’
(34) oF
G ¢
N Il
B

A SLLEIKLLE
IIKRLILNNL
SSKLELERS
QR AAALLLLS
&
_ Ci©
2 2
QFVE
/ / %[D]-0
0 L _v)2
(rv A
LS
VB
Fig. 7

Dans la région hachurée, située au-dessous de la droite R[D]=o0,
R [D] est négatif.

On voit que jamais 'image de D ne passera dans le troisiéme quadrant
puisque le coefficient de ¢ ni la partie réelle ne seront simultanément
négatifs.

D'autre part 'image de D ne passe pas par l'origine. En effet on ne
peut pas attribuer & A et A’ des valeurs arbitraires. Montrons qu’il en
résulte que les équations (34) ne peuvent pas étre satisfaites pour des
valeurs admissibles de A et A/,

De la premiére des équations (34) on tire

C (04
Vo o e 2
_ ey ep, ¢
e Ve
~ a3
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Le premier membre est inférieur a V. Si C était négatif, donc C' positif,
le seccond membre serait supérieur a V. Cest donc nécessairement
positif. Cela étant, la deaxiéme des équations (34 ), en tenant compte de
Péquation (15), devient

I

V—A'B——
202
35 = 2
( J) G 1 1
et la condition
C> -
entrainerait 'inégalité
v 1 Q2
DI Ty

qui ne peut étre satisfaite sur le parcours actuel puisque

1

Si au lieu de supposer que c’est &' qui demeure seul réel sur le
parcours CD, nous supposons maintenant que ¢’est b, il nous suffit de
remarquer que D reste invariant quand on remplace £, par Q, Q, par Q,,
C par (' et inverscment, ce qui permet de conclure aussitot que, dans.
ce cas également, 'image de D ne passe jamais par l'origine ni dans le
troisiéme quadrant.

Il apparait donc que, quand 'image de la variable u s’éleve de O en D
sur le bord gauche et supérieur de la coupure, 'image de D (u) part
d’un point situé sur la partic négative de I'axe réel sans jamais passer
dans le troisiéme quadrant ni par Porigine, pour revenir en fin de
parcours sur l'axe réel. Quand I'tmage de la variable redescend de D
en O sur le bord droit de la coupure, l'image de D («) revient a son
point de départ par un parcours syméirique; puis, lorsque l'image
de u achéve le parcours (£'), 'image de D parcourt une seconde fois le
circuait fermé décrit ci-dessus. Il y a donc deux cas a envisager.

1° Supposons que, quand I'image de « est au point D, 'image de D (u)
est revenue sur la partie positive de l'axe réel. Quand I'image de w
effectue le circuit (2') I'image de D (%) tourne deux fois autour de
I'origine dans le sens contraire du sens trigonométrique. D (z) n’admet
aucune racine, ni dans le plan complexe, ni sur la coupure.

2° Supposons que, quand 'image de v est au point D, Pimage de D (u)
est revenue sur la partie négative de Paxe réel. Quand I'image de u
effectue le circuit (2'), celle de D (%) ne tourne pas aulour de origine.
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L’équation D (z) = o admet alors deux racines.

D’autre part, lorsque u est situé surla partie de 'axe des imaginaires
pures en dehors de la coupure, D (u) est réel, négatif aux extrémités de
la coupure, positif a Pinfini sur Paxe imaginaire, comme il résulte
de (32).

Les deux racines de D (u) sont donc imaginaires pures, opposées,
situées en dehors de la coupure. Nous les désignerons par

Qg étant inférieur a Q,, Q,, Q/, Q.
Nous avons vérifié accessoirement que D (u) ne s’annule jamais
lorsque la variable « reste réelle et positive.

20. Discussion de la condition d’existence des racines. — La condi-
tion d’existence des racines, c¢’est-a-dire; comme nous le verrons plus
loin, d’existence d’unc onde de Rayleigh, s’explicite ainsi :

1 SiQ, >,
. c’ 1\2 1 1 1 I
36) o3 az) V(a3 —o7) (33— )
(o104 1 1 1 1
szazV/ (o — o) (a3 — a3) <o
2 SiQ,>Q,

(3)__’_2_,_9 ‘2+£_‘.2/‘ ! ! !
7 e \o3 " op  of oy ’r>\ 07 03 <‘2_Q—)

Le second cas se déduit d’ailleurs immédiatement du premier par
une permutation réciproque des lettres accentuées et des lettres non
accentuées, i cause de la symétrie de D par rapport aux lettres accen-
tuées et non accenludes.

Nous pouvons donc nous borner au premier cas et poser

' ,

QpF p . T
02 =4q ) s )
)2 '

,,'; =2, _1‘ — y2
Q2 QY

THESE L. CAGNIARD. 4



La condition (36) s’écrit alors

(38) s2[4q‘i\/(x~ =) (=7, ——(29—!)’]
olir—e /030 (=) 40/ (- 32 (= 5)]
S [V e

©
"
ala

5} Domaine
ou il existe
une onde

de Ragleigh

Asymptote

Domarne ou |il

nexiste pas

d’onde de
Rayleigh

Domaine ou il existe une onde de Rayleigh loXid
o] 1 " q=ﬁ—;x .
1 1 118301 12 2
Fig. 8.

Une fois données les valeurs de v2, v'2, on est ramené a l'étude du
signe d’un trindme du second degré en s pour les diverses valeurs du
paramétre q.

Nous nous sommes limités au cas de deux milieux solides au contact,
en admettant comme le font habituellement les séismologues
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Dans un plan de coordonnées rectangulaires (g, s) (fig. 8) la condi-
tion d’existence des racines (c’est-a-dire d’une onde de Rayleigh) est
que le point figuratif soit dans la région hachurée.

lLia région hachurée est limitée par une courbe qui a éLé construite
point par point a 'aide du tableau ci-dessous.

, ™
Tableau des valeurs de s = % en fonction de q = }:2;-;- >
3
q 5. q 5

| 1 1,20 000, 0,4398
1,000 eun. .. 1,817 et 0,713y 1,3......... 0,3828
1,02.......... 2,190  0,06699 ) S 0,3406
1,03, ... ... 2,546 0,6405 1,500, 0,3076
1,04 0cnen.... 2,912 0,6166 1,60, ... ... 0,2809
1,05, ... ... 3,310  0,5969 | 0,2574
1,06.......... 3,752 0,5797 1,8, . ... 0,2398
1,07 .. 0iuenn.. 4,256  0,5645 1,00 c0een... 0,2236
1,08, ........ 4,849 0,5507 D N 0,2096
1,09, .. cunn.. 5,553 0,5379 K 0,1293
1,100 .. .0uu... 6,415 2 Aovonnnnn 0,0938
0 5 DU 7,500  0,5153 TP 0,0736
1,12, 00000, 8,917  0,%050 T e 0,0515
1,13........ .. 10,857  0,4953 ) o A 0,0355
1,040 0000en.. 13,684 0,462 50 .. 0,0069
LI £/ 18,209  0,4776 100. v enun.. 0,0034
| O £ P 26,644  0,4693

| IS S 48,000  0,4615

) O £ 210,959 et 0,453y

On constate en particulier qu’il existe une onde de Rayleigh :

1 Si ¢’ =o. Ce cas particulicr sera d’ailleurs examiné directement.
2" Si Q= Q,.

Toutefois. dans le cas de deux solides au contact, I'existence d’'une

. . . . o
onde de Rayleigh apparait comme plutot exceptionnelle. La rapport =
pour les diverses roches ne s’écarte jamais beaucoup de l'unité. Dans
ces condilions, une onde de Rayleigh ne peut exister que si Q) et Q,
sont extrémement voisines.
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24. Justification a posteriori des dérivations sous le signe d’inté-
gration. — La présence du facteur exponentiel rend uniformément
convergentes les intégrales ( 27) & (30) et celles qu'on en a déduites
par dérivation. Les dérivations sous le signe d’intégralion qui ont été
effectuées se trouvent donc justifiées a posteriori. D’autre part, quand p
ou s deviennent infinis, ces intégrales tendent vers zéro. La décroissance
est méme sirement éxponentielle si 5 devient infini. Les fonctions X,
Y,, X, Y, définies par les intégrales (27)a (30) satisfont bien aux
conditions requises.

22. Premier cas particulier ¢’ = 0. — Les formules deviennent

I T udu o s u i
39) ;X,,: [ P Jo(pup)e—l”‘w'—/'*mj Jo(pug)e—ralzth)
0

o

o
— ‘_),f bus du J (pu P) - 5 e—pals+ /l);
0 (u -+ .,> — abu?
2(2._',

e—plah+bz),

-+ 7 -
(40) Y,,:-_zf udu[diJo(pup)J ),
P 3 P
0 ' <u3 -+ -————) — abu?
Ces formules, relatives au premicr milieu, sont indépendantes des
propriétés du second milieu.
Les formules relatives au second milica ne présentent quelque intérét
pratique que si le second milicu est 'air, dont nous consnderons Ia den-
sité comme négligeable. Nous devons poser alors

Q(_,:O’
il vient
wr 4 !
Tx,= L 7 T h03 ,
(41) ;X,,: 53‘/' udulo(pup) e—plah—a'z);
2o ( _,) — abu?
(42) Y/, =o.

L’équation D (u) = o, qui se réduil ict a

1 2
(u3+ )—Q_,) —abu?=o,
203

admet deux racines. Nous n’insisterons pas : ¢’est la discussion classique
de Lord Rayleigh.
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23. Deuxiéme cas particulier : ¢ = 0. — Les formules deviennent
43) ;;Xp= ["'” u;lu Jo(pup) e.g,,m;—m_\/ov_‘-mu_;lﬁjo(lwp) e—paiz+h)
e b
~2[ udu.lo(_pup)?_—__—age—pa(uh),
(44) Y,=2 [+mu du[di.lo(pup)] = ! e—plah+bz)
Jo o u*—ab
(45) X/, =Y, =o.

Il n’y a pas d’onde dans le second milieu. 1l n’y a pas non plus d’onde
de Rayleigh, le dénominateur u® — ab n’ayant pas de racines.

O



CHAPITRE V.

DETERMINATION DU FACTEUR DE TRANSMISSION B(v).

24. Premiére transformation de Vexpression du coefficient expo-
nentiel Y,. — Le facteur de transmission B(¢) s’obtient en cherchant
une solution de Péquation intégrale

) Xﬁ=3f+wuzl(t A yopue)| fluyesanion— [ e—pvB(o)ar
P rJy dp PR A ’

ou 'on pose

1
_ 2 _ — 2 i
a u? + Q%, b u? + Q%’
, . 1 b — R 1
v a = u= -+ '@7 = M-+§—:272
(2) C (o4 , (04 - C
P W+ 5+ =5 (i = ) — b (v
03 2/ \ o7 o}
flw)= . z .
\u2 u?+-g+i 2+ uaa bb'— ab u2+—9- ?
| 3 " oF oz ) |
)
vprf . G2 c¢ , , [
.\ ' —ab(u +Q—g)+m(ab+ab) s

Pour atteindre notre but, nous effectuerons des changements de variable

7

successifs de facon a donner a p” une expression similaire a celle du

second membre de (1). L’identification des deux membres permettra
alors de déterminer aussitot B (¢). -
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On a, pour z réel,

™

Jo(x)= '_f e—1l.xrcosw dw’
T Jy
(3) «

8 T
( %Jo(z‘) = i[ e—ixcosw cosw dw = % J f e—txeosweosw dw | (1),

0

'

de sorte que nous pouvons écrire

x -
Yp 4 . 2 +»
(4) - | cosw dw u’f(u) du e—rltupcosw+ah+bz)
p = § 0 Yo
25. Etude d’'un changement de variable. — Pour permettre 'identi-

fication cherchée, nous sommes conduits a effectuer le changement de
variable (u, ¢) défini par

(5) l‘upCOSLv)—G—}L‘/uz—PQL?+Z\/u2+Ql—g=p’

ol w désigne un paramétre constant.

Dans lintégrale (4), u est réel; a, b, o/, b’ désignent des racines
arithmétiques. Le changement de variable (5) doit étre cependant défini
dans des conditions plus générales; o sera toujours considéré comme

réel (oémﬁf}i); par contre, © el ¢ pourront désigner des nombres
complexes.
Dauns le plan de la variable u, nous prahquerom une coupure suivant

un segment de I'axe imaginaire, de — 5— a é" Les radicaux a et b sont

alors des fonctions uniformes de u; nous posons qu’ils se réduisent a
des racines arithmétiques quand u est réel et positif. Cela étant, u dési-
gnera un nombre réel ou complexe du premier ou du quatriéme quadrant.
Il pourra devenir une imaginaire pure mais, en tous cas, a droite de la
coupure.

La variable ¢ désignera un nombre complexe du premier guadrant,

(') Nous emploierons fréquemment dans la suite les notations ®[f], 5[ f] pour
désigner respectivement la partie réelle et le coefficient de ¢ dans la partie imaginaire
d’une quantité complexe f.
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dont la partie réelle sera supérieure a
h 2
91 Qg

Nous considérerons également des valeurs réelles de

Cherchons a déterminer dans quelles conditions u est unc fonction
uniforme de ¢. Nous imaginerons pour cela qu’on fait décrire a la
variable w, dans le sens direct, le parcours ABCDEFGHA formé
d’un demi-cercle ABC de rayon infiniment grand et d’un chemin
CDEFGHA qui suit Paxe imaginaire a droite de la coupure (fig. 9).

Plan

de la

B

variable

w

Fig. 9.

Nous allons étudier le chemin que parcourt 'image de ¢.
Sur le demi-cercle ABC, quand le module de u est infiniment grand,

on peut écrire ]
v=u(h+ 3+ ipcosw + ¢),

¢ désignant un infiniment petit.
Sur le parcours CFA, nous poserons u = ¢/, [ étant réel et variant
de + o & — w. L’allure du parcours de ¢ se déduit du tableau suivant :



& 15 4 2
%\a\ffr%!a\:v.wlsmsxl ,.I_alm\fl PI w—g2—oq [e2—e 0 —aq
' £t 53] 3 @
0 0 ‘1 [} [0)
e = — 0 . [ 22—
I I \/i ®s00 ¢ PI I 2
: _ o w., ' | Fe 's
%la\fmlmlﬂ_ﬂ Z + @500 ¢ — PI ;wlu\fl TR, TRA|, TR, R
, : :
[ T Tr 13 iz
=0 4 [} . 0 _ O
R A 24 o
I I \’ ©500 ¢ Pl I 1
g ”n 73 —G
‘\,- Llll\\’du,l;mco(wl Ql\.ﬁ T 09(] .ﬂlsowa
50 o ' o o
z Yy I 1
- 3 17 1
[ 0 [V [4)
NNI%\’N.&Il\:.I_;S&l I mlﬂ\, og->oq 0% 2q
bos T o 1~ 1 173
0D o) . (] 0
_—— = z — o _—
1 I \,.\ T %00 0 Pl I 2
: 0 K ‘o %0
EI&\)SJJN]\ Az wsooe) — : l.r\, “PI _1445 Lo 2eq
! : L ! L
i Cme o 2 s
<0 4 KO . (0] [¢)
—_— —— p—— o —_— _—
I I \/ﬁ + as00d Pl I ]
Gon 14 Ton md ﬂG
%INN\,qublu\,iIramoo&l .ﬁla\f G eEteq | RErT e
o -q . g .
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En désignant par A/, B/, C/, ... les points du parcours de v qui corres-
pondent aux images A, B, G, ... de u, nous pouvons décrire comme
suit allure du parcours de ¢ ( fig. 10).

A’ B’ € est un demi-cercle de rayon infiniment grand parcouru dans
le sens direct, A’ appartenant au quatriéme quadrant. De C' en E/, ¢ est
une imaginaire compléte dont la partie réelle est croissante. ¢ est réel
de E'en G/, puis devientde G’ a4 A’ une imaginaire compléte du quatriéme

o
Plan
de la
variable h =z
v ﬁl ‘Qz
A
Fig. 10.

. . ‘o, h
quadrant. Comme l'affixe de E' est inféricure a Qfl -+ é—, ce schéma
1

permet de conclure qu’a tout nombre ¢ du domaine précisé ci-dessus,
a lexclusion de 'axe réel, on peut faire correspondre une et une seule

racine u de I'équation (5), qui est ainsi uue fonction holomorphe et
uniforme de ¢.

h - .
Cas des valeurs réelles de ¢> g + g—- — De E'en F', ¢ est croissant,
s 1 2

. N .o, d - . o . .
mais entre ' et G/, la dérivée Z; change de signe. Soit {; une racine de

. d R .
la dérivée —(7‘; correspondant & une valeur de ¢ comprise entre F’ et G/

1
Qy

glo 0.

IA



Nous poserons

sina sin 3 E
®) —6="5"=% (eswss])
Il vient
(7) <%> =—pcosw — /Llo Zlo

1=l

I I
— ]2 Jn—— 41
\/Q‘f g \/03 &

= —pcosw -+ htanga + z tang = o.
Soit enfin

(8) h tanga = g, cosw, ztangf = p, cosw,
p1 el ps sont positifs el U'on a, en vertu de (7),
o1+ pr = p.

D’ou la construction géométrique suivante (fig. 11). Considérons

deux segments paralléles HH, == h, 7:2, = 3, dont la distance H,7Z, est
égale a pcosw. Soit I le point qui partage H,Z, en deux segments
respectivement égaux a p,cosw et pycosw. Soient enfin £, £, les angles
que HI, ZI font avec la normale INa H,Z,. On a

(9) 01 cosw = A tangiy, P2 COSL) = 3 tangls.

D’ou, en vertu de (8),
— 7. R — .
a = l1, Pp=1l2
et la relation (6) devient

sin/ sin /
(10) b= LI L

Q, Q,
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Ainsi le point I est déterminé par la condition que les angles iy, 7,
satisfassent a la relation
sini; __ sind

Q Q,

La valeur commune de ces rapports est alors égale a — /,.
I1 vient ensuite

/ 1 2 1 2
(11) v(lu)-:—lopcosw—n—hv Q—,_',——l(-,—o—z (23_16
= h\/i,,—ﬂ—l COSU)>+<Z\/L.,—Z",—IPQCOS(L))
( o3 0 0P1 a3 0 0
_ Wz
=5t o

Cetie valeur ¢(/,) que nous désignerons désormais par ¢o(w) pour
rappeler qu’elle est fonction de w a pour image M' le point le plus a
droite du parcours F'G’ (fig. 10). On a

h z

Vo(v))z ?2—1‘ -+ ?};,

7

Iégalité ayant lieu pour w = =.

2

9o(w) est une fonclion continue de », dont la dérivée a pour valeur

doy(w) . .

12 —_— = U SINw.
( ) dw 0P

vo est maximum pour w =o. Dans ce cas, ]a figure 11 peut étre
interprétée en considérant la droite H,Z, ecomme la trace de la surface
de séparation des deux milieux, H comme la source S et Z comme le

P ,
point M (fig. 12). Les valeurs particuliéres de i, i» pour w = o seront
désignées respectivement par I, I, et nous poserons
b b

SI = Ry, MI = R,.
La relation’
(13) sinl, __ sinl,

Q, Qo

est identique a la loi classique de réflexion d’un « rayon séismique » au
sens de 'optique géométrique. Enfin
R, R.

(14) %@=§+§
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donne la valeur de la durée de parcours, au sens du principe de Fermat.
On peut prévoir que ces considérations géométriques vont jouer un
réle essentiel dans la suite : ¢’est pourquoi nous les avons introduites
dés maintenant.

Si nous supposons que 'image de ¢ vient sur I'axe réel entre F' et M/,
deux valeurs de u correspondent a ¢. La valeur ¢, est un point critique
de la fonction u(¢). Aussi considérerons-nous le segment F'M' (fig. 10)
comme une coupure. Quand on suppose que le parcours CDEFGHA
(fig. 9) est effectué, non plus suivant 'axe imaginaire, mais seulement

M(p,z)
| x

Fig. 12,

4 distance infiniment pelite de cet axe, le parcours E'F'M’ n’est lui-
méme qu’infiniment proche de I'axe récl et au-dessus de cet axe, le
parcours M’G’ est au-dessous.

La coupure ménagée dans le plan de la variable ¢ impose donc,
lorsque ¢ est réel et que P’équation (5) lui fait correspondre deux
racines u, de choisir celle de ces deux racines dont le module est le plus
petit.

26. Mise en ceuvre du changement de variable [u, ¢]. — En cffectuant
le changement de variable (5), il vient

+ »
(15) [ w? f(u) e—piinpeoswrah+b3) du
*0

=f [w(e, w)]2 flu(v, (u)]é);[u(v, w)]e—rvdy.
n,

Le parcours d’intégration H,, de la variable ¢ (fig. 13) dépend du para-



métre cosw. Il débute au point

el s’élend jusqu’a 'infini dans le premier quadrant, la partie réelle de ¢

. s h z . .
demeurant supérieure a s ta De ce qui précéde, résulte que

;; [w(e, w)]

7
SR
igcasw »
(H,)
S —
h,z h+x B
Ql Qz

Fig. 13. — Plan de la variable o.

est partout bornée sur le parcours quel que soit », sauf a I'origine de ce

T .
parcours lorsque ® = ~- On a d’ailleurs,

(16) Jdu _ 1

e . . h z
focosw +u( -+ 3
: a ' b,

Pour o =— '—;, cette dérivée est infinie a l'origine du parcours cn méme

1 . . . .-
lemps que -, mais, par suite du facteur ©?, la fonction a intégrer lend

vers zéro. La formule (15) est donc valable quel que soit .

Effectuons la seconde des intégrations ( 15), celle par rapporta ¢, sui-
vant un parconrs fermé SABS (fig. 13) tel que SA soil une partie du
parcours H,, que 'arc AB s’éloigne a Pinfini, et que le retour BS
s’opére suivant 'axe réel au-dessus de la coupure (). La fonction a

. . - o Tl . . . .
(*) Au voisinage du point critique ¢, la dérivée —— devient infinie 2 la maniére
g
1
de |o—yp,| 2.
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intégrer étant holomorphe a I'intérieur du circuit SABS (') et la valeur
g P

de intégrale effectuée le long de AB tendant vers zéro, on peut écrire
g g ) P

v

(17) ‘/': u‘lj'(u);)’—l: e—Pv dy = [w(v, w)]? flu(r, w)] ;}% [u(v, w)]ervde.

h 3

O

Dans cette derniére intégrale, la variable ¢ est réelle.

27. Permutation de lordre des intégrations. — D’aprés (17), P'inté-
grale (4) devient

¥ 4+
(18) -\% = :4—: cosw dw /}; ) J{[u(u, o) flu(e, u))]g‘)'—)[u(v, w)] t e=Pvdp.
oo
w
4
z
)
0 h oz %l+ R, Y
Ql SZZ 1 Qz

Dans le champ d’intégration (0 <wdi,e>2 4 =z ), la fonction
— - 2 =4 Q
(19) T Jdu e
9 cosw [u f(u)(—fv- e

devient infini¢c, en méme lemps que %%, tout le long de la courbe C
(fig. 14) d’équation

Y = vo(w).

Aux deux extrémités de cetle courbe G, les tangentes sont paralléles a
I'axe des w, en vertu de la relation (12).

(') Les poles éventuels de fu(v, w)] sont extéricurs au circuit, puisque les valeurs
L. - i i

de u correspondantes sont imaginaires pures, 3 l'extérieur du segment (— a’ a—)
2 2
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Lorsque I'on considére un point (¢, ») du champ d’intégration infi-
niment proche d’un point (¢,, »,) apparlenant a la courbe G, on a

du \/; I+ (e, m) I
N o h 2 yYev— ey(w)
\/7’77‘ M
ou
Jdu

Jv

Iy

suivant que le point (¢, w) est situé respectivement a droite ou a gauche
de la courbe C. Les valeurs de @, b sont prises pour ¢ = ¢, » = w,. Les
radicaux sont des racines arithméliques. € (¢, ) est une fonction de
v et w, qui tend vers zéro lorsque v et » lendent simultanément vers v,
etw,.

D’autre part, lorsque v devient infini, la fonclion (19) finit par
conserver un signe couslant, et son module est inférieur

Moze—ry,
M désignant une constante.

Il résulte de ces deux remarques (') que la fonction (19) est inté-
grable dansle champ d’intégration (w, ¢) ¢t qu’on a le droit d’intervertir
Tordre des intégrations.

On peut remarquer au passage que 'intégrale

R Jdu
[ J [u-f(u)x] cos v dw

peut devenir, lorsque ¢ est infiniment voisin de ¢, (0), infiniment grande
comme Log|¢—y,(0)|. C’est une constalation que nous aurons 'oc-
casion de faire directement par la suite.

)

Premiére expression de B(¢). — L’intégrale (18) devient, en permu-
tant ordre des inlégrations,
. =
Y, 4 T b . J
- =- e—pv dvf I [w(v, w)]? flu(v, w)] Je [w(v, )] cosw dw.
e z 0

8.7 q

(20)

(') Goumsar (E.), Cours d’'analyse mathématique, t. 1, p. 32) et p. 332, 5 édition
(Gaathier-Villars, Paris, 1927).
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.. . . Y
Sous cette forme, l'identification de —}—)’- avec le second membre de

+ %
f e—rvB(v)dy
0

fait connaitre aussitot une solution de cette équation

I’équation intégrale (1)

h z

o, pourv<§;+§—2,

en BE =1 5 ) ) W
_;‘-/o‘ J%[u(v, w)]? flu(y, w)];‘-)[u(v, m)])- cosw dw, pourvgg—l-f—g—z'

Nous allons désormais transformer cette expression compliquée
de B(v)

28. Nouveau changement de variable [w, u]. — En supposant toujours
expressément que les domaines respectifs des trois variables ou para-
métres u, v, w demeurent ceux qui ont été définis précédemment, la
relation (5) définit w, pour une valeur donnée de ¢, comme une
fonction w (u) de u. Nous effectuerons le changement de variable

w=w(w).
L’intégrale (21) devient alors, sous les réserves qui vont suivre :

(22) [B(e)],

h

v

Q,

E=N

(Z+ 2
= fCJ§ wt f() 5 Lo, @) 35 [0, w)] f eos (u, )] di,

x
C, désignant le parcours de la nouvelle variable u. Pour légitimer
s . , . . . d

I'expression (22), il nous faut cependant examiner si d—u[w(v, u)] ne
devient pas infinie,

. h z
ipcosw + ul — + 5
\ b

(23) 2 [, )] =

tup sinw
Or, cette dérivée est infinie dans plusieurs cas.

1° Si p = o. Ce cas particulier sera examiné séparément au chapitre
suivant.

2° Si u = o. La condition u = o entraine

h z
= — 4 —o

Q Q,

THESE L. CAGNIARD, s
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. h . .
Inversement, si v = & —+ g—, u est nul quel que soit w et la relation (21)
1 2
entraine

\

h 'z
B (?..): -+ 6;) = o,
méme si p = o.
Il n’y a donc pas lieu d’examiner cette éventualité.

3° Si a = o (b ne peut s’annuler).
.. R . F . .
La condition @ = o enlraine i, = - e qui ne peut se produire que

si p est infini. Or, nous avons observé au Chapitre III que dans les

problémes de ce genre, il est inutile d’envisager que p ou z puissent
devenir infinis.

4° Enfin :—u [0 (¢, u)] devient infinie quand » tend vers zéro. L’étude

qui va suivre montrera cependant que l'intégration (22), effectuée non
plus suivant la totalité du parcours C,, mais suivant une partie infi-
niment petite de C, correspondant ‘a I'intervalle d’intégration (o, a) de
la variable w dans (21), tend vers zéro en méme temps que «, si 'on
suppose N
Ry
v Z 0, -+ EZ

Sous réserve de la vérification ultérieure du résultat annoncé a
lalinéa 4°, 'expression (22) est donc valable lorsque ¢ est différent
de Qil + :—2 ou de —z—: + g—: et que p n’cst pas nul.

Comme d’ailleurs, on peut attribuer 3 B(¢), en un point isolé, une
valeur arbitraire, sans que cette fonclion cesse d’étre une solution de
I'équation intégrale, la seule restriction réelle qui subsiste, est que p
soit différent de zéro.

Poursuivons donc I'étude de P’intégrale (22). On a

1

0 0
aeLu(es ] Golele, )] = G o1

D’ou
(26) [B(v)]v>&+é=a[—,f—:f&cot[ww u)]f(u)udu:
(v :
=— 2R w(e, du |.
= _fcf""[ (0 )] f(u)u uJ

On a, d’autre part,
fupcosw =¢ —ah—bs.
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D’ou

iup sinw =i Vulp'+ (v — ah — b3 ),
en choisissant pour détermination du radical celle qui, a 'extrémité du

\ T . . . . .
parcours C, correspondant & » = = se réduit & une racine arithmé-

tique : en effet, pour » = 2, v est réel et positif. Cette détermination

initiale du radical est suivie par continuité tout le long de C,.
11 vient alors
v—ah—bz

cotw = — 1 .
Vuro?+ (v —ah — bz)?

D’ou, finalement,

(25) [B(v}'1‘,5£+ S Jlf v—ah—bz f(u)udu].
“Q -

o el c, Vo4 (v —ah —bz)?

1

. . T
Examinons sommairement I’allure du parcours C,. Pour o = < uest

réel. Pour o 3£ %, u ne peut pas éire réel. C’est une imaginaire du

quatriéme quadrant pouvant devenir imaginaire pure. Pour que ce soit
unc imaginaire pure, il faut et il suffit que ¢ soit inférieur a ¢o(w). En
particulier, I'extrémité du parcours C, correspondant a w=o0 sera
une imaginaire pure ou une imaginaire compléte suivant que ¢ sera
R,
2,
deux cas, aprés avoir étudié le radical \Vu?p?+ (v — ah — bz)?.

. pas . . R .
inférieur ou supérieur a —QJ -+ =+ Nous allons examiner séparément ces
1

29. Etude du radical \/u?p? + (¢ — ah — bz)?. — Par élévation an
carré, l'équation

(26) w2+ (v —ah —bz)=o0

conduit & une équation du quatriéme degré en u, admettant, par consé-
quent, quatre racines, auxquelles correspondent des délerminations
variées des radicaux a et b.

Nous considérerons toujours dans ce qui suit qu’une coupure a été

ménagée dans le plan de la variable u, de — QL a é, assurant l'uni-
2 2

formité des radicaux et, d’autre part, que a et b désignent des racines
arithmétiques lorsque u est réel et positif. Par cette limitation, certaines
des quatre racines peuvent se trouver exclues.

On a

w4 (v —ah — bz =(lup+ah+bz—v)(—iup+ah+bz—v),
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de sorte que les racines de (26) sont celles de I’équation
(27) iup+ach+bz=vy

ou de I’équation

(27 bis) —iup+ah+bz=vy.

Lorsque l'on considére ¢ comme réel, ce que nous ferons ici, les racines
de (27) et (27 bis) sont deux a deux 1 1magma1res conjuguées. Il nous
suffira d’étudier 'équation (27).

Plan de /a

variable u

Fig. 15.

L’équation (27) n’est autre que I’équation (5) lorsqu’on pose dans
cette derniére w = o. Lorsqu’on se limite aux valeurs de u des premier
ou quatriéme quadrants, ’équation (27) admet donc, en vertu des
résultats antérieurs, soit une seule racine dont 'image est précisément
Iextrémité du parcours C. correspondant a w = o, soit deux racines,
alors imaginaires pures, dont 'une a toujours pour image I'extrémité du
parcours C,. Ces deux racines imaginaires pures ne sont confondues

(ue si
. R1 o+ R':
oo Qy

Nous aurons besoin cependant d’envisager aussi l'éventualité de
racines du radical situées dans les deuxiéme ou troisiéme quadrants. Il
suffit de compléter la discussion de I'équation (5).
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Nous imaginerons cette fois (fig. 13), qu’on fait parcourir a la
variable u

1° Un cercle de rayon infiniment grand, décrit dans le sens direct.

2° Un circuit enveloppant la coupure, décrit dans le sens inverse.

Lorsque u effectue le premier circuit, ¢ parcourt également dans le
sens direct un cercle de rayon infiniment grand.

D’autre part, nous avons déja étudié le parcours D'E'G'H' qui corres-
pond a DEGH. Lorsque 'image de u est de P'autre ¢6té de la coupure,
il suffit de remarquer qu’a deux valeurs opposées de u correspondent
deux valeurs opposées de ¢ pour pouvoir tracer immédiatement 'allure

du parcours de ¢ (fig. 16).

Dv

P
o
o=
N N‘
Q=
- N

H’
Fig. 16. — Plan de la variable v.

Ce schéma fait apparailre que, pour des valeurs réelles de ¢ supé-
rieures a g—l -+ -Qiz’ I’équation (27) n’admet pas, dans le deuxiéme ni
dans le troisiéeme quadrant d’autres racines que celles que nous connais-
sions déja et qui apparlenaient au quatriéme quadrant.

En associant a ces racines leurs imaginaires conjuguées (du premier
quadrant, par conséquent), on oblient toutes les racines de (27) dans le
domaine de u qui seul nous importe.

Remarquons sans plus tarder que I'équation (26) n’admet une racine
double a lextrémit¢ du parcours G, correspondant & ©=o0 que

. R R
SI ¢ — Q“: -+ Qz
donc définitivement levée.

- La réserve faite au paragraphe précédent, alinéa 4°, est
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Nous allons déformer contintiiment

30. Etude du cas ¢ > g’ + g’
1 e

le circuit G, dans la totalité du plan de la variable u, aprés avoir assuré
par des coupures convenables I'uniformité de la fonction a intégrer.

En plus de a et &, la fonction f(u) dépend des deux autres radi-
caux a’ et b'. L'uniformité des quatre radicaux a, b, a', b’ sera assurée

par une coupure effectuéc suivant le segment rectiligne <—4 s;_’ 5L>
2 2
[ 12 . , . .
ou (— o’ Q_'z> suivant que 2, ou &), désigne la plus petite des quatre
vitesses @, Q,, ', Q.

Plan de la
variable u

Fig. 17.

Désignons par A (quatriéme quadrant) l'extrémité de C, corres-

pondant a5» = o, par B (sur la partie positive de I'axe réel) 'extrémité

N T
de G, correspondant & » = -

Le radical du dénominateur a deux points critiques, d’une part A,
d’autre part A’, symétrique de A par rapport a 'axe réel (fig. 17).
L’uniformité du radical dénominateur sera assurée par la cou-
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pure (Q) allant de A a A’. Pour fixer les idées, nous supposerons
que Q passe a droite de la courbe C,.

Soit C, un parcours (B-> A’) symétrique de C, par rapport a P’axe
réel. En deux points de C,, G, symétriques par rapport a I'axe réel,
les valeurs respeclives de la fonction a intégrer sont imaginaires
conjuguées.

D’ou
(28) (B, n n=1f L fwudu.

v> c

+5.’, mp L, oLV utpt+ (v —ah — bz)?

|2

O

1

L’idée la plus naturelle est alors de remplacer le parcours C,, C, par
le parcours direct AA’. C’est ainsi que nous avions procédé d’abord,
aprés avoir calculé au préalable la valeur de u correspondant au début
du parcours C. On est conduit de la sorte & substituer aux variables v,
p, % dont dépend B(¢), de nouvelles variables dont la définition fait
intervenir une famille de surfaces ovoides de révolution. On parvient
ainsi a mettre B(¢) sous une forme qui fait apparaitre immédiatement
ses propriétés essentielles, mais se préte beancoup moins aux calculs
numériques. Aussi substituons-nous a ce procédé peut-étre plus élé-
gant (') un autre mode de calcul.

Nous effectuerons I'intégration (28) le long des circuits suivants :

1° Le circuit (R) parcouru dans le sens direct, extérieur a tous les
autres circuits; .

2° Le circuit (E), parcouru dans le sens inverse, appliqué sur les
deux bords de la coupure ménagée sur 'axe des imaginaires;

3° Les circuits (P), (P’) parcourus dans le sens inverse autour des
deux poles éventuels P, P' de f(u); A

4° Le parcours (C,), (C,) décrit de A a A/

5° Le parcours (D), (D') allant de A’ a A en passant a droite de la
coupure Q.

On peut, sans changer la valeur des intégrales correspondantes,
déformer les circuits (C,, C,) d’une part et (D, D') d’autre part, de
fagon a les appliquer respectivement sur les bords de la coupure Q. En
deux points situés de part et d’autre de Q, le radical dénominateur a
des valeurs opposées, les autres facteurs dans la fonction sous le signe

(') Comptes rendus, 194, 1932, p. 899 ¢t p. 1005.
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somme ont méme valeur. D’ou
f + =2 f ’
(€, Yo,»m) (€0 €O
de sorte que .

12 v —ah—bz )
(o) (B n, n=—7 [ f(u)u du.
“>a.ta T JiR),E), (p),(p) VU2p2+ (v —ah — bz)?

Les nouveaux parcours d’intégration sont tous indépendants de ¢.

A. Calcul de

f 0o —ah —bz o
R Yupr+ (v —ah — bz)?

M(p, z)
s} ' I
R | %
R i
|
|
1] [4
it
s'
Fig. 18..
Soit
au-t—ﬁ—e—%—o—% “+..0

le développement en série de Laurent de la fonction sous le signe
somme dans le domaine du point a l'infini.

(30) f 0 _—ah—bs )2f(u)udu=21:i*{‘

Ry Y Ui+ (v —ah — bz
On trouve aisément

, sin2l'[ A z 3027 )

Y=4M§N cos '+ —’)—R_/—[Q_% -+ 5‘% - W‘] y’
en désignant par S' le symétrique de la source S par rapport a la surface
de séparation des deux milieux; par I' ’angle SS'M, par R’ la distance

S'M (fig. 18).
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M et N sont deux constantes, indépendantes de A, p, z, ¢, dont
Pexpression est du reste assez compliquée,

avec

+
N
—
/N
Z
=]
|,
e}
Sas
—
|
o
-
=]
pio
I
R
-5
=]
L™
[S——

B. Calcul de
v —ah—bz
f o f(w)u du.

), (p) Vu2pi+ (v — ah —

Cette intégrale est égale a

—2ni(Rp+ Rp),

R, Ry désignant les deux résidus.
Les deux résidus étant des imaginaires conjuguées, on peut encore

écrire
f —— 4=i R[Rp]
(P), (P")

ou, en désignant les affixes des deux poles P, P’ par

=+ (Qr< Qy, ), 5, 0h),

13

Qg
. x2+4 A2

(31) f =—liLavx - ,

(P),(P7) x? (u‘l—— Vi B ) + 2p2A%2

Q

| w

3

=,



— 74—

ou 'on pose
I /] 1

A= h —_— -+ 3z -— =5
Vo~ o ~vgﬁ gz

x:Q\/<v — A2— +\/ pr— A2 — —7) + 4A202,
2 it/

L est une constante réelle, indépendante de £, p, 3, ¢, dont on obtient

(32) s
|

la valeur en remplagan; u par é; dans
N(u)
d 7
s LD ()]
N (u) et D () désignant respectivement le¢ numérateur et le dénomina-
teur de f (u).
Nous discuterons ultérieurement sous une forme plus appropriée cette
partie de l'intégrale B (¢v), mais il apparait dés maintenant qu’elle prend
des valeurs particuliérement importantes quand p est grand par rapport

a h et z (voisinage de la surface de séparation et grande distance de la
source) et quand, de plus, se trouve réalisée la condition

o = Qgvo.

Ce terme est caractéristique de ’onde de Rayleigh, dont la vitesse est
précisément égale a Q.

C. Calcul de

f v—ah—bz  f(u)u du.
&) Vupt+ (v —ah — b3z)?

On peut former aisément son expression en intégrales réelles. Nous ne
le ferons cependant pas & cause de la nécessité ou 'on est d’envisager
six cas différents, suivant 'ordre respectif dans lequel se placent les

quatre-vilesses
Q;, 0., 0, Q.

Toutes les intégrales rencontrées au cours de ce probléme sont calcu-
lables numériquement ou graphiquement avec facilité. La complication
apparente des formules tient uniquement au nombre élevé des paramétres,
B (¢v) dépendant, en plus de ¢, p, 3, des sept parameétres

/ U ’
h, s, o, Q, Q Q) Q).
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31. Etude du cas Qﬁ -+ ;—< v << Ry 4 R: en supposant Q, > Q. —
1 2 Q Qo

c e . R R . .
Quand ¢ est inférieur a 5* + 5*» le parcours C, débute en un point qui
Q4 2y

. . . . . . — 1
est ’'image d’une imaginaire pure a droite de la coupure, entre o et —--
’ Q

Il suit I'axe imaginaire a droite sur une certaine longueur et se termine

en B sur Paxe réel. 1l est entiérement décrit dans le quatriéme qua-
drant.

La quantité sous le radical \/u?p? + (¢ — ah — bz)* ne s’annule, dans
I'ensemble du plan de la variable u (fig. 19), que sur la coupure d¢ja

i i Plan de la
= 0uU1 o variable u
2 2
z ]
Q, (C:)

B
A
_Z] )
SZl 3 v( Bl _R..t
-i_au .. Q + Q
Q, Q; 1 2
Fig. 19.

pratiquée le long de I'axe imaginaire, coupure qui suffit donc, sans plus,
a assurer 'uniformité de ce radical.

Nous compléterons comme précédemment le parcours C, par un par-
cours C,, symétrique de C, par rapport a 'axe réel. D’ou

g

. A
(33) [B(")]_h_ -3 R,  R,= 2 f v—ah—bz
Q,

P 1 - -
3, <'<g,"a, TPYA Vwor+(v—ah—

3 =1

0 Sf(u)u du,.

le parcours AA’ pouvant étre le parcours direcl.

Or, sur le parcours direct AA’ les radicaux

a, b, a, b, Jyuro*+(v—ah—bz)?
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sont tous réels. Il en est donc de méme de

v —ah—bz
yutsr+ (¢ —ah —bz)?

S(u)

et, par suite
B(¢)=o0.

En d’autres termes, quand £, est la plus grande des quatre vitesses,

i , . Ry . R,
le front de 'onde B(¢) correspond a ¢ — o "o

R
32. Etude du cas ~i— < o< g L + ~> en supposant Q, > Q,. —
La seule différence par rapport au cas précédemment envisagé est que le
point s_T[ peut se placer entre O et A. Si cette circonstance se présente,
ok

le radical @’ et peut-étre aussi le radical ' ne sont plus réels sur le par-
cours direct AA’: la conclusion précédente n’est plus valable.
En d’autres termes, le front de 'onde est en avance sur 'instant

_Ri Ry

Pour que le point A coincide avec le point d’affixe ::—', il faut d’abord
=1

que :Q—L soit une racine de I'équation (27)
1

° R _
(34) o -+ h Y Q;, + 3z \/Ll — Q,;, =v.

Mais nous avons vu que 'équation (26) peut admeltre deux racines, et
que, s’il y a deux racines, il faut choisir celle de plus petit module pour
obtenir le début A du parcours C,.

Nous avons appris a distinguer ces deux racines : la dérivée

d .
o [twe + ah + bz]
est une imaginaire pure de coefficient positif pour celle des deux racines
qui correspond a extrémité A de C,, une imaginaire pure de coefficient
négatif pour I'autre racine, d’ou la condition supplémentaire a adjoindre

a (34)
(3%) PO — — > o.

>
3]
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Nous poserons

. . o . Qs n
(36) sml._bT‘, Slnlg—m <o<l|, < 5>,
{, et I, sont les angles limites de réflexion totale au sens de I'optique
géomélrique. ’

On a

/1 1 1 I
COSl:——Qj\/ Q?_Q_"z’ COSlg——Qz Q—g“—@)
de sorle que les conditions (34) et (35) peuvent s’écrire

(37) _osinl-_,—o—zcoslgz—.ng—hg—?cosli,
1

(37 bis) ¢ > htangl + z tangls.

Fig. 20.

La surface définic par (37) est un cone de révolution autour de SS’
dont la méridienne est la droite d’équation (37). La normale a la
droite (37) fait avec la normale a la surface de séparation un angle
égale a [,. La distance de la droite (37) a Porigine O cst égale a
Q

2
cos ;.

B -_— h
Qv g,

La droite se déplace donc parallélement a elle-méme vers le haut avec
la vitesse , ( fig. 20).

Cherchons la position de cette droite (37) par rapport a la méridienne
du front d’onde :

(38) v=——+a?’
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qui représente une courbe paralléle a I'une des branches de ’hyperbole

R1 Rz_
E—t—-‘_g—o.

Nous obtenons des points du front d’onde (38) en imaginant des
« rayons réfléchis » SIM satisfaisant a la loi de la réflexion

sinly sin Iy

(231 Qy

Comme on sait, IM est normal en M au front d’onde (38). Désignons
c¢n particulier par T, le point M tel que Pangle I, soit égal a I,.
I1 lui correspond un angle I, défini par
. Q. Q, .
sinly = a, sinly = g—),; = sin /.
D’ou
l1 = li.
Calculons la distance de I'origine O a latangente en T,. Cette distance
est égale a KT, en désignant par K la projection de O surI, T,

KTy =Ry+ KI; = <ng — Ry gz> -+ htangl, sinls
1
Qo
= Q¢ — 115—2—l cosly.

Donc KT, est précisément égal a la distance de la droite (37) al’origine;
la droite (37) est tangente en T, a la méridienne du front d’onde (38).
De plus, la coordonnée p du point T, de contact est égale a

htangly + s tangly,

La condition supplémentaire (37 bis) exprime donc que le point M(p, z)
est extérieur au cone de révolution d’axe Oz et de méridienne I, T,. La
position de I, T) ne dépend pas de ¢. Ce cone est fixe.

Soit alors un point M (p, 3) quelconque intérieur au céne fixe. Quel

. . . . . . . N —1

que soit ¢, le point A ne viendra jamais coincider avec I'image de -
1

Comme l'affixe de A est une fonction continue de ¢, p, 5, A demeure

. —1 . —1 ..
donc soit entre o ¢l ——» soit au-dessous de - Pour choisir entre ces
Q) =3

deux alternatives, il suffit d’imaginer ‘que p, 5, ¢ satisfont a la rela-
ton (37), c’est-a-dire que M est, a Pinstant ¢, sur la surface du céne
mobile défini par (37). Clest alors la seconde racine de I'é¢quation (27),
celle dont le module est le plus grand, dont P'image est confondue
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avec A. Donc A est compris entre O et —E—,f- 1l en résulte qu’a l'intérieur
L)

du cone fixe de méridienne I, T,, B(¢) est identiquement nulle pour

R, R,
V<_Q—;+§;'

Si le point M (p, z) est extérieur au cdéne fixe I, Ty, il existe une

époque ¢ définie par (37) telle que A coincide avec E—,L- Pour des
1

époques ¢ antérieures, A est compris entre O et——ﬁ,—l, donc B(v) est iden-
1

tiquement nulle. Pour des époques ¢ postérieures, A est situé au-dessous

—i ,
de o B (v) n’est pas nul.

Le cone d’équation (37) constitue donc le front d’onde dans la partie
de l'espace extérieure au cone fixe I, T,.

Nous conclurons par une derniére remarque : dés le début de I'étude
de B(¢), nous avons obtenu le résuliat que B(¢) est nul, de toutes

facons, pour v << gl —+ g

Celte condition exprime que z est supérieur a OP, P désignant le
point le plus haut de la méridienne du front (38). La suite de notre

¢étude limite donc de fagon plus restrictive le domaine dans lequel B (¢)
est nul.

33. Expression de B (¢) dans le domaine de 'onde a front conique a
Taide d’intégrales réelles. — On a

.
B(¢v) = iff o —ah—bz Sy i

meJ iyuwrer+ (v —ah —bay

en désignant par ———;—l, é les affixes de A et A’ :  est une fonction de v,

p, 3. Nous aurons a distinguer deux cas.

B I 1 1 1 1
a. Premier cas: — = < w5y oy —-
o, <o<aoya' 0
1

39) By= 2 [ gy am
T meJ, V(v—ak—bz)y— met ! ’

Q7
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ou I'on pose

1 1 1
a=‘/————m b:‘/»T—m b= — —m
Q? ? Qﬁ 2 \/ 2_) ’.

QiRi— P, S,
Li(m) = s

P, = E_;_E‘: m 9; n
1= oy Top— o — ")
, 4 1 C
Q== m— s (a5 = ).
(010 , c’ 2 C C’ 2
Ry = S_—2§s222ab —ab<Q—é§—m> —m(Q—§ + on —m) ,

: cc  ,,/cC 2 1
Sy = nz——Q—F[bm—b(Q—g—m) — mabb ]

Le radical y/(¢ — ah — bz)> — mp? est une racine arithmétique.

1
Qy
sager que si ), est, comme &, supérieur a ;. 1l faut alors le prendre
en considération lorsque ¢ est supérieur a la valeur définie par

oy 1 I I . N .
b. Deuxiéme cas : < << =< ~— < —+ — Ge cas n’est & envi-
Q) Q Q, Qs

. Qo
(40) p sinl,y, + z cos/. =Q20-—hg—;cosl",

et que I'on a

(41) e > htangl, + z tangl),
en posant
. Q4 P Q.
sml’,=Q—,2, sin / =£—2—§,

les conditions (40) et (41) se déduisant simplement de (34) et (35) en
substituant ), a Q.

Ces relations définissent aussi un « front conique » de méridienne J, T,
tangent au front (38) a droite de T, (fig. 20). En employant le terme
« Front » pour désigner cette nouvelle surface conique, nous anticipons
d’ailleurs sur les résultats du chapitre suivant.

On a, dans ce cas,

L
3
() By= 2 [ ek bs

TSy y(v—ah—bz)—m
ar

O, (m)dm + Ba(¢),

le premier terme de B(¢) étant le méme que I’expression (39), avec cette
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différence que la limite finale de I'intégrale est la constante —— Q, 5 el non
plus la fonction — o de p, z, ¢.
Le terme complémentaire B, (¢) a pour expression

o

(43) Ba(e) = _f bk =8 ,(m)dm,
wJ g ;(v—ah—bz)-—m
avec ]
a = \/?;'f m, b= \/ QL::; —m,
PgSz
Py(m) =— R§+S§’

Po C (014 (04 G 1 1
o= Q—g-i—é—?—-m &—?——m -+ ~7:_;——m (m—Q‘,F)<m—@)y
! 'ln ! ”n C —+ C, n ?
QZ,‘-’) Q3 o

I (
-—ab(%—m)z—k—<7~m) \/ - )/g)( Q’z)

THESE L. CAGNIARD, L4



CHAPITRE VI.

PREMIERE ETUDE DU FACTEUR DE TRANSMISSION B (v, p, 3).

34. Délimitation de quatre domaines 4 Dintérieur desquels
B(v, p, 5) est continue et indéfiniment dérivable pour toutes valeurs
de ¢, p, 5, le cas de p — 0 étant exclu. — Désignons respectivement
par PQ, J, T,,J,T,, les positions occupées a l'instant ¢ par les méri-
diennes du front d’onde normal, du premier et du second front

coniques (fig.ar).

Fig. 21.

Nous dirons par abréviation que le systéme de valeurs essentiellement
réelles p, z, v appartient au domaine I lorsque le point M(p, z) est situé
dans la région I de la figure, en avant de tous les fronts d’onde.
Nous distinguerons, conformément a la figure, trois autres domaines

1L, 11, IV.

Dans certains cas le domaine |IV [n’existe pas, dans d’autres cas le
. . . ho.
domaine III et le domaine IV sont absents, mais, pour ¢ > Q' y il y a
1

toujours un domaine I et un domaine II. Nous avons montré que, dans
le domaine I, B(v, p, 5) est identiquement nulle. Dans les domaines 1I,
TII ou IV nous avons obtenu 'expression générale

) b5 =2 f el L —

mJe,covurp+ (v —ah —bz)?
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La fonction a intégrer présente des poles dont la position ne dépend
pas de p, de z, ni de ¢. Dans la portion restreinte du plan complexe que
nous avons scule éludiée, il ne peul exister que deux de ces poles
désignés par P, P'. Il existe en outre huit points critiques indépendants

13 4 4 .
de p, z, v dont les affixes sont == o * o= o —+ bl"“ 11 faut consi-
1 L2y 2y 20
dérer enfin les quatre points critiques du radical dénominateur dont les
affixes, par conlre, sont des fonctions (continnes) de p, z, ¢.
Les extrémités A, A’ du parcours C,, C| coincident d’aillecurs avec
deux des quatre points critiques du radical dénominateur, les deux

. 12
autres sont sur le bord droit de la coupure, entre - - Qﬂ el + 5 ou
1 1

dans les feuillets de Riemann exclus au cours du précédent chapitre :
R R
Q:' + 522

Si ¢, p, z ne satlisfonl pas a l’équation d’une surface d’onde, si, en
outre, comme nous le supposons toujours, p ou z ne sont pas infinis, si
p n’est pas nul, et si ¢, p, 5 n’appartiennent pas au domaine I, A ni A’
ne coincident jamais avec un pdle ou un autre point critique.

En effet :

ils ne peuvent se confondre avec A, A’ que si ¢ =

1° A ni A’ ne peuvent pas coincider avec un autre point critique du
. . . . N . R R
radical dénominateur, car il faudrait pour cela que ¢ fatégal a Qi —+ Q—z,
1 2
¢t pour que A et A’ fussent confondus sur I'axe réel, il faudrait que
o fat nul.

° i A incl : : les points critiques == —~ i—l
2° A ni A’ ne coincident pas avec les points critique o' T gy
cette condition impliquant que ¢, p, 5 satisfassent a I’équation du

premicr ou du second front conique.

3° A ni A’ ne coincident jamais, comme nous avons vu, avec P ou P/,

. . . . 1 .
ni avec oo ils ne pcuvent coincider avec == g que st les valeurs de
2 1

p, %, v appartiennent au domaine I.

Dans ces conditions, nous pouvons donc¢ toujours-trouver un circuil
fermé (S) n’enfermant que les seuls points critiques A, A’, lournant
autour de A, A’ dans le sens inverse et ne passant par aucun des douze
points critiques ni aucun des poles. Lorsque A et A’ sonl situéds sur Paxe
imaginaire, il faut imaginer que le circuit S pénétre a lintéricur d’'un
feuillet de Riecmann (exemple fig. 22).
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On a alors

‘ v—ah—bz

2 B(¢ Z)= —- u)u du.
) (9 0, ) 7‘?.m\/lﬂp"—f—(‘)—-t.:/l——bz)'lf( )

Si nous perdons de vue un instant le probléme physique, ou ¢, p, 5
sont essenticllement réels, la relation (2), dans laquelle il n’est plus
nécessaire de considérer ¢, p, 5 comme des quantités essentiellement
réelles, définit une fonction analytique holomorphe des variables v, p, 5.

»\‘,?_I"'

Fig. 32. — Exemple correspondant au domaine 1V.

Plus précisément, on peul toujours définir trois domaines associés
cntourant respectivement les points réels vo, p,, 2, conslitués par
exemple par trois cercles de rayon non nul, de centres respectifs ¢,,
Pos 3o el tels que, pour n'importe quel systéme de valeurs ¢, p, z appar-
tenant a ces domaines, aucun des quatre points critiques mobiles du
radical dénominateur ne s’appoche infiniment prés du contour S.
B(v, p, ) est donc une fonction holomorphe a l'intérieur de ces domaines
associés ().

(') E. Govrsat, Cours d’Analyse Mathématique, Gauthier-Villars, 1929, 5¢ édition,
t. IL. p. 281.
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Pour tout systéme de valeurs réelles ¢, p, 3 appartenant aux domaines
1. II, IlT ou IV, leurs frontiéres et 'axe de révolution exceptés, B(v,p, )
est une fonction continue admettant des dérivées partielles continues de

tout ordre. Il ne peut exister d’autres fronts d’onde que lu surface

R,

R1 9 .
Y=g —+ a, o les deux fronts coniques.

35. Etude de B(¢, p, 5) pour p = 0. — L’expression (1) a été élablie
en supposant essentiellement que p n’était pas nul. Pour p — o elle n’a
d’ailleurs pas de sens ou, si 'on préfére, se présente sous la forme indé-

. o
terminée — -
(o]

Cependant, pour p = o il apparait que Y, esl nul, donc qu’une solu-
tion de I'équation intégrale est

(3) B(v, 0, 3)=o.

Supposons, p, 3, v étant réels, que p soit infiniment petit, A et A’ ten-
dant alors vers un méme point de 'axc réel. Définissons le circuit (S)
comme précédemment : B(v, p, 5) s’exprime par la relation (2).

On peut alors définir trois domaines associés enlourant respective-
ment les points réels ¢,, 5, ainsi que Porigine dans le plan complexe de
la variable p; débordant de toutes parts des cercles de rayon non nul
el de cenlres ¢, 5,, 0; tels que, pour n’importe quel systéme de valeurs
v, p, 5 appartenant a ces domaines, aucun des qualre points critiques
mobiles du radicul dénominateur ne s’approche infiniment prés du
contour (S); tels enfin que 'expression

==

v—ah—bz _[ . up? ]ﬂ

4= — 7
yutor+ (v -——ah —bz)? (v —ah—b3z)

puisse étre développée en série entiére de p, uniformément convergente
pour toute valeur de w appartenant au contour S et toutes valeurs de p,
s, ¢ choisies arbitrairement a U'intérieur des domaines associés.

Dans ces conditions, il est possible d’effectuer terme a terme U'inté-
gration

“ L[‘* w—_;,"h—_za] *f(u)u du,

(S5

et il apparait que le développement de la fonction holomorphe (4) en
série entiére de v — ¢,, 0, 3 — 3, ne conlient que des termes renfermant
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p*® ou une puissance paire de p, car le terme indépendant de p

Sf(u)u du

(8)
est nul.

En multipliant cette série entiére par :‘l—P » on obtient un développement

ne contenant que des termes en p ou des puissances impaires de p. La
fonction holomorphe de ¢, p, 5 qu’il représente est égale a B(v, p, 3) s1
p n’est pas nul et, puisqu’elle s’annule identiquement pour p = o, elle
est encore, en vertu de (3), égale a B(v, p, 5) pour p =o.

L’exception faite au paragraphe précédent pour le cas de p =0 n’a
donc plus d'objet désormais.

36. Etude de B (v, o, 5) dans le domaine 11, d1a frontiére du domaine I.

Ry | Re oy . ,
a, T o les points A et A’ sont

respectivement en A,, A} sur 'axe imaginaire. L’affixe u, de A, est une
racine double du radical dénominateur.

— Lorsque ¢, p, 5 sont réels el que ¢v =

Comme nous supposons que les valeurs ¢, p, z appartenant au
domaine Il sont infiniment proches du domaine I, cela revient a dire
i 3 ) )
=y == o=y —— == — =~ sont

. les Ints wificat .
que tous les points de ramification G, 5, o o

au-dessous de A.
Soit L (fig. 23) un point de axe imaginaire situé au-dessous de A,

¢t au-dessus des quatre points de ramification — é—)‘u Soit L' le symé-
trique de L par rapport a l'origine.

Lorsque ¢, p, 5 sont réels et appartiennent au domaine 1I, fermons le
parcours ouvert L'L par le retour direct LL' effectué sur le bord droit
de la coupure. L’intégration (2) effectuée de L a L’ suivant I'axe ima-
ginaire donne un résultat nul, de sorte que 'on a

. 13 L v—ah—bsz
(5) Blo.p, 5= = f Swyu du,

L Vutpi+ (¢ —ah—bz)?

ctVPon peut comme précédemment définir trois domaines associés autour
des points réels p,, 39, ¢ du domaine II; tels qu’aucun ‘point critique
ne s’approche infiniment prés du parcours I/ L lorsque p, 5, ¢ demeurent
a lintérieur des domaines associés; tels enfin qu’il existe dans ces
domaines associés, des valeurs réelles de p. 5, ¢ appartenant au
domaine I.
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L’expression (5) définit, a 'intérieur des domaines associés, une
fonction holomorphe de p, z, ¢ identique a B(v, p, 5) lorsque ¢, p, 5
appartiennent au domaine II, et constituant un prolongement analytique
de B(v, p, 5) dans le domaine I. Ainsi la fonction B(v¢, p, 5) admet

Yio i
QZ 2
z Z
— oy =
Q2
L'
Ay
0
AO
L
_L.'gu_i
Qo
Z 2
92 QZ
Fig. 23.

deux expressions analytiques distinctes dans les domaines I et II. Pour

R R

des valeurs réelles de ¢, p, 5, lorsque ¢ tend vers b—l + 5—2
1 2

supérieures, B et toutes ses dérivées partielles tendent vers des limites

par valeurs

finies. La fonction ¢ — gl -+ 2—2 jouit des propriétés des .points de
1 2

discontinuité ¢;(p, 5) décrits au Chapitre III.

37. Limite de B(v, p, 5) quand v tend vers :% -+ % par valeurs
1

2
supérieures, a la frontiére des domaines I et II. — Cette limite joue un

role essentiel dans I’étude de la propagation des discontinuités cinéma-
tiques. 1l importe donc de la calculer.

A et A/ étant trés voisins de 'axe des imaginaires pures, soient K et
K’ leurs projections sur cet axe. Remplacons le parcours direct AA’ par
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le parcours AKK'’A’. Notons que Vintégrale prise de K a K’ est nulle
(fig. 24). D’ou

(6) B(v, o, 2) = ij f : ‘)V—ah-—bz  fuyu du
P KE,EI\/“‘P'—*-(V—ah——bz)-

_ ;/'_J /‘ v—ah—bz Flwyudu|.
e Jgvwrert+ (v —ah—bz)

Ecrivons

utp?+ (v —ah —bz)2= (iup +~ah +bz—v¢)(—ilug +~ah +bz—yv).

ig. 24.

Le premier facteur scul s’annule au point A, dont nous désignons
I'affixe par U. Si nous prolongeons analytiquement @ et b & gauche de
I’axe imaginaire, c’est-a-dire si nous pénétrons a U'intéricur des feuillets
de Riemann, il s’annule également pour v = U", en désignant par U*
le nombre complexe qui se déduit de U par changement de signe de sa
partie réelle.

Si, laissant par exemple ¢ et z fixes, nous faisons tendre ¢ vers

R R . .. . .. .
sTi + ﬁ?’ Uet U’ ontunelimite commune U, imaginaire pure. La fonction
1 2

tup +ah +bz—v=o9(u)—v,

nulle pour u = U, peut étre développée en série entiére de u — U au
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voisinage de ¥ = U sous la forme

(7) iup +ah +bz—v

w—U) ’

=(u— U)o (U)+ ———~:p (U)~t—(——3.ﬂ "(U)+...,
d’ou
iup—+—ah+bz—-v'

(8) K() = i

—U Uy

= - p(uy — e U =T P om(Uy ...

La fonction K(u), nulle pour u = U, peut étre developpée en série
entiére de u— U” sous la forme

(9) K () = (u — U KU+ Lo oy 4
ou .
(10) K(u):(u—u*)[—ﬂ?~%(U*-U)¢"(U)+...]

(u'_"U,.)2 ” *
+ K (U e

On a donc sur le parcours AK

(11) iup+ah—4—bz—-v=(u—U")(U——u)[ ? (U“)][1+=(u)|,

la fonction ¢(u) tendant uniformément vers zéro quand ¢ tend vers
R, R,

Q, Q..

Soit B( + + 0, o, ~) la limite de B(¢, p, 5) quand ¢ tend vers

R, | R,
o, Qo

_ ;49, J(Uo)< b —noh—— boz)f(Uo)

\/<aom bégz )’U"P

U+U*
= limd{l T 1) ]
y \/_b"')(b—u)

R; Rg :
(12) B(E -+ G, —+—o,bp, z) =

aq, by élant les valeurs de a, b pour u = U,, les radicaux désignant
les racines arithmétiques, ¢'(u) une fonction de u qui tend uniformé-
ment vers zéro sur le parcours d’intégration.



En posant
(13) u=.--12-[(U’—U)s+(U"+ )],
b l -
Pintégrale vew
® du.
U V(e —U*)(U—u)
devient

et Pintégrale

f ° e(u)du
v V(e —U*)(U—u)
est infiniment petite.

Nous avons déterminé U, (Chapitre V)

Vo isinl,__ isinh a __cosly b
0= o o, ’ 0=, Lo

d’ou, sous une forme symétrique,
Ri R, )
(14) B(E1 -+ o, + 0, o, z’
— 2 {/2 sinl, sinl r ) .
Z—L_—S;_Qlf(ljo) S VR
\/p 1821829 hQ, - z2Q, sin I, N sinlg
cos3 Iy cos3 1, Q4 Q,
Pour p — o0, cette expression est indéterminée. En remplacant p par

htangl, -+ z tangl,, on constate que c’est un infiniment petit du premier
ordre par rapport & p, conformément aux résultats antérieurs.

38. Etude de B(v, g, 5) dans le domaine III & la frontiére des
domaines I et III. — L’extrémité A du parcours C., C, est Pimage

»

(2

d’une imaginaire pure, trés voisine du point d’affixe — o
1

et au-dessous
de ce point.
Modifions les coupures du plan complexe u comme l'indique la

figure 25. Une premiére coupure est effectuée suivant le segment
1 2 . . . . .

(~— oo > de I'axe imaginaire. Elle assure 'uniformité du radical a'.

. 1 1

. Lo . [ 2
Une seconde coupure est effectuée suivant la demi-droite (57, Z oo) ou
2

T . . . . . .
(Ea lx) suivant que ) est supérieur a Q; ou inversement. Une
1 - .= .
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troisiéme coupure est symétrique de la seconde par rapport a l'origine.
Ces deux derniéres coupures assurent 'uniformité des trois autres
radicaux &', a, b. La définition des radicaux a, b, a', b' demeure la
méme que précédemment dans les premier et quatriéme quadrants.
L’expression (1) de B(¢, p, z) reste donc valable.

- gu-L

2,

1

Fig. 25.

Comme f(u) n’a certainement pas de poéles sur les lévres de la
premiére coupure ni sur la partie de I’axe imaginaire comprise entre la
premiére coupure et les deux derniéres, on peut trouver un circuit (S)
enfermant A, A’ et la premiére coupure a I'exclusion de tout péle ou de
tout autre point critique du radical dénominateur. Ce circuit sera
parcouru dans le sens inverse.

Soit (N) un circuit enveloppant les deux lévres de la premiére coupure
et parcouru dans le sens direct, il vient

i v —ah—bz

B(v,0,23)= — (u)u du
(1 1 5) e (s)y'u?9‘2+(v—ah—bz)‘<’f

i f v —ah —bs f(u)udur.

=p N Vurot+ (v —ah — bz)?




L’intégrale effectuée le long de (N) est d’ailleurs nulle. D’ou

(1) B¢, p,z)=é/ v —bE  puyudu
P yute2+ (v — ah — bz2)

Soient alors trois valeurs réelles ¢4, po, 5o appartenant au domaine III
au voisinage de la frontiére (I, III). On peut définir trois domaines
associés entourant respectivement les points réels ¢, po, 5o, tels que, pour
un systéme quelconque de ¢, p, 5 appartenant a ces domaines, aucun
point critique ne s’approche infiniment prés du contour (S); tels aussi
que ces domaines comportent des valeurs réelles de ¢, p, 5 appartenant au
domaine 1. L’expression (15) est une fonction holomorphe a l'intérieur
des domaines associés. Elle ne représente B(v, p, 5) que pour les valeurs
réelles de ¢, g, 5 du domaine 11I, mais constitue un prolongement analy-
tique de B (v, g, 5) du domaine III dans le domaine 1.

Ici encore. quand on se limite aux valeurs réelles des variables,
B(v, p, 5) admet deux expressions analytiques distincles de part et
d’autre du fronl. Avant le passage du front, B(¢, ¢, 5) est identiquement
nulle. Aprés le passage du front, la fonction ainsi que ses dérivées par-
tielles tendent vers des limites finies quand ¢ tend par valeurs supérieures
vers Pinstant du passage du front.

39. Nouvelle expression de la fonction f(u). — Les radicaux a' et &'
n’interviennent dans les intégrales que par P'intermédiaire de la fonction
J(uw) qui est de la forme
fu) = A+ Al + Ay’ b+ A;’

v Cra' =+ Cob'+ Cya' b+ Cy

ou Ay, A,,,..,C,, C,,... sont des polynémes en u?, a, b.
Nous avons appelé D(u) le dénominateur de f(u)

li(u) = (}1 a’ + Cgb/-F C:s(l,bl+ C_g.

Posons
m:—— a4+ Cb — Cya’ b’ + Gy,
D*(u)= .Cia’'— C2b'— C3a’b'+ Cq,
D(u)=— Cia'— Cob’ + C3a’ ' + Cs.

A partir de D, on définit D en changeant @’ en —a/, D" 'en changeant
b en — &', D en changeant a la fois @’ en —a' et b’ en — b'.
Pour toute valeur de u qui n’est pas une racine des fonctions D, on a

(A’ = Ak’ =+ Aga' b+ AHDD*D

(e} = — >
Sl DDD'D

b
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et il est clair que cette nouvelle expression de f(u) est de la forme
(16) f(u)=a' P(u, a, b)+b'Q(u, a, b)+a'b’'R(u, a, b) + S(u, a, db),

ou P, Q, R, S sont des fonctions rationnelles de u?, a, b.
Nous avons entrepris au Chapitre IV la discussion des racines de D.
Il est inutile, pour le but que nous poursuivons, de recommencer ce

travail pénible pour D, D* et D. Il nous suffira de conslater que D, D*
ni D ne peuvent avoir de racine u — =& (—;: si Q) >, ni de racine
U= sT: si &, > Q,, le long des lecres de la coupure que nous avons
utilisée dans tout le cours du Chapitre V.

Pour a’=o0, on a, en effet
ﬁ-:D:Cgb,—i-CA, [)*=]V)=—-Cgbl+ch.

i

D,') (12

bord a 'autre de la coupure, tandis que

N (‘ C’ A\, 2
Ch= u?<u-+ Q" 0—'2) — ab(u + Z)’_2>

conserve la méme valeur. Puisque D ne s’annule pas en ce point, ni sur
un bord, ni sur l'autre, la quantité = C,4'+ C, ne peut non plus
s’annuler. :

change de signe d’un

Or o o aCC
1,pouru_Q—,10u pour u =— 0307

Pour b'= 0, on a de méme

— v

D=D*"= CI(L’—+—C;7 D=1 —C;IL—F-C;

C, et C, sont réels, ' imaginaire pure. Comme D n’est pas nul, G,
ct C; ne le sont pas simultanément, E, D* et D ne sont donc pas nuls.

40. Limite de B(v, p, 5) et de l% B(v, p, 5) quand ¢ tend vers
Ql—, (¢ + hcotly+ zcotl,),

par valeurs supérieures, a la frontiére des domaines I et III. — Pour

une valeur de ¢ infinimenl peu postérieure a (p -+ h colly 4 5 cotly),

I
Q)
époque de passage du premier front conique, scit U laffixe imaginaire
pure de A. En vertu du paragraphc précédent, puisque D, D*, D ne

l .
sont pas nuls pour u = -+ o' on poul tmuours supposer que U est assez
]



.. i
voisin de — o pour que

Q)
(17) B(v, p, 2) = & f _v—ah—b’z (P + b'R)
e Jy Vurpt+ (¢ —ah — bsz)?

/ 1
N
pe —ur— o u du,
1

\/— u?——- et y/u?p?+ (¢ — ah — bz)? désignant des racines arithmé-

thues.
Nous mettrons en évidenco la racine © = U du radical dénominateur

et la racine u — — <T du radical situé au numérateur.

i

IS / [3
. Qf u—+ a’
B(v, p,23)= / \/T—'(J(u)du,
[Re -

la fonction G(u) ne différant de la constante G<—-— é—) que d’une fonc-
1

tion ¢(u) qui tend uniformément vers zéro sur le parcours d'intégration,
et le radical

désignanl une racine arithmétique.

Posons '
u = (——— ST—U>S+ U.
Il vient
B(v, p, 5) = — (U + Q,) \/——-G[u(s)]ds
On a
LV o=
L’intégrale

> Glu(s)]ds

T / 12
S6(— o)

quand U tend vers %5, de sorte que B(v, p, 3) tend vers zéro en méme
1

temps que le facteur

r

a pour limite

B
’
1

U+

.
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De plus
/ $) 9G 9U
dv f <U+Q’>[ Vs Ju dvdv
.. JB
Le second terme tend vers zére, de sorte que la limite de - est

dv
) JB = JU
(18) ]1m<dv>_—5G< O’)h <1)0>

=— i_(p — htangly— ztangly) 2

Ve
=< -+‘/ S T o7
( U= Ql‘l Qz 0| u:—-é)

p — htangli— z tangls) * (;’T{,) ’
a'=0

oo

\/_(
ou <%{7) désigne, d’une maniére incorrecle, mais commode, la dérivée
a’'=0

partielle de f(u) par rapport a a’ en considérant «, b, b', u comme des
. — 1 1
constantes puis remplacant ¢’ par o, u par o @ par \/5% — g
. o, (. JB . . .
Notons que la discontinuité¢ de la dérivée -, devientinfiniment grande
quand '
o — h tangl,— s tang/,

tend vers zéro, c’est-a-dire sur le cercle de raccordement du premier
front conique et du front normal.

41. ¥tude de B (v, p, z) 4 la frontiére des domaines IIlet1V. — Dans
le domaine III ou dans le domaine 1V, ona, d’une maniére générale,

(19) B(v, 0, 3) = B1+ Ba+ Bs+ By (v, ¢, 3)
avec
| . N
21 —ah— bz
{ Bi(v, ¢, 5) = —)-—If — b a’ Pudu,
ToJy Vw4 (v —ah—bz)
. A’
Ba(v, 0, 5) = %;f = :7“h —hbz ) b Qudu,
A yurg?+(v—ah—bz)?
(20) N , ;
B:(v, p, 3) = 2t [ il a’b’'Rudu,
PJr Vw24 (v —ah —bz)?
. A’ L bz
Bi(v, p, 2) = -2-l»f poah—b Sudu,
TP JA Vure?+ (v —ah —bz)?

en vertu de la relation (16).
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Dans les relations (20), les intégrations sont effectuées de A a A’ le
long d’un chemin quelconque décrit dans les premier ou quatriéme qua-
drants, a condition que ce chemin ne passe par aucun polede P, Q, R, S.
Pour fixer les idées, nous raisonnerons dans ce qui suit en supposant que
Vintégration peut étre effectuée le long de la lévre droite de la coupure
utilisée au Chapitre V. S’il y avait des poles le long de cette coupure, il
suffirait de les conlourner par de petils circuits, et rien ne serait changé
aux résultats que nous obtiendrons concernant la nature de la singularité
de B(¢) sur la frontiére des domaines Il et IV. Le point essentiel est

que P, Q, R, S n’admettent pas de podle pour u == al—;- Nous avons

L2,

montré qu’il en était bien ainsi.
Cela étant, B, (¢, p, ) est nul dans les deux domaines I1I et IV,
B. (v, p, 2) est nul dans le domaine III. On a donc, dans le domaine II1

(21) B(‘)a PvZ)ZBl(V} F7Z)+B3("7 P, %)
et dans le domaine 1V
(22) B(v, ¢, z) =By (v, r":z)""h—ﬂ(v? £y z)‘f"B;(", 2, 3).

On notera que, pour éviter des confusions, nous employons désormais
deux notations distinctes pour B, (v, p, 3), qui désigne en cffet, comme
nous allons voir, deux fonclions analytiques distincies dans les deux

domaines III et 1V. On peut noter aussi que, dans I'expression (22),

ye et T . yar . . —i. 1 .
I'intégration B, (¢, p, 3) peut n’étre effectuée que de o o On voit

d’abord que B, (¢, p, 5) est une méme fonction holomorphe dans les
domaines I et IV.

D’autre part, on peut prolonger analytiquement B,(¢, p, z) du
domaine I'V dans le domaine IIl en procédant exactement comme on a
fait pour prolonger B(¢, p, z) du domaine 11I dans le domaine 1.

Il en résulte que By (v, p, 2) est nul sur le second front conique et que

, ., 0Bs
sa dCI‘lV(“,t‘ 7“— a pOllI‘ valeur

92 ', /‘_% I
(23) __ﬁ(‘a—hlangh—z‘a“gl-_)) -<l7—l{;)a’:b'ﬂ)’

ou (()—{,> a la signification trés conventionnelle suivante : on
a'=b=0
dérive f par rapporta b’ en considérant a, b, @', u comme des constantes.

. . —1
puis on remplace a' et b’ par zéro, enfin et enfin sculement w par —-

Q,’
o/ Loy 1 1
apry/gp —ap b ey gy o
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Il reste & examiner comment se comportent les fonctions B, (¢, p, 2)
et B, (¢, p, z) sur le deuxiéme front conique.

Nous définirons dans ce but un nouveau systéme de coupures ( fig. 26).

Pour l'instant, bornons-nous a définir @', @, b comme fonctions uni-
. . —7 1 ) . i

formes grice aux trois coupures <T’ (—);>, (Q_1’ -+ LOO> <—0—, —Lao)

ménagées suivant ’axe imaginaire. .

Soit v, p,, 5y un systéme de valeurs réelles appartenant a la frontiére
des domaines 111 et IV, c¢’est-a-dire telles que

o sin /), _ cosly h Z,
0 0 0, -+ Sy Qz -+ - Q, CcOoSs = o,

0

> htangl, + 3o tangl,.

Il est clair qu’on peut toujours définir trois domaines associés entourant
les points réels ¢y, py. 34, ayant par exemple la forme de trois cercles de
rayons non nuls et de centres ¢y, py, 3¢, Lels que, en désignant par 7, ot
ry(r.>ry) deux constantes positives, les conditions suivantes se
trouvenl réalisées :

La fonction R(u) n'aura pas de poles a I'intéricur de deux cercles

décrits de etn—, comme centres avec r, ponr rayon. Les points

.. [4 i , N L
critiques == 5, = - seront également a U'extérieur de ces deux cercles.
]

> Deux des points m‘nhques du radical dénominateur ont respective-

= 3,. Nous désigne-

4

y V

I
ment pour affixes —— ]orsquc ¢ == 0gy 0 == D,
Y,

rons ces points p“u‘ Aet A Lorsqu’on fail varier ¢, p, 5 conliniment a
partir de ¢y, py, 50, A et A’ se déplacent aussi continament. Cos deux

points demeureronta l'intérieur de deux cercles, décrits de - — et 0, pour

centres, avec ry pour rayon, pour tout systéme de valeurs ¢, p, 3 ch0151es
:\rbltrmrement dans les domames associés.

3" Les deux autres points critiques du radical dénominateur demeure-
ronl a l'extéricar des cercles ro pour tout systéme ¢, p, 5 appartenant
aux domaines associés.

En désignant par U Paffixc de A, on peut poser

(24) U+ = [v— <_s sinly 59950 N cnsl’,)] F(e, g, 3).

Qo Q, Qy

Lorsque les rayons des cercles définissant les trois domaines associés

’l'lIiESB L. CAGNIARD. 7
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tendent simultanément vers zéro, le domaine de F (v, p, z) tend vers
zéro dans toules ses dimensions, et sa limite ponctuelle a pour affixe

. —
po— (N tangl, + zp tang/, ) ’

Nous pouvons donc toujours supposer qu’on a choisi les rayons des trois
domaines associés assez petits pour que le domaine correspondant de
F(v, p, 5) n’englobe pas 'origine.

Fig. 26.

Faisons encore une remarque évidente : les domaines associés ainsi
définis comportent des valeurs réelles de (¢, p, z) appartenant au
domaine 1IT et des valeurs réelles de ¢, p, z appartenant au domaine I'V.

Supposons alors que, pour un systéme quelconque de valeurs o, p, =
appartenant aux domaines associés, les points A et A’ occupent la posi-
tion indiquée dans la figure 26. Un chemin d’intégration reliant A a A’
est figuré également. Remarquons que ce chemin d'intégration, dans sa
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partie située a 'intérieur des cercles ry, peut éuwe déformé de maniére

continue sans modifier la valeur de l'intégrale pourvu que, dans la

déformation en question, le parcours d’intégration évite loujours les
) 8 J

. .. 13 -
points critiques A, A/, = —. Il est commode de considérer les segments

22y

(A, — 6L,> et (A’, QL)> comme des coupures. Ces coupures suffisent a
assurer I'uniformité de la fonction a intégrer pour toutes les valeurs de
u a U'intérieur des deux cercles r,.

Envisageons alors les parties réelles et imaginaires des trois nombres
complexes ¢, p, 3 comme six fonctions continues d’un méme parameétre
et imaginons que le paramétre varie de telle maniére que, partis d’un
systéme de valeurs réelles ou complexes de ¢, p, 5, nous revenions au
point de départ aprés que les points ¢, p, 3 auront décrit chacun des
circuits fermés compris a Uintéricur des domaines élémentaires, sans

que ’équation
o ’siul’._.+ Wco.sl’._,_._ —h(‘)‘l' —o
T\ TR, TN ) =

soit satisfaite pour aucune valeur du paramétre.
Dans ces conditions, les points A et A’ reviennent a leurs positions
initiales, mais deux cas sont a envisager :

1* Si 'argument de

sin /), cos l, h ,
v— (e = 4+ 3 -+ ——cos /)

Q, Qo Q4

revient a sa valeur initiale, il résulte de (24) que le circuit décrit par A
—1
0

n’enferme pas le point - De méme le circuit décrit par A’ n’enferme

2

-« Dans ces conditions, Pintégrale

/‘ ¢—ch-—bz o' b Ru du
A Vurer+(v—ah—bz)?

2
7

pas le point o

reprend sa valeur initiale.

2° Si, au contraire, 'argument de

/[ sin/, cosly h ,
v — (¢ =+ 3 2 + ——cosl
Qy Q, Q4

a varié de 2nm, n désignant un cntier positif ou négatif, les points A et

12
o,

A’ ont effectué respectivement n tours complets autour des points
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i
o
@y

si n est négatif.

el =, dans le sens trigonométrique si n est positif, dans le sens inverse

Si I'on compare les deux coupures mobiles a deux manivelles qui
tournent dans le méme sens et le chemin d’intégration a un fil exten-
sible on voit que le (il s’enroule autour des manivelles, de sorte que
l'intégrale initiale s’accroit de 7 fois la somme des deux intégrales prises
autour de circuits enveloppant les deux coupures, le circuit qui enve-
loppe la coupure <A', —(%—)) étant parcouru dans le sens direct, le circuit

. —z\ . .
qui enveloppe la coupure <;\, sT,) ¢lant parcouru dans le sens inverse.

¢ —ah— bz

a'b'Rudu prises autour des

Les intégrales /

Vuro*+ (¢ — ah — bz)?
coupures représentent loutes deux une fonction analytique holomorphe
et uniforme de ¢, p, 5. Leur somme que nous représenterons par

2mtd(e, 2. 3)

h

est imaginaire pure quand ¢, p, z sont réels.
Or, la fonction :

(25) J(v, ¢, 3) Log[('—~ <9-§le Sl N l’,> ]
1

Q, Q, Q

est également une fonction multiforme dont les déterminations diverses
se permutent suivant la méme régle que celles de I'intégrale
v ¢ —h—0bz

[ ' b’'Ru du.

Jaoyurei+ (¢ —ah—bz)?

La fonction
¢ —ah —0bz

N
(26) Ko, 5. z)=f v W b Ru du
A yurgi+ (v —ah —bz)?

. sin 7/, cosl, cos?)
— s, z)Logle— (¢ 2+ z 2+
"(": D) “);I nw[ﬁ (\‘ T, o Q, h Q,

¢st donc une fonction uniforme, le logarithme désignant une détermina-
tion quelconque.

On a de plus
) . — 1 1 92y 2
9=y Jie ooy =2/ (P ¢ — htangl, — z tangly) "2
(27) J(es 2 2) = QY \ (r){t'z)b >,,r:1/=o(' vtangly — 2 tangly)

=

i
Qb

sin/, _cosl, cosl )
x[;:—(; ot i g “+h , >][1+s(v,p,z)|,

DE PARIS
‘rﬂbnn“"
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2

oa Jb’ a'=b'=o; u:—-QL;
tionnelle suivante : on prend la dérivée seconde mixte par rapport a a'
el b’ considérées comme des variables indépendantes, puis on fait dans

cette expression a'= b= o; enfin, et enfin seulement, on remplace u par

{ 1 I b . /1 1
Iz—,g,apar !2—_{——@7 pax\ 'Q*:E——ST;

W2
3
2

Dans cette expression a la signification conven-

Le radical (p — 2 lang/, — s tangl,) * estdéfini par la condition qu’il
soit positif quand p et z sont réels et e(v, p, 3) estune fonction uniforme
et holomorphe des trois variables qui tend vers zéro en méme temps que
le facteur

sin /, 4+ 508 l, h v
—_ = —_— —— CO
¢ o o + g eosli).

Lorsque ¢, p, 5 tendent vers des valeurs qui annulent ce facteur, la fonc-
tion (23) tend vers zéro. Comme l'intégrale

v v —ah—bz
f a’'b’'Ru du
A Vitel+ (v —ah —bz)?

tend vers une limite finie, la fonction (26) est holomorphe.
Ainsi toute intégrale

A

/‘ v —ah—bz W' b'Ru du
JA o Nurpi+ (v —ah —b3z)?

est la somme d'une fonction holomorphe et du produit d’une autre
fonction holomorphe par le facteur

sin /, cosl, h ,
(28) [v—-(p 2, T 0, +§2—lcosl,>]

« Loe| o sin Z, + _cosl, + h cos?
8 7o, T, Q I

Revenons désormais aux variables réelles. Soit un systéme ¢, p, z du
domaine III et posons

(29) Bs(e, 2, 3 =Ki(v, 5. 3) + (0, 5, 3) Log[.o sindy | geosly | 0084 p],

Qe Q, Ql

la détermination du logarithme étant expressément réelle, K, ¢t J étant
réels ().

(") K, (v, p, 5), differe de K(v, p, z) de Z=2nx iJ (v, p, 3), n étant un entier.
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Bs(v, p, 2) est représentée par une intégrale que nous suivons par
continuité pour des valeurs complexes de ¢, p, & en faisant par exemple
tourner les manivelles d’un angle égal a = dans le sens direct. Nous
aboutissons ainsi a un systéme de valeurs réelles ¢y, p;, 5, du domaine IV
mais notre intégrale n’est pas égale a ce moment a B, (¢y, py, 7). Dans
notre intégrale en eflet, le parcours (A, A') passc & gauche de la mani-
velle (— QL,?, A> alors que pour exprimer E,(v, p, %), V'intégration doit
étre effectuée a droite. Pour obtenir E_g('_v,, p1, %1) a partir de U'intégrale
obtenue, il faut donc compléter le parcours d’intégration par un circuit

effectud autour de la coupure inférieure dans le sens direct, ¢’est-a-dire
ajouter a I'intégrale la quantité

ﬂi.](vi, P1, 21).
On aura donc

(30) Ba(e, ¢.2) = Ka(e. £, 2)+1 (01, 9) Log| o= (¢ g2 + s 558 - 220 |,
_ 2 2

2

ou la détermination du logarithme est encore réelle.

Ainsi, au passage du second front conique, la fonction B(v, ps, 2¢)
de v, ou p,, z, sont des constantes, demeure finie et continue, mais sa
dérivée y est infinie.

42. Etude de B (v, p, z) a la frontiére des domaines II et III ou des
domaines II et IV. — Le raisonnement est identique lorsqu’il s’agit de

la frontiére (1, III) ou de la fronuére (II, IV).

Les coupures suivantes assureront Puniformité des radicaux a, b, o/,
(- .
b (fig. 27) :

. [ . .
1° Coupure suivant le segment (— o’ (7> de I’axe imaginaire;
2 2 B

2° Coupure suivant la demi-droite (éa ioo);
1

3¢ Coupure suivant la demi-droite (——- é, — ioo) .
1

Soit ¢,, p,, &, un systéme de valeurs réelles appartenant a la fron-
tiere (11, IV)
(RI )o ( R'z)o.

Po = m——
Q, Qy

Pour ces valeurs des variables, les quatre points critiques du radical
dénominateur sont deux a deux confondus en A,, A} sur I'axe imagi-
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naire. Soient u,, u, leurs affixes. On peul toujours déterminer deux
cercles de rayons non nuls r,, ro(r,>>ry) ayant A, pour centre, deux
cercles de rayons non nuls ry, r, ayant A| pour centre, trois domaines
associds constituds par trois cercles de rayons non nuls entourant les
pomts réels ¢,, Pos B0 satisfaisant aux conditions suivantes :

L
A
AO
\\V:  [NB
_z
Ql
Fig. 27.

1° Aucun pole de f(u) ni aucun point critique (i—-—) n'est &
I'intérieur des deux cercles r,.

2° Les quatre points critiques A, B, A/, B’ du radical dénominatcur
demeurent deux par deux a I'intérieur des cercles r; pour toutes valeurs
de ¢, p, z apparlenant aux domaines associ¢s. A et B désigneront les
deux points critiques situés dans le voisinage de A,: A’ et B' Jes deux
points critiques situés dans le voisinage de A/.
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En désignant par U et U” les affixes de A et B, on peut écrire

s R R,
(31) (U—U }:[v-—(j—}—E)]L(t}, e, %)
Aux domaines associés de ¢, p, z correspond un domaine de la fonction
L(v, p, 2) (') qui tend vers zéro dans toules ses dimensions quand les
rayons des cercles associés tendent simultanément vers zéro. La limite
ponctuelle du domaine de L(v, p, z) est d’ailleurs le point d’affixe

v

— ) a, et b, désignant les valeurs de a el b pour u = u,.
Zo0
\/ftﬂﬂf L

On peut donc toujours supposer que les trois domaines associés ont été
en outre choisis assez petits pour que le domaine de Li(¢, p, 5) n’englobe
pas lorigine. ' '

Considérons alors la fonction

. A
21

v —ah —bz
32 S(e, Z3)= — () u du
(32) p =2 ) e S,

ou le parcours d’intégration relie 'un quelconque des points criliques
voisins de A, ¢t que nous appelons A a I'un quelconque des points cri-
tiques voisins de A el que nous appelons A'. Le parcours d’intégration
peut étre déformé a volonté a 'intérieur des cercles ry, sans changer la
valeur de S, pourvu qu'il ne vienne jamais rencontrer, au cours de sa
déformation A, B, A’ ou B, 1l est commode de considérer a ce point de
vue les segments AB et A’B’ comme deux coupures suffisant a assurer
V'uniformité de la fonction sous le signe somme a Uintérieur des deux
cercles r,.

S(v, p, =) n'est pas une fonction uniforme, Considérons les parties
réelles et imaginaires de ¢, p, & comme des fonctions continues d’un
méme paramétre et imaginons que, lorsque ce paramétre varie d’une
maniére continue, les images de ¢, p, 3, aprés avoir décrit chacune une
courbe & l'intérieur des domaines associés, reviennent a leurs positions

.. ., R R . X
initiales sans que la quantite v—<-—1 =) se soit annulée, pour
‘321 Qg
- . . - . Rl Rz
aucune valeur prise par le paramétre. Si 'argument de ¢ — ( — + =
\-2| 92

est revenu a sa valeur initiale, la valeur de S n’a pas vari¢. Si, par

() R, et R, n'ont plus, lorsque g et 5 sont complexes, la signification géométrique
que nous leur avions attribuée précédemment. Ils désignent ici les fonctions de p et z
qui les définissent respectivement quand 2 et 3 sont réels.
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R] Rg . .
o+ §§> a varié de 2nw (n enter), les
deux « manivelles » qui figurent les coupures AB, A’'B’ tournent de nn

dans le sens direct (') de sorte que S augmente de

contre, 'argument de ¢ — (

(33) o v—ah =85 fuyudu,
w2 ) Vierer+ (v —ah —bz)?

Pintégrale (33) étant effectuée autour de la coupure A’'B’ dans le sens
direct, autour de la coupurec AB dans le sens inverse.
Dans I'expression (33) nous poserons

;o ¢ —ah—bz ,
() due =2=iI(p z
wp fv,’uzp-:+ (v —ah — bz)?f (v, ¢, ),

ot I(v, o, 5) désigne une fonction holomorphe, réelle quand les variables
sont réelles.
Or la fonction

R R
e onte] e (5 - )

est aussi une fonction multiforme dont les déterminations diverses se
permulent suivant la méme régle que celles de S(v, p, 3).
La fonction '
! . R R
(34) N(v, p,5)=S(v, ¢, 8) = I(v, ¢, 3) Log| v — (o5 + 5
91 Qtz
est donc une fonction uniforme.

On a d’ailleurs
sinl, sinl,
2 y/2 Q, O,

= Ve hQ, N Z0 Qs sin T, - sinls
cos3 I, cost I, Q, Qs

= J[f(—isi';ll‘” [1+<(9, py 3)],

(35) I(e, 0, 2)=

b

en désignant par I,, I, les valeurs de ces angles pour p = p,, 5 = 5, ; par
(¢, p, 5) une fonction tendant uniformément vers zéro lorsque les ¢,
P 3 tendent respeclivement Vers g, Pgy Zo-

N(¢, p. z) est une fonction analytique uniforme qui ne pourrait éven-

(') En général, au cours de la rotation, la longueur des manivelles varie ainsi que
'axe de rotation.
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tuellement présenter une singularité que pour ¢ = = —+— —- Or, lors-
, . R . y . Ry Roy;
qu’on laisse par exemple p et z fixes et qu’on fait tendre ¢ vers o= + 5>

on constate directement que S(v, p, z) devient infinie a la maniére de
R R, . .
Log [V—f ( - j] Donc N(¢, p, 3) est unc fonction holomorphe.

Revenons dOSO[‘ll’lalS a des variables essentiellement réelles.

R,

. R
Supposons ¢ < (—:—l + o - Les points A, B, A/, B’ sont sur 'axe ima-
2

ginaire et nous les dé51gnons par ordre, de haut en bas : B/, A, A, B.
Si lintégrale (32) est effectuée directement (sans lacets), la fonction
S(v, p, z) coincide alors avec notre définition de B(v, p, 3). D’ou
. R R ]
(36) [B(v e 9], _n 1= Nale, £ 2)+ 10 2 2 Log !+ 52 —e],
N <t =2 Q Q,
Q, Q,
en adoptant la détermination du logarithme qui est réelle. N, et I sont
des fonctions holomorphes réelles.

o - . ' R Rs .
Faisons varier alors de 7 l’argument de ¢ — <Q—I —+ 9—2), donc aussi
- 1 2

celui de (g—: -+ g:— — v>- Les « manivelles » tournent de g dans le sens
direct, A venant a gauche, A’ a droite. ‘

Les définitions de B(v, p, 5) et S(¢, p, z) ne coincident plus. Pour
obtenir B(¢, p, z) il faut soustraire de S(v, p. 3) ce qui correspond a
Pintégration effectuce de A a B au-dessus de la coupure, c¢’est-a-dire la
moitié de ce qul correspond a une intégration effectuée autour de AB
dans le sens inverse. La quanlité a soustraire est un nombre complexe
dont nous désignerons la partic réelle par R(yp, p, 2) (') la partie imagi-
naire étant tZl(v, p, ) de sorte que, pour des valeurs réelles de ¢, p, 3
et lorsque

Yon a

' R, R
@) (B0, 1 1 =Natos 2 5) =R 9+ 10,0, 9 Log| o= (g + ) |

le logarithme désignant encore la détermination réelle.

(') Puisque P'intégrale prise autour de la coupure AB est une fonction holomorphe

et puisque I(¢, o, z) est ausssi une fonction holomorphe, il c¢n est de méme
de R(v, z, 2).
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- On a d’ailleurs

2 \/-_z sinly sinly
Vi oo

.sinly 1+ ¢ (v, p, 5)
X(K[f(—z 5 2Ll

’
£ )] hQ, “ 20 Qs sinl - sinl,
cosd 1y cos Iy Q4 Q,

ou I, I, correspondent aux valeurs p,, z, et ot ¢'(¢, p, z) tend vers zéro
lorsque ¢, p, z tendent respectivement vers vg, po, 3.

Les formules (36), (37), (38) constituent une généralisation de la
formule (14).

(38) R(v,p,2)=

Remarque. — Nous laisserons de cdté, parce que c’est inutile, Pétude
détaillée de B (v, p, 2) au voisinage des lignes de raccordement du front
normal et des deux fronts coniques.

43. Expression de B(v¢, p, 5) & l'aide d’intégrales elliptiques ou

hyperelliptiques. — Nous partirons de l'expression générale de
B(v, p, 5)
21 A v —ah—bz ;
G Be,e =2 [ (@'P +b5'Q+a'b' R +S)uda.
T Ja Vulpi+ (¢ —ah — bz)?
On a
P S N 2
b2 — a o3 a7 4M2,
avec
1 I
2M=\/Q—3—§~%- (M > 0)
Posons
b—a=2MT,
d’ou
b+a= 2—_‘\—1
et
2 — 1 }
b=M1ET,  a=Mm1IZT,
12( 12 . T
M2(z2+1)2— 5;
U= ———— =
(4e) '

1 o(n2 5 T2 T
a'= - M(1+1)——@+§7§,

2 1

, 1 - ., <2 <2
b:-_» ]\12(.2+I)3—m+—,-2~
T Q3 QY
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Comme P, Q, R, S ne dépendent que de u?, a, b 'on voit que B(v) se
trouve ramenée a des intégrales elliptiques et hyperelliptiques, le radical
sous le signe d’intégration portant sur un polyndéme du douziéme degré
au plus.

44. Cas particulier ou le second milieu est le vide. — [l est clair, dans
ce cas, que B(v, p, 5) peut s’exprimer a P'aide d’intégrales clliptiques
seulement, puisque f(u) s’exprime uniquement a 'aide de u?, a, b. 1l
n’existe pas de domaines I1I et IV. Dans le domaine I, B(¢, p, z) est
identiquement nulle. Dans le domaine II, on effectuera I'intégration le
long des circuits (R), (P), (P’) pour lesquels le calcul a déja été fait
(Chap. V) et du circuit (E). Par le changement de variables (u, 7) le
circuit d’intégration en 7 est le cercle de rayon unilé ayant 'origine
pour centre. Le polyndome en 7 situé sous le radical a pour expression

(41) Po(x) = pe[Me(fz+1)2— (’)3] - [or—AM(1—32)— 3 M(1+ )],

0

Cette réduction a des intégrales elliptiques n’offre qu’un intérét théo-
rique. Nous nous bornerons a la signaler au passage.

453. Existence d’une primitive de B(v) ayant les propriétés requises

pour V'application du théoréme fondamental. — Lorsque le phénoméne
ne comporte pas d’ondes coniques (2, > L)), le seul point de disconti-
Ry

., R . . .. .
nuité ¢ = 5= + Q—z satisfait sans plus aux conditions requises dans la
1 =2

premiére démonstration du théoréme fondamental. Lorsque le phéno-
méne comporte une ou deux ondes coniques ()>%,), il convient
d’avoir recours a l'artifice de la primitive.

On peut étudier directement la continuité ét la dérivabilité des primi-

tives BL (¢), puisque nous avons ¢tudié au préalable, dans un tout autre
but d’ailleurs, la nature des singularités de B(¢) sur les surfaces de
front d’onde. Cette méthode, outre qu’elle est peu ¢légante, exigerait an
surplus I'étude assez délicate, que nous n’avons pas faite, des singula-
rités de B(¢) sur les cercles de raccordement du front normal et des
fronts coniques. Nous procéderons donc autrement.

Nous partirons de la relation (21) du Chapitre V

z

I
go pourv<6%+§—z,

k)

) J /i
= J 3[ [w(v, w)]? flu(e, w)]% [(v, w)]cosw dw( pour 0> E-TLx -+ 5;,
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d’ot

el

©

f dy f
h z 0

o7 a

(42) Bm(v) = —f;J [w(e, )] flu(e, u))]—;; [‘u(v, )] cosw du)s.‘

Nous avons déja démontré que, dans ¢ette expression, 'ordre des inté-
grations était indifférent. Il vient donc

w2l

43) By =4y f

cosw dwf [w(e, )] flu(r, w)] ;;zv- [w(e, w)]de )

ou, en prenanl u, définie en fonction de ¢ (pour o constant) par la rela-
tion (5) du Chapitre V, comme nouvelle variable d’intégration

' \

L2 u(s, ) '
/ cosm (lwf w? f(u) du )
0 0

La relation (44) fait d’abord apparaitre que Bm (¢) est continue quels
que soient ¢, p, 5. Les trois dérivées partielles du premier ordre de

4

(
(44) B = Lo

Bl (v) s’écrivent a partir de (44) sous une forme similaire

g,
|
|

b

dw ).

R )
IB=(¢) :—.—B(o):ZLJ f (‘osmrlt“ /() ! do
e P “ . h z .
v zpcos¢-)+u<———+— —)
| a b Su=uir.w)
.)B':w) _by : w2 £eud (—tupeosw) 7] dw >
{ —5— - < f cosw| u? f(u) : Tz
) 0 19c05w+u(——+—>
| a b _‘ u=u(y,w)
m T :
JIB=(v) 4 2 b
— ;J f cosw | u? f(u) - (h z)
0 ipcosmw~+ u( — —+ 7
| ' a b du=uv.

Les deux derniéres expressions (45) ne difféerent de la premiére que par
la présence sous le signe somme d’un facteur supplémentaire borné
JB 0 (v¢) I)BE‘ (¢)
o et Jz
caractéres que la fonction B, ¢’est-a-dire sont continues et indéfiniment
dérivables dans les mémes domaines I, TI, ITI, TV ct présentent des sin-
gularités du méme type que celles de B(¢) sur le front normal et les
deux fronts coniques.

b ou (—iupcosw). Les dérivées ont donc mémes
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i . . . .
Montrons que BD(v), ¢videmment continue, admet des dérivées
premiéres continues, On a

\ @, _ ) e
(46) B=(v) _J([ dv£ coso(lm‘/o

Tout d’abord

(s, W

)u?f(u du) (.

) _ B (o)

de
. . ol (o)
est continue. Envisageons le cas de ———, par exemple
o

k3

@ y [ 2 [y " :
(47) ———')13’)’(‘) :-é—J f dy f cosw[u,‘-’f(u) $ IN'OCO;L()) ~ ] dw
B = o z
u=u(v,w)

vo o cosm —+ 1 — ~+
t by

el A

= —f J; [ (lc’f cosw[u? f(u)(— (1o coso) Ju=u(,w ;;i [w, w)] dw
- “0 0

ou, en permutant 'ordre des intégrations, comme on a fait plus haut et
pour les mémes raisons,

ey

o,

0

u(v, w)
cosmdwf u? f(u)(—iupcosw)du
0

Ce procédé, appliqué de proche en proche, montre évidemment que

N , . , .
B (v) et toutes ses dérivées partielles d’ordre 1, 2, 3, ..., N—1 sont
des fonctions continues de p, 5, ¢ quels que soient p, 5 ou .



CHAPITRE VII.

RESOLUTION DES AUTRES EQUATIONS INTEGRALES. DISPOSITION D’ENSEMBLE
DES DIVERS FRONTS D’ONDE. JUSTIFICATION DEFINITIVE
DE LA SOLUTION. IMPORTANCE DES FRONTS CONIQUES.

46. Equation intégrale :

Y/,
P

(1) =f+me~’PVB’(v)dv'.,

Cette équation s’écrit

2

-+ % . —“+ »
(2) —f udu[iJo(pup)] g () e—plah—bz) =f v B(0) dv
P 0 dP ; 0 :

en posant

C c

4 2 —_—

(zb—(u +Q%+Q:)._,)
D

.

3) g(u)=

Rlo

Elle est du méme type que celle que nous avons résolue au Chapitre V
et que nous récrivons ci-dessous
2

+= d +e )
4) = udu[»—'.l (pup)] Sf(w) e“l"a"*'bz)zf e B(v)dp.
P‘[ do ™’ b

Les seules différences sont les suivantes :

1° f(u) est remplacé par g(u); g(u) est comme f(u) une fonction
rationnelle de u? et des radicaux.

2° 5 est remplacé par — 5, mais il faut noter que dans (4), 5 est
positif, alors que dans (2) il est négatif.

3° Enfin b est remplacé par &’ dans 'exposant de Uexponentielle.

La premiére différence laisse absolument intacts les raisonnements du
Chapitre V, la seconde traduit simplement le fait que nos considérations
s’appliquent actuellement au second milieu et non plus au premier.

La troisiéme n’apporte aucune modification formelle et nous pouvons
¢erire immédiatement. les coupures ct les définitions des radicanx
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demeurant par ailleurs inchangées

. A ’
) By=2 [ LI IE__yan,
ToJy Vuol+ (v —ah + b'z)?

en désignant par A I'image de I'unique racine complexe de I’équation
(6) lup+ah—bz—v=o,

qui appartient au quatriéme quadrant ou, quand l'équation (6) admet
deux racines sur la partie négative de I’axe imaginaire, I'image de celle
de ces deux racines qui a le plus petit module. A’ est le symétrique de A
par rapport a P'axe réel.

Toutefois, deux cas sont a envisager :

Premier cas. — Q, < Q, (fig. 28).

1€ " milieu

2¢milieu

Fig. 28.

Si nous considérons le « rayon » réfracté SIM tel que

sin I, sinT’,
(7) Ql - Q/_, I
le front
_R Ry
v = o -+ :),;

est, comme précédemment, une surface paralléle al’'unc des nappes d'un
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certain hyperboloide de révolution et il progresse avec la vitesse
normale €,. Il ya ou il n'y a pas de front conique JT suivant que &
st supérieur ou inférieur & ,, mais il ne peut y avoir qu'un front
conique.

Deuzxieme cas. — Q, > Q,.
L’angle de réfraction I, est alors supérieur a I'angle d’incidence I,

fig-29).

~
-/
/
N
(NE]
A
o

2% cas s’
pebut 425 /
/4

Fig. 29. — Positions du front de 'onde réfractée de distorsion
A trois instants différents.

Le front
_R Ry

ot o
ellipsoide de révolution E

est une surface paralléle a un certain
admettant pour foyers S et son symétrique S’ par rapport a la surface de

séparation, passanl par les points de la surface de séparation ou angle I,
8

TUESE L. CAGNIARD.
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est égal au complément de l'angle limite lg,, o, de réflexion totale

Q,
5

sin(lo,,04) = &+

Les rayons réfractés sont les normales a 'ellipsoide E, mais les pieds
de ces normales sont situés dans le premier milieu, non dans le second
(Exemple : K pied du rayon KIM). 1l en résulte que le front d’onde n’a
pas la forme générale de lellipsoide E avec lequel il ne coincide
jamais (*). Il a toujours la forme d’une surface de révolution aplatie (et
non pas allongée comme Lellipsoide E). Il se rapproche de plus en plus
de la forme sphérique lorsque ¢ augmente.

La normale au front d’onde n’étant autre que le rayon réfracté, on voit
que Pangle sous lequel ce front coupe la surface de séparation des
milieux croit en méme temps que ¢ depuis zéro jusqu’a 3’ valeur qui est
atteinte dés que le rayon incident le plus oblique arrive a subir la
réflexion totale, ¢’est-a-dire présente un angle I d’incidence égal alg , ;-
Lorsque ¢ augmente a partir de cel instant critique le front reste normal
a la surface de séparation et, sur cetle surface de séparvation, le front
progresse avec une vitesse normale uniforme égale a 2.

De plus, il convient de remarquer que jusqu’a cet instant critique le
front d’onde
RY

V——R1
o Q)

et le front de 'onde incidente étaient coupés parla surface de séparation
suivant le méme cercle. Bien que la vitesse normale du front de I'onde
réfractée soit supérieure a la vitesse normale du front de Ponde incidente,
les traces de ces deux fronts sur la surface de séparation peuvent rester
« accrochées » 'une a l'antre, parce que I'angle I, de ’onde réfractée
avec la surface croit plus vite que P'angle I, de I'onde incidente avec
cette méme surface.

A partir du moment ou I, a atteint -;:—, la trace du front de 'onde inci-
dente ne peul plus suivre celle du front de l'onde réfraciée, il y a
« décrochage » des deux fronts.

Tel est, comme cela sera mis plus clairement en évidence par la suite,
le mécanisme de la formation des ondes coniques, qui apparait ici
étroitement 1ié au phénoméne de la réflexion totale, pour ne pas dire que

(') A vrai dire, la coincidence existe « virtucllement » A Pinstant zéro, ce qui implique
des R, négatifs et exclut une signification physique. La méme remarque s’applique
d’ailleurs au cas de 'hyperboloide.
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le phénoméne de réflexion totale, envisagé au point de vue le plus
général, n'est autre chose que le phénoméne de formation des ondes
coniques.

Notons pour terminer que, dans ce deuxiéme cas, il y a toujours
une et une seule onde conique réfractée de distorsion.

47. Equation intégrale :

X +e
(8) 2 =f e—pe A/(0) do.
? J

Cette équation s’écrit
+» =
(9) 2f u dulJo(puo)] hu) e""“"_"'”=f e=Pv A'(v) dv
0 o
en posant

(10) h(u) =

Comparons les équations(g) et (4).

Ici encore, on trouve z changé en — 3, mais 5 est actuellement
négatif et non positif. De méme f(u) est changé en une autre fonction
h(w), rationnelle également par rapport & u? et aux radicaux.

La modification la plus importante provient de ce que

1 d w [T
—_ _— —I7 COSt
(11) 7 dp[.lo(pup)] - L[ e cosw dw

se trouve changé en

=
[ e—i-reosw duy.

)

(12) Jo(pup) =

1

On voit alors facilement que la suite de transformations effectuées aun
Chapitre V subsiste en tenant compte des modificalions signalées plus '
haut etala condition de supprimer sous le signe d’intégration le facteur
— {u cosw.

En vertu de Péquation (5) du Chapitre V, on avait d’ailleurs_

(13) —iucosm:%(ah-«—-bz—v\.

Il vient donc, dans le cas actuel,

. A
. 27 1
{14) A(0)=— ;f h(u)udu
() T Ja Vulpl+ (¢ —ah+a'z) ( ’
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les différents radicaux et les extrémités A, A’ étant toujours définis de
facon similaire.

. “ . I
On notera la disparition du facteur .

Dans le cas actuel, il ne peut exister de front conique. Si Q) > &,,

le front d’onde est du type elliptique. Il est du type' hyperbolique
s1 Q)<< Q. ‘

48. Equation intégrale :

(15) (—X;‘M =[+me—lfv As(p)do.

(X.,), désigne le troisiéme terme dans I'expression (27) de X, (Cha-
pitre 1V). Cette équation s’écrit

-+ ® -+ »
(16) 2f wdulJo(pup)]j(u)e—ralz+h) =f e P Ay(v)dp,
o 0
en posant
wrad bb' + b'#ﬁ —b (u2 “+ E,—,)‘
_ () = Q3 QY [ R
Qa7) J( o)

Elle est du méme type que la précédente, 5 élant ici positif.

Une grosse simplification apparait par rapport aux cas précédents,
dans le fait qu’un scul radical, a, figure dans I'exposant de ’exponentielle.
D’ou ‘

A

21 1 .
18 A, ‘,)=__w.,f w)yudu.
(18) i 7 Ja vu‘!p‘—’—i—[v——a(h-l-z)]?‘,()
Le front d’onde
= R R
o0

devient ici une sphére de centre S' et de rayon 1’ =@, ¢, r' désignant la
distance S'M.

En effet, la loi de réflexion (ou de réfraction) se réduit ici a
(19) L=h=1I (ﬁg‘. 30).

Si @, est la plus grande des quatre vitesses, il n’y a pas d’onde conique.
Si Q) est supérieur a ; et Q) inférieur a 2, il y a une, et une seule
onde conique. 11 y en a deux si Q) et Q) sont supérieurs a ;.
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Les affixes U, U’ de A et A’ sont les racines d’une équation du second
degré seulement.

U= 5% (y=*—t1cosI — itsinl),

(20) .
, 1 j——— ..
U= — (y=T—1cosl + izsinl),
Q4
ou
. 919
=

]

Fig. 3o.

49. Equation intégrale :

(21) (—)—i;ﬁ =‘/0‘+ue-l"’ As(v) do.

(X3), désigne le deuxiéme terme dans Pexpression (27) de X, (Cha-
pitre IV),

Cette équation se raméne a la précédente en posant

(22) Jw)y=—-"=,

2a

A;(¢) est nul pour v <1, c’est-a-dire pour
v
e<g
Pour

’

»
0> Q—i’
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il vient
1
1A Q. 1 1
(23) Ay(v)=— — = = Zudu
o é—(v'&"—icosl—ltuinl) vu p~+[v—a( +Z)]-
Sy

(yTT—1 cosl + T sinI )

ou, cn prenant @ comme nouvelle variable d’intégration

a(U)

4 da
(24) [A2(V)] o= = = 9
Yo, ST Yau . tcosl ~2—sin2l
Q, v /a—’—oa L sr—sin?l
\ R TR Q2

le radical situé¢ au dénominateur désignant la racine arithmétique
lorsque a est réel.

Comme les racines du trinéme en a sont précisément a(U), a(U') il
vient,

_ o) e 1
(25)  [As(9)] _ = — / = ==
g A ey V@ —a(O)] @ — ()] r

Nous retrouvons donc par la théorie générale ce que nous pouvions
écrire immédiatement, puisque

r’

. )
(26) (Xz)p=—78 Q,

Il convient de noter que la séparation des lermes A, et A; est absolu-
ment artificielle et n’a aucune signification physique.

80. Equation intégrale :

Xp _ (77 _
—-]-)——_f e—rv Ay (9) do.

(27)

(Xy), désigne le premier terme dans Vexpression (27) de X, (Cha-
pitre IV). Celte équation s’écril

 =Z +»
(28) Se o =f e=rv Ay(v) do,
. (1)
dont la solution est
,
s o pour ¢ < o)’
(29) <

r
)
pour v>Q
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B1. Récapitulation générale. — En résumé :-

1° Si Q, est la plus grande des quatre vitesses :

a. L'onde incidente (premier milieu) est sphérique, de centre S, de
rayon R = Q, ¢. Son facteur de transmission A, nul avantle passage du

front, est égal a ; apres.

b. L’onde réfléchie de condensation (premier milieu) est sphérique,
de centre S', de rayon r'= Q.

¢. L'onde réfléchie de distorsion (premier milieu) et les deux ondes
réfractées (deuxiéme milieu) sont du type hyperbolique.

d. l1n’y a pas d’onde conique.

2° Si Q| est plus grand que Q,, mais si Q) est plus petit que Q, :

a. Il n'y a rien a modifier dans la description de I'onde incidente.

b. Il n’y a rien & modifier non plus dans la définition de londe
réfléchie de condensation, mais il existe un front conique.

c. L’onde réfléchie de distorsion et 'onde réfractée de distorsion sont
toutes deux du type hyperbolique. Elles comportent chacune un front
conique.

d. L’onde véfractée de condensation est du type elliptique, sans front
conique.

3° Si Q| et Q) sont supérieurs a Q,.

a. ll n’y a rien a modifier dans la description de 'onde incidente.

b. Il n’y a rien a modificr non plus dans la description de onde
réfléchie de condensation, mais il existe deuz fronts coniques.

¢. L’onde réfléchie de distorsion est toujours du type hyperbolique,
mais comporte deuz fronts coniques.

d. L’onde réfractée de distorsion est du type elliptique et comporte
un front conique.

e. L'onde réfractée de condensation est aussi du type elliptique, mais
ne comporte pas de front conique.

Ainsi, dans le premier cas, il n’y a pas d’onde conique; dans le second,
il en existe trois; dans le troisiéme, il y en a cing.

Les exemples suivants vont achever de rendre parfaitement clair le
mécanisme de la formation de ces ondes coniques.
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52. Exemple de disposition des fronts d’onde (premier cas). — Les
cinq fronts d’onde restent constamment accrochés. Il n’y a pas d’onde
conique. La figure 31 a té construite en supposant
Q;=12y3,

Qo= 2

3

Q=5

Qy=1,
.
: 6
b= =¥2,
=1, t G
1T exemple .
Q,-2V3, 2,22, Q}=V3,
S 2,1, h=1.t=V6

Qau

™
:2; Onde refléchie de
P~ condensation
<

=2

2,

<

A

Onde réfléchie

de distorsion

Onde refractee
de distorsion

-
Onde réfractée de

condensation
Fig. 31.
53. Exemple de disposition des fronts d’onde (deuxiéme cas). — Les
figures 32, 33, 34 ont été construites en supposant
Q) =23, Q,=o,

Q, =3,
h=1

Qg:—- I,

V3

/3 . . .
a. Det=o04at= Y2 l'onde incidente de condensation existe seule.
J
Son front est une sphére de centre S dont le rayon est proportionnel a ¢.
Pour ¢t = 3

deux milieux.

3, 'onde incidente est tangente a la surface de séparation des

conique.

b. Lorsque t continue a croitre, apparaissent les fronts des ondes
rélléchies et réfractées, ces deux derniers étant du type elliptique. Les

cinq fronts restent d’abord accrochés ct il n’y a pas encore d’onde

L’allure du phénomeéne subsiste, trés semblable a ce qu’elle est dans
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Onde refléchie de

condensation

Onde reflechie
de distorsion

33933

Onde réfractée "de Onde refractée de
distorsion condensation

Fig. 3.

2% exemple
Q,=1.Q,:V3, 2,=2, Q,=2V3
h=1, t=3V3
Fig. 33.
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I’exemple précédent, jusqu'a l'instant ¢ = % A ce moment le rayon de

condensation réfracté qui correspond au rayon incident le plus oblique
rasc la surface de séparation (réflexion totale). C'est a partir de cet

Fig. 34.

instant que va apparaitre un premier systéme de trois ondes coniques.
- .. 2 .

La disposition des fronts pour t = 3 est reproduite dans la figure 3.

c. Lorsque ¢ continue a croitre, les fronts des trois ondes coniques se

-développent progressivement. L’angle que fait le front de l'onde
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réfractéede distorsion avec la surface de séparation continue a s’accroitre

P - 2y/3 . . , \ .
et attemnt - pour ¢ :~—\§—- quand le rayon de distorsion réfracté qui

correspond au rayon incident le plus oblique devient rasant a son tour.
(’est a partir de cet instant que va apparaitre le deuzieme systéme
de deux ondes 'coniques. La disposition des fronts pour ¢ — 293 o1

3
reproduite dans la figure 33.

d. Lorsque ¢ continue a croitre, le deuxiéme systéme d’ondes coniques,
ainsi que le premier, se développent progressivement. Le front des
ondes réfractées se rapproche de plus en plus de la forme sphérique et
I'allure du phénoméne demeure inchangée lorsque ¢ croit indéfiniment.
La disposition des fronts a été reproduite dans la figure 34 pour ¢ = 3.

54. Justification définitive de la solution. — La solution du problémec
peut donc s’écrire

v =‘[ZF'(t——~ OYA () do,

0

U =le’(t—~v)B(v)clv;

1er milieu. ..

W ‘
W:f F'(t — ¢) A'(¢) db,
0

2¢ milieu. ...

L
U :f ¥/ (¢ — o) B/ (0) do.

Les cinq premiéres conditions imposées au Chapitre Il sont en effet
visiblement satisfaites. La sixiéme est satisfaite également, car pour
A(v), A’(v), B'(¢) on peut, comme il a é1é démontré au Chapitre VI
pour B(¢), former une primitive permettant Papplication du théoréme
fondamental démontré au Chapitre 111,

55. Remarque a propos d'études séismographiques ayant mis expéri-
mentalement en évidence le phénoméne des ondes coniques. (Prospec-
tion géophysique du sous-sol). -~ Les méthodes géophysiques de
prospection ont, comme on sait, pour objet d’obtenir des renseignements
sur la structure du sous-sol par Pinterprétation des résultats d’expé-
riences de physique effectuées a la surface du sol.

lLa méthode séismique counsiste a produire une explosion a la surface
du sol ou au fond d’un sondage et a étudier les séismogrammes enre-
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gistrés par des séismographes placés a des distances diverses du lieu de
Pexplosion.

Un probléme typique particuliérement simple se présente lorsque les
terrains superficiels, homogeénes, reposent sur une autre formation
homogéne limitée par une surface horizontale (fig. 35).

S!
Fig. 35.

Soit S le lieu de U'explosion superficielle, S’ I'image de S par rapport
a la surface de séparation, M Vemplacement du sé¢ismographe, p la
distance SM, % D’épaisseur des formations superficielles, 2, et Q| la
vitesse de phase des ondes de condensation dans chacun des terrains en

présence. Nous supposerons
Q,> Q.

Prenons pour origine des temps 'instant de 'explosion. Les séismologues
s’attendaient a observer le premier impetus du séismogramme M a
I'instant

o
(30) t = é—l )
puis un second marquant I'arrivée de 'onde réfléchie de condensation a
I'instant

SM e+ 4A°
(31) i T A

Le diagramme de propagation (courbe représentative de I'époque des
impetus en fonction de p) devait donc étre constitué par la droite
d’équation (30) et hyperbole d’équation (31). La méthode ne devait
donc étre autre chose que la détermination de la distance d’un obstacle
par 'observation de « ’écho » (fig. 36).



En fait, les séismographes utilisés se prétaient mal a 'observauion des
impetus postéricurs au premier, de sorte que la branche hyperbolique
du diagramme ne put en général étre mise en évidence, mais le

Fig. 36.

diagramme du premier impetus fit apparaitre deuz droites formant ligne
brisée (fig. 37).

Fig. 37.

Pour expliquer ce résultat inattendu, on invoqua le principe de
Fermat ('). Lorsque M est voisin de S, le « chemin séismique »
minimum correspond aurayon direct SM et le diagramme est représenté

(*) Cf. par exemple, R. GurensiRG, Lehrbuch der Geophysik (Gebr. Borntraeger,
Berlin, 1926). — E. Rotnt, Les méthodes de prospection du sous-sol (Gauthier-Villars,
Paris, 1930).
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par la droite L,, d’équation ¢ = bp—- Pour des distances plus grandes,
1

le « chemin séismique » minimum correspond au rayon brisé SIJM
frappant la surface de séparation suivant I'angle limite { de réflexion
totale, cheminant le long de la surface de séparation: avec la vitesse &
puis émergeant en J avec un angle d’émergence; égal a [, de sorte que le
diagramme correspondant & ce nouveau phénoméne cst représenté par
la droite L,, d’équation
2 h

(32) t = o, -+ Ecosl.

Nous remarquerons que I'instant ¢ exprimé par la relation (32) est
précisément l'instant d’arrivée du premier front conique. Notons en
passant que le résultat du calcul basé sur le principe de Fermat fait
Iobjet d’un brevet de Mintrop (Brevet allemand D. R. P. 304.317 du
17 mai 1917).

Bien que le résultat soit correct, comme le montre, pour la premiére
fois croyons-nous, le présent mémoire, cette application injustifiée et
sommaire du principe de Fermat n’allait pas sans objections. On avait
peine & comprendre comment une certaine quantité d’énergie pouvait
étre transmise en M par le rayon réfracté. Certains prospecteurs. pré-
tendant interpréter, suivant une méthode simpliste trop souvent en
honneur en séismologie, leurs mesures d’angle d’émergence (!) en M,
admirent que le rayon JM n’émergeail pas suivant Pangle limite /, mais
normalement a la surface de séparation. Il n’y avait pas de raison de
s’arréter sur cetle voie et I'on vit naitre une foule d’autres hypothéses.
Tantot ¢’était SI dont I'incidence était normale pendant que JM émer-
geait suivant I’angle limite, tantot ST et JM étaient normaux a la surface
de séparation, chaque séismologuc semblant mettre un point d’honneur
a proposer une interprétation originale; cependant que les partisans du
trajet suivant les régles du principe de Fermat admettaient généralement
que ’homogénéité des terrains ne serait qu’approximative : dans chacun
d’eux les vitesses  seraient des fonctions croissantes de la profondeur,
de sorte que les rayons seraient courbes, leur concavité étant tournée
vers le haut.

Il semble que ce soit seulement Ansel (') qui eut Pintuition de la
formation des fronts coniques. Dans son mémoire il décrit complétement
le systéeme des fronts que nous venons de metire en évidence, mais

(") E. A. AxsEL, Das Impulsfeld der praktischen Seismik in graphischer Behand-
lung. Erginzungshefte fiir angewante Geophysik. t. 1, rado, p. 117-136. ’



toujours d’aprés le principe de Fermat, c'est-a-dire sans démonstration
véritable. Le mérite du mémoire d’Ansel était de montrer comment la
considération des fronts d’onde, équivalente pourtant a celle des rayons,
ne se heurte pas aux graves objections que soulevait cette derniére
hypothése.

Le mémoire d’Ansel n’avait cependant pas arrété dans la littérature
géophysique les controverses au sujet du mécanisme de ce phénomene (*).
C’est dans le but de I'élucider définitivement que nous avons entrepris,
avant d’avoir connaissance du travail d’Ansel, les calculs qui font 'objet
du présent mémoire. Si leur publication subit un grand retard, les
résultats essenliels étaient cependant obtenus dés 1932 et furent partiel-
lement exposés dans deux Notes aux Comptes rendus de U’ Académie
des Sciences (?).

(') Pour preuve, deux trés récents mémoires : O. V. Scuminr, Phys. Z., t. 39, 1938,
p. 868; G. Joos et J. Tevrow, Zur Deutung der Knallwellenaus breitung an der
Trennschicht zweier Medien (Phys. Z., t. 40, 1939, p. 289).

[Note ajoutée & la correction des épreuves].

(?) C. R. Acad. Sc., Sur la propagation d’un séisme a l'intérieur d’un solide
homogéne, isotrope, élastique, semi-indéfini, limité par une surface plane, t. 194,
1932, p. 899; Sur la réflexion a la surface du sol d’une onde séismique, sphérique
et isotrope, t. 194, 1932, p. 1005.



CHAPITRE VIIL

CAS LIMITE DU PROBLEME STATIQUE.

36. Probléme statique envisagé comme cas limite du probleme dyna-
mique. — Chaque fois qu'un probleme de propagation du type actuel a
¢été résolu, on obtient immédiatement, par un passage a la limite, la
solution d’un probléme statique correspondant.

Envisageons par exemple la solution

1 r
v-lpr(i—2
(1) i - I <t Q1>
valable pour le milicu illimité (Chapitre 11).

Sil'on suppose que la fonction F(¢), nulle pour ¢ <o, redevient nulle

pour £=1,>>o0 et reste nulle pour > ¢,, un point M quelconque de

a . r . i e
Pespace enlre en mouvement a I'époque = - et revient définitivement
2y

au repos a l'époque é; ~+t,. Le front d’onde ne laisse pas subsister
derriére lui un mouvement vibratoire de durée infinic qu'on appelle
« Cauda » ou « Coda ».

Si au contraire la fonction F, aprés avoir subi des variations depuis
Iinstant zéro jusqu’a U'instant ¢,, demeure constante et différente de zéro
pour ¢>>t,, il subsiste aprés le passage du front d’onde un état de

. . F(e K .
déformation permanente caractérisé par W =— —(TQ = %, K étant une

constante. En d’autres termes les rayons des sphéres concentriques de
centre S, de rayon r s’accroissent (ou diminuent) de quantités qui sont
en raison inverse de r2.

Nous avons donc résolu un probléme statique, dont la solution directe
était d'aillecurs immédiate. La formule initiale détermine le mode
« d’¢tablissement » de cet état d’équilibre a partir de la perturbation
initiale qui lui donne naissance.

Dans le probléme actucl, si nous supposons que I'excitation F(¢)
redevient et reste nulle pour ¢ > ¢, les diverses ondes présentent une
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Cauda. Un point M quelconque, aprés qu'il est enlré en mouvement,
vibre indéfiniment. On doit cependant s’attendre, fait qui sera vérifié
dans un inslant, & ce que, dans la Cauda, I’élongation de M, sa vitesse,
son accélération etc., tendent vers zéro quand ¢ croit indéfiniment.

Si F(t) conserve une valeur constante K ponr ¢ > ¢,, il subsiste aprés
le passage de’onde un éiat de déformation permanente qui, au contraire
de ce quia lieu dans l¢ cas d’un milicu illimité, ne s’établit en un
point M qu’au bout d’un temps infini.

Envisageons par exemple I'une des fonctions a Paide desquelles
s’exprime la solution

(1) U :f F(t—¢)B(v)de = t F'(t—v¢)B(v)ds.

(—1,

Remarquons qu’en un point M quelconque, de coordonnées g, 5 finies,
a limite inférieure ¢t — ¢, de intégrale (1) parvient toujours, lorsque
la limite inférieure ¢t — ¢, de I'intégral p t toujours, lorsque ¢

. ) . ) ) . .. R, R
croit indéfiniment, & dépasser le point de discontinuité ‘—)-'- + 5" On

Q 2

peut donc toujours supposer ¢ assez grand pour que la définition de B(v)
ans I'intégrale (1) soit celle qui convient lorsque les valeurs o, 3, ¢ cor-
dans l'intégral t celle q L lorsque les val o, 5,
respondent au domaine II.

Soit alors

(2) B(v,p,2)= b—‘l(P’z)‘)g'*' bo(p, 5) + bi(i>Z) - bg(f

le développement (que nous étudierons dans quelques instants) de la
fonction B(¢) dans le domaine du point ¢ a V'infini.

En supposant que F(¢) est une fonction indéfiniment dérivable, y
compris pour ¢ = o et pour ¢ == ¢,, unc dérivée partielle quelconque de U
s’obtient simplement en dérivant sous le signe somme

omyU - omB
3 dpP Jz9 dtm—r—q L[_{ Fit—v )d»p 9z dem—r—1 -

Il est clair que la fonction U, comme plus généralement toute dérivée
telle que (3) ou m— p — ¢ est inféricur a 2, devient infinie en méme
lemps que t. Ce fait d’apparence pamdoquo ne doit cependant pas
sembler étrange, carles fonctions W', U n’ont en réalité aucune significa-
tion physique. Seules ont une telle signification les élongations, vitesses,
accélérations, lensioms, etc., qui s’expriment par des combinaisons
de ¥, U et de leurs dérivées. Nous allons précisément conslater au cours
de ce chapitre que si I'on effectue au préalable ces combinaisons avant

THESE L. CAGNIARD, s
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de passer a la limite, le terme b_,(p,3)v? et les termes analogues
provenant des autres facteurs de transmission disparaissent denti-
quement, ce qui réduit a néant le paradoxe signalé.

En définitive, la seule partie utile de U'intégrale (l) se réduit a

t

(4) U résiduel = F'(t—v)[bo(p,z)+b‘(i’z) b2(P’z) .]dv,

A o

et toute dérivée telle que (3), comportant une dérivation par rapport aun
temps, c’est-a-dire ayant une signification cinématique ou dynamique
(vitesse, accélération, etc.,), tend vers zéro quand ¢ croit indéfiniment.

Seules tendent vers une limite en général non nulle, celles des
dérivées qui ne comportent pas une dérivation par rapport au temps

Jgm U o L F(t )()n bo(P,z)

(5) dpP dzm—p résiduclic = ety doP dzm—p ©
()m bO(P’Z) ’ — dm by (p, 2)
= Jpr dzm—p f Fi(t—v)de =K G Bor dzm—p

en désignant par K la constante F(¢,).

En d’autres termes, lorsque ¢ devient infini, I'état de déformation
dynamique du milieu tend asymptotiquement vers un état de déforma-
tion permanente, caractéris¢ par

%) % 1¢* milieu... U = b, (p; 2), ¥ =a,(p, 3),

2¢ milieu... U’'= &} (p, 2), ¥ =ay(p,2),

au facteur prés F(¢,), qui est constant.
Nous allons donc étudier les deux premiers termes du dévelop-
pement (2).

857. Expression asymptotique des facteurs de transmission. — Con-
sidérons en premier lieu le facteur de transmission B(¢, p, 5) que nous
avons étudié tout spécialement aux Chapitres V et VI. On peut se borner
a supposer, comme nous l’avons remarqué, qu’il est loisible de se limiter
a des valeurs de ¢, p, 5 appartenant au domaine II. B(v, p, z) s’exprime
donc par des intégrales effectuces le long des circuits (E), (R), (P), (P))

7) B = Bg + Bp,p)+ B

La limite de B g, pour ¢ infini est

(B(g) him=— —ff(u)ud“—— l-‘—’
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K, désignant une constante indépendante de g, z, ¢. Comme B n’inter-
vient dans I’expression des composantes de I’élongation que par les deux
combinaisons
JB JB - B

oz’ do o)’
(Bg))um disparait de ces combinaisons. Il est donc inutile de tenir compte
de ce terme.

On a de méme

[Be,e) im=—

2L
-
P

ou L est également une constante. Nous ne tiendrons pas compte non
plus de ce terme.
On a enfin

(8) B = ?Pl [ Chapitre V, équation (30)].

Rappelons que y représente le coefficient de :7 dans le développement

de la fonction
v —ah—bz

w f )

Vurpt+ (v —ah — bz)?
pour  infini.
Il s’exprime a l'aide de constantes A, A,, B, B, indépendantes de p,
3, v ('), d’expressions assez compliquées (cf. Chap. V) et qui pro-
viennent du développement de f(u)

Py

f(u)=A1u2+B1+... =—A—-]+JA[ ;

D'ou (2)

Au+ B —+... A A _1_3_ B\ 1
tlxix

(9) b_s(p, 3)92+ bo(p, 3)

_ A ') tane’ cosl’ h (1 1 3v2cosl’”
=, °os ang Rop ~Riles —o3) WA

+R'sinl’(x—:&1 )

(1) Comme nous désignons toujours les facteurs de transmission par A(v), B(¢), ...,
ou A(v,p,2), B(v,p,2). ..., il ne peut en résulter aucune confusion avec les cons-
tantes A, B, ..., que nous introduisons ici. e

(?) Dans Pexpression (9) nous ne tenons évidemment pas compte de [BE)him ni
de [Bp, p/)iim. Dans cette expression, b, n’a donc pas la méme définition que dans (2).
Nous n’avons pas cru devoir changer les notations, puisqu’il ne peut en résulter
aucune confusion. '
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L’expression asymptotique des aulres facteurs de transmission s’obtient
immédiatement de facon similaire et ne donne lieu & aucune remarque
nouvelle.
Pour A;(v), on pose
. A3+ Bu—+... A’ 1 A" (B B,
=Ko YA T A—i(X7_.A_,)+""

A, et B, sont les mémes constantes que précédemment, puisque les
dénominateurs D (u) sont toujours les mémes. On a

, 1 I 1 2 ¢/
v=i(gr o) =N
B,__C'C (o 1_1(1_1 ‘l_l_x L
Top\ei T oF  of §\07 T 0P jei\op T oF)’
En tenant compte en outre de A;(v) et A,(v), il vient
(10) a—s(p, 2)¥*+ ao(p, 2)

1 1 2 A l' cos2| L (3005”,;.__])_._15370_&]’

SRR TTWRA T

203 2R ATTA
¥
-

R désignant la distance SM ( fig. 38).

A 1¢milieu

1ig. 38.

Dans le second milieu (5 << 0), les expressions sont plus simples. Soit I
I'angle S'SM (fig. 38).

On pose
W B
g(u)_A,u'l-r-BH—..._'A,uz o
B"w+... 1 B”

M) = B . —uk
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203% 2Q2 QP Q3

Les développements de A'(v) et B'(v) débutent par un terme indé-
pendant de ¢

I Bl” .

(11) ay (e, z) “R A’ a_y(v)=o,
2B” cosl ,

(12) Bole, ) = o pemp Pl =o.

358. Disparition des termes en ¢? dans les combinaisons ayant une
signification physique. — Considérons les fonctions

as(p,s) = 2;1 %R,s (3 cosal’ +1)£

(13)

. 1 3A . ,
b2(p,2) = A, % — -—R—,S-sm21 }
Comme on a

(_)__l’ _ cosl’ JR" sinl’

dp R’ do ’
(14) , - ,

{)l _ sin | IR — cosl’

Jz R’ 9z ’

on forme immédiatement les combinaisons

(15) ’)Zo“! _1).3_;_‘-’ = ﬁ;~3A;A sinl’(5 cos2 1’ + 3)%
£ 1
(16) d_‘;z:‘i -+ Zﬁf = -;%-3—4 R,,‘A cosI’(5 cosal’ — 1)2,
1

qui interviennent respectivement dans les expressions de [, et /; ou dans
celle de toute grandeur ayant une signification physique, et 'on voit
que ces combinaisons disparaissent identiquement puisque, comme nous

I'avons observé,
A+A'=o.

Ce résultat, qui devait étre évident a priori, n’en constitue pas moins
un test intéressant de la méthode.

59. Application numérique. — Nous allons traiter sommairement
un cas particulier simple. Supposons que le second milieu soit le vide.
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On a

a7) é'=0, C'=o0, . C=-.

Il vient

. Q
1 I
O == (a - ap)
B —_ ! <_‘_+_‘_>+l<_‘___‘_)’,
j3\ 07 7 of g\o7 0
A'=—A, B'=—8
D’ou
A 2 A A
AT AR
2] 9
1 1 \?
B _ B _ 1 1(9’2‘3_—5?')
a9 (X=&=503 4 a1
o7 T op
1 3 2 1 1\?
B, _10] " 0] 9303 ,(g—‘a)
Ay 4 11 4 _I.+_i_ )
o3 0 o2 " 07
uis
P I 3 - 2
(20) B_B_B_B_ 1 1077057 0703
A A A A 205 4 1 1
o  of

Comme nous I’avions remarqué au Chapitre IV, les vilesses ), ),
caractéristiques du second milieu, s’éliminent. Nous aurions du reste
pu obtenir directement les formules ci-dessus a partir des formules sim-
plifiées du Chapitre IV relatives a ce cas particulier.

Posons en outre
Q= Q \/3_

11 vient
A A’
—_— — 2
) A’—Q‘— Ai’
! B_B_B _B__ 5
A . AN Ay 403
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L’état asymptotique de déformation permanente est donc défini par des
fonctions W, U (premier milieu) respectivement proportionnelles a

1 3 cos2T’
(22} s=g+m TR
22
Us= ——(35:n2['—5cot[’—- %sml)

Les composantes de l’élongatlon dans cet état d’équrhbre ont pour
expression

lp=— 5;{;' ‘;){,3 sinal’ + sanm (1+ 3 cosal),
3
(23) 7 cos | v 3 cosl I
=R R,3(1+3¢osz )+ — " (1+cosz ).
A la surface du sol, pour z =o,
3 sinl
(IP )z:O = R: b
(24) ! 3 cosl
(lz)s=0= R:
Si le milieu était illimité, I'dlongation serait radiale, égale a — —-

R"
Ainsi I'élongation d'un point de la surface du sol reste radiale, conserve
aussi le méme sens, mais devient trois fois plus grande quand on sup-
pose que le milieu est limité.

Sur I'axe de révolution (p = 0), les composantes des élongations ont
pour expression

[ Ig=o,
S 1 6 4h .
(26) L ﬁa—f—(ﬁ———,?—‘) pour o<z <h,
= 1 6 4k
e —ﬁ+(f{—’§——3> pour z > h.

Sur P'axe, les élongations sont donc plus grandes que dans un milieu
limité si 'on suppose o << << h. Considérons, au contraire, les points
de I'axe pour lesquels 5 > A. Lorsque R croit a partir de zéro, les élon-
gations radiales conservent d’abord le méme sens que si le milieu
était illimité, mais elles sont plus faibles ct finissent par s’annuler
pour R == 1,64~ h. Pour des distances supérieures a 1,647 &, I'élongation
change de sens et atteint un maximum de sa valeur absolue pour

R =2,737hA.
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En ce point, le rapport de I'¢longation a sa valeur pour un milieu illimité
est égal & '
— 7,153.

Pour des valeurs de R supérieures a 2,737 &, 'élorigation conserve son
signe et décroit en tendant vers zéro. A trés grande distance, clle est
5 fois plus grande que pour le milieu illimité, et toujours inversée.

Il n’entrait pas dans notre but de traiter a fond les problémes sta-

tiques. Cet exemple numérique sommaire en monire le caractére trés
élémentaire.



GHAPITRE IX.

CAS PARTICULIER DE L’ETAT DE REGIME HARMONIQUE.

60. L’état de régime harmonique. — On pourrait établir directement
les formules de I’état de régime harmonique en procédant comme dans
le cas de I’état de régime exponentiel. Les calculs ne seraient guére
que la transposition de ceux du Chapitre IV etreviendraient a substituer
au nombre réel p une imaginaire pure -iw. Telle est d’ailleurs la méthode
suivie par Sommerfeld dans son célébre mémoire sur le rayonnement
électromagnétique d’un dipdle situé au-dessus de la surface du sol (*).
Telle est encore, par exemple, la méthode employée par Lamb dans le
mémoire classique auquel nousavons déja fait allusion (cf. Avant-Propos).

Ce n’est pas cependant ainsi que nous opérerons, car nous ne pour-
rions justifier les conditions a l'infini que par des raisonnements qui,
bien qu’habituels en pareille matiére, sont pourtant insuffisants pour
assurer leur absolue rigueur (?).

Nous partirons donc des formules générales en supposant que la fonc-
tion d’excitation, nulle avant Pinstant zéro, s’exprime a partir de ce
moment par

(1) F(¢) =sinwt,

et nous chercherons si les fonctions ¥, U, W, U’ admettent pour ¢ infini
des expressions asymptotiques.

A vrai dire, il se présente ici unc légére difficulté du fait que la
dérivée I/ (¢) est discontinue pour ¢ = o et que nous n’avons pas encore
montré qu’on a le droit d’envisager des fonctions d’excitation de ce type.

En attendant, on pourra imaginer que F(¢) est une fonction indéfini-

(') A. SoMMERFELD, Ueber die Ausbreitung der Wellen der drahtlosen Telegraphie
(Ann. der Phys., t. 28, 190y), p. 663); cf. également, du méme auteur, Ueber die Aus-
breitung der Wellen der drahtlosen Telegraphie (Ann. der Phys., t. 81, 1926,
P- 11357); Id. FrANK vON Misks, t. 2 (2¢ édition), Chapitre xxin, Drahtlose Telegraphie,
p. 918 (rédaction A. Sommerfeld).

(*) A ce sujet, cf. FRaANK voN Mises, rédaction A. Sommerfeld, t. 1 (2° édition),
P- 803 : Ausstrahlungsbedingung.
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ment dérivable quel que soit ¢, nulle pour ¢ <— ¢, (¢, > 0), égale a sinw¢
pour t2o. Cet intervalle ¢, représente une période de transition,
« d’établissement » du régime sinusoidal. Soit

“+{

U=/l+toF’(t——v)B(v)dv =ftF’(t—v)B(v)dv+fL F'(t — 0) B(v) dp.
-0 0 t

Les expressions des ¢longations, tensions, vitesses, elc., apparaitront
alors comme la somme de deux termes, le premier provenant de I'in-

t
tégrale f F'(t— v)B(v) de, le second provenant de lintégrale
i . 0

L4ty
f F'(t —¢)B(v)de. Or, il résulte du chapitre précédent que le
t

deuxiéme terme lendra toujours vers zéro quand ¢ deviendra infini. On
est donc ramené a chercher 'expression asymptotique du seul premier
terme et, dans toul U'intervalle (o, ¢) de la variable ¢, la fonction F'(¢ — ¢)
est sinusoidale. Les calculs seront donc les mémes que si nous posons
simplement

Foe {0 pour tZo,
( )—? sinwt pour t2o.
Soit donc
nt ¢
(2) U=/ F’(t—v)B(v)dv:u)f cos[w(t— )] B(p) do.

Comme B(¢) devient infini en méme temps que ¢, I'intégrale (2) ne
converge pas lorsque ¢ devient infini.
Posons cependant

3) Bi(0) = B(¢) — bo(p, ) — ba(p; 3) 02,

ou la définition de b,(p, z) correspond a la formule (2) du Chapitre VIII
et non pas a la formule (g). Précisons au surplus que le terme complé-
mentaire ajouté a B(¢) dans la formule (3) est égal a

— bo(2,3) — b_s(p, z)02 pour ¢ 2o,

el non pas seulement pour

Ri Rg
v > —QT -+ 2, .
I1 vient alors
t
%) U= u)f By (#) cos[w(f — o] de
A .

+ mf [b0(p, 2) + b_s(p, 2)¢*] cos| w(t — )] do.
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Nous obtenons une solution équivalente, identique quant a I’expres-
sion des ¢longations, tensions, vitesses, etc., en supprimant dans (4)
Pintégrale portant sur la fonction b_,(p, 3)¢* & condition d’effectuer
une suppression similaire dans Uexpression analogue de W. Nous
obtiendrions aussi une solution équivalente en adoptant pour définition
de bo(p, 2) celle de la formule (9) du chapitre précédent, mais cette
convention n’est pas nécessaire.

Ces précisions apportées, et puisque aucune confusion n’est a craindre,
nous conserverons la méme notation pour désigner la solution équi-

valente
t

(5) U= wf By (v) cos[w(f— ¢)] dv+bu(p, 2)sinwt,
0

ou, en développant cos[w(t—v¢)],

¢
(6) U=bo(p,z)sinwt+wcoswt[f Bi(v)coswy dv]
[}

!
—“+ sinwt[f Bi(v) sinuwdv].
0

Lorsque ¢ devient infini, les deux intégrales figurant dans I'expres-
sion (6) convergent puisque B, (¢) tend vers zéro quand ¢ devient infini,
et U admet I'expression asymptotique,

+»
(7) U=bo(p,z)sinwt+wcoswtf Bi(¢)coswe dy
0
+ o
+ o sinwtf Bi(v) sinwy do,
0

qui définit (avec les expressions similaires de ¥, W7, U’) ’état de régime
harmonique.

Nous nous proposons de mettre ce résultat sous la forme qu’on aurait

obtenue en procédant directement comme au Chapitre IV. On peut
écrire

. +»
(8) U=0§;e""‘"[ibo(977-)+wf e""’“Bl(V)dV]%
1 0
Nous sommes donc amenés a porter notre attention sur le terme
—+ .
(9) wf eiov By (v) dv
0

et a considérer la parenté de ce terme (9) avec le second membre de
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Péquation intégrale qui sert de définition a B(¢)
(10 Y,= e=v B(v)do.
) v=rf ©)
En remplagant B(¢) par son expression (3), '’équation (10) devient
—+
(an) pf e B =Y, bl 5) — (e 2)

Rappelons d’autre part ’expression de Y, [ Chapitre IV, équation (22)]

—+ ,
(x2) Yo=af  hdh g Bl f () esips
0 v
avec v
G C’ (o C
2 2 2 2 2 p2 o) %2 2 2
()\ “+p Qg—t-p £2{2.1><)\ - p Q_r’) uB(/ +p Q%>
G [V G2
— 2 (2 2 ~ 2qa’ BB — of (A2 2
(13) f(AN)=\2 ()\ “+p o3 +P2Q(}2> -+ Aaa’ BB 4p<)\ +p Qif)
C\? (o104
Y G B ;o
o ()\2+p293> “+p -———-Q%ng(aﬁ—f—z 8)
et
az‘/)\"—t—%, o = )‘2+P—;-,
(16) o &
8= )\2+E, B = /)\2+E,

a, o, B, B’ étant positifs.

Les deux membres de I’équation (11) représentent des fonctions de p
qui sont identiques lorsque p est réel et positif.

Le premier membre de ’équation (11) est en outre une fonction ana-
lytique de p, dans un domaine de cette variable constitué par ’ensemble
des points a droite de 'axe imaginaire. D’autre part, lorsque le point p
du premier ou du quatriéme quadrant tend vers le point == iw de P'axe
imaginaire, 'intégrale

—+ %
(15) [ e=rv By(¢) dp

Yo

a pour limite P'intégrale convergente
-+ ®
f eFiwv By (¢)dp.
0

Pour les valeurs complexes de p, nous suivrons les radicaux a, o',
B8, B’ par continuité. Y, est une fonction analytique de p dans tout domaine
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de cette variable tel que les points de ramification de «, a', 3, ' ou les
poles de (1) demeurent a distance finie de 'axe réel, sur lequel est
effectuée I'intégration. »

Soit w =im (m réel) un point de ramification des radicaux a, o',
b, b' ou une racine de D(u) [cf. Chap. IV, Relations (25) et (26)].

Les points de ramification des radicaux «, o', 3, 8’ ou les poles de f(2)
ont pour affixes

(16) A =p.im.

Lorsque nous suivons par continuité la variable p, dans le quatriéme
quadrant par exemple, depuis une valeur réelle positive p, jusqu’a la
valeur imaginaire pure-{w (o réel, positif), les points critiques ou péles

Po o Wpe Epe ipe. e iy —ipe e i
or’ o) .’ 9o, 9,0 Tox o "o "o’ o

viennent s¢ placer respectivement sur 'axe réel (fig. 41) en

©) o) w ) w . - ) — — — w —_—w
o’ 9 Q) ) @ Top’ o) T, oy’ oy’
Il apparait ainsi que Y, est une fonction analytique de p & droite de 'axe
imaginaire. Il est d’ailleurs facile de prolonger analytiquement Y, dans un
domaine plus vaste, englobant 'axe imaginaire. Si V'on effectue en eftet
Pintégrale (12) non plus le long de I’axe réel mais le long d’un par-
cours (X) qui, partant de I'origine, débute par un trajet effectué dans le
quatriéme quadrant et s’achéve assez loin sur la partie positive de P'axe
réel (fig. 39), la fonction Y, reste définie par continuité et demeure
analytique dans une partic du troisiéme quadrant.
Il résulte de ces considérations que les deux membres de I'équa-
tion (11), identiques lorsque p est réel et positif, le demeurent si nous
suivons p par continuité jusqu’a 'axe imaginaire compris. On a donc

+ %
(1) ——io)f 9B, (0)do = Y—iio— bo(p, )+ 5 bs(s, 3)-
0

D’ou, en vertu de (8),

(18) U= o{{ ie»f«»t[Y_,-,,, + Zbale, z)] }

Comme précédemment, nous obtiendrons une solution équivalente en
supprimant dans (18) le terme dépendant de b—,(p, 3) a condition de
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supprimer aussi le terme similaire figurant dans l'expression analogue
de W'. 11 vient donc

(19) U=QR {iemiotY_jy} =—J {e=10tY_yq }.
Dans les formules actuelles, nous écrirons de préférence

(20) %[Jo<x9>1=~m<19>,

J, désignant la fonction de Bessel du premier ordre.

0|e
=3

(o]
©

>

)

_ kR

Q

K

Fig. 39.

Le cas des fonctions W', W, U’ peut étre traité de fagon similaire, de
sorte que les formules définitives de I'état de régime harmonique sont :

Y=— J

e e += _— =
] +2f A d\ Jo(hp) FON) e—aiarm | ()
1]

U= 2J§e‘iwl +m)\2d)\J,(7\p)f()\)e“;"*Bz ‘,
¢ L

(21)
YW=—oJ

“+ o _
e—twtf X dh Jo(rp) R(X) e—ah+a’z %,
0

-+ o0
U= 231‘e~uutf A dhIi(he) g (x)e—ile'zi,
. [}



en posant (')

) E=\/)\’-—g?, B:‘/)ﬁ—(—?—lg
(22 - — _ —
a' = )\2-—9,2’ = A2 o3
P
et :
[pu—— w2C w2C\2 e =Tfe 02C\2
i D 7\):)\2<)\2——Q?——ST,22—> +)\‘<1(lp —mﬁ(l-———g—,;]e
— w2C\2  o*CC [ _5 =
——13()\2— W) Qiglzz(aﬁ—i—ag),
— 1 o=t L T GO = w2C\?2
T = Dm["‘“p*@*@“’ agay — (=) )
(23) —— I w2C w2l w2C’ - w?C
= 2__ 2 Y (e — aB(rz—
TN =555 [Co— o =) (o= )~ (=21 |

—1 Co? [_, = < w2C »? C'>]
P §(A) = —— | — (= —— —~) |
L £ D) 3 03 Q3

Les intégrales doivent étre effectuées au-dessous de Uaze réel.

En partant de ces formules et en déformant le chemin d’intégration, on
peut discuter le probléeme de I’état de régime harmonique a la maniére
dont Sommerfeld discute celui de onde électromagnétique stationnaire
(Mémoire cité). Nous ne ferons pas cette discussion qui ne présenterait
ni originalité, ni intérét pratique. Les ondes séismiques n’ont en effet
rien de commun avec un phénoméne harmonique stationnaire. Certes
beaucoup de séismologues, aprés avoir parfois salué d’un mot élogieux
le mémoire de Lamb, 'un des rares savants qui ait jamais envisagé une
onde séismique comme un phénoméne progressif, n’hésitent pas a
bourrer leurs ouvrages de calculs et de formules relatifs a des phéno-
ménes harmoniques stationnaires. Méme les propriétés des séismo-
graphés sont presque toujours discutées comme si ces appareils ne
devaient servir qu’a enregisirer des phénoménes harmoniques. Affir-
mons hautement qu’en procédant ainsi on ne peut que fausser les idées
du lecteur et, par surcroit, rendre bien 1mpr0bable un pro0 rés pourtant
si nécessaire de la sensmologne.

(1) Les radicaux «, &, 8, B’ sont des racines arithmétiques quand les quantités sous
les radicaux sont réelles et positives.

— Q G—



CHAPITRE X.

ONDE PROGRESSIVE QUAND LE SECOND MILIEU EST LE VIDE
DISCONTINUITES CINEMATIQUES. TERMES PRIMAIRES.

61. Rappel des notations. — Pour abréger les écritures, nous discu-
terons d’abord les formules de propagation dans le cas ou le second
milieu est le vide, etil nous suffira ensuite d’indiquer en quoi les phéno-
ménes ici décrits différent lorsque le second milicu est quelconque.

Divers calculs numériques, que nous aurions voulu plus nombreux,
seront entrepris a titre d’exemples : dans ce cas nous poserons toujours

(1) Q= 0,/3.

De plus, laissant désormais au sccond plan les fonctions W et U, nous
porterons plus spécialement notre attention sur les élongations, afin de
rendre aussi claire que possible 'allure des phénomeénes.

Le cas particulier traité actuellement est plus ou moins assimilable au
probléme trés schématisé de la propagation d’un séisme artificiel lorsque
certaines conditions expérimentales sont supposées réalisées ct. que la
densité de atmosphére est considérée comme négligeable. 11 est done
indiqu¢, pour se conformer aux habitudes, de placer le premier milieu
(sol) en bas, le sccond milicu (atmosphére) en haut, 'axe Oz étant
dirigé vers le bas pour qu'il n’y ait rien de changé aux formules et nota-
tions. Pour éviter au lecteur de se reporter aux chapitres précédents,
nous rappellerons rapidement les formules ¢tablies plus haut, qui
serviront au cours-du présent chapitre et des deux sulvants.

La surface de séparation dite ici « surface du sol », entre le premier
milieu et le vide, est le plan 5= o0. L'originc O est « I'épicentre », la
source S, dite « hypocentre », est située sur Oz a la « profondeur »
(fig- 40).

Le point M, oi nous calculons les composantes £, I, de I’élongation
est défini par sa « profondeur » z et sa distance p a Paxe de révolution.
p et s sont positifs ou nuls.

I désigne angle OSM (o<I<x),
I’ désigne l'angle 0S'M (o__<_l'< ;)
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On considére aussi le point I delasurface du sol tel que les « rayons »
SI, IM fassent avec la normale IN deux angles I,, I,

sinl, Q,

(2) sinly Qg =v> ‘/2'
On pose
(3) SM = R, S’™M =R/, SI =Ry, IM = R,.
s
. Vide : Atmosphére
P "
\\\
a N | Surface du sol (x=0)
1¢"milieu
Sous -sol
M (p.x)

Fig. fo.

Les formules suivantes scront d’application fréquente

R o I R =—cosl
s 'a; = sml , Jz = ,
; JR’ JR’
4 { —_— — 61 ’ = ’
&) 7o sinl’, PP cosl’,
Jd /R, R_g)_sinl-_- ﬁ_ Ei_'_&)__coslg.
(79'(Q_1+?2; = o’ dz(Ql 2./ "o,
On a
- A JU Iv U U
(O) l"‘_—d?———&’ lz_;;+7)?+?,
avec
L
\lrzf F'(t — o) A(9) dy,
(6) ¢

U= ftl?’(t— ) B(v) dp.

F(¢) cst la « fonction d’excitation », continue et indéfiniment dérivable,

THESR L. CAGNIARD. 10
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nulle pour £< 0. Si F(¢) est également nulle pour ¢2 ¢, nous dirons que
Pexcitation est de durée limitée, ¢, étant sa durée.

Les « facteurs de transmission » A(¢), B(¢) ont ’expression suivante :

{ R
o pour v<Q—,
1
I R R’
A(0)= R pour §2_1<"<§:9
(7) %-—ﬁ];+A3(0) pour 0> 8’
avec
A (")'——if ! (uw)u du
T TR Ve e—ath - R
et
R R
@) B ) N
P)=
[ v —ah—bz N R, R,
— wu du our ¢ — 4 ==
P \/u29‘1+(u—~ah—b.z)2f( ) P V>Qi Qe
Ona
1
U+
. 203
o
(9)

!l . — bu?
J(u)= IR

9 l 2
[)(lt) = <u'+ ;Q_g) — abu?.

Dans Pexpression (8), l'intégration est a effectuer le long des circuits
(CC") et (D) [cf. Chap V (fig. (17)]. Dans la relation (7) linté-

grale a une définition similaire.

62. Expression de [,. — A partir des relations (5), (6), (7). (8), on
calcule [, et ;.

. R
1° Slt<E,
(10) lo=o.
. R R’
o —_— —
2 SlQ1 <t<01’

. I ., X R
(!,l) lP=_ SlnI[R—QlF‘(l— Q_l) -+ F; F(t—- E)]'
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3° Sx — < z< -|-
(12) lp—- [expression (11)] + sinl’ [—!— F’(t— g—:) -+ LF(L‘.— E)]

R"2 Q
sinl’ | /R’ ) R’

1
- _- f Fle= v)’)P [f Vurpr+ [v—a(h+z)]’1(u)udu] .

. Rx Rz
4° S't>51—+§2—27

_ o (‘oslg R, R, T R, R,
(13) I, =[expression (12)] + B(Q— + o +0> F [t—— (b_n “+ E)]

f = 'v—ah—bz z2f(u)udu]dv.

. t -
i ,
__TE_P ‘ R’F(t—v)—d;

[N

Vuip2+ (¢ — ah — b2)

On constate qu’au fur et & mesurc que ¢ augmente des termes nou-
veaux apparaissent dans I’expression de /,, représentant I’effet des ondes
diverses dont les fronts atteignent successivement le point M.

63. Expression de ;. — On a de méme :
o Sir<!
1 ol < 6 ]
(14) l;=o.

W R R
2 SlQ—1<t<Q—,
1., R 1 R
(15) lz=COSI[Rgl (t—E)‘f—R—iF(t——g—i)]'

30 Sn < t < + =
(16) I, = [expression (15)] + cosI’ [——- F’(t-— ~) + -—‘-F(t — -R—’)]

cosI’ R’ R’
— -5, Aa(— +0>F<t—§;)

i 1

Tz R,F (t—¢) 5z [ Vurp*+ [v —a(h + z)p
a,

J(w)u du_ldw
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4° Slt> +——,

smlq R R , R R
(17) ;= [expression (16)] — 5. B(Q_’ + _Q_: +0) F [,_ (311 + _Q_:)]

. A - -
+ X I"(t—v)— f v _ah bz f(u)uduldr.
YR R de Vuro:+ (v — ah — bz)? A
a."Q,

. Re R ).~
64. Expressions de A3< —+ o> ot de B<Q_1 +g, T o) - — Nous
. R .
avons calculé B(é —+ (—)—: + o) [cf. Chap. VI, équation (14)].
On calcule de méme A, (g— -+ 0)
1

R’ \ 2 S
| A, <~— +0) = & - ,
’ 3 2
S & ) R (1— — sin2l’ )
. 2
(18) sin?l’ cosl’y/v*— sin2 1’
1
B R1+Rg+ _ 4 sin2ly cosal, —§<hsinli zsinlg\ *
Q Q, °)= \ﬂcos‘-’z12-+—5i112115inzl«_»‘o cos3 I, cos3le
63. Termes primaires et termes secondaires. — Il apparait dés

maintenant que les expressions de [, et I; se présentent comme la somme :

1° De termes qui s’cxpriment a Paide des fonctions
R R’
F(t—iﬂ) ou F(t-—ﬁ—),
’ nig R1 R2
Ple—g) F(-a) T8 -]

ou plus généralement

R "R . R, R,
i) ((§ — == ) (g — - )| ¢ —
Fin (t Q1>, F (z Qi), Pn[t (Q +Q!)],

multipliés par un facteur indépendant de ¢. Ces termes, qui corres-
P p p y q

pondent & un phénoméne de propagation particuliérement simple,
seront dils « termes primaires ».

ou encore

2° De termes que nous appellerons « secondaires », dans lesquels la
fonction F figure sous un signe d’intégration. Tl convient d’ailleurs de
remarquer tout de suite que, d’un terme secondaire, on peul séparer de
nouveaux termes primaires, et cela d’une fagon arbitraire. Cette classi-
" fication est cependant commode, comme la suite le montrera.
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Pour abréger le langage, nous dirons, suivant une terminologie déja
employée, que les termes sccondaires, tels qu’ils sont explicités dans les
relations (12), (13), (16), (17), admettent respectivement des « fac-
teurs de transmission » My, N,, M., N..

1 . d
S =]
= £ .f{uﬁp2+[v-——a(h+z)]l }_§j<u)uadu,

it Jd v—ah—bz
(20) NPZ_E'E[f\/u‘292+(a—alt—bz)2f(u)udu]

. -3
- ﬂf%uﬁpz—*—(v—‘ah—bz)'z} S (w)bu du,

7

U T ,
3= = 5 d
(=) M x Jz [f \/1L29‘1+[v—a(ll+z)]2](u)u u]

. Yy _3 .
= ;J {uror+[¢ —a(h+ 2]} *[v— a(h+ 2)]j(w)au du,

;i d
(19) Mp=— = ’7.5

0o
~.

3

7 v—ah—bz
22) N.= 2 u)u du
(22) ap dP[ Vurp?+ (¢ — ah + bz)“f( ) ]
. 3
- :—rf{wp?—i——(v—ah—bz)?} 2o —ah— bz] f(uuddu.
66. Elongations a la surface du sol. — Pour un point M situé a la

surface du sol, les formules sont beaucoup plus simples. On a en effet
,2,'—_:()7 ]:]/’ R:R,:R“ Rg:O.

De plus, les trois fronts d’onde atteignent simultanément le point M.

. «1ye R . .
I et I; sont nuls jusqu’a 'instant ¢ = a A partir de cet instant, [, et /;

s’exprimenl ainsi

sin2 I, 2v2cosl , R
(23) bp=— QR v2cos22lo+ sin2 I sin2l, (t—ﬁ:)
WL
+j F/(¢—0)Sy(e)de.;

R
Q,

_ cosaly 2v2cosl ,( . R

(26) b= QR v2cos?2ls+ sin2lsin2l, . Q

+j:F'(t— 0)S;(¢)dp,
0,
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ou les facteurs de transmission S,, S; ont pour expression

. e \ -3 bu
(26) s,,_——zmgf[u P (v —ahy ] esdu,
I
. Fl U4 ——s

(26) S.= — f{u293+(v—ah)2]—§(v——ah)——————?—'?—éudu

T oexQ3 )" D(u) ’

67. Discontinuités cinématiques. — Nous n’avons démontré que les
fonctions
/ t t
\sz F/(t— ) A(9) do =f F'(0) A(¢— o) ds,

(27) ’ °

U =le'.<z—v>B<v>dv=ftF'<v>B<t—v)dv,

constituaient une solution qu’en supposant essentiellement que F(¢)
était indéfiniment dérivable ou, tout au moins, possédait des dérivées
continues quel que soit ¢ jusqu’a un ordre suffisamment élevé.

Supposons désormais que la fonction F(¢) est indéfiniment dérivable
pour toute valeur de ¢ sauf pour la valeur £ = o, ou certaines des dérivées
ne seront pas nulles, pourront méme devenir infinies. La dérivée Fr
pourra également &tre supposée devenir infinie pour ¢ =o (Exemple :
F(¢)=\/t) pourvu que les équations (27) conservent un sens.

Nous envisagerons alors une fonction auxiliaire ¢(¢) indéfiniment
dérivable quel que soit ¢ satisfaisant anx conditions suivantes :

=0 pour ¢<o,

f
2
#( )l == F () pour {21t > o.

Il est clair qu'on peut toujours trouver, et cela d’une infinité de
maniéres, une telle fonction ¢(¢) assurant le raccordement parfait
entre o et I'(¢) dans un intervalle (o, ¢;) choisi d’avance aussi petit
qu'on voudra. Par exemple, ¢, étant donné, on prendra un nombre
quelconque ¢, dans Uintervalle (o, ¢;)

ot ty,
et on choisira pour fonction ¢ (¢)

= pour ¢< ¢,
iy
t -
?(2) —F(tye =

=F(¢) . pour £2¢.

pour ¢t <t<ty,
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Considérons alors les expressions

‘lﬁ:f:tq;’(z—u)A(v)do =flq'(v)A(t—vv)dv,
(28) .ot . oi_l
» Ui= [ ¢'(t— o) B(e)de = [ 9'(¢) B(t— ) do.

Supposons que t ne coincide pas avec un des points de disconti-
nuité v; ('). Soit ¢,<<t<<v¢,.4 et examinons I’expression d’une
' P,
do dz ot
coincideavec ’expression (26) du Chapitre 1l ou’on suppose F remplacé
par ¢. Si nous avons choisi £, assez petit pour que £ — ¢, soit supérieur
A vy, il est indifférent de ne pas remplacer F par ¢ dans les termes de
cette expression autres que le premier. Ces différents termes, autres
que le premier, sont donc, pour £ — ¢, suffisamment petit, indépendants
du choix de la fonction de raccordement ¢.

Quant au premier terme, on peut I’écrire

dérivée partielle de W, ou U,, par exemple - Cette express{on

(—1y

. PA L PBA
_[ : (z—‘)):)p()zz)vdv—k[_l‘*(t—v) dp()zr)v(lv'

Ce premier terme a donc une limite lorsqu’on fait tendre ¢, vers zéro et
cette limite est égale a

2 "
BA
F'(t —¢)s———dpv.
_/0\ Ao dz do

On peut méme préciser que ce premier terme tend uniformément vers
sa limite en méme temps que ¢, tend vers zéro, dans tout domaine
borné des variables p, z, ¢ dont sont exclues les valeurs

t=v0;(0,2).

C’est a ce point de vue que nous pouvons dire que les expressions (27)
constituent aussi une solution du probléme, mais, alors que toute
vitesse, accélération, etc., est continue quels que soient p, 5. ¢ quand
on suppose F indéfiniment dérivable, il n’en est plus de méme lorsque
celte condition n’est pas remplie. Les surfaces de frontd’onde ¢ = ¢;(p, 3)
sont alors le siége de discontinuités cinématiques.

(') Comme au Chapitre III, nous envisageons ici I'existence d’une infinité de points de
discontinuité, afin de donner au raisonnement un caractére plus général qu’il ne serait
strictement nécessaire pour ’examen du probl¢me particulier traité au présent ehapitre.
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Il n’y a bien entendu rien de changé aux raisonnements si 'on sup-
pose plus généralement que F(¢) est indéfiniment dérivable sauf en
certains points isolés t =o, Ty, Ty, ..., Ty, car en pareil cas, la fonc-
tion F(¢) peut toujours étre considérée comme la somme de n -1 fonc-
tions F(¢), F,y(2), Fa(¢), ..., F,(¢) respectivement nulles pour ¢<C o,
t<<Ty, ..., t<<T,, chacune d’clles étant indéfiniment dérivable quel
que soit ¢, sauf pour les valeurs respectives t == 0, t =T, ..., out="T,.
Ce sont alors les surfaces ¢t = Tr~+ ¢;(p,, ) qui sont le siége de discon-
tinuités cinémaltiques, du méme type que celles que nous allons décrire,
en nous bornant, pour simplifier le langage, au cas de la premiére fonc-
tion F(¢) envisagée plus haut, indéfiniment dérivable sauf pour ¢ = o.

N Atmosphere

.

Sous - sol

Fig. 41.

Fixons d’abord les sens positifs qui nous serviront a évaluer algé-
briquement les discontinuités en question (fig. 41).

Le sens (7 est porté par MS de M vers S;

Le sens 7 est porté par S’M de S’ vers M;

Le sens 7 est porté par la perpendiculaire & IM et orienté vers le vide;

Le sens s fait avec IN un angle égal a 21, et il est orienté vers la
source.

Les discontinuités cinématiques sur le front de 'onde directe seront
évaluées avec ?1 comme sens positif, les discontinuités sur le front de
I'onde réfléchie de condensation avec le sens ;, les discontinuités sur le
front de 'onde réfléchie de distorsion avec le sens ;, les discontinuités a

N
la surface du sol avec le sens s.
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L’onde directe débute par une discontinuité de vitesse V( +o>
l
si F(0), F'(0) sont nuls et si F”(—+ 0) est différent de zéro

R .
(29) Vdir(a; +0> = 1{9 =5 F"(+0)

et, d’'une maniére générale, par une discontinuité cinématique dite

R . .

du n®*m¢ordre E{2 (5; -+ o) siF(0),F'(0), ..., F" (0) sont nuls et si
¢

Fo+Y (1 0) est différent de zéro

R 1 K
(n) _ dn —
(30) B (g +o0) = g P+ o) =
en posant
(31) K = — F+1i(4 o).
Q4

Lorsque nous supposons ainsi que F”*" (¢) est la premiére dérivée
discontinue, l'onde réftéchie de condensation débute aussi par une dis-
continuilé cinématique du r'*™°® ordre

R’ 1 1 R’
(n n = _ 1, R ( 1)
(32) Eré).(:nml.(g1 +0> []_{,Q1 o, \3<Ql +0>] F(n+ (+ 0)
. . R’
= K[ﬁ; — A3<Q—1 —|—0>].

Il en est de méme pour 'onde réfléchie de distorsion qui débute par
la discontinuité du n'*™° ordre

R R. R
(33) E{ d.sx(Q1 -+ — R +0) = —- B (Qi -+ g—: +o>F("+i)(+ 0)
_ R, R,
= KVB(E —+ Q_z +0>‘

Enfin, a la surface du sol, 'arrivée de 'onde unique se marque égale-
ment par une discontinuité du n'*™° ordre

o _ 2v2 cosl 1)
(34) Es T Qg R(v2 cos? 2[,+sm215m2[,) (rril(+ 0)

2v2 cosl
v2cos22ls+ sin2[sin2ls

_ K
R

Il apparait donc que ce sont les termes primaires des relations (171)
a(17), (23) et (24) et méme ceux de ces termes primaires seulement
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qui dépendent de ', qui contribuent a fixer la valeur des discontinuités
cinématiques. Telle est la raison profonde de la grande simplicité des
lois de la propagation d’une discontinuité cinématique, mais cette
remarque met également en lumiére combien il est insuffisant de traiter
le probléme de la propagation d’une onde au seul point de vue de la
propagation des discountinuités.

Terminons par une remarque évidente : si F"’(¢) est continue et si
F"*9(4- o) estinfinie, les fronts d’onde ne sont le siege d’aucunc disconti-
nuité cinématique d’ordre inférieur a n, mais les accélérations d’ordre
n —1 sont infinies sur tous les fronts.

Nous complétons cette discussion par une application numérique.

68. Valeurs numériques de la discontinuité cinématique propagée par

I'onde réfléchie de condensation. — On a trouvé [ équation (32)]
i R’ K .

(35) Eﬁ‘gaccmd.=[\[ﬁl‘, —A:;(ai +O>]=—l?’r‘(l )

en posant

: (\: — sin? I')L — sin2l’ cosl’y/v2— sin2l’
(36) a(l) =

v2 . 2 . —‘——‘—‘—‘—.
(; — sin? l’) ~+ sin2I’ cosI’y/v2— sin2 I’

Table des valeurs de la fonction (1) pour v = /3.

I' (degrés). n(Ir). I' (degrés). n(l).
Oueinivnnnn 1 70 T 0,548
S T 0,996 [ 55 N 0.464
| (0 T 0.984 60.......... 0,384
6 J 0,964 65........ .. 0.324
20, . .iiinnn 0,934 N 700eeeeen.. 0.296
IR T TN 0.896 b T 0.314
300 it 0,846 8o.......... 0,408
35 i, 0.786 85.. ... ien 0,616
[/ PO 0.714 [+ 10 SN -
45 et 0.634

La fonction n(I') est représentée graphiquement figure 42. La figure 43
est un diagramme de la discontinuité le long du front d’onde, obtenu
en portant sur les rayons vecteurs issus de S’ des vecteurs proportionnels
aux-discontinuités cinématiques, et dont l'origine est sur le front d’onde.
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On notera que si la discontinuiké propagée par I'onde incidente est
dirigée vers S, celle qui est propagée par l'onde réfléchie de condensa-
tion est dirigée de S’ vers M.

n (1)

05| -

QfF e e e = T

o
—
o
w
<
&
o
@
=]
~
&
©

Atmosphéere

Sous -saol

b

Fig. 43.

69. Valeurs numériques de la discontinuité cinématique propagée par
Yonde réfléchie de distorsion. — Il est intéressant de considérer la varia-
tion de cette discontinuité le long de la méridienne du front d’onde, c’est-
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a-dire pour une valeur constante de la distance P définie par

BB P=R2+?-

P
(37) o, = N 0,
P représente la distance du front d’onde considéré au front virtuel dont
la méridienne est ’hyperbole d’équation

R, R,
o 7 9
?(l])
8t
6|
“r
o)) = 0@
21
15 30 45 60 75 390
Degres Angles |, dincidence
Fig. 44.
En posant
5P
. =’
il vient
K —
(38) Es'gf%dlsl.z— Ft(lh w)
avec
(39) (1, &)= cond 2

v2cos?2l;+ sin21, sinal, — Ve 1 _ Ve 1
o+ — ) (® 4+ ——
. v cos Iy v cos3 Iy

Ci-contre une table des valeurs numériques de la fonction £(1,, )

pour v = /3 et diff¢érentes valeurs de @, ainsi que le réseau des courbes
correspondantes ( f£g. 44).
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Llo‘g
Yol
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La figure 45 est un diagramme de la propagation de la discontinuité
cinématique aux pelites distances de la source (;:2, 5, m). Pour
plus de clarté, le diagramme a éLé obtenu en portant sur les normales
au front d’onde, a partir de ce front, des vecteurs proportionnels
aux discontinuités, mais on n’oubliera pas que ces discontinuités
sont en réalité tangentes a la méridienne de la surface d’onde et
dirigées vers le bas si les discontinuités propagées par 'onde directe
sont dirigées vers S.

P Afma;s'phére
/”

L

Sous - sol

-
~

Fig. 45:

Examinons encore le cas limite de P = 0.

Si Pesttrés grand par rapporta £, de telle sorte qu’a I’échelle du dessin
(fig. 46) la source S soit pratiquement située sur la surface du sol, les
deux fronts d’onde de condensation sont, a un instant donné ¢, pratique-
ment confondus avec un hémisphére de centre O, de rayon 2,¢. Quant
au front d’onde de distorsion, il est constitué par une calotte sphé-
rique BB’ de centre O, de rayon Q,¢, prolongée par le tronc de cone
dont AB est la méridienne. OB est la méridienne d’un cone de sommet O,
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d’axe O 5, dont le demi-angle au sommet est égal a 'angle limite {
sinl/ = l-
v

Il est d’ailleurs assez curieux de constater en passant que cette forme
limite est précisément celle des ondes a front conique.

0 Qt A

Fig. 46.

Lorsque P est trés grand, il est commode d’exprimer les discontinuités'
limites en fonction de R et de I. Deux cas sont a envisager :

1° Pour I <7 — / (intérieur du céne OB)

K
(40) E{ aist. = — T{E([)
en posant
() 51 = Y2 sindl

vcos?2l —asinlsinaly/1— v2sin2l

Nous n’avons pas mis en table la fonction (1) car la connaissance de
la fonction Z(I;, + o) lui est équivalente.

2° Pour I > = — ! (extérieur du cone OB)
K h

(42) E‘rgf’.dlst,=— 'l'{ ﬁ"/_(l)!
en posant
3
‘ veos2l . -3 .-
(43) x(T) ,=')§_VT—_2 sin 2(I 4 {)sin %l.
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Table des valeurs de x (1) pour v = /3.

I (grades). 7 (I). I (grades). 7.(1). I (grades). % (I).
100, ... .. .. 6,929 12500000, 13.66 150. ..., .. 87,50
105........ 7,597 130........ S 17,06 150,00t 230, %
110, ... ... 8,488 135........ o 22,35 160........ 4646
I15........ 9,688 140 ... .. .. 31,23 =—1 o
120, . .c... 11,33 450 00n.. 41,95 = 1606,81

La figure 47 représente la répartition limite de la discontinuité ciné-
matique de distorsion le long du front d’onde. Comme précédemment,

s Atmosphere
Sous - sol P
l
[<n-L
I>=-L

I lg 47.

la grandeur de la discontinuité a été portée suivant la normale au front
d’onde. Bien que nous n’ayons fait gu’une seule figure, les deux
régions I <<m—{et1>m — [ doivent étre considérées comme entiére-
ment indépendantes. On se heurte, en effet. a la difficulté graphique

suivante : si, pour fixer les idées, nous posons & =10-% et représen-

R
tons R par une longueur de 10°™, & sera représenté par une longueur
o#,1. C’est donc avec une approximation de ’ordre du dixiéme de micron
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quela méridienne dufrontd’onde peut éire figurée, a cette échelle, sousla
forme d’un arc de cercle prolongé par une tangente. Il o’y a pas jusqu’a
présent de difficulté mais si, dans la région I << w— [, nous représentons
les discontinuités cinématiques par des vecteurs de quelques centimetres
de longueur, ces mémes discontinuités ne seront plus figurées, dans la
région I > — 1, que par des vecteurs de quelques microns ou dixiémes
de micron. L’échelle du dessin est donc d’un ordre de grandeur trés
différent dans les deux régions, le rapport des échelles étant de 'ordre

deg-

Il faut retenir particuliérement de cette discussion les remarques
suivantes :

1° Bien que londe initiale soit de condensation pure, 'onde de
distorsion qui prend naissance par réflexion est loin de présenter
une importance négligeable : en particulier les discontinuités ciné-
maliques propagées par cetle onde de distorsion peuvent, a distances
égales, éire prés de dix fois supérieures a celles que propage I'onde
initiale.

2¢ Il existe a grande distance de la source une véritable concentration
de l'onde de distorsion a 'intérieur d’un cone de révolution de demi-
angle au sommet ¢gal a /.

La] grandeur de la discontinuité cinématique de distorsion subit, au
voisinage de I =t —/, une variation d’autant plus rapide que la dis-
tance a la source est plus grande.

70. Discontinuité cinématique a la surface du sol. — On discute de
méme d’aprés (34) Pexpression de la discontinuité cinématique a la sur-

.. >
face du sol, rapportée au sens positif s

K

(44) EW = 72D
en posant
(45) o (1) = 2v2cosl

- v .
v2 cos22l,+ sin2] sinal,

Ci-dessous une table de o(I) pour »=4/3, la courbe représentative
de o(1) (fig. 48), celle de o(I) en fonction de tangl (fig. 49)

THESE L. CAGNIARD, 11
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a(l)
2 e ————
1L

| degres
1 1 Il Il 1
0 15 30 45 60 7% 90
Fig. 48.
oltgl)

Fig. 49. — Les abscisses représentent les distances A 'épicentre
lorsque ’on choisit A pour unité.



— 163 —

et un diagramme des discontinuités cinématiques a la surface du sol

(fig. bo).

Atmospheére
r\“\‘e
2694 24°17' 22°13"
207 15°

5

Sous -sal

Fig. 50. — Discontinuité cinématique aux petites distances de ’épicentre
(K <o)

Table des valeurs de s(1) pour v = V§

I (degrés). sl I (degris). o(I). I (degrés). c(I).

O i ) 6o......... 2 8. ' 0,7210
0., .. .. . 2,004 65 ... 1,955 870307 ... ... 0,6261
20, .. 2,014 70 1,877 88......... 0,5229
30 . 2,008 i PN 1,742 88030/...... 0,4096
fo.. ... 2,040 8o......... 1,5 89......... 0,2858

Do 2,040 83......... 1,260 89°30'...... 0,1496
5000 ... 2,038 8. 1,031 [ S o
B 2,095 86G.... . ..., 0,8884

71. Décomposition des facteurs de transmission My, M, Ny, N, S,
S:. — Les intégrales qui figurent dans les expressions (19) a (22) sont
eftectuées le long des circuits (G, C') et (D) que nous remplagons par
les circuits (R), (E), (P, P’) conformément & I’équation (25) du Cha-
pitre V

(46) (fc o A» = ‘L, ‘./,m _'L, v
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Nous écrivons
@) R

et décomposerons de méme en trois termes les autres facteurs de trans-
mission.

72. Nouveaux termes primaires provenant de My", M{", Ng¥, N{V. —
Les expressions MgV, MV, NV, N{U se déduisent de suite des résultats
du Chapitre VIII

w28l fy ey L
M; —DR® 3 cos?l’+ ST =1)

2 p2
623 sinl’(5 cos2l’' —1),

T DRY

vh— 4vi4 5"
2(v2—1)

2 cos I’
(v2—1)R"™2
- 6Q3 o2

(v2—1)R™*
3h . v2sinl’
g 2 +~(72_—I)-§-7§

60302

~ —DRT sinl’(5 cos2l’—1),

M‘;“: — [3 cos2 1"+

cosl’(5 cos2l’— 3),
(48)

(R)
Ng'=

2V2 4= 1 — v
[Gcos?l’—e— ]

v2(v2—1)

v2 cos I’

h
oy
(3cos2l'—1) + TTDRE

2

R’3

607
(v2—1)R"™

N = —

2 —_—yh
[6c0321’+2v +1y ]

cosl’(5 cos2l’— 3).

De méme

S(pm:_ %% sin2 I’ 2 ;],I;I <3 cos?l’— ~—1)
(49)

(R,___ﬁ R 2 cosl’ 2,___—_—_2
Sy = R,3(3cosl 1) + e 3 cos?I v —

ou

wy__ 2sinl v2
(50) S =T TR
o
SE_ 2 cosl 1
z T R2

vZ.—1

L’intégration des expressions telles que
2
nld R
f F(¢— o)M® do
VR
Q

est immédiate. Elle nécessite une intégration par parties a cause des
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termes en ¢? : ainsi s'introduisent la primitive de F(¢) que nous désigne-

rons par Fm(t) et la primitive de Fm(t) que nous désignerons par F@(t)

gy = /‘lF(t)dt, ¢ g =f[Fm(t)dt.

o

On obtient ainsi les nouveaux termes primaires suivants :

° Pour lp

2 sinl’ - Vi1 R’
——m[?ﬁ cos2l’ + ?_(‘I-ET)]F(t— 51')7
603

iR sinl’(5 cos?l'—1)

v2sinl’ Ly, 2VE-1— v R, R
1) g e+ Sy - (5 2) |
1
3h . ., R: R.
— W sm.zl.F[t— (E -+ 5;)],
«Oz—isii)—R;,:sinl’(5coszl’—~1)
R, Ry \?2 R, R,
(et +a)Fl-(a 5]
R1 1{2 ‘m (R[ Rz @ Rl
2('(2: -+ E_)_—;)I‘ [l— \?-)*'—‘4“92) +2F t — 91
2° Pour [,
2 cosl’ sy YE—4vi+5 R’
—m[3cos I+-?(TL-—1)_]F(t_§Z)’
2
-+ (L(i_—gl')R—,-,;cos I'(5 cos2l’'— 3)
Rla )R/ m / ;m Rl
\[ pF(emg,) (- g,) +or (- 5)
[(-2)]
- - - b
) )
(52) oo

v2cosl’ 241 — vt R, R
- —_—(VZ—I)R'2 [GCOS I +——v2(v~——1) ] F[t—( -+ Q!)]
. 603
(v2—1)R™*

(&)l (o))

cosl’(5 cos?l'— 3)

0, Qs Q, Qs

[5r(e— ) - 0 ) (oK)

o R +R°)Fm[t—(5‘+R’)]+vF@[t— Rl+

R:)

Rs

Q,

It

i
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3¢ A la surface du sol, pour ({)s,

2sinl  v2 R
(53) _ -—I-F<z_ Q—>

Rz v2I— ;

4° A la surface du sol, pour (I.)s,

2 cosl 1 o R
(56) e (- g )
73. Discussion des termes primaires. — Nous nous arréterons a la

classification qui vient d’étre obtenue :

1" D’une part les termes, primaires mis en évidence dans les expres-
sions (11) & (17), (23) et (24) auxquels viennent s’ajouter les nouveaux
termes primaires des relations (51) a (54).

2" D’autre part les termes secondaires, que nous discuterons dans les
deux chapitres suivants, et qui dépendent respectivement de facteurs de
transmission

MP,P) N(P) SI®P) er  M(E), NE), S(E),
Nous terminerons. le présent chapitre par la discussion des termes
primaires.

Nous classerons ces derniers ¢n quatre catégories suivant qu'ils
dépendent de la dérivée F' (premiére catégorie), de la fonction F

(deuxieme catégorie) ou des primitives FEJ et F@ (troisieme et qua-
iriéme catégories).

7% Termes primaires de premiére catégorie. — Ce sont

1* Pour P'onde directe

smI R
g a. Pour 7 .. ... .. R, 5_1>
(55) R
cosl ¥
?b. Pour /5....... Ra, ( Q,)

2° Pour 'onde réfléchie de condensation

{ . sin I’ R’ ) R’
‘ \ a. Pour l,....... o [R’ A3<Q +0>]F(’~E)’
(56) |

’ b. Pour 7........ %[é;—;\g(?i +0)]F1(/‘¢—g—,).

L] 1
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3° Pour 'onde réfléchie de distorsion

: cosl, /R, R, , R, R,
) a. Pour lp. ...... o b(z -+ o, +o> F [l — (Q—1 -+ Q—z>]a
(57) .
N sinl, | /R, ! R, , R, R
' b. Pour /;....... — %, B o, v—‘—z+o>F[1—(Q—i+§;>l-

4° A la surface du sol

1 sin2 1y av2cosl ( R
. Pouri,....... — ~ - - Fl{¢t— —
(58 \ a. Pour fy QR v2cos22l,+ sin2lsin2l, ¢ Q1>’
) ? b. Pour [ cos2ls 2v2 cosl F t—E—
’ Brocoees QR v2cos2aly+sinalsinal, 1

Tous ces termes de premiére catégorie représentent des vibrations rec-
tilignes respectivement portées par les directions ZI, 7, 1, s. Ces vibra-
tions sont donc longitudinales, ¢’est-a-dire dirigées suivant les « rayons »,
pour les ondes de condensalion, transversales, c¢’est-a-dive dirigées
normalement aux « rayons » pour Ponde de distorsion. Notons qu’a Ia
surface du sol, on retrouve la loi d’émergence qui est classique pour le
cas d’une onde incidente plane, harmonique, de condensation.

A une grande distance de la source, les amplitudes sont infiniment

. . . 1 . .
petites, dans une direction dounée, comme » cxception faite, pour

I'onde de distorsion, du-domaine I <~ 7 — lou les amplitudes décroissent
en raison inverse du carré R2.

Il n’est pas nécessaire de discuter plus a fond la répartition des
amplitudes aux divers points d’un front d’onde, cette discussion élant
identique, comme nous 'avons observé, a celle des discontinuités.

Ce qu’il importe de remarquer est que les états vibratoires représentés
par les termes primaires, quelle que soit la catégorie de ces derniers,
ont la méme durée ¢, que 'excitation. Ces élats vibratoires chevauche-
ront ou nou les uns sur les autres suivant que la durée d’excilation ¢,
sera supérieure ou inférieure aux intervalles de lemps qui sépavent les
passages des ondes successives en un méme point.

75. Termes primaires de seconde catégorie. — Ce sont

1 Pour l'onde directe

(39)

\
)
b. Pour Iy....... mfF(p_B).
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2° Pour Ponde réfléchie de condensation

2sinl’ , R’
60, a. Pour lg....... (v?—_lm(m cos?l’ — 4v2+ 3)F(t— o ),
2 cos I’ - R’
b. Pour I;....... m—,;(u cos?l’ —8v2+7)F (t— E)

3° Pour 'onde réfléchie de distorsion

i ' { v2sinl’ - 2vi4 1 — v 3k N ,
«. Pour lp... 'Q(vﬁ—l)R"l 6 cos2l’ + —m ﬁ—,ssmzl
603 - ot R, R» 2}
*msml(ﬁcos I_I)<—QT+_Q—3>
N ‘R1 Rg
< F[t~ (!71 -+ E)]’
(61) (v r 2 A y;
v2 cos L gy, 2VEET—VE] 2k -
b. Pour ;... ?-—(vZ—I)R"l [(J cos2] +————v2(v2_‘1) R'3(3 cos2l’—r1)

603 , o1 R Rs ?s
— mcosl (5 cos2l’— 3) <b—1 -+ 5;) (

R Ry Rg)]
\ ‘F[‘—@T*m)J‘

4° A la surface du sol

. 2sinl 2 A R
‘ a. Pour lp ....... — R \,2___1'F<t_ )
(62) ) 2 cosl 1 R
. b. Pour 4;....... Tra— F(¢t— o,

Ces termes de seconde catégorie représentent encore des vibra-
tions rectilignes dont Pamplitude décroit en raison inverse du carré
de la distance a la source. Les directions de ces vibralions ne

sonl pas les mémes que celles qui correspondent aux termes de
premiére catégorie.

76. Termes primaires de troisiéme catégorie. — Ce sont

i° Pour 'onde réfléchie de condensation

12Q,
(v2—1)R"

1291 ’ Y U m R’
( b. Pour l;....... mensl (5 cos2l'—3)F (t—- b—:)

, ’
\ a. Pour lp ...... sinl’(5 00521'—-1)Fm(t— 5—)’
Q,

(63)
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2° Pour 'onde réfléchie de distorsion

I{1+Rg .
1202 Q; ' Q. o, - [ R: R,
(64) | & Pour /... —~;2——1_RTsmI (b cos2l’'—1)F [t~—<51+§>]7
R, Re
b. Pour f;... — 29 ﬁcoel'wcosu'_gwm (—(Ri R
\ . ur fiz... ﬁ R S s E—’_Q—g .

L’onde directe et la vibration a la surface du sol ne comportent pas
de termes de troisiéme ni quatriéme catégories.
Les amplitudes décroissent en raison inverse du cube dela distance.

77. Termes primaires de quatriéme catégorie. — Ce sont

1° Pour 'onde réfléchic de condensation

202 4
a. Pour 4,....... (\'—21_%{7' sinl’(5 cos2l'— 1) FIE(t — g:)’
(65) 9
b. Pour 4,....... 1295

cos 1" (5 cos? 1 — 3) F@<1_ :f_)
Qy

(v2—1)R*

2° Pour 'onde réfléchie de distorsion

) 1203 I - [ R, R,

) a. Pour /... — = DRP sinl’(5 cos2l’'— 1) F -t— o, +a)l
1203 , - AT R: Ry

b. Pour /... —mcosl(5cosl—3)F l_<§1+§2> .

Les amplitudes décroissent en raison inverse de la quatriéme puissance
de la distance.

Remarque. — On dit fréquemment que le phénomeéne de propagation
« régularise » les ondes. On entend par la que la courbe représentative
de I'¢longation en fonction du temps est plus « réguliére », d’allure
moins lourmentée, & grande distance qu’a petite distance de la source.

Or si, comme nous le verrons, le fait est exacl pour les termes secon-
daires, il est faux pour les termes primaires, car les termes primaires
dont 'importance est prépondérante a grande distance sont les termes de
premiére catégorie qui dépendent de F' alors que les lermes prépon-
dérants a petite distance sonl ceux des catégories supérieures qui
dépendent de I ou de ses primitives. Or une fonction est représentée en
général par une courbe moins réguliére que ses primitives.



CHAPITRE XI.

ONDE PROGRESSIVE QUAND LE SECOND MILIEU EST LE VIDE (suite).
L’ONDE DE RAYLEIGH.

78. Modules et arguments de quantités complexes. — Par définition,
l'onde de Rayleigh, envisagée ici d’un point de vue beaucoup plus
général que le phénomeéne superficiel harmonique ¢t permanent désigné
sous ce nom dans le vocabulaire de la séismologie théorique, est cons-
tituée par le phénomene admettant pour facteurs de transmission

P, p’ P, P P, (L 14} QL N L A
M MR N NS g s

On obtient ces facteurs par un calcul de résidus. lLes racines de D(u)

(1) - D(u\=<u?—|— %)L_abu’
sont désignées par == OL“'
Nous poserons
Q4
On a donc, en vertu de (1)
(3) (m?-——‘—;:)'= m2y/(m?2—1)(m2— v?),

Par élévation au carré, 'équation (3) conduit a une équation du troisiéme
degré en m? qui est en relation étroite avec I'équation classique de

Rayleigh. (L’¢quation du troisiéme degré de Ravleigh dépend de I'in-

m? N /5
connue —- > Bornons-nous a rappeler que, pour v=,"3, ona
u2

* u,:ﬂ’_‘%’—‘i:l,smssg....,
c’est-a-dire
(5) Q= 09194 .... Qq.

Pour calculer commodément les résidus, on est conduit a mettre en
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évidence le module et I'argument des quantités complexes qui inter-
viennent dans le calcul

¢ R2 L
| :u292+[()—(l(h+5”2f“——7‘[= NI4 em:
T Qe ‘
z R™ M3 ot
{v——a(h-\*-z),ul_ = 5 M3t
T Qe =
! Rz L
futol+ (v —ah—bz)2} ;= -5 Nieit,
== Q%
6 R 1
(6) te—ah —bz; i = — NZelos,
N u—*—f(T Q,, 2
&R
; Rz 4
furot—+ (v — ah)?} i = — SZeid,
' ’u:——Q— Q? 1
Zz=0 sen R
P
fo—ah} i = 5 S:_‘,ei‘«!’?.
u_——m 2,
z2=0
Nous poserons de plus
Q¢ Q
(7) ——é—,‘ == ou év =,

suivant qu’il s’agit des quatre premiéres relations (6) ou des deux
derniéres.
Les modules et les arguments sont alors définis par les expressions
suivantes :
/ M, = (z2— m2—+ cos2l' )2+ f<2 cos2l'(m?—1),

2zcosl ym2—i

tangh.—_——,—_,———— (0<Th <=),
(8) , ,
M, =<2+ (m2—1)coszl’.
———cos I’ T
\ tangfy = m2—1 = 0<0¢<7 ;
Ny = {tf—m'zsin'll’—[ = (VP =1 — ym2 =)+ cos I ym ———v-] {
+ 42 [R’(‘ nl--]-\/m2——-v2)+(‘()SI"/m2——-v-] ,
b : B eees sl
2T —R,(y m2—1 —yin®—vt) + cosl'y/m2—v2 |
tang ey = A 13
© { t—m?—sinzl — [“;<\ m:—1—\mi—v2)+cosl'y/ m'l—av'l]

(CETENE

Ne= t'-’-e—lrl‘, (VmE=1—\mZ—=32) + cosl’ \/mZ—VZJ .

tangos = ! [{%(\/m,i—l——\/m‘-’—'ﬂ)+c051'\/m2—v=]

\

<0<?:<g)5
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et
S| = (72— m?2+ cos?l)? + 412(m?—1) cos?l,
2t cos Tym2—1 .
gk = et (<<
10
(o) Sp = 12+ (m2—1)costl,
sl
tangys = y'm?—1 CO: (O <$:< g)

Le calcul des résidus introduit encore quelques coefficients numériques.
Nous désignerons par & celui qui a 'expression la plus compliquée

]

d
Q?%WD(u)g

u=

(II) d =
_ L
Qr

2V — 1) (=7

fmyr— 3m2(1 4+ v2) 4 2v2— 4<m2—— V;) V(mE—1) (m*— v?)

2\ 2
e L)
2
vb

3m*(v2—1) — m2v2(3v2—9) + =

=2

79. Facteurs de transmission de 'onde de Rayleigh. — Ils s’expriment
alors, en fonction des modules et arguments, par les relations

s pr 23mt L S B .
Mg'p):—————————2 m \l/{';l M M1*51n37msml',
2,2
zﬁ(mz——?—

PP’ 34 36
M(zl,P):‘____._R,E_ZlM1hMgcos<02—-2—’)g
2
op ?Emﬂ(mi— ;)-)vmi—vl 3 3¢,

N(p’ ! R’Aﬁ N, *sin Tsinl’,
(12)
2
28m2<m2~—%)
NlP p) T \;‘ & '\Ig 005(%_ ﬁ),
292 2__y2 3
s _dmiy ‘I/;zn Y S, *sin 33" sinl,
ofer=3)
o g2 L
) _ 2/ o 3¢
| s — e Sl"S‘cos(%——z—)

Le front de 'onde de condensation M, M{® est la surface d’équa-
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. R’ . . , - .
tion £= 5, le front de P'onde de distorsion N{**’, N{»*) qui, avec la
1

premiére, constitue 'onde de Rayleigh est la surface d’équation

t= B R
) Q,

L’onde de condensation M{", MEP pe représcnte qu’une partic de
I'onde réfléchie de condensation. De méme 'onde de distorsion Ng)’m:
NI™ ne représente qu'une partie de 'onde réfléchie de distorsion. Rien
ne permet d’attribuer a onde de Rayleigh non plus qu’aux termes pri-
maires ou aux termes secondaires qu’il reste a étudier, une signification
physique intrinséque. 1 doit donc étre bien entendu que la notion d’onde
de Rayleigh ne correspond qu’a une fagon commode de désigner certains
termes de sommes algébriques.

A la différence des élats vibratoires définis par les termes primairves
la durée des vibrations correspondant aux termes de Rayleigh est, pour
un point quelconque, de durée infinie, méme si Pexcitation est de durée
limitée. L'onde de Rayleigh représente avec les autres termes secondaires
étudiés au chapitre suivant, la « cauda » du séismogramme.

Le calcul numérique des factcurs de Ponde de Rayleigh ne comporte
aucune intégration. 1l est donc des plus élémentaires. 1l scerait certes
intéressant de contruire les courbes représentatives des composantes p
et des composantes 5 en fonction de ¢ pour un assez grand nombre de
valeurs des IV et des V. Cependant ce travail ne présenterait toute son
importance pratique que si on l'effectunit également pour les autres
termes secondaires. Or, ce second calcul. comme nous le verrons
plus loin, est nettement plus pénible. Nous avons donc reunoneé a
entreprendre ces applications numérigques qui permettraient de recons-
lituer entiérement des séismogrammes théoriques, correspondant a
des fonctions d’excitation de différents types. Souhaitons qu’on puisse
les cntreprendre un jour dans un burvcau de calculs organisé sur le
mode industriel.

80. Concentration de ’énergie au voisinage de la surface du sol. —
Si, dans une direction 1’ donnée, nous faisons croitre I’ indéfiniment,
nous constatons qu’a la limite les factenrs M™" et N s'expriment

par des fonctions de 7 seulement, muliipliées par le facteur lLes

1
R?
courbes représentatives des M, o et Ny, en fonction de ¢ ont done,
pour un I' donné, une forme limite, en ne considérant pas comme un
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changement de forme la dilatation des abscisses ¢ proportionnellement
a R/ nila countraction des ordonnées proportionnellement a R'2.

Si la durée d’excitation ¢, est limitée el s’il subsiste un état de défor-
mation permanente (¢f. Chap. VIII), c’est-a-dire si

t
f F'(¢)dt = F(t) o,
0

les amplitudes décroissent en raison inverse du carré, les vitesses, les
accélérations, etc, en raison inverse du cube de la distance. La décrois-
sance est encore plus rapide s’il ne subsiste pas un état de déformation
permanente. '

Les phénomenes sont tout différents, et c’est la la particularité fonda-
mentale de Ponde de Rayleigh si, au lieu de s’éloigner de la source dans
une direction I' déterminée, on s’éloigne en demeurant au voisinage de
la surface du sol, par exemple en laissant z constant. Dans ces conditions,

~ . b 1 by
en effet, Pangle I' tend asymptotiquement vers —. Or, pour l'= ~, 7 =m

les modules M, et N, s’annulent. Du fait que M,:'J et N.% figurent en
dénominateurs dans les relations (12), les facteurs de transmission
s'expriment, prés de la surface, sous la forme indéterminée o < oo, La
discussion qui suit montrera qu’il en résulte dans la région voisine de la
surface du sol une concentration de ’énergie transmise par I'onde de
Rayleigh et que ce phénoméene superficiel, d’une nature particuliére, se
propage avec une vitesse radiale égale a Qp.

81. Expressions limites des modules et des arguments (phénoméne
superficiel). - Les modules el arguments peuvent étre mis sous. une
forme touta fait similaire, qu’il s’agisse des formules (8) (M, 8), (9) (N, ¢)
ou (10) (S,¢) '

. H2\? <
My, Ny ou S, = (12——— m?—+ m) -+ 4:2(11)2—1)%,

——h
2Ty ME—1 o

tangfy, tange, ou tang, = — (0 < by, 94 ou Yy < =),
(13) 22— m?+ Rz

K2
M;, Ny ou Sp = <2+ (m2— I)-F—‘,—,la

ym2—1 K

tang 6., tang ez ou tangye p G (0 < B3, 92 ou ¢ << 7—;),

Il
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en posant
Formules (8). Formules (y). Formules (10).
/ M V2
H... / z 24232 oz - 2 — Y/
(14) I+ \/ 12 2zt o m\ m A v
22
K... I+ = I+ = ‘/m ' h
m2—

En outre, dans les formules (10), on peut remplacer I par R. Lorsque 1

est voisin de ~) ¢t t voisin de m, M, N,, S, ne s’annulent pas, mais

prennent des valeurs aussi petites qu’on veut. Pour étudier les facteurs de
transmission au voisinage de la singularilé correspondante, on est done
conduit a poser

—
(15) ::;;/,-4—\"171-—1?{,9

en consldémnt comme infiniment pelit principal et en ne conservant

]"
dans les expressions (13) que les parties principales. 11 vient ainsi

: - . K2
M, Ny ou S5y = /;/n'—’(/n?——l)RTg(l -+ 82),

1
(16) tangf,, tang o, ou tangd, = 8= tang (0 < 61, 94 ou ¢y << x),
Ms, No ou Sy = m?,
flg, 22 ou Y, = o.

Reportons ces résultats dans les expressions (12) en y rempla-

cant 1 + ©* par 51;20, 9 désignant désormais indifféremment Pangle 6,,

P'angle o, ou Pangle {,.

(7) tan:—'"={; (o< b<Tx).
Il vient
. " pr p_pr A o X _: . 36
Mg)‘P’ ou N‘;’-l ) ou Sg’l Y= ——— T —5——sin? 8 sin 50!
a8y | ayay m(mz—1Y" K2/, -
, s pr . B 5 .3 6
' M ou NP ou S = T =3 sin26 cos?’;

- 3 3
. ay/oym(m2—1)% K2/p



— 176 —

en posant

M. N. S.

R 2N -
— 3/ m2— 2 b 2 . S — y2 — i mr— v2
(19) A .. 2m3ym2—v ,),m<m 2 ) V m v nist\'m y

/ V2 \ 2 2 2
) v v

B.....| —2(m2—— am?( m2— — v m2— —
2 2 2

©

82. Etude d’un mouvement. — Avant de discuter les formules (18),
étudions le mouvement d’un point ayant ses coordonnées rectangu-
laires £, n définies par

.2 . 38
£ = sin%?0 sin > . .
(20) 4 (0 <b < x),
- 36
n = sin?6 cos —
2
ou 9 est lié au temps ¢ par les relations (17), (15) et (7). Il est d’allleurs

préférable de prendre pour nouvelle origine des temps ¢’ l’mstant qu:

est égal a fT avec 'approximation actuelle.
4R

(21) o e == ) s 4 ==
Il vient alors

(22) = —o cotl.

Lorsqu’on passe de la valeur 6 a la valeur 1 — 6, ¢' se change en — ¢/,
Zen —mn ety en —&. Les courbes représentatives de £ et n en fonction
de ¢’ sont donc symétriques 'une de I’autre par rapport a Porigine.

drt 1.3.5.. (20 +1 Q \e L BES son 43
=(—1)" . ) — ) sin ? 6sin{=—"29),
e’ 2 Iy 2 —1 2 i
(23) |
o ~ ; 2 3
dn 1.3.5...(2n +1 Q n  MEZ 2n + 3
"1 =(—1)n E? ) - ! sin 2 fcos( ———0).
do'n 2 Ky mr—1) 2

dlE d 7,
don a’ o
symétriques I'une de Pautre par rapport a l'origine si » est pair, par
rapport a 'axe des ordonnées si n est impair.

Les courbes représentatives de — ! en fonction de ¢ sont donc
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La forme de la trajecloire est définie par les deux équations para-
métriques (20). Si I'on prend pour axe polaire I'axe des v et pour sens
positif le sens inverse du sens trigonométrique, I'équation polaire de la
lrajectoire est

2W
3

t

r = sin

D’une maniére générale, ’équation polaire de I’hodographe d’ordre n

est
1.3.5.. (20 41, 0 -y
r= (=" ( ) ——— ) sin ® ————)7
2n Kymi—1 an—+ 3
. . o . T
ou w varie de o pour ¢'= 4w, a (27 + 3) = pour ¢'=—o0. CGes courbes

N

b

sont des parties de lemniscates généralisées : la lemniscate de Bernoulli
correspond a n = — 1.

Fig. 51.

Les figures 51, 52, 53 représentent la forme de la trajectoire, de I’ho-
dographe des vitesses, de ’hodographe des accélérations.

Nous figurons également (fig. 54, 55, 36) les courbes repriésentatives
des ¢longations, vitesses, accélérations en fonction de ¢, en nous bornant
aux composantes p puisque les courbes relatives aux composantes. s
peuvent s’en déduire par symétrie.

THESE L. CAGNIARD, 12
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3
sin 20.sin 5?9
os)
— N\ g f A s
1 ] 3 cot ©
-0,5 4
Fig. 55.

70
sin 3‘9 sin 3
105

Fig. 56.
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Ces courbes ont été construites a I’aide du tableau suivant :

coth, 0. 5inx§6'5in 2‘, sin%ﬂ sin 3;9 sin%ﬂ sin 2)—6
—x 200 G o o 0
—6,314 190 —0,060 0,009 —0,001
—3,078 180 —o0,153 0,038 —0,007
—2,747 177,78 - —0,008 min
—2,077 171,43 - 0,0541 max o
—1,963 170 —0,233 0,053 0,005
—1,376 160 —0,265 min o 0,092
—1 150 —o0,228 —o0,161 0,275
—0,727 140 —-0,114 —0,416 0,470
—0,577 133,33 o - 0,523 max
—o0,510 130 0,066 —o0,692 0,508
—0,325 120 0,287 —o0,882 0,259
—0,228 114,29 - ) —o0,915 min o
—o0,158. 110 0,513 —o0,896 —0,224
o 100 0,707 —0,707 —0,707
0,158 90 0,837 —o0,371 —o0,931
0,176 88,89 - - —0,933 min
0,325 8o 0,882 max ) —o0,798
0,510 70 0,838 0,287 —o0,434
0,727 60 0,719 0,416 —o0,075
0,798 57,14 - 0,422 max o
1 50 0,549 0,388 0,114
1,192 44,44 - - 0,137 max
1,376 4o 0,365 0,265 0,126
1,963 3o 0,199 0,128 0,063
3,078 20 0,078 0,038 0,015
6,314 10 0,014 0,004 0,001
“+% o o o o

83. Forme des courbes représentatives des facteurs de transmission
de l'onde de Rayleigh. Déformation en fonction de p ou de z. —
[. I’expression (18) des facteurs dc transmission n’est valable, et
sculement d’une maniére approchée, qu’a partir de I'instant de passage
des fronts d’onde vespectifs. Antéricurement a ce passage. les facteurs
sont nuls.

Lorsque p devient infiniment grand, cet instant ¢, rapporté a la nou-

velle origine des temps hp_ en vertu de la formule (21), recule indéfini-
IR .
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ment dans le passé. Or, pour ¢' infini, les expressions (18) représentent
-3
des quantités infiniment petites au moins comme | ¢/ | 2.

En faisant une nouvelle approximation, nous écrivons donc les com-

posantes des ¢longations qui proviennent des termes de Rayleigh sous
la torme suivante (') :

a. A la surface du sol

(24) v
I, = [ F(¢— o'y S (o) .

b. A 'intérieur du sol

,
L, =f F(¢— o) [MPP(0) & NP (o) ] v,
(24 bis) -
I, = f F/ (¢ — o') [ME ) (0') 4+ NP P ()] do.

ey

Dans ces formules, ¢’ est I'instant rapporté a la nouvelle origine pi
=R

II. On obtient simplement les courbes représentatives de

M P, N®PI(p7),  SEPI(p')

en additionnant les ordonnées des courbes E(¢') et n(¢') aprés dilatation
ou contraction des abscisses ¢' ¢t des ordonnées £ ou n dans un rapport
convenable. On obticnt par le méme procédé les courbes représentatives
des dérivées.

Lorsque, pour une profondeur s déterminée, on fait varierp, les courbes
représentatives de S™" ou de [M™" 4 N™"] ne subissent qu’une
variation de leurs ordonnées en raison inverse de \/p. 11 0’y a pas a
proprement parler changement de forme. On peut dire que la largeur
des ondulations de ces courbes (ce que les s¢ismologues appellent la
période) est invariable.

Lorsque, pour une distance p déterminée, on augmente la profon-

_a
deur z. les amplitudes de M»™ et M décroissent comme (h + 3) 2,

(') Ces formules limites représentent un phénoméne permanent du fait que nous
remplagons par —oo la limite inférieure v, des intégrales, limite qui, en réalité, est
finie.
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Varvr e 3
' b pr m*—v? T
celles de N{*™ et N™ comme (Iz + z\/——l)”‘F ¢’est-a-dire,

m?2—x

[P

pour v=1/3, comme (A + 0,4641 =) 2. En méme temps, il faut faire
subir aux abscisses ¢/ une dilatation proportionnelle & 2 + z dans le cas

» pr . mE_—_ 2 . v,
de M{»"™ et MP>™, & <h + 3 r—nT:_\ dans le cas de N‘p""” et N1,

Les diverses courbes

M, M NG N

’

ne changent donc pas non plus & proprement parler de forme.
Toutefois, quand z augmente, non seulement les amplitudes diminuent
mais la largeur des courbes augmente.

Si nous portons désormais notre attention sur les courbes
Mg,‘,,,‘__‘_ Rp' P e A N

nous constatons que ces courbes se déforment quand z augmente du fait
que les dilatations d’abscisses et contractions d’ordonnées ne sont pas
les mémes pour les M™"" et pour les N,

Les figures (57) et (58) reproduisent, pour une distance p délerminée.
avec des échelles d’abscisses et d’ordonnées non précisées mais qui sont
identiques dans les deux tigures, les courbes représentatives de

MPP e NPT = SR e MNP = ST e 2 =0
ainsi que de
MP " NPT et MOP NS pour 2= 4.

On a supposé v ==/ 3.
On remarquera que le rapport des composantes S%") aux compo-
santes ST a la surface du sol est égal a

B
A

c’est-a-dire a la méme valeur que le rapport des amplitudes verticales
aux amplitudes horizontales dans 'onde harmonique.

m*-— 1-,

’=_..__L = 1,468,

my/ m2—v2

Par contre la loi de décroissance des amplitudes en fonction de s est
beaucoup moins rapide que la loi exponentielle qui s’applique a I'onde
harmonique. Pour des profondeurs 5 assez grandes par rapport a A,
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3
les amplitudes décroissent proportionnellement a 5 . Aux petites pro-
fondenrs cette loi ne s’applique pas : on notera par exemple que,

SP /\
.
Fig. 57.
M.sn
Mo+ Ny 0 . =,
7 I 3
*
< /g_ \V\Q* p
Fig. 58.

pour s = A, les composantes verticales sont du méme ordre de grandeur
que pour z=—o, landis que les composantes horizontales qui corres-
pondent a 5 == & sont notablement plus petites que pour z = o.



IlI. On vérifiera immédiatement, ce qui n’était pas évident « priori,
que les parties principales des dérivées successives par rapport a ¢ des
facteurs

P,p’ P, P P, P (P, P P, P’ P,P’
M-t M N NP s g,

)
autrement dit les expressions asymptotiques des dérivées, sont iden-
tiques aux dérivées successives par rapport a ¢’ des expressions asymp-
totiques des facteurs.

La démonstration est du méme genre que celles que nous ellectuons
au Chapitre XII, dans des conditions un peu plus compliquées, pour la
deuxiéme onde superficielle.

84. Allure du séismogramme. Comparaison avec la phase L. des séismo-
grammes d’Observatoire. Relation entre la période et la profondeur de
hypocentre. — 1" La phase L des séismogrammes d’Observatoires,
attribuée cn partie aux ondes de Rayleigh et caractérisée par une longue
suite assez réguliére d’oscillations, différe notablement des courbes sim-
plement ondulées qui représentent les facteurs de transmission de
Ponde de Rayleigh dans le probléme ici traité.

2° A vrai dire, les composantes de 'élongation ne sont pas propor-
tionnelles aux facteurs de transmission mais en dépendent par les rela-
tions (24) et (24 bis). La nature de ces relations montre que les courbes
représentatives de l'élongation pourront présenter un grand nombre
d’oscillations si Pon suppose que la courbe représentant la fonction
d’excitation présente elle-méme ce caractére et si la largeur des oscil-
lations est du méme ordre de grandeur sur les courbes de la fonction
d’excitation et des facteurs de transmission.

3° L’on admet généralement aujourd’hui que les séismes sont engen-
drés par des ruptures, fractures, elfondrements, glissements, formations
de failles dans I’écorce terrestre, Lous phénoménes qui sont de la nature
d’un choc au méme titre que la chute d’une pierre a la surface de 'eau.

Du fait que le séisme est engendré par un véritable choce, convient-il
de conclure dés Uabord que la longue série d’oscillations que présente
le sé¢ismogramme est due au mécanisme de la propagation exprimé par
les facteurs de transmission et non pas a celui de Pexcitation exprimé par
la fonction I'(¢)? \ ce propos, nous citerons un passage de Bouasse (V) :
« Quun phénomene périodique se construise parfois du fait de la pro-

(') H. Bouassg, Séismes et sismographes, Delagrave, Paris, 1927, p. 209.
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pagation, a partir d’un choc initial, est prouvé par une expérience
vulgaire. Quand on laisse tomber une pierre dans l'eau, les ronds a
distance n’ont pas de rapport immédiat avec le mouvement de eau
autour de la pierre. En se propageant le phénoméne se déforme : les
créles ne se propagent pas avec une vitesse invariable, les arrivées de deux
créles conséculives en un point, qui ne délerminent évidemment pas une
période du phénomeénce originel, puisqu’il n’est pas périodique, ne
déterminent pas davantage une période indépendante de la distance » (1).

Comme 'auteur, nous conclurons que le phénomeéne original n’est
pas périodique, au moins pratiquement, mais cette question mérite
d’étre discutée.

Lorsqu’une corde vibrante est frappée par un marteau, la corde entre
en vibrations périodiques, bien qu’il n’y ait rien de périodique dans le
choc du marteau. A vrai dire le phénoméne est différent lorsqu’on
imprime un choc a un corps de dimensions illimitées ou pratiquement
telles comme sont une corde trés longue, une grande masse d’eau ou le
globe terrestre; il n'est plus possible de considérer que le régime vibra-
toire s’établit quasi instantanément; du fait de la propagation, un régime
vibratoire stationnaire ne peut s¢ construire. Comme le volume des
régions qui sont entrées en vibration augmente constamment, le mou-
vement, méme dans la région ou le choc a été provoqué, est nécessaire-
ment amorti, mais il n’est pas obligatoirement apériodique.

On illustre facilement ces remarques en reprenant le probléme traité
au Chapitre I1. Supposons que la sphére R, est creus¢e dans un solide
infini. Pendant un temps trés court, faisons croitre la pression d’un gaz
qui remplit la cavité et ramenons cette pression a sa valeur initiale, ce
qui réalise un véritable choc.

Pour déterminer les mouvements dans le solide. on est conduit a une
équation différentielle élémentaire et il apparait que la fonction d’exci-
tation F (2) est une fonction sinusoidale amortie. I.a période

=2 Ry

\/"2_ 1 Q4

(') Au cours de Palinéa suivant, Pauteur montre combien est encore obscur le méca-
nisme par lequel un phénoméne « périodique » se construit du fait de la propagation.
« Pour la phase L, la construction des ondes périodiques du fait de la propagation est-
elle simplement due A la dispersion. & une vitesse de propagation qui diminuerait a
mesure que diminue la période ou la longuecur d’onde ? Est-elle due a l'existence d’une
surface de discontinuité pour la vitesse, qui cxisterait i une distance du sol de 6okm,
avec réflexions sur cette couche et a la surface ? Pour linstant, oun Pignore. »

Ce sont précisément ces questions que nous discutons ici.
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est proportionnelle au rayon de la cavité, mais I'amorlissement, bien
qu’'inférieur a Pamortissement crilique, est extrémement important

F(1) =

puisque le rapport des amplitudes ™ est égal a e =1 Cest-a-dire

a 83,09 pour v = /3.

Cet exemple, qui se vapporte évidemment a un type d’excitation trés
différent du choc originel donnant naissance aux séismes nalurels,
montre toutefois que amortissement de F(¢), vésultant du seul fait de
la propagation, est d’'un ordre de grandeur tel qu’il ne semble pas possible
d’expliquer les longues séries d’oscillations des séismogramimes par ’hy-
pothése d’oscillations du méme genre que présenterait la fonction F(¢).

4° S1 nous voulons rewrouver dans nos formules quelque lointaine
analogie avec le cas des séismes naturels, nous sommes donc conduits a
supposer que la fonction d’excitation est pratiquement apériodique avec
une durée assez courte.

Admettons le chiffve de 18 secondes comme ordre de grandeur moyen
des « périodes » de 'onde de Rayleigh des grands séismes naturels. Si
l'on pouvait admettre que la durée d’excitation ¢, est d’un ordre de
grandeur nettement inférieur, de quelques dixicmes de seconde par
exemple, les courbes [, (¢'), I;(¢') auraient approximativement la méme
forme que les courbes représentatives des facteurs de transmission,

D’aprés les formules (24), en effet

I v
(25) = f F/(¢— o) SP" (o) e’ = F(t— o) S (o)) de'.
o ety
Or comme S§>™ (¢') pourrait éire considéreé, avec une excellente approxi-
mation, comme constant dans l'intervalle trés court (¢ — ¢,, ¢'), on aurait

.
(26) [P=S‘o"""’<t')[ F/(6— o) del = F(t0) SET (0.

e,

Les courbes {,(¢'), I;(¢t') présenteraient donc deux ondulations simples,
en suppposant que F(¢,) n’est pas nul.
Si F(¢,) est nul, on peut effectuer une intégration par parties :

,
(27) 19=/' F (¢ — ) ST 00y e’
M —1,
.
= [SPM e F( = E T [ = | s )|
—1, )
.

- F([”-",)[lls(l P)( )]

—t,



. . . d o ppr .
ou, approximativement, pulsque[%, S‘p""’(v’)] est sensiblement constant
dans l'intervalle (¢ — ¢,, ')

’

[}
(28) lp= ;,‘% SE ™ (e F(f/'— o) do'= [

r—1t,

a4 gpe)
7 S8 [,

Si Pon admet que F’-‘—-’(tg) n’est pas nul, et c’est précisément ce cas
qu’il convient d’envisager pour une excitation du type de celle qui a été
décrite a lalinéa 3°, les courbes 4, (¢'), 1. (¢') aurontla forme des courbes

a}ﬁ, Sl et (%, SEPI(e.

Nous avons vu que ces courbes présentent ¢rois ondulations simples.

représentatives de

5 Les conclusions de P’alinéa 4" semblent podvoir s’appliquer d’assez
prés au cas d’un séisme artificiel provoqué par la détonation d’une
charge d’explosif enterrée a quelques dizaines de métres dans un ter-
rain bien homogéne limit¢ par une surface peu accidentée. 11 con-
viendrait également que les sé¢ismogrammes fussent enrcgistrés a une
distance de Uépicentre suffisamment faible pour que les premiéres
couches profondes différentes des couches superficielles ne vinssent pas
troubler le phénomeéne simple qui fait scul Pobjet de la présente étude.

[l est bien certain que les équations de Pélasticité ne sauraient
s’appliquer convenablement dans le voisinage immédiat de la chambre
d’explosion, mais seulement a partir d’une distance R, de celle-ci, assez
grande pour que les élongations y deviennent assez faibles. Si la
profondeur de la chambre d’explosion cst supérieure a R,, on peul
s'attendre a ce que les ¢longations sur la sphére de rayon R, soient a
peu prés isotropes malgré les irrégularités a prévoir au voisinage de
Pexplosif. C’est alors la loi des ¢longations surla sphére Ry, en fonction
de t, qui déterminera la fonction F(z) ('). Du reste I'expérience per-
mettrait aisément de reconnaitre U'isotropie de Pexcitation en faisant
constater, d'une part la symétirie de révolution des phénomeénes, d’autre
part ’absence de composantes normales aux azimuts.

(') C’est un fait d’expérience (exemple : les « ronds » provoqués par la chute d’une
pierre dans P’eau) que les ondes se régularisent au début de leur propagation. L’inter-
férence des mouvements él¢mentaires. qui agit & la maniére dont Vintégration d’une
fonction en atténue les ondulations courtes. la compressibilité qui diminue quand la
pression augmente, 'amortizsement qui croit plus vite que Ja vitesse, les phénomeénes
thermiques irréversibles, la rupture de la maticre soumise a des etforts trop grands, etc.,
tout concourt A cette régularisation.
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Telles sont les conditions assez faciles a remplir, dans lesquelles on
pourrait espérer vérifier expérimentalement les conclusions de la
théorie.

Les séismes naturels n’obéissent pas a ces conditions. On sait, en
particulier, que les composantes normales aux azimuts sont loin d’y
éwre négligeables. D’autre part, méme a supposer une isotropie de I'exci-
tation qui n’existe pas, il serait bien difficile d’admettre que les dislo-
cations donnanl naissance aux séismes pussent s’effectuer en un temps
moindre que quelques dizaines de secondes, voire que quelques minutes.

Les considérations qui suivenl ne sauraient donc avoir quelque vali-
dité que pour le type simple de séisme artificiel envisagé plus haut.

6° Le tracé d’un séismogramme n’est pas immédiatement comparable
aux courbes représentatives de [, (¢') ou L;(¢') qui seales ont été envi-
sagées jusqu’a présent.

Sans vouloir entreprendre ni méme esquisser une théorie du sé¢ismo-
graphe, théorie qui, a notre avis, devrait pourtant étre toute différente
de celle qui est exposée dans la plupart des traités de séismologie, nous
nous tronvons amenés a dire le plus briévement possible quelques mots
sur cet instruient.

L’équation dilférentielle simplifiée du mouvement d’un séismographe
a curegistrement direct s’écrit

d? da
(29) S ofs T+ ole =8 1(0),

ou z désigne l'élongation lue sur le séismogramme, y(¢) la composante
utile de l'accélération (verticale pour un séismographe vertical, hori-
zontale pour un séismographe horizontal). S est une constante instru-
mentale proportionnclle a Pagrandissement, ‘wg la pulsation des oscilla-
tions libres du séismographe, a supposer supprimé toul amortissement,
Jfs un coefficient d’amortissement. Nous supposons qu’avant Uinstant
zéro, le sol et le séismographe sont au repos. Pour s’affranchir des
complications inutiles d’écritures (u’entrainent la considération des
discontinuités cinématiques, on peut supposer d’abord que y(¢) est une
fonction continue ¢t indéfiniment dérivable. Dans ces conditions, le
séismographe admel un facteur de transmission s(¢) défini par (') :

(') La théorie élémentaire des équations différcntielles conduit aussi simplement a
cette solution classique que la méthode de Carson.
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a. Si fs<<ws (amortissement inféricur a amortissement critique)

B0y  s(r)= > St

= | fssin(vyol — /3) + Vi — 72 cos (v Yol — 72)].

b. Si fs = ws (amortissement critique)

[0} % ws

(30 bis) s(v)=»s——w<v+ L)-
ws

c. Si fs > ws (amortissement supérieur a ’amortissement critique)

(3oter) s(v)= i., . —
“8 Ss+ V-0l  fs—yfi—0

S e—(fs+Vfimowi)r o~ (f—Vfi—wi)e

— [ —— .
§  2yfi—wj

La figure 59 donne I'allure du facteur de transmission pour les trois
cas

ws N
fs=7§7 Js= s, Jfs=2ws.

La relation entre le séismogramme et le mouvement du sol est la plus
simple lorsque la période propre du séismographe est exirémement
courte (wg trés grand) et l'amortissement voisin de Pamortissement

critique. En un temps ¢, trés court, la fonction s(v) passe alors de la

\ . d
valeur o a la valeur S,, + Si la courbe —-v(¢) ne comporte que des ondu-
w§

lations ou des accidents nettement plus larges que ¢, (qui joue le role
d’une sorte de pouvoir séparateur du séismographe), le facteur de trans-
mission s(¢) est pratiquement identique au facteur de transmission idéal
défini par

o pour ¢ <o.
3 =
(31) s(¢) — = const. pour ¢ > o.
0d
D’ou pratiquement
tdy(v) S
(32) x=£ o s(t—v)dv = UTEYU)'

Dans ces conditions le s¢ismographe fonctionne donc comme un véritable
aceéléromeétre. Dans le probléme que nous traitons, et si ¢, est suffisam-

. . . , a
ment petit, le séismogramme doit présenter alors allure des courbes d—o’g"_

ou%:}(formules 23) si F(¢,) est différent de zéro. Il présenterait

Pallure des courbes Z—z,%ou % si F(t,) est nul et Fm(to) différent de
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zéro. Le séismogramme présenterait donc cing ondulations dans le
premier cas et six dans le second.
Si Penregistrement du séismogramme n’est pas direct, mais électro-

S
wz

Amortissement
critique

Hela

&
> /0
_

Amartissement inf "
a l'amortissement critique

|
Lelz

gjm

Amortissement sup”
a lamaortissement critique

10
®

\_e[u.

Fig. b9.

magnétique, I’dlongation ) du galvanométre est, sous certaines condi-
tions. liée 4  par une équation du méme type que la précédente

(33)

d?y

. dy . dx
—_— B A i)y =G — .
7 2 f6 7 +wdy =G 7

Si donc la période propre du galvanomeétre est également trés courte et
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Iamortissement trés voisin de I'amortissement critique, I'on a pratique-
ment

_ G5 dy
(34) )’—@m—ém"

Le séismogramme présenterait alors une oscillation de plus, soit six dans
le premier cas et sept dans le second.

Si le séismographe ne fonctionne pas dans les conditions simples
envisagées ci-dessus, il est a prévoir des déformations plus ou moins
notables du tracé. Ces déformations sont maxima lorsque I'amortisse-
ment du séismographe cst nettement inférieur a amortissement critique
et lorsque la largeur des ondulations de la fonction s(¢) est d'un ordre

X . . d
de grandeur comparable a celle des ondulations de la fonction Y (v).

Dans un tel cas, les élongations du séismogramme deviennent trés
grandes (résonance) et le nombre des ondulations s’accroit considéra-
blement.

7° Ainsi, nous constatons que, méme dans le probléme fortement
schémalisé que nous traitons ici, I'onde de Rayleigh doit se marquer
sur le séismogramme par un tracé comportant cing ondulations au
moins. Nous verrons qu’une deuxiéme onde superficiclle, d’un type
encore non décrit, précéde 'onde de Rayleigh et se marque également
pardes ondulations. Il est incontestable que le séismogrimme rappelle
ainsi par son allure ce qu'on observe dans la phase 1. des séismes
naturels.

Il faut reconnaitre cependant que les séismogrammes de séismes
naturels, méme obtenus avec des séismographes amortis, présentent des
trains d’ondulations beaucoup plus longs que ceux qui sont décrits ci-
dessus. Il reste beaucoup de possibilités pour expliquer ces différences:

a. Lexcitation est beaucoup plus complexe que nous ne lavons
supposé. Il est probable qu’on peut la décomposer en multiples chocs
successifs engendrant chacun des trains d’ondulations superficielles.

b. Suivant une méme verticale, on rencontre dans ’écorce terrestre
une grande variété de terrains. d’ou une grande variété d’ondes super-
ficielles, plus exactement d’ondes guidées par les intersurfaces. Nous
avons observé dailleurs que la décroissance des amplitades en fonction
de la distance A Uintersurface n’est pas tres rapide.

c. A cette variété de terrains suivant une méme verticale, il faut
ajouter les variations latérales (exemple : les ondes passent d’'un massif
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ancien ou les schistes et granits affleurent, a
lions sédimentaires, & un occéan, etc.).

un bassin d’épaisses forma-

d. La courbure de la Terre et 'amortissement des vibrations peuvent
modifier le phénoméne beaucoup plus qu’on ne'imagine communément.

On peut donc a bon droit se montrer surpris, non pas que la phase L
soit si compliquée, mais bien au contraire qu’elle soit si simple que la
révelent les séismogrammes.

8° 51 nous voulons considérer les ondulations du séismogramme
comme des périodes, nous remarquerons que ces périodes sont propor-
tionnelles a la profondeur % de I'hypocentre. Elles permetient dans une
certaine mesure de déterminer cette profondeur.

Supposons par exemple que nous ayons affaire au séismogramme

32,2, ou g—n Lalargeur
de chacune des cing ondulations n’est pas identique. La largeur des
ondulations n’est pas non plus la méme suivant qu’on la définit par la
distance de deux extrema consécutifs ou par celle de deux zéros consé-

cntifs.

simple représenté par la courbe a cinq ondulations

X . . oL T .
Pour ftixer les idées, définissons une demi-période - par la distance
du deuxiéme zéro au troisiéme. On a

. _ ym2—1 47 67\,
(35) T=02h —on <cot Z cot ; )

Pourv= \/g, Qy = 3,53 km : s (Galitzin), on obtient
(36) Tee = Jhm < o, 444

Pour une période de 18 secondes, nous trouvons ainsi

h = 4okm 5,

— O —



CHAPITRE XII.

ONDE PROGRESSIVE QUAND LE SECOND MILIEU EST LE VIDE (suite).
DEUXIEME ONDE SUPERFICIELLE.

85. Changement de variable pour I’étude des termes M), N® S®,
— Les facteurs de transmission des composantes de I'élongation com-
portent enfin les termes M®, N'®, S dont I'expression est la suivante :

. . .\
M‘sz %} f fwe~[v —a(h+ )P Tj(w)w du,
(E)
N —=_ Pﬁ—t f{z¢‘392+(0—alt——bz)‘1 }_"&—'f(u)buf‘du,
(E)
- ; 3
M : f{u292+[o—a(h+z)p} o — a(h + 2)|j(w)au du,
(E)
@ wm i - , -3
Nz '= — fwpi+ (v —ah—0z)} (v —ah— bz)f(u)u du,
= Ju .
sB __ & f{u%‘!—-)—(v—ah)?' 3 ¢
27Q3 (E) ! ! D(")
' W
w__ 2,0 a3 e —any— 2923
S5 = 27:92:;_/“;){“ pi+ (v —ah)} *(v—ah) Te) udu.

Nous avons indiqué au Chapitre VI (formules 40) un changement de
variable ramenant ces intégrales a des intégrales elliptiques. Sil’on veut
se limiter au calcul des termes M® et S la réduction aux intégrales
elliptiques est encore plus immédiate en prenant @ comme nouvelle
variable. Néanmoins la réduction en question ne présente guére d’intérét
pratique au point de vue des calculs numériques. Ces calculs seraient
effectués plus rapidement en séparant la partie réelle et la partie imagi-
naire des fonctions sous le signe somme, en construisant leurs courbes
représentatives ¢t en planiméirant ces courbes.

Nous n’effectuons pas ces applications numériques : nous nous borne-
rons a étudier un phénoméne superficiel dépendant des termes M™', N®),
S et qui présente quelque analogic avec 'onde de Rayleigh.

THESE L. CAGNIARD. 13
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Il est commode de faire le changement de variable (u, 1) défini par
(2) iaQ, =X

Le circuit (E) dans le plan de la variable u (fig. 60 a gauche) devient le
circuit (I') dans le plan de la variable A ( fig. 60 a droite).

Circuit (E) Crircurt (T7)
(Variable w) (Variable A)
T )
N~ L
Qz ( F
) 1
Al A-L
o, T e r
A
o ol
1 1 !
*' (-v z77) (Vv21)
B il B-—L
1
' \ Fl'
=L

Fig. 6o.

Par le changement de variable, les fonctions sous le signe somme
s’expriment en fonction de 2 et de deux radicaux seulement, d’une part b,
d’autre part

Vurgr+ [v —a(h+2)], yutp®+ (v —ah—b3z)* ou Yuo?+ (v — ah).
Ona

I
(3) b= /P12

L2y
Les points de ramitication du radical b sont C, et G, d’affixes == /v? — 1.
On peut imaginer que le segment G, C) est une coupure. b est positif
sur C, A, F, B, C), négatif sur G, B, F, A| C,.

Si Uon sc borne & envisager la partie du plan % limitée par cetle cou-
pure, abstraction faite des feuillets de Riemann qui le prolongent au dela
de la coupure, le second radical ne présente que deux points de ramifi-
cation T, T’ dont la position peut éire déduile immédiatement de celle
des extrémité \, A' (Plan des circuits d’intégration, Chap. V, fig. 19).
Les points T, T’ sont situés dans le demi-plan supérieur, symétrique-
ment par rapport a 'axe imaginaire.
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Si Pon envisage la totalité du plan A prolongé par les feuillets de
Riemann, les radicauxy/u2p? + [¢ —a (h + z)2ouy/u’p> + (¢ - - ah)?
ne présentent pas de nouveaux points de ramification. Le radical

Vu?p?+ (v — al — bz)? en présente deux autres Ty, T, situés sur les
feuillets.

11 n’est besoin de prendre en considération les termes M®, N*/| S®
que pour des ¢poques postérieures au passage des fronts correspondants.
Dans ces conditions T, T' ni T, T’ ne sont jamais situés sur les seg-
ments G, C| ni F, F,. Ils peuvent cependant s’en approcher infiniment
preés si le point M de I'espace, ou 'on calcule les élongations, s’éloigne
infiniment de la source.

Les fonctions sous le signe somme admettent enfin des pdles dont
aucun n’est situé sur la coupure. Dans le plan A limité par la coupure,
il existe en particulier deux poles Q, Q', sur 'axe réel, en dehors du
segment G, €, et d’affixes opposées. La position de Q, Q' se déduit
immédiatement de celle de P, P/ (Plan des circuits, Chap. V).

Le circuit d’intégration (T') peut donc étre déformé de manieére con-
tinue sous réserve que, dans cette déformation, on ¢évile de rencontrer
les poles ou points de ramification. On peut, en particulier, se borner
au lacet (L) direct enveloppant les deux bords de la coupure (i, G| et
nous retrouvons ainsi un résultat antérieur, savoir que la contribution
des parcours B, F; A, et B, | A, dans les intégrations (1) est nulle.

86. Formules asymptotiques pour les grandes valeurs de R/. — Comme
au chapitre précédent, nous poserons

N Q0
(€] —l%- =1
D’ou

[ v—a(h+z)= g«i(-:+i)\cosl’),

2

. Rg
wpt+ v —alh+3)P=55Q
2

avec

1 Q==2— A2—sin2l'+ 27Xt cosl’,
(5) { R’ z . h
v-—ah—bz= E(T—-b!}iﬁ», +l)\ﬁ7)y

2
2024 (p— ah — b2)t = —
up?+ (v — ah — bz) Q?P
avec

P=—sinl'(A+1)+ (u-ikfi — b0, 2.
- ) ; Rr IRI

}
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Sil’on considére un lacet (L) symétrique par rapport a 'axe imagi-
naire, la contribution de deux parcours symétriques par rapport a l'axe
imaginaire s¢ rédnit a deux imaginaires conjugudes.

D’ou
. B 1 4 [ 3 )
Mm=_i‘i‘li_§;'[_a Q '-‘[u‘lj(u)]kle,
! LY (K)
(E) 2 sinl’ [~ -3 ’
L LA f P w2 ()] Q10 b |,
-~ LY (K)
() 2 i -3 . o
Ny = — “Rra R f Q Z(x+ikcosl )](u))\‘—’d)\-l,
-~ =1 LY (K) .
(6) |\ Nw_ LN Y G R SN IR I NN 1.
MW= o ml F— b0 kg ) [ f(] |
) visinl” [ —3 :
S¢' == TRrey J_/(;)Q 1)(u)l’O 1A J
U+ —
L L -3 S cos T’ _29'
| S RIS J (K)Q (T +ikcosl’) ) rdax |,

en désignant par (K) un demi-lacet (L), partant d’un point de I'axe
imaginaire, se terminant ¢galement en un point de I'axe imaginaire et
tournant autour de C, dans le sens contraire du sens trigonométrique.
(K) peut désigner le parcours B, C, B), ou tout autre obtenu par défor-
mation continue, pénétrant ou non dans les feuillets de Riemann,
pourvu que dans cette déformation B, et B demeurent sur 'axe imagi-
naire et que le parcours (K) ne vienne pas rencontrer un point de
ramification ou un poble.

Bicn entendu, dans les formules (6), u? est supposé remplace en
fonction de 22.

Les intégrales qui figurent dans les expressions (6) sont toujours
finies lorsque le point M est a distance finie. Elles restent finies lorsque
M s’éloigne a l'infini a condition qu’un point de ramification T ou T’ ne
tende pas vers C/.

Pour que le point T" de ramification du radical Q-—':i
prés de C, il faut et il suffit

soit infiniment
1° Que cosl’ soil infiniment petit;
2° Que < soit infiniment voisin de v.

_3 L
Pour qu’un point de ramification T’ ou T, du radical P * soit infini-
ment prés de €| lorsque R est infini, il faut et il suffit que 7 soit infini-
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ment voisin de vsinl’. Il n’est pas nécessaire que cosl’ soit infiniment
petit.

Nous allons cependant montrer dans un instant que les intégrales qui

-3 . NP
dépendent de P * demeurent finies lorsque cosl’ n’est pas infiniment
petit.

Si donc l'on ne suppose pas que le point M est a I'infini, au voisinage
pp pas q P )

de la surface du sol, et que 'instant ¢ n’est pas voisin de Zl: ,_les facteurs
M®, N® - S® sont, a grande distance de la source, des infiniment
petits dont la partie principale est une fonction de 7 seulement multipliée
2,
R2

Les termes M®, N® S® se comportent donc alors comme M®®),
N®™ S lorsque ne sont pas remplies les conditions qui créent
Ponde superficielle de Rayleigh.

par le facteur

Nous allons supposer désormais que les points de ramification des

- 3 _‘l . . . . .
radicaux P ? ou Q ? sontinfiniment voisins de C) et examiner comment
se comportent alors les facteurs de transmission.

87. Les facteurs NJ* et N ne présentent aucune particularité lorsque
R’ est infini et v infiniment voisin de v sinl’, si cosl' n’est pas infiniment
petit. — Supposons en effet que R’ est infini, que 7 est infiniment
voisin de vsinl’ et que cosl’ n’est pas infiniment petit. Pour étudier N§?
et N, nous reprendrons les formules (1) ot nous ferons le changement
de variable (u, s) défini par

(7) le = S.
Les fonctions sous le signe somme ne dépendent plus alors que de deux

3
5

radicaux, a et P~ 2,

On a
(8) aQ;=\/s2— (v2—1),
2 z 2 2
(9) P= [-.2——\«2 sin2 ]’ + %(1— v?)] — 2‘:3% -+ s2 (Sin?l'-i— h—;%)

2h z —_—
— W(T_sff') ys2— (v2—1).

Dans le plan s, le circuit (S) d’intégration est représenté par la figure (61).
Les points de ramification du radical @ sont A/, A, d’affixes == /v* —1.
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On peut considérer le segment A, A, comme une coupure, a est positif
en F,, négatif en .

Le circuit (S) se réduil donc a un lacetautour de A’ et A,, déformable
a volonté sous les réserves d’usage.
4
2,
voisines de zéro. Développons donc P en série entiére de s au voisinage
de s =o.

On a

—_— .= s2

(10) - v\/sﬂ—(\ﬂ_l):i”.,z_ll‘] }7

__———g(v‘l—x)_*_"'

Aux racines u de P voisines de == _ correspondent des racines s

le signe -+ correspondant a la région voisine de G, dans le demi-plan
supérieur s ou dans le feuillet de Riemann qui prolonge ce demi-plan

Circurt (S)  (Variable s)

, N
fl Al C; i AI fl
! B, cl inN B v
-v r] 1 f’
- \)2_] \/\/2—1
Fig. 61.
au dela de la coupure, le signe — correspondant a la région voisine

de C,. D’ou :

.. PR h2 )_’)hl — . 2 _lh
(11) P=l’12—vzsm—l +m(1—~v-)+ -R—,\/V-—I.».]——ZSF,[T_;_ W\/v‘l—-I]

h?+ 32 ih 1
_,T—jt‘c = —] +
R"2 R \~,2_1]

-+ s? [sin2 I'+
hd
®
demeure fini, deux racines seulement, soit une pour chacune des deux
expressions P tendent vers zéro lorsque R’ devient infini et lorsque ©
tend vers v sin I. Soient N, N’ les images de ces deux racines. N corres-
pondant a la région C, est dans le demi-plan supérieur s; N’ correspon-
dant a la région C, est dans le demi-plan inférieur, symétrique de N par
rapport a Uaxe réel.

Comme on peut déformer le lacet (S) de maniére a le faire pénétrer
dans les feuillets de Riemann, les intégrales qui figurent dans les expres-
sions de N et N apparaissent comme finies.

11 apparait donc que si cosl’ n’est pas infiniment petit, c’est-a-dire si
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Les intégrales figurant dans les expressions de M¥), N®), S/ ne peuvent
donc devenir infinies pour R’ infini que si cosI’ est infiniment petit, et
infiniment voisin de v. Pour étudier les intégrales dans ces conditions,
nous poserons

(12) T=v 4+ 8yv2-—1cosl’.
Nous serons ainsi conduits a certains types d’intégrales que nous allons
étudier en premier lieu.

88. Etude des intégrales.

S
A (A——)\)/+’

py= F(}) dh.

-

q -
(A+e—)\)

Dans les intégrales I, 4, p el ¢ désignent deux entiers p 2o, ¢ >p. A
el B sont des constantes réelles et positives o << B << A. D’autre part
¢ désigne une quantité complexe

=g+ le (e1.7 0, e 5% 0).

. :
La variable A d’intégration est réelle. (A — 4)? désigne la racine arithmé-

tique. (A—}—e——?\)i” désigne celle des deux déterminations dont la
partie réelle est positive.

La fonction F (1), qui n’est pas nécessairement réelle sur le parcours
d’intégration est holomorphe a Pintérieur d’un cercle de centre A de
rayon supérieur a A — B.

On a donc
(13) F(O)=F(A)— (A —1)F( \)+——”—F”(A)+
%< \ — Ayt Fu—r—1(A) 4+ (A — L)1~ ®(L).
® (1) étant bornée dans 'intervalle (B, A).
D’ou

(14) Tpg=F(A)pq—F (A, 4 q+...

1
q—+3
Y 1 _ )
+F\7—P—l>((q_])I::‘),J,,_. ,,+f (AI:-s) > D(1)dr
en posant
A 3
A (A—2) ¢
W5) jp,qz-__/l; ______._id;.

(A4
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L'intégrale J,, se calcule immédiatement avec le changement de
variable '

A—x \?
(16) (x327) ==
Il vient
A—B %
A—B+£)

a7)  dpg=2(—1)r-r #f w2 (@2 — 1)7-P—2 da.
0

Nous allons supposer maintenant que ¢ tend vers zéro c¢n admettant que

le rapport ! a une limite finie.
33

1° Si g surpasse p de deux unités au moins, on a

A=B_ i
(A_—B_—Q—E)
(18) f Z2P+2 (22— 1)7— P2 dx
0
1 .
=(1+ a)f x2P+2 (2 —1)1—P—t dx
0

P (g—p )
=(—2)—r 2(21’“*‘3((21"*‘5)"‘(29-‘3)(27_1)

(1+a),

o lendant vers zéro en méme temps que .
Ainsi J, , est un infiniment grand dont la partie principale a pour
valeur

29—,—1 (g —p—2)! .
(19) 77—t (2p+3)(2p+5)... (29 —3)(2q —1)

2° Si ¢ ne surpasse p que d’une unité

( A—B )E
A—B—+¢ Py

(20) Jp,p+1=—2[ .’L"l—ldx

i
A—B )z

A—B+c 1 '
=—09 2 4 P, A X | — ——— | dx
Jo 2(z +1)

1
A—B )E
f A—B~+¢ dx
— .
o x —1

La premiére de ces intégrales est finie, la seconde est un infiniment
grand dont la partie principale est — Log |¢|, ou le logarithme désigne
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la détermination réelle du logarithme du module de ¢. Ainsi, dans ce
second cas, la partie principale de J, , est réelle, alors que c’est une
imaginaire compléte dans le premier cas.

Dans Vexpression (14) de 1, , figure enfin l'intégrale’

1
B T+3

(21) /: (A—_\;—_—_’—)) () dh.

Montrons que le module M de % estborné dans l'intervalle (B, A).

On a en effet
. (A —n)e
W=a =3
av: A—
dA—1) [(.\——-)~+si)2+si§]?[

g (A —A)+ef + €3]

Si &, est positif, la dérivée est positive, la valeur maxima de M? dans

A —B)2 . .
(l’ — ;,_*_ > qui tend vers l'unité quand e
— D gy )" €5

Pintervalle (B, A) est 3
tend vers zéro.

Si & est négatif, la valeur maxima de M?* est atleinte pour

eF + €3 A :
A—ht=—"—= la valeur correspondante de A pouvant étre située
1

dans U'intervalle (B, A). Le maximum de M? est alors 1 + 1. De toutes

2
2
facons M est borné et par suite 'intégrale (21) est finie.
En définive I, , apparait donc comme un infiniment grand de partie
principale
2¢—p—1 (g—p—2)!
(22) F(M) == (2p+3)(2p+5)...(2¢—3)(2g —1)

si F(A) est différent de zéro et si ¢ 2> p —+ 2; un infiniment grand de
partie principale

(23) . — F(\)Logls¢|

si F(A) est différent de zéro et g =p 4+ 1.

89. Formules asymptotiques pour M® et S*) (Phénoméne superficiel).
-— Nous partirons des formules (6).
Les intégrales f des expressions (6) sont, nous allons le voir, pour
¢ (K)
R’ infini, cosl’ infiniment petit, = infiniment voisin de v, des quantités
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infiniment grandes dont nous cherchons a évaluer la partie principale.
‘Nous ne négligeons dans I'intégration qu’une quantité finic en substituant
au parcours (K) le parcours (K,) ( fig. 60 a droite), partant d’un point
de I'axe réel, d’affixe B convenablement choisie entre zéro et \/v‘-’ —1, el
revenant en B aprés avoir contourné la coupure. Les fonctions & intégrer
comportent toules le dénominatleur

N9

(24) l)(u)=<u2+ —)_—abuz.

1
203
Nous multiplierons le numérateur par

I
b 2
2Q3

(25) D(u)= <u2+ >2+ abu?.

Sur le parcours (K,), u? et b sont réels. @ imaginaire pure. D(u) ne

. . I .

peut donc s’annuler sur le parcours que si @ =0 et u?+ so7 = 0, cequi
. had’}

exige v2=2. Siv?=12, D(u) s’annule pour A = o, c’est-a-dire en dehors
de (K,). ‘

Par cette transformation, les fonctions a intégrer deviennent des
binémes du premier degré en b. L'intégration du terme indépendant
de b conduit a un résultat nul, de sorte que, a un infiniment petit prés

1
d’ordre =y on a

R=
! [~ 1( ) 2
. O y—y ” ut\ ut+ ——
® _  4sinl /‘ T o 30 295)
MP - ~R’2 ‘7L A Q b '——-Di__)- )\d)\v ’
[ 2
) V=1 3 . u? <u2+ —(F>
MP= 4 g f 30, (o ik cosl) —— 2937 50
=r207 | ) Q 2 ) D :
(26) < — ") , 1 2
oy sinl’ Vil 1(-<u -+ )_O_—’)
s 2y Mo Tho, — 273 g
3 =R207 7|, Q ! DD ’
B 1
®) 2v2 I -4 w (w+ 57
) _ T 0 (c e i , %3/
| T (R_/B‘ Qb 015+ ik eosl) ——="20 0 )

Dans les formules (26), bQ, est une racine arithmétique, la détermina-

tion de Q{’ est celle dont la partie réelle est positive.
Les intégrales (26) sont du type des intégrales I, 4, car 'on a

(27) bQ,:\/\/v’—x—k \/\/v?—l+7\,

7
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ces deux radicaux désignant des racines arithmétiques, et

(28) i Q4‘=\/\/E+E~V\/\/‘T‘r——1+‘a+v.

¢ et ¢ désignent deux imaginaires conjuguées, les deux radicaux ayant
leur partie réelle positive.

On’a d’ailleurs
(29) e=(ym®—1sinl'— v —1) + iz cosl’.

Pour

T=v -+ 08yv:i—1cosl [relation (12)],
¢ est un infiniment petit dont la partie principale est

(30) veosl’' (0 + ).

[’élude des intégrales I, , montre donc immédiatement que M et S

. . . 1
sont infiniment petits d’ordre g seulement, alors que M® et S sont

des infiniment petits d’ordre inféricur, de parties principales
: P ’ p P p

31 M = sE— 8, VE cosl’y B241).
= R"2 v g

s e, d"ME) (B)
90. Formules asymptotiques pour les dérivées Jon et-d—;%—- (Phéno-

méne superficiel). — Ll n’cst pas évident que les parties principales de
ces dérivées puissent élre obtenues en dérivant successivement par
rapport a ¢ les parties principales de M'™ et S*. Nous allons voir
d’ailleurs que ce serait particllement inexact.

En dérivant successivement les formules (1), nous obtiendrons une
suite d’intégrales ou la fonction figurant sous le signe somme comporte
un terme dépendant de ¢ de la forme

(32) fwp+[v —a(h + 3))? j_(/l+§)[v—a(h+z)]‘l,

ol p et ¢ sont deux entiers.

Par une nouvelle dérivation, le terme (32) conduit & deux nouveaux
termes en

33) fuet+[v —a(h + 3)] }_(p+l+§)[v —a(h + z)]r+t
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et en

(34) {up+ [0 — a(h + 2)] f(”+3)[v—a(h+z)]v—1.

Cette remarque concernant la formation successive des dérivées montre
d’abord que, dans la formule générale (32), Pentier p est au moins égal
a Pentier ¢.

L’étude qui a été faite des intégrales I, , montre alors que, dans M,
S ou leurs dérivées par rapport au temps ¢, le terme dépendant de la
fonction (32) est d’ordre infinitésimal

-

\mory s P22
(35) .

1 .
'm st p=1I.

Lorsqu’il s’agit de MY, S§ ou de leurs dérivées, il faut, dans les
formules (33), diminuer d'une unité 'exposant de R’ a cause du fac-
teur p qui multiplie les inlégrales.

Or, dans les dérivées de MY et S, le terme dépendant de la fonc-
tion (33) est d’ordre infinitésimal

1
R/p+2—q

quel que soit p, et le terme dépendant de la fonction (34) est d’ordre
infinitésimal
1 . >
R 73— st pzc2,
ou

1 I .
mLog—W si p=1.

Le terme dépendant de (33) est donc toujours d’ordre infinitésimal
inférieur au terme dépendant de (34). Les dérivées de M, M, Si¥, S{¥
T

R"2
pale, il suffit de dériver successivement les radicaux

sont toutes d’ordre infinitésimal

ct, pour obtenir leur partic princi-

1
fug+[o—a(h+ 3)] }—(p+§)

en considérant les facteurs

[v —a(h~+ 3)]
comme des constantes.
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L’équivalent des formules (6) pour les dérivées s’écrit donc

don = R"”2
’ ~—(n+1+1) ) . '
< fQ ) [z 4 in cosUTe[ w2 j (u)]h dh |,
Y(K)

cl”l\l(;F‘) _ 1 Q,\7
—W—=2(——1)"—'.1.3.0...(2n+1)m<ﬁ>
1
. —-(ll+l+;> . , X . N
XJ{[[ Q */ [z +ikcosl ]"*'](u)/“ld)\],
7 (K)

dn s 2 sin l’ 1\"
dpn =(—1)#1.1.3.5 (ln+]) {”“’(RI)

] \E) O, sinl’ 70Q,\ 7
( M, =2(—1)"—'.1.3.5...(2n+1)5ﬂ<ﬁ§)

(36)

—(r1+l+;> - , u?
< Q [+ ihcosl'Jt——0=xbyhdr],
%) D(

uw)
{n S(__"‘:) 2 Q. \n
(_(%T~=(——1)"—1.1.3.5 (’n""):'%'»'{)_"(ﬁl)
1 W+
—\ 7 14 = eyl
= Q (n+ +“)[1+i)\ cosl'r 1 — 2225 o,
(K) D (u)

ct P'équivalent des formules (26) devient

(-———l” M sinl n
Ton =4(—1)" 135 (on+1)— V’(ﬁ’_)

—

Yvi—1

1 2
_ 1 u‘(u*—o— 2)
=< & f Q <n+l+*)bﬂj(rﬂ-ilcosl’)" 2%/, 0
B DD

(l"M‘;E) . Q,\"
Ton =4(—1)" .1.3.5 (zn+l) {,' f(ﬁ7>

1 \2
‘/v’—j _ u2(1a2+7-—._,>
< R f Q (n+1+ )bQ(1+zkcosl')"*1———:—Qi—)2(ﬂ

&7 dnS® -t e DD
'—d",_:" =2(—1)”_"1.3'5...(2,L+I)—;1:';Q’f (R_i>
[ ol e LV
xJLvn‘mQ'_QM%)bQ‘(T"‘”‘“’SI’)" “Z(ul_;.?gg » d.
f.:?‘%tz (—1)r .1.3.5...(2n +1) =507 l{\::Q*( )
- . |
\ xR /ﬂv’~u_1Q—("+l+§) bQ (t+ihcosl’)n+1 Y_Q_B%E}_ 2 din
'

-




D’ou les parties principales

fanM® 8 (n—1)!/ © \" e
don~ (U T o () T
(v2 ,)‘2 .
I/uM(;:‘ _ 8 \(\,2._1 (ﬂ—l)! Q, n . ,
o = (o n Ty =R2 (/L+z> ®R6+ 1,
—1)t
9 dn s 4 (n—1)! [Q\" :
o = (=0 —— R <E> IO+ ]
(vr—1)
n QUE) Vi 1 — 1! Q,\ 72
dallf,f =(—n" 8 m ‘/VV I(I;R,;)' (f) R[8 + i]".
(vr—1)*
Comme 'on a
(39) dii) (8 + iy n= _—n% (6 + i)y—n—1,

vvi—i1(h + 3)

il apparait que les parties principales des dérivées successives peuvent

étre obtenues en dérivant successivement les parties principales des

. . . .. M ds'®)
dérivées premiéres. Les partics principales de d: el 77,7— sont aussi

les dérivées des parties principales de M et S¥. Cependant, nous
avons négligé M{™ et S;” devant M{” et S{¥', nous avons posé

M'h S‘b’ 0.

Il n’en résulte pas, comme on le voil ici, que les dérivées de My et S
par rapport au temps soient négligeables devant celles de M® et S,

91. Etude des intégrales dépendant du radical P. Fonctions N"' NlE’
ot leurs dérivées. — On a (relations 5)

2 22
(40) P =—}ﬁ‘<sin‘il'+ h l‘: ) + 90 .é‘, + [12—sin'll'+ l—;,-_z(»z—:)]

23
*’I{A’< -+ Ik )bQ|

Dans 'expression de P, les termes rationnels en A constituent un trinéme
du second degré dont les racines sontrespectivement infiniment voisines

de == /v*-—1, dans les conditions ou nous nous plagons.

(41) P=<sin2l’+ %)(\/v’-——l—i—e—)\)(vv?—l+;+l)

23
—W< +1)\W) bQ,,
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e et sa conjuguée & sont des infiniment petits dont la valeur n’est
d’ailleurs pas la méme que celle des quantités du méme nom introduites
dans les paragraphes précédents.

€ a pour partie principale

’ . ho
(42) e =vcosl (e-Hm

On est conduit comme précédemment a évaluer la partie prmcnpale
d’intégrales du type

(43) f pm(n* [M()\)—o—bQiN()\)]d)\
(Ky)

ott M(2) et N(2) sont des fonctions holomorphes dans un cercle de centre

Vv*—1 dont le rayon ne tend pas vers zéro en méme temps que &. On
peut d’ailleurs écrire

(44) : P\= m(l)[\/m—i— E-—)\]"f’%”()‘)bgi

en désignant par m(1) et n(}) deux fonctions holomorphes dans un
cercle de cenlre \/v>—1 et de rayon fini.
Or, comme nous I’avons observé, le module de

bQ,
y/v2~ 1+¢e— A
est borné sur le parcours (K,). Le module de

2 bQ, n(\)
R /74— m(Q)

tend donc uniformément vers zéro, sur le parcours (K,), lorsque R’

A
C —(n+d )
devient infini. Nous pourrons donc remplacer P () par le développe-
ment limité suivant :

("*1 1)
| )-w‘—_—IH_A) (n+3)

— ( n -+ - )’Irll((;\)) [f,bQ,(vvl——l—i-s—)) ("_H—’“)

@ |505]

-+ = - PP

C,()\)él(bgi)z(\/va_l_FE 2) ( + +2)

- k ' _ 1
C(K—l)()\) g’k(bgi)k(\/v"—l-i—s_)\) ("+K+g)

1
2n—+-1 [ —( 3 -
+C,n(l)%(bQi)”l'H(\/v?—l-f-z—l) ("‘*'*z),
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u G, (2), C2(}\)’ .+ -, Gap—y (}) sont holomorphes dans le cercle de centre

vVv*—1 et ot Copn(}) est bornée.
L’intégrale (43) se décompose donc en 2n-+2 intégrales dont les
271 -1 premiéres sont du type I, , et dont la derniére

C‘l’l()‘)["l()‘)]—(u_‘_é) [M(%)+bQ;N())]

\Kl)
(/) I)"n -1 [ = }2/144 &
(Vv-—l—o—' )>n+— R(\/v-—]—o—s—/)

est bornée, puisque chacun des facteurs qui figurent sous le signe
somme est borné sur le parcours (K,).

Considérons la (K -+ 1)!*™° intégrale et supposons d’abord que I& est
pair :

1° K=ap (p<<n). La (2p 1) intégrale s’écrit

46) fry f Capma (M O)+BQNONG @) (ViF=T+:—2) (e ) ..

Dans I'intégrale (46) le terme qui dépend de M () disparait dans P'inté-

. . ., X . %,
gration et I'expression (46) apparait comme le produit park—,,— d'une

intégrale I, . 2p.
2° Soit K=12p+1 (p<<n). La (2p + 2)¥"° intégrale s’écrit

1
n+-2p+1-+ ;)
2 d..

@) g Cop (I 0)-+-5 MO 1y (T )

C’est le terme qui dépend de N(}) qui disparait cette fois dans 'intégra-

2P+t
tion et Pexpression (47) apparait comme le produit par md’une

intégrale I, opy4.
D’ou résulte :

1° Que si n=1 (cas des termes Ny’ et N{¥) le premier terme du
développement de 'intégrale (44) est infiniment grand comme LogR’,
que le second terme est fini et les suivants infiniment pelits.

2° Que si n > 1 (cas des dérivées successives de NI et NI¥) les deux
premiers termes du développement de Pintégrale (44) sont infiniment
grands comme R™=', les deux suivants comme R'"72, les deux suivants
comme R'"~%, ete.
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3° Que pour évaluer la partie principale des dérivées, on peut dériver
successivement les expressions de Ni et N&¥/ comme si les facteurs

(v —ah—bz)r

qui sous le signe somme multiplient les radicaux

[u2p2+ (v — ah -—bz)‘z]—(,”—$>

étaient indépendants de ¢.
Les parties principales de N§¥ et N (en négligeant les infiniment -

LogR
R™2

petits d’ordre inférieur a ) ct eelles des dérivées successives sont

donc

\iE
N, )= o,

JE) —16 ‘,"\,‘-’_[ ’ N h?
N: ' = R " Log[cosl \/9 -+ =k

,;:"}‘3') J— ! (9] n —n
AN b (n 1)‘< 2, >J[e+,‘ 3 ] ’

don n mR?2 I+ s h+z
48) (v2—1)?
dn NP 16 (n—0)! Ty @ .ok
don = (=1 r xR v (It+z) m[e—i_'/lv-&—z]
(v2—n)*
4 n! v Q, nooz . h —n—1
— —_ J .
+ (= 2aR2 i\ h+3) h+z e+l/¢—+—z
(v2—1)* :
92. Courbes représentatives. — Les formules (38) et (48) font

apparaitre que les parties principales des dérivées

MY amP NP dn 8P
doyn 4 don ? den ) et dyn

s’expriment par des fonctions rationnelles de ©. La construction de
leurs courbes représentatives en fonction de ¢ est donc particuliérement
aisée a effectuer et il ne nous semble pas utile de donner des tableaux
de nombres comme au chapitre précédent.

. . . o . h —n
La courbe représentative de J [0 -+ 7|7 ou de I [(-) - h—e—z]

en fonction de @ présente n ondulations simples. L’axe des ordonnées
est un axe de symétrie si n est impair, U'origine est un centre de symétrie
S1 n est pair.

THESE L. CAGNIARD. 14
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Fig. 62. — Deuxiéme onde superficielle.

Fig. 63. — Deuxiéme onde superficielle.
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dgs(E)
d,v3

Fig. 64. — Deuxiéme onde superficielle.

SQE)

v

Fig. 65.
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azsg®
dv?

‘izs(E)
dv?p

Fig. 66.
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w
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&
<
A

Fig. 67.
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h—+z
en fonction de @ présente n 4 1 ondulations simples. L’axe des ordon-

nées est un axe de symélrie si n est pair, lorigine: est un centre de
symétrie si n est impair.

Les courbes représentatives des dérivées de (MY 4 Ni¥) et surtout
de (M® + N¥) pourront alors présenter un nombre relativement impor-
tant d’ondulations [par exemple cinq ondulations pour les dérivées
troisiémes de (M 4 N§?), 12 pour celles de (MY - NI)].

A la surface du sol, pour z =0, les phénomenes sont plus simples.
ds(cl-\ ds(h

) dy

(E) (
(fig. 62), de T8 o P38 (i 63), de T2 0 L3 (fpig). s,
comme au chapltre précédent, nous envisageons un moblle d’abscisse
S$?, d’ordonnée S, ’hodographe de son mouvement est une ellipse
(fig. 65); I'hodographe des accélérations et celui des accélérations
secondes sont représentés également par les figures 66 et 67.

La courbe représentative de R [0+ [ ou de R [9 4P ]_"

Les figures ci-contre sont la représentation gvuphique de

93. Comparaison de l’ordre de grandeur de la largeur des ondulations
dans I’onde de Rayleigh et dans la deuxiéme onde superficielle. — Nous

avons ¢valué, au chapitre précédent, 'ordre de grandeur de la largeur
28, A28
des ondulations des courbes__d_p,_ ou —>— et nous avons a celte
V2 0=
occasion défini, de facon trés arbitraire d’ailleurs, la période Ty, de

I'onde de Rayleigh

(49) TRy = h¥m < 0,444 [Cf. Chap. XI, formule (36).
2 Q(E)
En définissant la période de fagon similaire pour la courbe dd = . nous
pn
obtenons
(50) . Tee= V2 pm— pm < o851,

Q, km/sec

Ce résultat n’a pas une significalion intrinséque trés précise. Il fait
apparaitre cependant que la largeur des ondulations dans la deuxiéme
onde superficielle est d’un ordre de grandeur sensiblement plus élevé
que dans 'onde de Rayleigh,

94. Allure de I’ensemble du phénoméne superficiel. — La « deuxiéme
onde superficielle », en dépit du nom que nous lui avons donné, se
propage plus vite que 'onde de Rayleigh, mais sa vilesse Q, cst peu
supérieure a la vitesse Q; de 'onde de Rayleigh.
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Dans chacun des deux phénoménes, considéré isolément, la forme
des ondulations est indépendante de la distance p du point considéré a
I'épicentre. Il en est de méme de la largeur des ondulations (périodes)
mais les vitesses, accélérations, etc. décroissent proportionnellement a

1 . . . LI
s dans la « deuxiéme onde superficielle », proportionnellement a —

e
dans 'onde de Rayleigh.

Désignons par exemple par Rg 'amplitude maxima des variations de
axsPHr) d*S{E

dp? do?
dans la deuxiéme onde superficielle. On a, pourv = \/3,

dans 'onde de Rayleigh, par S, celle des variations de

3

CON 1;_,—«; = 0,83 (%)‘

Dans un séismogramme ou les grandes périodes de la deuxiéme onde
superficielle ne bénéficieraient pas d’une amplification sélective, les
élongations correspondant & la deuxiéme onde doivent donc devenir
rapidement beaucoup plus faibles que celles qui correspondent & I'onde
de Rayleigh, qnand la distance p augmente.

Soient par exemple /i == 40*™; p = 4o00*™

liﬁ — 830.

D’autre part, il résulte du petit écart entre les vitesses Q, et Q; que
les deux phénomeénes superficiels restent enchevétrés assez longtemps.
Supposons que chacun d’eux ne comporte qu'un petit nombre d’ondula-
tions. En vertu des formules (49) et (50) 'ensemble 'du phénoméne
superlficiel s’échelonne alors pratiquement sur une durée

[50¢ = 1y hkm
v

- désignant un nombre dont U'ordre de grandeur est de quelques unités.
Or, l'intervalle de temps qui sépare le centre des deux phénoménes est

1 1
/SeC — e e ) = .pkm
tsec = P<Qn Qz) 0,025 . pkm, .

si nous posons v= /3 et si nous admettons pour 2 le nombre de

Galitzin
3,53 km/sec.

Les deux phénoménes ne seront donc pratiquement séparés que si ¢/
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est supérieur as, c’est-a-dire m%est de 'ordre d’une centaine ou de

quelques centaines d’unités.

Ainsi, a des distances moyennes de Iépicentre, le séismogramme doit
présenter une phase L unique résultant de la superposition de la deuxiéme
onde superficielle et de I'onde de Rayleigh, et comportant un nombre
assez élevé d’ondulations, plus larges et d’amplitude plus faible au début
qu’a la fin.

Ce résultat, bien entendu, s’il doit ¢re approximativement valable
pour le séisme artificiel envisagé a la fin du Chapitre XI, ne saurait
s’appliquer aux s¢ismes naturels. Il est intéressant toutefois d’en rap-
procher la description suivante (') de la phase L des séismes naturels :

« La phase L est caractérisée par de véritables ondes quasi-sinusoidales,
de périodes et d’amplitudes bien déterminées. Au début, la période est
voisine de 18 secondes (pour p > 2000 km/s). Aprés quelques oscilla-
tions, 'amplitude croit, simultanément la période décroit »-

Pour expliquer les variations constatées au cours de la phase L dans
la grandeur des périodes, nombre de séismologues font appel a I'hypo-
thése d’une dispersion, c’est-a-dire d’une variation des vitesses de pro-
pagation en fonction de la période. Si, par cxemple, dans I'équation de
propagation
oy

2 ez

i —

AU

= 0,

o]

ils introduisent, d’une maniére plus ou moins conventionnelle, un
frottement proportionnel a la vitesse, cette équation devient

L 1 S2Y
(52) A‘IJ-Q—AKW——? =

et la vitesse V de phase d’une onde harmonique plane de longueur
d’onde ) apparait comme une fonction de i

(53) \'2=92_<l‘:")2.

27

Ainsi, la vitesse V diminue quand la longueur d’onde augmente. Ce
résultat est d’ailleurs contradictoire avec le phénomeéne qu’il s’agit

(') H. Bouassg, Séismes et sismographes, p. 199.
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d’ex[jliqucr : périodes plus grandes au début qu’a la fin. Force serait
d’invoquer d’autres causes de dispersion (').

Les résultats que nous avons obtenus au cours de ces deux chapitres
ne constituent pas une cxplication de la variation des périodes dans la
phase L des séismes naturels, car la deuxiéme onde superficielle que
nous signalons ici n’y joue probablement qu’un réle assez effacé. 1l fait
présumer cependant que 'on doit parvenir plus sirement a comprendre
la nature des phénomeénes complexes de la phase L par la discussion
approfondie de schémas de plus e¢n plus perfectionnés que par 'assimi-
lation perpétuelle d’un séisme a un phénomeéne sinusoidal.

(') H. Bouassg, Séismes et sismographes, p. 59.



CHAPITRE XIII.

ONDE PROGRESSIVE QUAND LE SECOND MILIEU EST LE VIDE (/fin).
PSEUDO-ONDE SPHERIQUE DE DISTORSION
AUX GRANDES DISTANCES DE LA SOURCE.

935. Les facteurs M'®, S'¥) ne présentent pas d’autres anomalies que
celles qui correspondent A la deuxiéme onde superficielle. — l.es inté-
grales figurant dans les relations (6) du Chapitre X1I, par lesquelles
nous avons exprimé les facteurs M™, N®  S% ne peuvent, comme nous
I’avons observé, devenir infinies que dans deux cas :

1> Ou bien 'un des points de ramification T, T, T, T, tend vers C,
ou C). A cette anomalie correspond la deuxiéme onde superficielle
étudiée au chapitre précédent.

2° Ou bien deux au moins des points T, T', Ty, T’ se rapprochent
infiniment du lacet d’intégration, de part et d’autre d’un bord de
ce lacet. I’examen de cette deuxiéme éventualité fait I'objet du présent
chapitre.

Dans le cas des facteurs M'™™ et S™ il n’existe que deux points de
ramification, situés dans le demi-plan supérieur, pour les valeurs de «
supérieures a l'unité que nous avons seules a envisager. Ces points
tendent 'un vers Pautre lorsque © tend vers P'unité par valeurs supé-
rieures, mais comme ils sont d’un méme cété du lacet, les intégrales
des relations (6) ne deviennent pas infinies.

96. Nouvelle anomalie des facteurs N® . — Dans le cas des fac-
teurs N®_ il existe quatre points de ramification : T, T’ dans le demi-plan
supérieur; T,, T, dans les feuillets. 1l peut alors arriver, lorsque R’
devient infini, que T et T,, T’ et T, deviennent respectivement voisins
du lacet, de part et d’autre de son bord supérieur.

Pour étudier ce phénoméne, nous continuerons a utiliser la variable 2,
ce qui présente de légers avantages. Au chapitre suivant, nous repren-
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drons sommairement I’étude 'des intégrales (E) dans le cas ou les deux
milieux sont quelconques. Pour celte discussion plus générale, nous
conserverons la variable u, avec laquelle nous étions jplus familiarisés,
afin de rendre plus nette que dans le présent chapitre la transition entre
le cas de R fini et cclui de R’ infini.
Les affixes de T, T', T, T',, sont les racines de P
- 2

(1) P=—sim2l(x2+1) + (: -+ i‘A—g—, —w V(vi—1)— ).‘2>L.

Les racines de P sont, pour R’ infini, infiniment voisines de celles de
(2) p(A)=—sint (2 41) + (z —cosl' (2 —1) — 22)2.

En excluant le cas ou /(v2—1) — A* serait infiniment petit, puisqu’il a
été étudié au Chapitre X1I, 'équation P = o n’aura donc deux racines
infiniment voisines que si 7 et I sont infiniment voisins des valeurs pour
lesquelles équation p (}) == o admet une racine double. Or,

(3) POy =anfr— 2ot |,
RO Rt

Si la valeur A =o, qui annule p/(%), est racine de p = o, ce sont les
points T, T" qui deviennent Jinfiniment voisins. Les intégrales des rela-
tions (6) ne deviendront pas infinies si Ty et T', ne sont pas aussi infini-
ment voisins de l'origine, c’est-a-dire si A = o n’est pas racine quadruple
de p = o, si donc la valeur » = o n’annule pas le second facteur de p'(2).
Pour

Tcosl’
) ] ——— =0
(4 VvE—1) — nt ’

Péquation p = o devient
(5) sin2]’(x2— v2) = o.

Pour sin I’ = o, I’équation p — o admet en effet deux racines doubles
y Leq F

= /(v?—1)—72, mais elles sont imaginaires pures puisque les seules

valeurs de 7 que nous ayons & considérer sont, pourl’= o, supérieures a v.
Pour 7=v, l'équation p—=o0 admet les deux racines doubles

i\/v‘-’sin‘-’]’-—-l, qui sont réelles et situées sur le lacet pour I'> 1,

imaginaires pures pour I'<< /. — '[Sinlz 5.]
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Il résulte de cette discussion que les intégrales des relations (6) ne
pourront devenir infinies que si 7 est infiniment voisin de v, ¢’est-a-dire

. . .. R’ . . C o, N
si ¢ est infiniment voisin de 5 et si I’ est supérieur ou égal a /.

La signification physique de ce phénoméne est la suivante : nous
avons observé que le front de I'onde de distorsion, aux trés grandes
distances de la source, présentait la forme limite d’une calotte sphérique
de rayon ., ¢ a 'intérieur d’un cone de révolution d’axe O z de sommet O
et de demi-angle au sommet /(I << /). A 'extérieur de ce cone, pour I'>{
la forme limite du front est celle d’un cone de révolution d’axe O z tan-
genl a la calotle sphérique sur le céone I'=1{ et coupant la surface du sol
suivant le cercle de rayon &,¢ (Cf. Chap. X, fig. 46). Nous avons
remarqué que cette forme limite était précisément celle des ondes a front
conique & condition de noter une différence essentielle : la partie de la
sphére Q,¢ correspondant a I'’>> [ n’est pas, dans le cas actuel, un front
d’onde véritable. Le phénoméne que nous étudions dans ce chapitre
correspond précisément a une concentration d’énergie au voisinage de
cette partie de la sphére 2,0, Cette concentration de I’énergie au voisi-
nage d’une surface mobile rappelle a plus d’un point de vue, celles que
nous avons constatées au voisinage d’une ligne mobile dans 'onde de
Rayleigh ou dans la deuxiéme onde superficielle. Nous constaterons en
outre que les élongations, dans le domaine de cette pseudo-onde sphé-
rique de distorsion, sont rectilignes et perpendiculaires a OM (vibrations
transversales).

97. Etude des intégrales :
2K+1

Yota -
f [(h—Xo— w1) (A — ko—ws)] 2 S(h)dh.

Yo—a

— Dans ces intégrales, A désigne une variable réelle, A, et a
sont des constantes réelles et posilives, w, et w, des quantités
complexes, indépendantes de A, infiniment petites et dont les images
sont situdes de part et d’autre de laxe réel: K désigne un entier
supérieur ou égal a l'unité, S(2) une fonction holomorphe dans un
cercle de centre 2, de rayon supéricur a a.

Le radical

R=[(h—ho—w;)(k— ho— w2)]}

a sa partie réelle positive pour A =1, — a.



— 990 —

Considérons le développement limité suivant :
To+a do+a
(6) f R—(K+11S (3.) ol _sm)f R—(K+1) )
0o —a 0o —a
ho+a :
+ S'(xo)f R+ (% — ko) dh -+
ho—a
Sip) ,+a “
St m)f R—(EK+0 (3 — Xo )P e +. ..
—a
To+a
+ [ R—(EK-+115 () (A — o)~ dA.
S hy—a

Dans le dernier terme, irrégulier, s() est bornée.

En posant

o (o Mo 1) Or — Do ) = 21,
nous ferons le changement de variable (1, 1) défini par
(8) ‘ K — o — 0y = L

D’ou

T— p?
(9)
I’image de la variable . part, pour A = A,—a, d’un point infiniment

proche de —1 etaboutit, pour 4 = 4, -+ a, en un point infiniment proche
de + 1; le parcours G de la variable p évite I'origine. 1l vient alors

To+a
(10) _f RAZED) (G — T )2 el
Te—a
= 2 f (01— w2ew, )P (1 — 2 )sK—p— 4
(o) — 2K ) P}K .

Il apparait ainsi que la premiére intégrale dans le développement (6)

1 . .
T laseconde uninfiniment grand
11— 2 )"

, 1 . . .
d’ordre T etc., la derniére un infiniment grand d’ordre
p— ]

estun infiniment grand d’ordre

m En supposant S(4,) 2 o, la partie principale de P'intégrale a

donc pour valeur

an O ) PR C ) LS LSS 1
(wy— wo R 7 K ¢ (wi—wa )k 1.3.5...(2K —1)
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98. Parties principales des facteurs N'*' et de leurs dérivées dans le
domaine de la pseudo-onde sphérique de distorsion. — Le domaine

étudi¢ actuellement correspond a  infiniment voisin de v, pour / <Z1'<< 2,
P >

Iangle 1 n’¢tant égal ni a = ni a /. Le cas I'= = a &té étudi¢ au Cha-

o b A

pitre X1I, le cas I'=1 fera I'objet d’un examen particulier.

Dans ces conditions, les quatre racines de I> sont deux a deux infi-
niment voisines de Ay, Ay= \/v2 sin2l’'— 1 étant un point du lacet situé
entre Iorigine et le point €, d’affixe y/>*—1.

La partie principale de N et N [Cf. Chap. XII, formnle (6)] est
la méme que celle de

( o asinl’ [ phre _a
\ Pour N'?'" T = )—_S—:ij- Cl[ f P 2w f(w)]bQyn d)\],
(]?) / - )‘ : ).0—ll
® . 2 hoka s 5 . h ) .
Pour N¥ : nR"—'J J P = :—I)Q,»ﬁ; -+-17\W (w2 f(u)]xdn],
ho—a

les intégrales étant effectuées sur le bord supérieur du lacet; a étant un
nombre fini quelconque, pourvu que 2, + a soit a gauche de Coetdy—a
a droite de — 2,. '

Nous pourrons donc appliquer les résultats du paragraphe précédent
al'étude des intégrales (12). On a

. z , h
(13) o =cosl'— s
et nous poserons

h
(14) : T=V Ve,

en considérant j comme un infiniment petit. Dans le voisinage de h =2,
posons

(15) A= Do+ w=\ a2l —1 -+ w,

et développons P(}) en série

(16) P(h) = P(ho) + WP (k) + 2 P (M) ...
A un infiniment petit prés,

(17) P'(3) = (sin2l’— sin2?) # o,

cos?l’
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Par contre P(2,) et P/(},) sont des infiniment petits d’ordre %7 la
partie principale de P(2,) étant d’ailleurs

2h . , ’ . TS
(18) B v2sin2l [B—i—cosl -+ 1y sin?l —sm”].
Si’on écrit

(19) P(h) = (h — hg— w1) (A — ho— wa) K(1),

on a donc
V2 vsingl’ A T ————— o
(20) Wy, szj:lv— —_—_— —,\/9+cos['—i—z\Jsm?I'-«-sm?l(I—i—s),
2 ysin2l’— sin2! R

A h
¢ tendant vers zéro en méme temps que 7 De plus,

. sin2 I’ — sin2/{
(21)

K(h) = a2 (0 + ¢,

. h
¢’ tendanl aussi vers zéro avec W

Les formules (12) deviennent donc, d’aprés les résultats du paragraphe
précédent (')

¥ 2sinl’ _:5 T (—ap L
Np =— e [K(0)] (le)\),‘:L”Jl‘m[u j(u)])"—_—)‘o]'
(22) INp= [K (2 )]_%(V—bﬂ cosl'H=y, 2
= = R”2 0 . 1 h=ho A0

= J[%‘i‘fﬂﬁf(u)]).:xnj. |

W — We )2

On a d’ailleurs

— o sin2l’ cosaI’

23 w? f(u) =y, = _ -
(23) [ s () Bt cos2l’ —a7sinl’sin21’ {/sin2l” — sin2{.
Dou
T (E) _ cosl’” Y , P ners ammecer-e MG
Ny = :-:R’hsm"l J[(8+cosl -+ ¢ y/sin2] sinz ) .
=< (:coss 21— 2¢sinl"sin2 I’ /sin2 1’ — sin? l)'d],

(24) -

NE = — ;—%‘;‘zsiuél’ J[(O + cosl'+ i ysin?l’ —sinzl) "

‘ < (costal’— 2isinl sina¥ /52T —sinzl) ™" ].

Comme au Chapitre XII, on voit d’aprés les résultats du paragraphe

(') Les expressions (22) et les suivantes ne représentent, malgré le signe = employé
incorrectement, que les parties principales de Ngn et N(zm.
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dn N(E)

précédent que, pour obtenir les parties principales des dérivées o
on peut dériver sucessivement les formules (1) du Chapiire X1l comme

si la quantité ¢, lorsqu’elle figure en dehors du radical

K41

[u?p2+ (v — ah — bz)?]'. ® .,
était une constante.

Les parties principales des dérivées s’expriment donc & la maniére des
formules (12) par

n \(E) ~
d N}: 1'3'9"'(2n+1)(Q’>nsinl’

_d;n_ P 2(_ 1)14-—1

xR R’

- ho+a _2n+3 z h\n T
< f 1 (1——-bQ¢—P7+iX§—,> [uzf(u)]bg,xdxl.
“ho—a
@) .
CNT o L35 () (o
don = =R? R’
\

ho+a _%n+3 z Jo\ et
< f P s <-._b91-,+ix—,> [u2 f(w)]x d |,
- I R

D’ou nous tirons

[ d"N(pE)__ (—nrcosl” n! o\ . 4
don = T aRkR . o \h) ™
< J[(8 + cosl'+ i y/sin2 I’ —sin2Z )"~

< (cos22l’— aisinl’sin2 I’ {/sin? T’ — sin’l)_‘],v

d"NL.E) _ (—nr—tsinl’ n! /Q\" | v
o = AR (a)

< I[(8 + cosI'+ 7 \/sint I — sinz ) "'

< (cosal’— 2isinl’sinal’ /sintl —sin2l)~"' ).

(26)

Pour n = o, les formules (26) deviennent identiques aux formules (24)-
dn N(E) dnr N(ZF‘
don | don

en dérivant successivement les parties principales des facteurs N®.

peuvent étre obtenues

Les parties principales des dérivées

. . h N
Ces parlies principales, d’ordre =, s’annulent pour I'= - a cause de

R’ P
la présence du facteur sin4 I, ainsi que pour I'={ parce que les expres-
sions

[+ cosl’ + ¢ Vel —sinz?| "' [cosal — 27 sinl’ sin21"y sin> I’ —sin2 |~

deviennent réelles.
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Les parties principales s’annulent également pour I'= 7, valeur supé-
4

ricure a /, ne devenant égale a ! que dans le cas limite v? = 2.

d”N(oF') d"N(zE’
—Zon d_v,;—’ ce vecteur est

porté par la perpendiculaire a S'M. Sa mesure, rapporiée au sens

Considérons le vecteur de composantes

positif ¢ [ltangente orientée vers le vide (Cf, Chap. X, fig. 41)] est

n-1
(>7) d"NE (= a! fQ\" sin41'(sin2l’— sin2l) *
/ der — mRhovi \ b ) costal 4 sin2l’sin2al’(sin2l’— sin2/)
=< {cos?‘zl’d[el+ [ .
+osinlsinal’ ysim2 U — sin?{ R [0+ i ]-n—1 |,
en posant
0 + cosT’
(28) 0, =

Vsin2l’— sin2/

Ainsi les parties principales des facteurs N® et de leurs dérivées
s’expriment a 'aide de fonctions du temps qui sont de méme nature que
celles rencontrées au Chapitre XII, dans I’étude de la deuxiéme onde
superficielle.

Lorsque I’ demeure constant, les courbes représentatives de N
dn NIE)
1 !
dpn
présentent des ondulations relativement nombreuses dont la largeur est
indépendante de R’. Leurs amplitudes décroissent en raison inverse
de R'.

Lorsque 1" varie, les périodes ne demeurent pas constantes. On ne
dn N(E)
dpn
la somme de deux fonctions J[®, 4 i]-"—' et R[O, + {]-"—', multi-
pliées chacune par des coefficients dépendant de 1'. Les périodes de

ou en fonction du temps ne changent pas de forme. Ces courbes

peut pas ¢noncer une loi générale précise puisque s’exprime par

1
chacune de ces fonctions sont proportionnelles a (sin2l'—sin27) *"
Elles croissent indéfiniment lorsque I tend vers /.

Nous avons va que chacune des courbes représentatives de
IO +in—1 et R[O + i}t

en fonction de 8, admettait, soit I'axe des ordonnées pour axe de
symétrie, soit l'origine pour centre de symétrie. Il n’en est plus de
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d, NP

o en fonction de ®,. Cepen-

méme pour la courbe représentative de

dant c’est toujours au voisinage de ®, = o que l'on constatera les élop-
gations maxima, c’est-a-dire pour les valeurs de v voisines de

R I h cos I’
Q, R’
. . . R’ h .
Ainsi le phénoméne est en avance sur I'instant o Cette avance, o cosT’,
2 2

indépendante de R/, est nulle pour I'= T—; et croit constamment lorsque ¥
tend vers /.

99, Etude des facteurs N et de leurs dérivées, aux grandes distances
de la source, pour I' voisin de /, v voisin de v. — Nous avons observé

que, dans ces conditions, les quatre racines de P()) étaient voisines de
Porigine. Nous écrirons

(29)  P(M) = (M~ iAsh+ Ask2+ iAsh + Ag) K(X) = Ry (M) K(1),
en metlant en évidence le polynéme R, (%) du quatri¢éme degré dont les
racines sont celles de P(}).
Ao, Ay, Ay, A; sont des quantités réelles infiniment petites en méme
temps que . Si I'on pose
ps queé xs pa

_IL

o) :=v+v6R~,,
o
I'=1l+® h
\ = ﬁ;’

on calcule immédiatement les parties principales de Ay, Ay, A,, Ag (V)

= 4R},L cot=l(écosl+ 20 + P2),

(31) _
h
|\g| =—4® r cot/,
V] — @ cosal
3T R Tsind

(') Au cours de ce paragraphe, la notation @ désignera la partie principale d’un
infiniment petit w.

THESE L. CAGNIARD. 15
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De plus K (0), qui est réel, a pour partie principale

(32j lK(o) = %tang’l.

En vertu des formules (6) du Chapitre XII on a, en négligeant un infi-

niment petit d’ordre =

R
Np=—2580 s [f P ‘[u*f(u)]bfl:%dl]

(33) ) A
NP 2 ?fo [1+n L Y ][uzf(u)]kdk}.

a désignant une constante positive quelconque inférieure a \/v?—1, les
intégrales étant effectuées sur le bord supérieur du lacet.

Les intégrales qui figurent dans les relations (33) et, d’'une maniére
plus générale, celles qui interviennent dans les expressions similaires

(E)
des dérivées ———— N

(34) I=J[faR.,—K_§S()\)dl],

ou K désigne un entier supérieur ou égal a 'unité. S (A) est une fonction
holomorphe dans un cercle ayant pour centre l'origine et de rayon
supérieur a a. S(o) est nul, S/(0) est réel, le coefﬁcient de ¢ dans la

sont de la forme

dérivée seconde S”(1) est infiniment petit dordre R AU moins.

Soient M et 6 le module et 'argument de R,, définis par
M2 = (Mt As A2+ Ag)2—+ (A5 23—+ Ay ),

Ad - Ag)\z—i- A(\ sin® = 1\3)»3—0— A1)\
M ’ T M

(35)

cost = (06 < 2x).

Ona
1 1 ,
(36) Rrx—§= M_K_;[cos <lK2+] 9) — i sin (2—-]-5-2:1 0)] .

Remplagons S(}) dans expression (34) par son développement limité

(37) S())..)\S(o)+)\2[sr()\)+z .,(x)]
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ou §'(0) est réel, ou s.(A) et s;(A) sont des fonctions réelles et bornées
de A. Il vient ' ‘ o

a 1 . .
(38) [=_ s’(o)f 1 sin(lK;_l e) X dn
0

a 1
_ f MR sin<2K2+' e) sr(0)A2 dX
0

. a ~ 1
“+ ‘,i; f M3 cos 2K+10 si(M)r2d.
R A 2

Cela étant, montrons que la quantité

-~

3
”(l’ R") =AM eTA,

est infiniment petite quel que soit X si le dénominateur A* 4- A;22 + A,
rn’admet pas de racines réelles. En effet, les extrema de y correspondent
aux valeurs de A qui annulent

d)’ . A1 4 2
BT T O AT R CM o Ak — A,
1
. . . h\*
et on constate que ces extrema sont des infiniment petits d’ordre(w) .

On démontre de méme que la quantité

Ag)\a
4= Az)\z—i- Ao

3
.o . . h\* . . ;
est aussiun infiniment petit d’ordre ( lT’) , quel que soit A si le dénomi-

nateur n’admet pas de racines réelles.
De la résulte qu’on peut écrire

; M = (M A X2 Ag) [T+ &1 (N)],

. (2K +1 2K +1 Ak
sm( 2 0) T o X Al Ao[!+ (M)

(39)

cos( 2K2+] 0> =1+ e3(A),

e4(R), €a(1) et e5(1) étant infiniment petits quel que soit A sur le par-
cours d'intégration, toujours & la condition expresse que le polynéme

M A k24 Ay

n’admette pas de racine réelle.
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_ Comme conséquence du premier théoréme de la moyenne, les trois
intégrales (38) deviennent alors respectivement

a " 1
f R TR sin(2K+l o)xdz
0 2

\

2K 41

a 3
A1(1+s)f (M4 Aak2a Ag) "Ik,
0 ) .

a 1
: f M sin<2K*‘ e) sr(X) 22 d)
(40) /v 2

. a k-3
= QK;I Av(r+ 5')/ (Mak Agdt Ag) " (MM,
0

. 1
f M 5 cos (21-(2"' ! e) si(N)h2 d
0

a gt
= (- s”)f (M Agd2ae Ag) T TEg(0)A b,
0

Effectuons dans les intégrales (40) le changement de variable

"
h\*
A= (i?) x.

La premiére et la troisiéme intégrale apparaissent alors comme des
infiniment grands d’ordre

h K
()"

NP )
la seconde comme un infiniment grand d’ordre

1
A
(v)

Comme, dans la relation (38), la troisi¢me intégrale (40) est multipliée

—K

par {-{—,, on voit que la partie principale de I est fournie par le premier

terme, en supposant $'(0) 3£ o0, ce qui est le cas. Il vient alors, sans
difficulté ("),

dan N(pl‘li dn N(tla)

g = cosl !

(v anN®  aaNp
e =— sml———dvn .

(1) Les formules (41) et (42) fournissent les valeurs de N%,E.), N{E) NE) en posatit n = o.



avec
- ant,W:_[_é’v*z—r &]n 1.3.5...(2n+3) 21(v2—1)?
don v h nR"i'h% v(vz—2)

-+ o 3
><f [+ — (4 Pcotl)x?+ 4cot? l(2cosl+29+(b2.)]_n—§:z" da.
)

100. Discussion des formules (41) et (42). — 1. Le phénoméne décrit
par les formules (42) n’est a envisager que pour des instants postéricurs
au passage du front d’onde, c’est-a-dire a partir de 'instant ¢ pour
lequel I'équation R, = o n’a plus de racine imaginaire pure.

Posons

R
@3) Moy =+, A

Y ’

h» = a4+ ¢4, A 7;— = dg —+ €3, :\3—}‘— = @3+ €3.
avec
o= 4 cot2l(2cos{ + 28 + P2),
cos2!
(44) ==
as=— 4 (cotl) P,
_ 4(30521
LTy A

€0 &1, €3, €3 élant réels, indépendants de A et devenant infiniment petits
h )
en méme temps que p;- @, et @, ne sont pas nuls. Nous supposcrons

d*abord que a, n’est pas nul et que @ n’est pas ¢gal a — cos /.
Effectuons alors, dans I’équation R, (2) = o le changement d’inconnue

1
(45) - (Rﬁ->x
Cette équation devient

(46) [zt+ asx?+ ao] + [e2 22+ ¢

-+ i[(a:;-r- E:\)(%>%x'+ (ay+ e,)({{-,)%w] £ o.

. . . . h

Les racines de (46) ne deviennent pas infinies quand q tend vers zéro.

Elles ne tendent pas non plus vers zéro si a, n’est pas nul. Remarquons
. . h . . .

aussien passant que si & est suffisamment petit, aucune racine z ne peut-

étre réelle, puisque @, n’est pas nul.
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C’est d’ailleurs I'existence ou la non-existence d’une racine imagi-
naire pure qui nous intéresse particuliérement. Posons donc

(47) z =1y,
¥ étant réel. L’équation (46) devient une équation & coeflicients réels.

(48) [yi—aey?+ ap] +[—2y?+ ]
R 3 N
—6—[((13-{— EJ)(T;;) yﬂ_(a1+ 51)<%>4J’]=0,

(49) Yo(1+ ),

Soit

une racine de l'équation (48); »,, limite de celte racine quand II{—L tend
vers zéro n’étant ni nulle, ni infinie; ¢ étant un infiniment petit. On doit
avoir

(50) Y6— asyi+ ap=o.

Inversement, si y, est une racine réelle de I’équation

(51) S =rt—ay*+ar=o,

on peut toujours trouver, puisqu’on suppose ® £ — cos! un nombre «
non nul tel que
S(ro—a) f(yo+2) # o.

Quand —}.}{i est suffisamment petit, le premier membre de I’équation (48)
change donc de signe lorsque y varie de y,— aa yo + «. L’équation (48)
admet donc une racine réelle comprise entre y,— a et yo—+ a.

La condition exprimantque I'instanl ¢ est postérieur au passage du
front d’onde est donc, lorsque —f{’i représente un Infiniment petit, que
I’équation (51) n’admet pas de racine y réelle.

Cette condition est remplie si le discriminant! est négatif, ¢’est-a-dire
si® > —cosl.

Si le discriminant est positif (@ << — cos/) I’équation bicarrée (51) ne
doit pas admettre de racine y? positive. Il est donc nécessaire d’abord
que la somme des racines de I’équation en »? soit négative. D’ou

as < o, c'est-a-dire ® >0 ou I'> 1

Il faut enfin que le produit des racines de I'équation en y? soit positif.

D’ou ao > o, c’est-a-dire
2

6>——cosl—¢;
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Ainsi, les restrictions faites précédemment, savoir

@y # 0, 8 —cosl # o,

correspondent, suivant le signe de I'— /, a I'instant critique de passage
du front d’onde. Cet instant critique est défini par

1° il <1
6 =—cosl
ou

(52) Qyv = R'— h cosl.

Il s’agit ici du front sphérique dont nous écrivions I'équation sous la
forme

Qoo = R',
en négligeant /4 devant R'.
2° Sil'> 1,
6 =—cosl— s
2
ou
(53) QgV:R'[l— Lz_l)i]~hcosl,

équation a laquelle se réduit celle du front conique

2,0 = R'cos(I'— 1) — Ak cos!,
lorsqu’on néglige les infiniment petits d’ordre supérieur a g+
Cependant la théoric, qui conduit aux formules (42) n’est valable,
comme nous ’avons souligné au paragraphe précédent, que si 'équation

x4 — (4D cotl)x2+ 4 cot2l(2cosl+ 28 + P2) = o,

n’a pas de racines réelles, c’est-a-dire seulement pour

8 > — cosl.

Autrement dit, les formules (42) ne sont applicables qu’aprés le
passage du véritable front sphérique (pour I'<<!) ou du pseudo-front
sphérique (I’ > 7). Il faudrait compliquer quelque peu la théorie précé-
dente, ce que nous ne ferons pas, pour étudier les phénoménes dans
Pintervalle qui sépare le front conique du pseudo-front sphérique, au
voisinage de leur ligne de raccordement.
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dn B gnN(E)
II. Tout vecteur de composantes N‘E) N® o dI:n' ’ dTlvf est porté

dn

. . . . N(E ,
ar la direction ¢ (vibrations transversales). N ou ‘! représente la
P t don p

.. >
mesure algébrique de ce vecteur, rapportée au sens positif ¢.
Cette mesure est négative si n est pair, positive si n est impair.

, . y o dnNP .
Les courbes représentatives de N’ ou —=L- en fonction de © ne pré-

n

. . dnNE "
sentent donc pas d’ondulations. La fonction dv'f décroit constamment

de + 0 a zéro quand @ varie de — cos/ a + o si n est impair, croit cons-
tamment de — oo & zéro si n est pair.

III. Ces courbes représentatives ne changent pas de forme lorsque la
valeur algébrique de ® reste constante, c’est-a-dire lorsque le point M
se déplace dans un méridien sur une demi-parabole ayant la droite I'=1{
pour axe, le point $' comme sommet. La seule modification des courbes,
lorsque ® demeure constant, réside dans une décroissance des ordonnées,
proportionnellement a —I—: On ne peut pas parler de périodes puisqu’il

R’ 4
n’y a pas d’ondulations, mais la « largeur » des courbes demeure
invariable.

. . . ‘ dnN®
IV. Les intégrales (42) élant uniformément convergentes, —du—’: est
» dn—1N{®
la dérivée de Zon—1°

V. Sinous considérons deux valeurs de ® opposées, la courbe repré-
nN(E)
Ton— €n fonction de ® pour ® > o est entiérement située

au-dessus de la courbe similaire pour ® <o.

sentalive de

VI. Pour le cas de ® = o, la formule (42) se simplifie beaucoup

2v h
g x*dx
< —.
o (xr=+1)"F2 xb41

En particulier, pour v = /3, il vient

n N (E) 2(2v2— ? Ll n-l
(54) drNE® ( 2)[ 1 QJ 1.3.5 (zn+3)

— [
T = Vi —3) . h:. (8+cosl)

(55) N = =229 4 0,8166)" i
R’bhb



CHAPITRE XIV.

CAS DE DEUX MILIEUX QUELCONQUES.

101. L’onde de Rayleigh a 1l'intersurface de deux milieux quelconques.
— Nous avons établi au Chapitre IV, a propos de la discussion des
racines de D(u), les conditions d’existence d'une onde de Rayleigh.
Rappelons que, lorsqu’il existe une telle onde, sa vitesse est nécessaire-
ment inférieure a la plus petite des vitesses de phase &, ou &.

Cette onde de Rayleigh, lorsqu’elle existe, peut étre étudiée par une
méthode en tous points calquée sur celle suivie au Chapitre XI. En
particulier les formules (6) a (10) de ce Chapitre subsistent sans chan-
gement. Il suffit de leur adjoindre des formules similaires pour étude
de la propagation dans le second milieu. Les formules (12) et (13) sub-
sistent ¢galement, sauf modification des facteurs numériques. Il n’y a
donc, dans le cas de deux milieux quelconques, rien d’essentiellement
nouveau a signaler en ce qui concerne 'onde de Rayleigh.

Nous remarquerons toutefois que, si le second milieu est un fluide,
il n’y a pas d’onde de Rayleigh. Le fait mérite d’étre souligné puisque
la majeure partie de I'écorce terrestre est couverte parles océans. D’autre
part, méme en dehors des océans, ce n’est qu’avec une certaine approxi-
mation que nous pouvons assimiler la surface terrestre a une surface de
discontinuité solide-vide. Lorsque nous ne faisons pas cette approxima-
tion, lorsque nous ne considérons pas comme absolument négligeable
la densité de notre atmosphére, nous ne pouvons pas dire non plus, en

toute rigueur, qu’il existe une onde de Rayleigh. A trés grande dis-

2
tance de I'épicentre, les élongations ne doivent pas décroitre comme p 2

mais comme p—2. Il est donc intéressant d’ecxaminer la nature et 'ordre
de grandeur des modifications apportées dans la propagation du phéno-
méne superficiel par Pexistence de atmosphére terrestre.

Si l'on pose , = o (second milieu fluide), les formules (7), (8), (9)
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du chapitre X deviennent, pour le premier milieu,

. ' — ah — b3z
B(v)= - o — ah u)u du,
) =P \/u292+(0—ah—bz)zf( )
® [2 I
Az(p)=— = f (u)u du,
3(?) T . \/u‘lp?+{_v——a(h+z)]2]( )
avec
/ 9 1
u+
2Q3
S = e
(2) () = (— bur+ 1 o 1) 1
Ju)= 408 s @) D(u)’
D(u):(u‘-’+ —2:2—g>:—abul+ 4;3 %%’

les intégrations (1) étant toujours effectuées le long des circuits (C, C')
et (D).
Dans le cas de I'atmosphére terrestre %, de l'ordre de 5.107%, est

extrémement petit. Les racines de D () qui ne sont pas imaginaires
pures ni dans les quadrants du plan complexe que nous avons utilisé

’ . N o . . 1
précédemment sont néanmoins extrémement voisines des racines = &=
R

que nous avions calculées en supposant ¢’=o.
Lorsqu’on supposait ¢’ = o, les radicaux

Vurpt+ (v —ah — bz): et Vuror—+ ¢ — a(h + z)]?

ne s’annulaient jamais tant que le point M restait a distance finie de
I’épicentre. Ils pouvaient néanmoins s’annuler si I'on supposait I' nul
et p infini. C’est de cette particularité que résultait 'onde de Rayleigh.

Lorsque ¢’ n’est pas nul, ces mémes radicaux ne peuvent pas s’annuler,
méme si nous envisageons que le point M s’éloigne a linfini : il n’y a
donc pas d’onde Rayleigh. Néanmoins, le circuit d’intégration (CC/, D)
peut se lrouver contraint de passer trés prés des poles P, P/. De cette
particularité résulte un phénoméne d’autant plus analogue a l'onde de

de Rayleigh véritable que le rapport% est plus petit.

Pour discuter ce phénoméne, il est avantageux de modifier les cou-
pures précédemment utilisées, de maniére que les poles P, P’ voisins de
Paxe imaginaire, soient situés dans les régions permises du plan com-
plexe, et non dans ses feuillets exclus. On pourra par exemple réaliser

. . I 2 2 . .
une coupure umque reham - a o par une hgne sinueuse passant
L] 1
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aux poinls = Qig et = Qi" en laissant sur sa droite les poles P, P'. Il est
équivalent et plus symétrique de réaliser trois coupures suivant trois
12 r 12 [ 20N .

—‘g—ﬂ) *—az- a Q_'A_;, Q—" a +lw>-
Quelles que soienl les coupures envisagées, on sera amené comme pré-
cédemment, en remplacant les circuits (CC') et (D) par des circuits
¢quivalents, a considérer les deux intégrales effectuées autour des
poles P, P'.

Les affixes des poles P, P’ se calculent immédiatement lorsqu’on

portions de ’axe imaginaire <—— Too &

R ,
néglige c;—z devaut%- Elles ont pour valeur

(3) =g — 7o =
R

(3 bis) . L bt 1 ¥2Ve

Effectuons une application numérique

= 5.10"%, Qr= 3,53 km/sec, Q) = 0,34 km/sec.

alq

Les affixes de P, P’ ont alors les valeurs

=+

1 1
— — 7,5.107%.
Qn QR/,

Nous désignerons en particulier I'affixe de P par

1 €

—_—— — — = 5.1078.
Qn Qn’ £ 7> °

Si nous reprenons alors les calculs effectués au Chapitre XI, en calculant

les résidus a partir des formules (6) de ce chapitre <pour u=— Qin —-e)

et en continuant a définir uune variable t par les formules (7), les for-
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mules (12) subsistent, sauf une modification extrémement petite et négli-
geable dans la valeur du coefficient numérique 9.

Nous ferons ensuite les mémes approximations qu’au Chapitre XI, en

considérant ¢ et Eh— comme des quantilés trés petites, devant lesquelles
nous négligerons ¢, h,2 ou i,L
R R
On constate alors immédiatement que les formules fondamentales (15)
a (19), qui définissaient a la limite onde de Rayleigh, subsistent sans
modification a condition de poser

) m m:—v m m
K‘..}L—F—Z-‘I——SR’—':}L_‘_‘\// e R ————|h + e R ——
ym?—1 m*—1 Vm:—1 ym?—1

Ay oot . L qe h h+z
Il apparait ainsi que, tant que ¢ est négligeable devant ®ou le

phénoméne superficiel est pratiquement inchangé. Les élongations

décroissent proportionnellement a p -+ , les périodes sont indépendantes
de p.

. . h V/ L q- , .
Si au contraire RL ou '—_I:—z est négligeable devant ¢, les ¢longations

—9

décroissent comme p~2, les périodes croissent proportionnellement a p-

. Ly . h—+ 3z
Dans la phase intermédiaire, quand ¢ et sont d’'un ordre de

T
grandeur comparable, les périodes commencent a s’accroitre, les ampli-

i
tudes décroissent plus rapidement que suivant la loi en p *, simultané-
ment la loi de décroissance des amplitudes en fonction de z devient
moins rapide.

A la surface du sol, en particulier, la forme des courbes représenta-
tives des facteurs de transmission S[™™, ST demeure la méme qu’au
Chapitre XI si nous ne considérons pas comme un changement de
forme la modification entrainée par une contraction ou une dilatation
des abscisses et des ordonndées.

Définissons de fagon arbitraire, pour z = o, une période T, de 'onde
de Rayleigh (le second milicu étant le vide), et simultanément, de fagon
similaire, une période T, du phénomeéne superficiel correspondant au cas
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ou le second milieu est Patmosphére. On a

Tea ] ‘m
=l ey —=
T, h \mr—1

En posant ¢ = 7,5. 10—% et supposant v = \/3 on voit que la période T,
surpasse de 1 pour 100 la valeur T, pour

=1.13.103.

e

Les perturbations apportées par Uatmosphére terrestre dans la propa-
gation de 'onde de Rayleigh ne sont donc pas totalement négligeables
lorsque 'hypocentre est trés superficiel. En supposant par exemple
que A est égal a 1oo0™, la variation relative des périodes atteint

déja !—;0 pour p : 1130%™,

102. Ondes superficielles du second type et pseudo-ondes sphériques
ou coniques A I'intérieur des deux milieux, aux grandes distances de la
source. — Les divers facteurs de transmission s’expriment a I’aide d’in-
tégrales portant sur un radical du type

(4) Vurpr+ (v —ah —clz i)
Les points de ramification du radical (4) sont les racines de I’équation
(5) up +ah+clz|—v=o,

et les imaginaires conjuguées de ces racines. Dans I’expression (4) et
dans I’équation (5), ¢ désigne 'un quelconque des radicaux &', b, b' ou
méme a. Sans préjuger qu’il s’agisse de I'un ou de I'autre, nous poserons

— .
(6) c =\/u2+ o) Q = Qy, Q,, Q) ou Q5.
Nous poserons aussi

s|z|=rcosa, p = rsinx (o<a<g)-

' Qv
T o= ——
r

(7)

Ainsi r désigne la distance OM, « désigne l'angle aigu que font OM
et Oz quand M est dans le premier milieu (5> 0), I'angle aigu que
font OM et O s’ quand M est dans le deuxiéme milieu.
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L’équation (5) admet quatre racines u, auxquelles correspondent
des déterminations varides de a et ¢. Exceptionnellement, lorsque ¢
désigne a(Q = Q,), elle n’admet que deux racines.

Lorsque R’ est infiniment grand, les racines de I’équation (5) sont
infiniment voisines des racines de ’équation

(8) uQysina + ¢Q;co82 — 1 = 0,

qui, par une élévation au carré, conduit & une équation du second degré
en uQ, dont les racines sont

. Q32
9) u,Q,,ugm:—msma—f-scosa‘/tﬁ— Q—: (e ==1),

et auxquelles correspondent respectivement les valeurs suivantes de ¢,

- Q3
(10) cQ,:rcosa—zssnna\/-ﬂ-— Q;.
Cela étant, envisageons successivement les trois cas pessibles.

Premier cas : Q> Q,. — Nous n’avons a exprimer les facteurs de
transmission a 'aide d’une intégrale effectuée le long du circuit (E), que
depuis l'instant ¢ ou ’équation (5) n’admet. plus de racine imaginaire
pure, c¢’est-a-dire pour

Qi r
1>—d— ou v>§

si nous négligeons dans I'expression de 7 un infiniment petit d’ordre }'{,-
Considérons ( fig. 68) la demi-sphére de centre O, de rayon r = Qo.
Cette demi-sphére représente la position, a Pinstant ¢, d’un front
véritable, précédé ou non d’un front conique. Dans ce premier cas
envisagé, Q ne peut désigner que Q' ou £,. Si Q désigne ,,1l y a un
front conique en avant de la sphére r = Qo, il n’y en a pas si Q désigne Q.
L’intégrale (E) n’est a considérer a I'instant ¢ que pour les points M
situés a 'intérieur de la sphére r = Q¢. Pour ces points, 7 est supérieur
s Q NPT . Q3
a -é, c’est-a-dire que \/r* — o est réel.
Or, si « n’est pas infiniment voisin de Z;a la partie réelle des racines (9)

de I’équation (8), donc aussi la partie réelle des racines de I’équation (5)
n’est pas infiniment petite. L’intégrale (E) ne présente donc pas d’ano-
malie, suivant le sens donné a ce terme au cours des deux chapitres
précédents, c’est-a-dire qu’aucun point de ramification du radical (4)
n’est infiniment proche du lacet (E). Il ne peut donc exister a U'intéricur
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e - ™\ . . . .
du milieu (cx# 5) aucune concentration d’énergie au voisinage d’une

surface ou d’une ligne intérieure, rappelant le phénoméne constaté au
hapitre XIII.

. . . . . . T LT
Au contraire, si « est infiniment voisin de 52 ou égal a -, les quatre
racines u de l'équation (3) sont, pour R’ infini, infiniment voisines

it
de“ﬁ}'

1% cas -

0 ‘/ r=0,v r-Qv

" 20u Bondes superficielles
du deuxiéme type

2% milieu

Fig. 68.

N’envisageons plus désormais la totalité des déterminations diverses
de a et ¢, mais bornons-nous au plan limité par les coupures du Cha-
pitre V, plan dans lequel nous avons défini le circuit (E) (Cf. Cha-
pitre V, figure 19). Nous savons par ailleurs — et nous retrouverions ce
résultat sans peine d’aprés les formules actuelles — qu’une racine de
I'équation (5) et une seulement se trouve dans ce plan limité, sur le
bord droit du lacet (E), infiniment prés et a droite de ce bord droit.
Aucune des trois autres racines ne peut d’ailleurs se trouver a gauche
et infiniment prés de ce bord droit, dans le feuillet qui prolonge vers
la gauche, au dela de la coupure, le quatriéme quadrant du plan limité.

Pour que l'intégrale (E) présente une anomalie, il est donc nécessaire,
T
o

. z . . . g . ..
tion — - d’undes troisradicaux autres que ¢, ¢’est-a-dire que v soit voisin
K

et il suffit, que — - soit infiniment proche d’un point de ramifica-
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de 5"— A une telle anomalie correspond une onde superficielle du
K

deuxiéme type dont la propagation annulaire est caractérisée par la
vitesse Qk < Q.

Si donc Q désigne L), nous constatons l'existence de irois ondes
superficielles de condensation, du deuxi¢me type, dont les vitesses sont
respectivement ,, Q,, ). Si Q désigne ), nous constatons I'existence
de deux ondes superficielles de distorsion, du deuxiéme type, dont les
vitesses sont respectivement £, et Q,.

Deuxieme cas : @ = Q,. — La discussion est toute semblable a celle
du cas précédent.

Il s’agit ici de 'onde réfléchie de condensation.

La demi-sphére de centre O, de rayon Q,¢ (fig. 69) représente a

%z
12 0u3 ondes superficielles
0 du deuxiéme_type
Pzl v = Qv
Fig. 69.

Pinstant ¢, la position d’un front véritable, précédé d’un seul front
conique si Q, > Q, > Q,, de deux fronts coniques si Q, > Q) >Q,,
d’aucun si , > Q). A Uinstant ¢, U'intégrale (E) n’est a considérer que
pour des points M situés a Pintérieur de la sphére r=Q,¢. L’inté-
grale (E) ne peut pas présenter d’anomalie si o n’est pas infiniment

voisin de —-Les scules anomalies de cette intégrale correspondent a des

ondes superficielles de condensatiop, du deuxiéme type, a propagation
annulaire.
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Il existe une et une seule onde superficielle si Q, > Q, >Q, : sa
vitesse est égale a Q,.

Il existe deux ondes superficielles si Q) > Q, >SZ2 . leurs vitesses
sont £, et Q,.

Il existe trois ondes superficielles si , > Q' : leurs vitesses sont &,
Q) et Q,. ’

Troisieme cas : Q < Q,. — Gonsidérons ( fig. 70) la calotte sphérique
0 r= th’ r:S?.v Qv v [4
T 7
1.20u pas dondes i },0/\;‘?:
superficielles du 3 | &'&
deuxiéme type < ) S

3fcas

xoux’

Fig. 70.

ST de centre O et de rayon Q¢ prolongée par le céne de révolution JT
d’axe Oz, tangent & cette demi-sphére et coupant la surface de sépa-
ration des deux milieux suivant le cercle de centre O, de rayon
0J = Q,v. L’ensemble de la calotte sphérique et du céne représente la
position, a 'instant ¢, d’un front d’onde véritable. L’intégrale (E) n’est
a considérer, a U'instant ¢, que pour des points M situés a I'intérieur de
cetle surface.

Ce front d’onde est d’ailleurs précédé d’un et d’un seul front conique
51Q, > Q,>Q,, de deux fronts coniques si @, >Q, > Q. Il n’est
précédé d’aucun front conique si Q, > Q.

L’onde étudi¢e ne comporte d’ailleurs aucun autre front véritable
que STJ et les fronts coniques éventuels.

Q . . . PN 3 N
Pour 7>—'—él, ¢’est-a-dirc pour les poinls M situés, a Uinstant ¢, a
Vintérieur de la sphére de centre O et de rayon Qo, 'intégrale (E) ne

THESE L. CAGNIARD. 16
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peut, pour les mémes raisons que ci-dessus, présenter aucune anomalie
si le point M n’est pas infiniment proche de la surface de séparation des
deux milieux.

Il ne peut donc exister a l'intérieur de la sphére r:=Qy¢ que des
ondes superficielles du deuxiéme type, a propagation annulaire. Il existe
autant de ces ondes superficielles qu’il y a de vitesses &), &, ou Q,
inférieures a Q. Il peut donc y en avoir deux au maximum, il peut ne
pas en exister.

Au contraire, si nous envisageons un point M situé entre le cone et
la partie de la sphére r=Qv¢ qui prolonge la calotte sphérique, ou
encore un point M infiniment proche de la portion de sphére JT, I'inté-
grale (E) peut présenter une anomalie pour des valeurs de « qui ne

sont pas infiniment voisines de : Telle est la particularité intéressante

que présente ce troisiéme cas et que nous allons étudier désormais.
Les racines (g) sont alors imaginaires pures. Nous les écrirons

. . . o3 ‘
(11) uy Q, UgQg=l<—TSln1+€COSG ng —-:‘-’) (e ===1),

et les valeurs correspondantes de ¢, sont

DY

(12) cQy =Tt cosa + :sina Q_‘:

Soit u, une des racines u de 'équation (8), ¢, _—_'\/ug —+ é la valeur
correspondante de c.

Nous désignerons par a, 'une ou I'autre des déterminations de

. 1
‘/ ug + o3 "

Les racines de I’équation (4) sont alors, en négligeant un infiniment

. h?
petit d’ordre &7,

h
(13) U= Uo— Qo gy —-1————)

.« o wuy
tsSina + — Cosa
Co

ce qu1 représente quatre racines u en associant a chacune de ces deux
racines u, les deux déterminations possibles de a,.

a, est une imaginaire pure de coefficient positif ou négatif. Il nous
faut choisir celle de coefficient négatif pour obtenir une racine u voisine
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du lacet (E). Or, ‘én tenant compte de (11) et de (18), la relation (13)

s’éerit

(14) u=u0+iao{%; %
o3

or @
Comme ia, est positif, la partie principalede u — u, a donclesigne dee c.

Sie= 1, ¢ esL positif, donc aussi © — u,. La racine correspondante
est dans le quatriéme quadrant de notre plan limité, infiniment prés du
bord droit du lacet (E).

Sie=—1 et si ¢ est négatif, laracine est située prés du bord gauche
du lacet (E), et a droite de ce bord gauche dans le feuillet qui prolonge
a droite de la coupure le troisiéme quadrant du plan limité.

Sie=—1 et si ¢ est positif, la racine est prés du bord droit du
lacet (E) a gauche de ce bord droit, dans le feuillet qui prolonge le
quatriéme quadrant du lacet (E) a gauche de la coupure.

L’intégrale (E) présentera une anomalie dans les deux cas suivants ct
dans ces deux cas seulement :

1° Ou bien les deux racines u seront infiniment voisines 'une de
U'autre, de part et d’autre du bord droit du lacet (E), ce qui exige que t
Q
°
anomalie correspond une pseudo-onde sphérique, localisée sur la
portion IT de la sphére r == Qy, d’un type analogue a celui dela pseudo-
onde sphérique étudiée au Chapitre XIIIL.

soit infiniment voisin de =5 c¢’esta dire ¢ infiniment voisin dea- A cette

2° Ou bien la racine située dans le quatriéme quadrant du plan limité
¢t & droite du bord droit du lacet (E) sera infiniment voisine d’un

point de ramification — Ql—relatif a I'un des radicaux autres que aet ¢ et
S

»

situé entre — — et — é(ﬂ, > Q;> Q). D’ou

Q,
| i o3 2 ) = ,'9_’
{| — 1tsina 4+ cosa o )= 0.’
ou
07 . 9y
(15) cosa\/b—i — 2=t sina — E'

La relation (15) suppose d’abord

Q,

Qs

(16) A . Tsina >
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Supposons la condition (16) réalisée; il vient, par élévation au carré des
deux membres de (15)

2 21Q15ina+Q-€ cosa o
T, oo =0
ou
2 sin ? cos%(gf Q%)
t— tsina) = ek § ot |
Q¢ 2 Q7 ’
ou enfin
Q, Q2 2
(17) T = ﬁ—sma —+ ¢’ cosa __1_ — _1) (' = =+1).
o 5

En tenant corﬁpte de (17) la condition (16) devient

(18) ¢ sina ‘/z—; — Q' > cosa,

ce qui montre d’abord que ¢’ doit étre égal a 1.
Pour ¢ =+ 1, les conditions (17) et (18) deviennent enfin

( { Qe = psinl0,0,+ 5 c0slQQ,
1
9) | a> 10,0,

a. coslgg—\/xmg’
Q! e Q2

L’équation (19) est celle d’un pseudo-front conique, de distorsion si Q
désigne Q, ou L), de condensation si £ désigne &), Ce pseudo-front
conique a la forme d’un cone de révolution J; T d’axe O 5, tangent a la
sphére r = Q¢ le long du paralléle « =l o, limité d’une part au pseudo-
front sphérique r==Q¢, d’autre part a la surface de séparation qu’il
coupe suivant le cercle de centre O et de rayon Q¢ (Q¢ << Q0 << Q,¢).

En posant

. sinlQ Q,=

Conclusion. — La description du phénoméne aux grandes distances
de la source prend alors une unité remarquable.

Considérons dans le premier milieu les deux sphéres de centre O et
de rayons ¢, Q,¢; dans le second milieu les deux sphéres de centre O
et de rayons Q' ¢, Q.

Considérons ¢galement tous les cones de révolution possibles
d’axe Oz, tangents a 'une on l'autre des quatre sphéres et coupant la
surface de séparation suivant des cercles de centre O et de rayons &, ¢,
Qy0, Q¢ ou Q,¢. Limitons ces cones d’une part a la surface de sépa-
ration 5 := o0, d’aulre part aux sphéres auxquelles ils sont tangents.

Une partie des surfaces ainsi définies représente la totalité des fronts
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d’onde véritables. Les portions restantes de ces surfaces représentent
des pseudo-ondes.

D’autre part, considérons une onde déterminée. Soit Q¢ le rayon
d’un cercle tracé sur la surface de séparation etsitué en arriére du front
le plus avancé de I'onde en question. Si un front d’onde véritable de
I'onde considérée ne coupe pas la surface de séparation suivant le
cercle r =0, ilexiste pour Uonde considérée une onde super ficielle
du deuxieme type, localisée dans le voisinage de ce cercle.

103. Discontinuités cinématiques localisées sur les fronts d’onde
véritables. — I. Supposons, comme nous I’avons fait au chapitre X, que
la fonction F(¢) est indéfiniment dérivable, sauf pour la valeur ¢t = o,
ou certaines des dérivées ne sont pas nulles, peuvent méme devenir
infinies.

Il n’y aurait d’ailleurs rien de changé dans les raisonnements si la
fonction F(¢) était irréguliére pour une autre valeur, ou pour d’autres
valeurs que ¢t =o. '

Désignant par ¢y << 9o <T ¢4, ..., les points de discontinuité d'un facteur
de transmission A (v), supposons pour fixer les idées v, <7t <y,
¢t n’étant égal ni a vy, ni a ;.

Considérons I’expression

vy l
(20) v =f F'(t—ve)N(v)dv +f F'(t—v)A(9)dp.

Etant donnée la nature de la fonction F(¢), nous ne savons pas encore
si expression (20) constitue une solution.

Nous ne pouvons pas, comme au Chapitre X, obtenir les dérivées de ¥
par des dérivations sous le signe somme effectuées sans précautions ou
du moins nous ne pouvons, par de telles dérivations, obtenir les dérivées
que jusqu’a un ordre limité.

Pour tourner cette difficulté, nous procéderons par excmple de la
maniére suivante : nous subdiviserons d’abord chacun des dcux inter-
valles d’intégration (20)

Oy 0y
— o

(21) v = f ) F'(t—v)A(v)dv—a—f’ F'(t— 0)A(v) dv

]
vyt

= t
+f F'(t — 0)A(v)do + F'(t— o)A (9)do.
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Dans le domaine de v correspondant a la premiére des intégrations (21)
écrivons

(22) A(v)=A1(v — 01, p; 3),
dans la seconde intégration

(22 bis) A(v) = Ag(v2— v, p, 3),
dans la troisié;ne

(22 ter) A(v)= A3(v — 0, p, 3).

Dans les trois premiéres intégrales (21) nous effectuerons alors les chan-
gements de variables respectifs

v — 01 = A,
(23) — v =,
P — P9 = V.

Dans la quatriéme intégrale enfin, nous choisirons ¢ — ¢ comme nou-
velle variable. Il vient

Wy vy
2

(24) = / F'(t— X — 1) Ay (3, p, 2)dh
0

Vg — Py
2

+f F'(¢+p—v2) As(p, py 3) dp

0

+f F'(t—v —02) As(v, p, 3) dv
0

+f " F(e) A(t— o) do.

Il résulte de l'étude faite au Chapitre VI que, sous ceite nouvelle
forme (24), les dérivations sous le signe somme sont permises. Les
dérivées successives de W', quel que soit leur rang, s’exprimeront a I'aide
d’intégrales provenant de dérivations sous le signe somme et de termes
complémentaires provenant du fait que les limites d’intégration sont des
fonctions de p, z, ¢t. Tant qu’on exclut les égalités ¢t = ¢, ou t = ¢;, ces
termes complémentaires s’expriment a 'aide de dérivées successives
de F (¢) calculées pour des valeurs de ¢ différentes de zéro.

Considérons désormais la fonction W, (Cf. Chap. X, équation 28),
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qui difféere de W par la substitulion a F (¢) d’une fonction ® (¢) indéfini-
ment dérivable, identique a F(¢) a I'extérieur de l'intervalle (o, ¢,).
W, constitue une solution. ’

Envisageons une méme dérivée, de rang quelconque, calculée pour la
fonction ¥ et la fonction ¥, en supposant toujours ¢ £ ¢, et ¢ 3£ ¢5. Si
I'on suppose ¢, assez petit, les termes complémentaires figurant dans les
deux expressions de celte dérivée, pour ¥ et pour ¥, sont identiques.
Lorsque ¢, tend vers zéro, les intégrales figurant dans I'expression de
la dérivée de W, ou bien fininissent par devenir identiques aux intégrales
similaires qui figurent dans l'expression de la dérivée de W, ou bien
tendent respectivement vers ces derniéres.

Par conséquent, de méme que dans le cas particulier étudié¢ au
Chapitre X, toute dérivée de W, tend uniformément vers la dérivée
correspondante de W, dans tout domaine des variables t, p, z dont
sont exclues les valeurs t = v,(p, ).

Clest & ce point de vue que nous pouvons dire que W' constitue aussi
une solution du probléme; mais, alors que toute vilesse, accélération, etc.,
est conlinue quels que soient p, z, ¢ quand on suppose F indéfiniment
dérivable, il n’en est plus de méme lorsque cette condition n’est pas
remplie. Les surfaces de front d’onde ¢ = v;(p, ) sont alors le siége de
discontinuités cinématiques.

II. Ces discontinuités cinématiques sont de nature plus compliquée
que dans le cas particulier étudié au Chapitre X.

Supposons par exemple que ¢ =0 est un point de discontinuité de
premiére espéce des dérivées de I et que A(v, p, z) devient infini
lorsque ¢ tend vers ¢,. Si ¢ est supérieur & ¢4, nous écrirons

H
(25) \p‘:f F'(t—01) As(v — 01, p, 2) v

=f "F(t— % — o) Ar(M p, ) dA.
0

D’ou
I = N , JA
(26) 3; =£ [—F'(t——)\—pl)Al()" 12 Z)-;;"-Q-F(t—)\—vi)—a;l]ﬁ
, ad
—F(+o)£A(t, P %)

Lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs supérieures, U'intégrale qui figure
dans Vexpression (26) tend vers zéro, et le second terme devient infini
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si F'(+0) n’est pas nul. La signification physique d’une discontinuité
d’élongation de ce genre cst d’ailleurs assez douteuse.
Supposons que I’ (+ 0) est nul. On a
2w £ . v, . oA,
@ G ~£ [_ F (=0 — o) A0 7, 2) G+ P — % — 01.)79—Jdl

— F'(+ o)‘%A(t, 0, 5).

Lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs supérieurcs, l'intégrale tend vers zéro
el le second terme devient infini si F” (4 o) n’est pas nul.

D’une maniére générale, si F'(+4o0), F'(+0), ..., F" (4 o) sont
n

nuls et Fir+1)(4 0) =£ o, toutes les dérivées AL A ) Y ot
’ dp " dodt dpden—1
. . gy devi infini
continues pour I = ¢, mais W evient infinie comme

— Bl (+0) 52 AL p, 5)
lorsque ¢ tend vers v, par valeurs supérieures.

III. Supposons toujours que £=o est un point de discontinuité de
premiére espéce des dérivées de F, mais supposons que A (v, p, z) tend

JdA . .
vers zéro et que % devient infinie quand ¢ tend vers ¢;.

. I .
Si F' (4 o) n’est pas nul, A tend néanmoins vers zéro lorsque ¢ tend
. . 2w . . . . .
vers ¢, par valeurs supérieures, mais T devient infinie en méme temps
que le terme
o dor dA (L, 0, 2)
—Fro —

qu’il convient en pareil cas d’ajouter a I’expression (27).

D’une maniére générale, si F'(+ o), F'(+ o), ..., F") (4 o) sont
70\ S7ER ) Jur @
do’ dodt’ "' dodin
devient infinie comme

nuls et F+1 (4 0) £ 0, toutes les dérivées sont
gn+2

. . v
conlinues pour £ = ¢, mals s pre

dvy JA(¢L, p, 3)
— Fin+1) — e D 7,

Fin+1)(+ o) 7o Jt

IV. Prenons enfin un exemple un peu plus compliqué. Supposons
que £ = o ¢st un point de discontinuité de seconde espéce pour certaines
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dérivées de F(t) et que A (v, p, 5) devient infinie quand ¢ tend vers ¢,.
Nous écrivons, pour £ > vy,

v+

5 t
(28) w:f F/(¢t—0)As(0 — o1, p,z)do+f F'(t— 0)A(0) do
[ vy

-]

(—‘1

z;f DR — o)Ay (), p,z)d/\-ﬁ-f F'(¢) A(t— ¢) db.

D’ou
t—vy
2
(29) gi'=f , [ F'(t-—x_w) A O, p, 2)+F'(¢— )"Aﬂ(z, L z)}d'\
? 0 9
’ dA([ ) ni t d"i t—i—-o,
+/ e — <__.) (hA(,__Z,).

Supposons par exemple que A (v) puisse s’exprimer dans le voisinage de
v = ¢, par I’cxpression

A(v) =[Log(v — ¢1)]P(¥, p, 3) + Q(¥, p, 2),
P et Q désignant deux fonctions holomorphes. Posons, pour ¢t > o,

, ¢
o= I{((w)t
Jf () désignant une fonction holomorphe dans le voisinage de ¢ = o.
Il apparait que dans 'expression (29) les intégrales tendent vers zéro

lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs supérieures et que le terme complé-
mentaire a pour limite

. o\
— /(0) d—‘; P (o1, p, 2),

qui peut ne pas étre nulle. Cel exemple suffit 3 montrer que, quand une
discontinuité cinématique est localisée sur le front d’onde t = ¢4, cetle
discontinuité n’est pas nécessairement infinie. Toutl dépend de la nature
de F'(¢), c’est-a-dire de la nature des discontinuités cinématiques dont
on a envisagé existence sur le front de 'onde incidente.

V. Pour revenir au probléme particulier que nous ¢tudions, supposons
que le front de 'onde incidente est le siége d’une discontinuité cinéma-
tique d’ordre n du type habituel, c¢’est-a-dire que ¢ = o est un point de
discontinuité de premiére espéce pour les dérivées de F, que F (4 o),
F'(+o0), ..., F (4 o) sont nuls et Fin+') (4 o) différent de zéro. Sur
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tous les fronts d’onde dits normauz, a condition qu’il ne soient pas
précédés d’une ou de deux ondes coniques, se trouve égalementlocalisée
une discontinuité cinématique d’ordre r, longitudinale pour les ondes
de condensation, transversale pour les ondes de distorsion. Sur ces mémes
fronts d’onde, dans la région ou ils sont précédés par un ou deux fronts
coniques, se trouve localisée une discontinuité cinématique, également
d’ordre n, mais infinie. Un front conique, lorsqu’il est le premier, est le
siéged’une discontinuité cinématique du Lype habituel, mais d’ordre n +1
seulement. Lorsqu’il existe un second front conique, la discontinuité
cinématique dont il est le siége est infinie et d’ordre n -+ 1.

En définitive, le tout premier front pour chacune des quatre ondes
réfléchies ou réfractées est le siége d’une discontinuité cinématique,
d’ordre n ou n + 1 suivant les cas et les régions considérées sur ce front.
Le front ou les deux fronts qui peuvent suivre ce tout premier front
d’onde sont le siége de discontinuités infinies, d’ordre n ou n + 1.

Les formules établies au Chapitre VI permettent d’ailleurs de discuter
numériquement toules les particularités de ce phénomeéne.

Vu et approusé :
Paris, le 17 janvier 1939.
Le DoveN be LA FacuLrk pES SCIENCES,
Cu. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 17 janvier 1939.

Lt RECTEUR DE L’AcADpEmIE DE PaRris,

G. ROUSSY.
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