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PREMIERE THESE

i -t

THEORIE

DES

LIGNES D'INFLUENCE EXACTES

DES

ARCS QUELCONQUES

PLANS EN TREILLIS ARTICULE
A MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRE.

INTRODUCTION.

Jusqu'a présent, on s'est généralement borné, par intuition, a
calculer les poutres en Lreillis articulé a montants et croix de Saint-
André (fig. 6, @), plus particuliérement les poutres droites, comme
systémes multiples formés de deux poutres isoslatiques ordinaires en
treillis simple. Ces derniéres sont, dans cette hypothése, constituées,
chacune et dans chaque panneau, par les membrures, les montants et
I'une seulement des deux diagonales croisées du méme panneau de la
poutre d’origine. Nous verrons, a la fin de notre travail, quel est
l'ordre de grandeur de Papproximation de cette méthode. Nous
exposerons tout d’abord une théorie exzacte des lignes d’influence
des efforts principaur dans les barres des fermes a montants et croix
de Saint-André ('). Nous en donnerons ensuite une application.

Cette théorie exacte présente sans aucun doute un réel intérét, non

(1) Ce type de ferme est du a Navier.
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seulement théorique, mais aussi pratique, ne fit-ce que pour
apprécier 'importance des erreurs résultant des méthodes approchées
qui ont été préconisées par Jean Résal. Certes, les poutres en treillis
a montants et croix de Saint-André ne jouissent plus d’une si grande
faveur que pendant la seconde moitié du siécle dernier, mais on les
applique encore assez souvent a I’heure actuelle. On les rencontre
sous forme de contreventements, ainsi qu’en général partout ou il y a
renversement du sens de Ueffort tranchant. Il en est ainsi tout
particuliérement dans les piles et pylones, dans les panneaux centraux
des maitresses-poutres de faible portée, par suite de linfluence
prépondérante des charges mobiles et, ainsi, de la variation du signe
de DPeffort tranchant; enfin, dans les ponts Scherzer, les ponts
basculants et les ponts tournants, en raison du changement de sens
des efforts pendant la manccuvre (exemples : pont tournant de Brest,
en France; pont basculant de Selzacte, en Belgique). En outre, on
utilise ce systéme dans les vannes métalliques des barrages et les
portes d’écluses. Il a Pavantage de présenter une fleche inférieure a
celle des pouires simples et. par suite, de donner licu a des ellorts
secondaires plus faibles que dans ces derniéres.

D’autre part, les fermes a montants et croix de Saint-André
possédent un degré d’hyperstaticité intérieure trés élevé, car celui-ci
est egal au nombre de panneaux, si ces derniers sonl tous a diago-
nales croisées. A titre d’exemple, le degré d’hyperstaticité intérieure
de chacun des arcs du viadue de Garabit est égal a 27, celui-ci com-
portant 27 panncaux & montants et croix de Saint-André. I en
résulte que le calcul exact de ce type de ferme est ardu : c’est
d’ailleurs une des raisons de Pemploi plus rare de ces systémes, a
Pheure actuelle. Dans la suite, nous supposerons cclles-ci isostatiques
extérieurement, car on peut toujours ramener I'étude d’une ferme
hyperstatique a celle de la méme ferme rendue isostatique par une
suppression convenable des liaisons.

La conception classique de la résolution hyperstatique du systéme
est la suivante : si nous coupons une diagonale de chaque panneau et
si nous appliquons, aux couples de lévres des coupures, les efforts
internes respectifs développés dans ces barres par la force extérieure
unitaire, nous raménerons le systéme a une ferme isostatique ( fig. 1).
Cette méthode conduit a écrire autant d’équations numériques qu’i
y a de panneaux; il reste a les résoudre. S'il s’agit d’établir des
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lignes d’influence, on devra résoudre autant de systémes d’équations
de ce genre qu'il y a de positions possibles de la force extérieure. La
symétrie ¢ventuelle de la ferme ne réduira pas la difficulté de résolu-
tion de chacun des systémes d’équations. En effet, 'un quelconque
de ces systéemes correspond & une position déterminée de la force
extérieure unitaire mobile. Celte mise en charge particuliére n’est en
général pas symétrique. Par conséquent, malgré la symétrie de la
ferme, les efforts dans deux barres symétriques sont différents. Il en
résulte que cettc symétrie n’améne aucune réduction du nombre
d’inconnues de chacun des systémes. Celle symétrie entraine une
simplification : il suffit de calculer les lignes d’influence des barres
d’une des moiti¢s de la poutre, mais cette simplification a lieu quelle
que soit la méthode de résolution de 'hyperstaticité de la ferme.

Pour établir les équations ainsi définies, certains auteurs [ W. Rit-
ter (')] ont appliqué¢ le principe des travaux virtuels, d’autres
[L. Baes (*), L. Légens (%)], le théoréeme de Castigliano. Léon
Boyer () les a établies, a l'occasion de son calcul du viaduc de
Garabit, en partant de la relation qui existe entre les dilatations des
six barres d’un panncau. En outre, M. B. de Fontviolant (*) a
appliqué 1’ « ¢quation aux liaisons surabondantes » qu’il a établie a
partir du principe des travaux virtuels. Ces auleurs sont ainsi arrivés
nécessairement a une forme simple des équations, qui est due an
choix des barres surabondantes et a la propriété suivante des poutres
a montants et croix de Saint-André : Peffort interne dans la diagonale
surabondante d’un panneau quelconque influence seulement les cing
autres barres du méme panneau, dans le systeme rendu isostatique
par coupure d’une diagonale dans chaque panneau. Il résulte de
cette propriété que les équations de déformation se mettent sous la
forme de relations linéaires

(l') (lXi_1+in+ CXH_":(]

(1) W. Rirter, Anwendungen der Graphische Statik, nach Prof. D* C. Culmann,
bearbeitet von W. Ritter, B. II, Ziirich, 18go.

(2) L. Bags, Cours de Stabilité des Constr. enseigné a l’Université de Bruxelles
{autographie), rgr1.

(*) L. Lieens, Génie Civil, 1922 el 1933.

(%) Lion Bover, Viaduc de Garabit sur la Truyére, Paris, 1888.

(%) B. bt Fonrviorant, Résistance des Matériaux Analytique et Graphique,
t. 1I, Paris, 1927; Les Méthodes modernes de la Résistance des Matériauz,
Paris, 1920.
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entre les efforts internes X;_,, X; et X;,, dans trois diagonales
surabondantes successives. Ces relations sontanalogues aux équations
bien connues des trois moments, ce qui facilite leur résolution. Elles
ont d’ailleurs été appelées successivement équations des trois ten-
stons par Léon Boyer, équations des trois barres surabondantes par
M. L. Baes et équations des trois efforts par M. B. de Fontviolant.

W. Ritter et F. Bleich (') donnent une résolution intéressante du
systéeme d’équations des trois efforts, par approximations successives.
Ils supposent, en premiérc approximation, que, dans les équations
telles que (7), @ et ¢ sont négligeables devant b et, en seconde
approximation, substituent a X;_, et X; ., les valeurs tirées en premier
lieu, et ainsi de suite jusqu’a ce que Uerreur soit négligeable. D’autre
part, W. Ritter expose un mode de résolution des systémes a montants
et croix de Saint-André par utilisation de Dlellipse d’inertie des
panneaux, mais il reconnait que la méthode est trop ardue et ne
s'applique pratiquement qu’aux poutres droites. Il fait d’ailleurs
I'hypothése restrictive que les panneaux sont symétriques verticale-
ment et horizontalement.

En outre, M. Farid Boulad (?)a donné une résolution de la formule
des trois efforts par une méthode analogue a celle des foyers utilisée
dans I'étude des poutres continues a l'aide de I'équation des trois
moments.

Citons encore une méthode graphique trés intéressante et originale
due a M. L. Descans (*).

Enfin, Jean Résal (*) a proposé un mode de résolution approchée
des poutres droites, en supposant qu’aprés déformation les panneaux,
initialement rectangulaires, se transforment en parallélogrammes. II
a donné, en outre, une méthode approximative de calcul, basée sur
la considération de la poutre comme systéme multiple formé de deux
poulres isostatiques intérieurement. Il n’a cependant pas indiqué
I'ordre de grandeur de approximation de cette méthode. Le degré

(*) F. Breicn, Der Statisch Unbestimmte Paralleltrdager mit Gekreusten
Diagonalen ( Osterr. Wochenschrift fir den Offentl. Baudienst, Heft 50, 1905).

(?) Farm Bourap, Un nouveau théoréme pour calculer les tensions des barrés
surabondantes des poutres et arcs ¢ montants et croix de Saint-André
(Comptes rendus du Congrés international des mathématiques, Strasbourg, 1920).

(*) L. Drscaxs, Le Calcul des Poutres & Diagonales Croisées (Génie Civil,
3 juin rg22).

(*) J. Resar, Stabilité des Constructions, Paris, 1go1.
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d’exactitude n’est donc pas défini, contrairement a ce que l'on fait
d’habitude dans la plupart des problémes d’hyperstaticité.

Au contraire, le procédé qui partirait d’'une étude exacte et qui en
déduirait un mode approché de calcul serait beaucoup plus sir et
plus logique. D’autre part, comme nous 'avons montré plus haut, le
mode le plus simple de détermination exacte, élabli jusqu'a présent,
consiste dans l'utilisation d’équations du type (7) ci-dessus. Ces
¢quations, qui ne sont autres que l’expression particuliére des équa-
tions des dérivées du travail (Castigliano), restent malgré tout géné-
rales. Leur résolution subsiste : ¢’est seulement au cours de celle-ci
qu’apparaissent les difficultés, la longueur et la complexité des
calculs, qui sont de toute maniére inhérentes a un systéme lui-méme
complexe. Il ne faut pas perdre de vue que ces équations ne s’appliquent
qu’a une mise en charge fixée. Or, il est trés rare que 'on puisse se
passer du tracé des lignes d’influence, car on doit toujours, dans le
calcul d’une ferme, rechercher pour chacune des barres en particulier
la position du train de charge la plus défavorable. On s’en passera
d’autant moins que la méthode nouvelle exposée dans le présent
travail rend leur calcul aussi simple que I'étude d'une mise en charge
fixée. Au contraire, l¢ probleme se complique précisément lorsqu’on
veut élablir, par la méthode précédente, les lignes d’influence des
efforts principaux dans les barres de la ferme. Il faut en effet, dans ce
cas, résoudre autant de systémes d’équations qu’il y a de positions
possibles des charges mobiles.

C’est pour cette raison que nous avons établi une méthode nouvelle,
plus simple que les précédentes, bien qu’étant tout a fait rigoureuse.
Nous avons surtout visé a la rendre pratique, tout en nous imposant
comme but la détermination directe, a Paide d’équations convena-
blement établies, de toutes les ordonnées des lignes d’influence des
efforts principaux. La méthode par récurrence se présente, sans
aucun doute, comme étant la meilleure voie a suivre pour les systémes
a montants et croix de Saint-André, en raison de leur haute hypersta-
ticité. D’autre part, le principe de réciprocité de Maxwell présente la
propriété de réduire le degré d’hyperstaticité successivement d’une
unité et parait donc utilisable a cette fin.

Cependant, il n’est pas évident & prior: qu'une pareille méthode
soit possible, du moins pour la détermination des lignes d’influence.
Mais nous 'avons rendue telle grace a un choix judicieux des barres
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surabondantes, en 'occurrence les montants. Nous verrons dans la
suite, au cours de exposé, quelles sont les propriétés particuliéres
de ceux-ci qui nous ont déterminés a faire ce choix.

Nous exposerons ainsi une méthode nouvelle d’application trés
simple, bien que les formules de récurrence que nous établirons sont
tout a fait générales et peuvent étre utilisées pour la résolution d'une
ferme de forme quelconque.

Tout notre expos¢ aura pour but d’établir des ¢quations dont
Papplication permet de calculer d’emblée les lignes d’influence des
efforts principaux dans les barres. Il sera malgré toutardu, pour deux
raisons. Tout d’abord, il s’agit de la résolution exacte d’un systéme
de degré d’hyperstaticité élevé. De toute facon, le probléme sera
donc complexe quelle que soit la méthode utilisée. Ensuite et sur-
tout, nous ne nous sommes pas borné a écrire, comme on l'a fait
Jjusqu’a présent, des équations d’apparence tres simple, mais trop
genérales, tirées du théoreme de Castigliano, en laissant a Uingé-
nieur le soin de les résoudre chaque fois qu’tl devra les appliquer.
C’est seulement au cours de cette application que naissent les plus
grosses difficultés. Au contraire, nous nous sommes proposé d’éviter
ces derniéres en présentant la question des lignes d’influence sous
Jorme d’équations toutes résolues. A cette fin, nous avons di
nécessairement nous astreindre a des calculs algébriques pénibles,
mais ceux-ci ont le grand avantage d’étre faits une fois pour toutes.

La complexit¢ de I'exposé pourrait faire croire, & premiére vue,
que la méthode actuelle n’est pas pratique. Il n’en est rien. Cette
complexité résulte précisément du c6té pratique que l'on a voulu
donner a la méthode cn effectuant certains calculs algébriques de
facon a réduire au strict minimum les opérations que nécessite
Papplication du procédé. 1l ne faut en effet jamais perdre de vue que
toute méthode doit avant tout éire ¢tablie pour étre appliquée. Entre
une méthode d’exposé simple, mais d’application difficile, et une
méthode d’expos¢ complexe, mais d’application facile, I'ingénieur
choisira sans hésiter la seconde.

La démonstration des formules constitue tout le c¢6té ardu de
Pexposé. Elle est, certes, intéressante, mais on pourrail trés bien s’en
passer, quitte seulement & connaitre la signification des symboles

algébriques qui entrent dans les formules et le mode d’application de
celles-ci.
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Si les travaux antérieurs sur le sujet sont d’exposé plus simple, ils
sont par contre d’application plus difficile, car ils s¢ bornent a
présenter le probléeme sous forme de systémes d’équations que
I'ingénieur devra résoudre chaque fois qu’il s’en servira. Au con-
traire, 'application de la méthode actuelle ne nécessite plus aucun
calcul algébrique. Elle se résume a des opérations tout a fait élémen-
taires, c’est-a-dire a la substitution, aux symboles algébriques qui
interviennent dans les formules, de leurs valeurs numériques relatives
a la ferme particuliére a résoudre. Ces opérations ne demandent
méme plus que des notions d’algébre tout a fait rudimentaires. De
plus, a I'heure actuelle, les calculs numériques ne présentent plus
eux-mémes aucune difficulté, grace a emploi des machines a calculer.

Outre ces avantages, qui sont d'un grand intérél pour I'ingénieur,
la méthode actuelle présente encore le suivant. Les formules de
récurrence qui seront ¢tablies ci-aprés donnent les ordonnées succes-
sives des lignes d'influence sous forme de sommations. Lorsque les
termes de celles-ci sont de signes contraires, ils sonl toujours trés
différents I'un de Pautre, de sorte que les erreurs relatives que le
procédé entraine sont trés faibles.

Enfin, la méthode posséde d’autres avantages tout aussi importants
que les précédents. Ils seront exposés a la fin du deuxiéme chapitre.
La méthode présente donc un réel intérét.

Dans ce qui suit, nous exposerons tout d’abord, dans un premier
chapitre, les principes et les méthodes qui seront utilisés au cours
du présent travail.

Le deuxiéme chapitre consistera dans la résolution de la forme
plane la plus générale des systémes en treillis articulé a montants et
croix de Saint-André. Cette résolution s’appliquera en particulier aux
poutres droites du méme type, que nous avons étudiées directement
dans un travail précédent ().

On trouvera ensuite, dans un troisiéme chapitre, une application
de la méthode a un arc particulier a montants et croix de Saint-André.

(1) Etude des poutres & losanges et théorie des lignes d’influence des poutres
droites en treillis a croix de Saint-André ( Annales des Ponts et Chaussées,
novembre 1936, Paris).






CHAPITRE 1.

PRINCIPES DE LA METHODE ET PROCEDES D’APPLICATION.

1. Principes de la méthode. -— Au cours de notre étude, nous’
ferons un usage trés fréquent du tracé de Cremona, du tracé de
Williot, ainsi que du principe de superposition, du principe de
Maxwell et du principe des travaux virtuels.

a. Le tracé de Cremona consiste en une détermination graphique
des efforts normaux dans les barres des systémes plans triangulés a
attaches supposées articulées. La méthode que nous allons exposer
est beaucoup plus pratique que celle employée en général par les
ingénieurs, car elle fournit automatiquement le sens des efforts
normaux dans toutes les barres ().

Soit par exemple ( fig. 2, @) une ferme plane triangulée présentant
en A un appui a rotule et en E, un plan d’appui quelconque. Cette
ferme estisostatique extérieurement, mais rien n’empéche d’appliquer
la méthode de Cremona aux systémes hyperstatiques extérieurement,
pourvu que 'on ait déterminé a I'avance, par un procédé quelconque,
toutes les liaisons extérieures résultant de la sollicitation extérieure
donnée.

Dans la poutre ( fig. 2, @), la réaction en Ry est normale a la trace
du plan d’appui. Si U'on prolonge sa ligne d’action jusqu’a l'intersec-
tion i de celle-ci avec la ligne d’action de la force extérieure P, la
ligne d’action de la réaction Ry n’est autre que Ai. On peut dés lors
déterminer R, et Ry en décomposant P suivant leurs deux directions.
Cette décomposition est d’ailleurs effectuée dans la figure 2, b, que
nous allons examiner.

(1) La présente méthode est exposée par M. le professeur H. Béghin dans son
Cours de Résistance des Matériaux & I'Université de Paris.
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Connaissant R, et Ry, on peuat tracer la figure de Cremona ( fig. 2, b)
comme suit. Divisons d’abord le plan de la poutre ( fig. 2, @) en six
régions (1, 2, 3, 4, 5, 6) séparces par les lignes d’action des forces
extérieures P, R, et Rg et les barres de la construction, celles-ci
figurant aussi, implicitement, les lignes d’action des forces internes
qui les sollicitent.

Cela étant, exprimons graphiquement et successivement I'équilibre
des divers neeuds de la poutre en commencant par un neeud ne pré-
sentant que deux barres dont les efforls internes sont inconnus, par
exemple le nceud E. A cette fin, imposons-nous, pour tous les nceuds,
un seul et unique sens de rotation fixant I'ordre dans lequel nous
couperons, autour du neeud, les droites-frontiéres des diverses régions.
Dés que 'on coupera une de ces droites-frontiéres, on tracera dans la
figure (b) de Cremona une droite paralléle a cette droite-frontiére,
qui représente en grandeur, direction et sens, effort extérieur ou
intérieur agissant suivant la droite-frontiére coupée.

On opérera par exemple comme suit : si l'on coupe d’abord R, on
trace, en (b), a I'échelle des forces choisie pour le tracé de Cremona,

le segment a1 parallele a Ry, et représentant cette réaction. L’ordre
de numérotation des extrémités de ce segment est le méme que celui
dans lequel les régions 2 et 1 sont successivement rencontrées. En
outre, cet ordre indique en mcéme temps le sens d’action, sur le neud
considéré, de Peflort extérieur ou intérieur correspondant. Si nous
continuons le tracé de I'équilibre do neeud E, nous coupons ensuite
la barre b en passant de la région 1 a la région 4, puis la barre @ en

passant de la région 4 & la région 2. Nous tracerons donc dans la
—
figure 2 (b) successivement les segments 1-4 et 4-2 paralléles a b et

a4 a. II en résulte que la barre & subit une traction (i-4) et la
—
barre a, une compression (4-2). En effet, 1-4 s’écarte du neud E,

donc tire sur celui-ci, tandis que 4-2 s’en rapproche, donc pousse sur
le méme.

Passons ensuite au ne@ad D d’application de P. Coupons les droites-
frontiéres dans le sens P, a, ¢, d, en passant successivement .des
régions 3 4 2,24 4,4 a5 et5 a3. Nous tracerons donc successive-
ment dans la figure () de Cremona les paralleles 3—;, 2-2, /,l-get 53
représentant, a Péchelle, la force extérieure P et les forces normales
dans les barres a, ¢, d, avec leur sens. On fera ensuite des coupures
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successives autour des nceuds G, B, A et I'on tracera dans la figure

de Cremona les contours fermés correspondants (5-4-1-6-3), (3-5-6-3)

et (3-6-1-3) donnant les efforts dans les barres, avec leur signe. Le
— 5

segment 1-3 représente en particulier la réaction R, avec son signe.

On voit que les deux figures 2, @ et b sont des figures conjuguées
réciproques : a une région de la figure (@) de la poutre correspond
un point de la figure (4) de Cremona, landis qu'a un nceud de la
premiére correspond une région de la seconde.

On voit que la construction de la figure de Cremona est automa-
tique, progressive el ne présente aucune difficulté, pourva que, en
chacun des neeuds considérés, il ne reste pas plus de deux inconnues
a déterminer.

b. Le tracé de Williot est un procédé graphique original, imaginé
par lingénieur francais Williot, de détermination de la figure
déformée d’une construction réticulaire, a partir des déformations
longitudinales des barres, calculées au préalable.

Considérons tout d’abord trois neeuds A, B, G d’'une ferme reliés
par les barres a, b, ¢ (fig. 3, ). Supposons que nous ayons déja
déterminé les positions nouvelles \' et B’ de A el B, aprés déforma-
tion de la ferme et soient A, et A, les déformations longitudinales de b
et ¢, ), ¢lant par exemple un allongement et 2., un raccourcissement.
Portons CC|, CC,, C|C| et C,C, équipollents respectivement aux
déplacements A*, A* et aux déformations longitudinales %, et }.. La
nouvelle position C' de C se détermine en décrivant, de -A’ et B
comme centres, des arcs de cercles de rayons (b -+ %,==A'C})
et (¢ + k.= B'C}). Mais A%, A®, 2,, 4., G C" et G/ sont des infini-
ment petits par rapport a & et c. Ce sont en effet des déformations
et des déplacemenls qui sont toujours excessivement pelits vis-a-vis
des dimensions de la construction. Pour les constructions métalliques
en acier ordinaire, par exemple, les dé¢formations longitudinales des
barres sont de 'ordre du 2000° de la longueur de celles-ci. Il en
résulte que les arcs de cercles précités se confondent avec les normales
abetc, élevées en G et CI.

On peut, d’autre part, remplacer trés avantageusement la figure 3 (a)
par la figure 3 () ou le point ABC figure la position initiale du
triangle ABC avant toute déformation de la ferme. On voit que A est
mesuré en grandeur, direction et sens a partir de ce point. Il en
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résulte que ABC figure la position non déformée de toute la ferme.
La figure 3 (b) constitue le « tracé de Williot ». Elle a le grand avan-
tage de réduire fortement le travail en se débarrassant du tracé des
barres de la ferme et ne retenant que les déformations successives.
En outre, elle permet de faire le tracé a une échelle plus grande que
celle de la représentation de la construction et, ainsi, de donner lieu
a une plus grande précision.

Considérons ensuite une ferme compléte, par exemple la ferme de
la figure 2 (a), sollicitée par la force extérieure P. Nous avons déter-
miné, a l'alinéa a, a aide d’un tracé de Cremona, les efforts internes
dans toutes les barres, qui sont des compressions ou des tractions
longitudinales. Les barres comprimées sont représentées en traits
renforcés. Nous pourrons déduire du tracé de Cremona les raccour-
cissements ou allongements longitudinaux de toutes les barres.

Ces déformations vont nous permetire de faire le tracé de
Williot  fig. 2, ¢). Nous rapporterons tout d’abord les déplacements
a une direction et a un point arbitrairement choisis et supposés fixes,
quitte a faire aprés coup les corrections nécessaires. Nous choisirons
en l'occurrence la direction de la barre f et le point A, qui reste fixe.
Soit donc O = ABCDE le point du tracé de Williot qui figure la
position initiale non déformée de la ferme. Le point A étant fixe, ne
subit aucun déplacement. Sa position finale A’ coincide avec O.
Portons a partir de O le raccourcissement A, de la barre f, paralléle-
ment & celle-ci. Comme elle est comprimée, le nceud B se rapproche
du nceud A. Dans la figure (c), on doit donc porter A, dans le sens
indiqué. On trouve ainsi la position B’ de B aprés déformation de la
ferme.

Pour oblenir la nouvelle position C’' de C, on remarquera que le
nceud C est relié aux nceuds A et B, dont on posséde les positions
nouvelles, par les barres g et e. On portera donc a partir de A’ le
raccourcissement 1, de la barre comprimée g et, a partir de B/,
'allongement 2. de la barre tendue ¢ dans les sens qui indiquent que C
se rapproche de A et s’écarte de B. Aux extrémités des segments Ag
et A., on élévera des perpendiculaires sur ceux-ci, qui se coupent
en (', position nouvelle de C. De méme, pour obtenir D', on porte A4
a partir de B' et 2. a partir de C/ et 'on ¢léve les normales a Aq et 2.,
quise coupent en D'. Finalement, on trouvera E' en tracant 2, en D',
A, en C/ et en ¢levant les perpendiculaires a ces déformations.



Les déplacements de tous les neeuds de la ferme s’obtiennent en
grandeur, direction ct sens en joignant Porigine O == ABCDE du
diagramme de Williot aux positives finales, A'B'C'D'E’ de ces neeuds
aprés déformation de la ferme. En portant ces déplacements aux
neecuds mémes de la ferme, on aura la position déformée de celle-ci.

Pour tracer la figure de Williot, nous 'avons rapporiée a une
direction arbitraire AB supposée fixe. Or celle-ci subit clle-méme
une rotation autour de A. Pour déterminer la correction qui en résulte
pour le tracé de Williot, remarquons que le nocud I ne peut que se
déplacer sur la trace de son plan d’appui })(/ Par conséquent, dans le
teacé (¢) de Williot, la position réelle de E aprés déformation de la
poutre doit s¢ trouver sur la paralléle OF a pg, mende par Porigine.
I n’en est rien : E' ne se trouve pas sur cette parallele. D’aprés le
diagramme de Williot, il se trouve au-dessus du plan d’appui pq
(fig. 2, a). Le point A é1ant fixe, il suffira donc, pour corriger le tracé
de Williot, de faire subir a toute la ferme une rotation d’ensemble @
autour de ce point, dans le sens de votation des aiguilles d’une montre.
Dans ce mouvement, le noud E se déplace normalement ala ligne AE
des appuis, car la rotation o est infiniment petite. Pour trouver, dans
le tracé de Williot, la nouvelle position de E, on méncra donc EE"
perpendiculaire a la droitc AL des appuis ( fig, 2, @) jusqu’a sa
rencontre avec la parallele a pg menée a partir de Porigine de la
figure (¢). La rotation w aura pour valeur

Dl

7 b

W =

si L est la distance des appuis de la ferme. Du fait de celte rotation w
de correction, un nceud quelconque de la construction, D par exemple,
subira un déplacement supplémentaire D'D" ( fig. 2, ¢) normal a la
direction AD ( fig. 2, a) ct égal &

— m ==
D'D'"=mow= 7 EEY,

ou m est la distance AD ( fig. 2, a). Les corrections des déplacements
des autres neeuds se déduisent de méme.
Celles-ci peuvent se déterminer graphiquement a 'aide d’un tracé

de Williot, comme suit : si nous menons E'D” et E'D" ( fig. ¢)



normaux respectivementa ED et AD ( fig. a), les deux triangles ADE
(fig. a) et EE'D" ( fig. ¢) sont semblables. On a donc

LD AD =m X
T
d’ou
— 1 Orvm——am—
D" = % Fi'=DD".

On trouverait de méme BB’ en grandeur, direction et sens, en E'B”
en tracant E'B” ¢t E'B” normaux respectivement a AB et BE (fig. a),
et ainsi de suite.

Finalement, on aura donc en OB”, OC”, OD” ¢t OF les déplace-
ments réels des necuds de la ferme. Si P'on reporte ces déplacements
sur la figure (@), a I'échelle de celle-ci, on trouvera la position
déformée de la poutre.

La ferme que nous avons choisic pour notre exposé est une ferme
triangulée, isostatique extéricurement. Cependant, le tracé de Williot
s’applique a toutes espéces de constructions, qui peuvent étre hyper-
statiques extérieurement et intéricurement, a condition que l'on ait,
au préalable, déterminé d’une maniére tout a fait rigoureuse toutes
les liaisons extérieures ct les efforts internes dans toutes les barres.
En effet, si U'on fait le tracé¢ de Williot pour ces poutres hypersta-
tiques, ce tracé doit satisfaive a autant de vérifications qu’il y a d’élé-
ments surabondants. Le tracé de Williot peut d’aillcurs étre effectué
indépendamment de ces derniers. Par conséquent, il doit vérifier, au
droit des liaisons extérieures surabondantes, les déplacements de
celles-ci, nuls (liaisons fixes) ou non (appuis élastiques), ct, au droit
des barres surabondantes, les déformations longitudinales de celles-ci.

Il en serait ainsi notamment des fermes & montants et croix de
Saint-André, que nous étudicrons dans le chapitre snivant.

Pour plus de détails sur le tracé de Williot, on se reportera utile-
ment au travail original de cet auteur ().

c. Le principe de superposition suppose que I'on reste dans les
limites de validité de la loi de Hooke. Il n’est en effet applicable que

(') WiLnior, Notations pratiques sur la statique graphique (Publications
scientifiques industrielles, 1877).
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si Pon se place dans I'hypothése habituelle de la résistance des
matériaux, c’est-a-dire la proportionnalité des déformations quel-
conques aux forces appliquées. Cette hypothése est une forme parti-
culiére et resireinte de I'hypothése de I'élasticité, dans laquelle on
néglige tout effet des déformations sur 'équilibre élastique.

Ces hypothéses sont suffisamment valables, ainsi que 'expérience
I'a généralement prouvé, a condition que les déformations soient
réellement trés petites et que les barres comprimées soient absolu-
ment garanties contre le flambage.

d. On sait que le principe de réciprocité de Maxwell (') résulte
de la considération de deux groupes de sollicitations appliquées suc-
cessivement a une méme construction. [l exprime que le travail
virtuel des sollicitations du premier groupe le long des déformations
qu’impriment a leurs points d’application les sollicitations du second
groupe, est égal au travail virtuel des sollicitations du second groupe,
le long des déformations qu’impriment a leurs points d’application
les sollicitations du premier groupe.

L’application de ce principe a la détermination des efforts ou
couples de liaison est classique. La méthode s’est surtout répandue
dans la recherche des lignes d’influence des réactions et des moments
de flexion des poutres droites continues, ainsi que dans la recherche
des lignes d’influence des liaisons des arcs. Citons tout particuliére-
ment son emploi aux constructions hyperstaliques du premier degré,
qu’elle a la propriété de rendre isostatiques, grace a une coupure par
rapporl & I'élément surabondant étudié. 11 en est ainsi notamment
des réactions des poutres continues sur trois appuis el de la poussée
d’un arc a deux rotules. La méthode conduit a une représenlation
intuitive des lignes d’influence. Cetle représentation fait image en ce
sens qu’elle est une expression mécanique du mode de comportement
de la construction considérée, sous l'influence de la sollicitation que
l'on étudie. La méthode a d’ailleurs donné naissance a 'emploi de
procédés mécaniques a l'aide d’appareils d’application extrémement
simple (« micro-influentiométre » de M. Magnel, appareil de
MM. Land et Beggs, « influentiographe » de M. Colonetti, appareil
« Nupubest » de M. Rieckhoff, méthode de M. Wahed, etc.).

(1) J.-CL. MaxwELL, Traité d’Electricité, Chap. 111 : Travail électrique et Energie
d’un systéme de conducteurs.

THIISE FOULON, 2
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L’application du principe de réciprocité de Maxwell aux systémes
en treillis est également connue, mais trés peu répandue. Elle peut
cependant étre d’un trés grand intérét, car elle a 'avantage d’éire
trés simple ct de réduire d’une unité le degré d’hyperstaticité du
treillis étudié. Nous ne emploierons, dans le présent Iravail, que
dans le cas des treillis articulés.

Comme la méthode peut comporter des modalités de détail, nous
expliquerons ci-aprés le procédé choisi, afin de préciser la termino-
logie, les notations et les conventions de signes employées dans notre
exposé. Notons tout d’abord que nous adopterons, dans la suite, les
compressions internes des barres comme positives. Si I'on adoptait
les tractions internes comme positives, on obtiendrait d’ailleurs un
raisonnement en tous points analogue au suivant.

Cela étant, couponsla barre s de la poutre figure 4 (a) et supposons
la force extérieure mobile P appliquée en un nceud p arbitraire.
L’application de P produit par exemple un « écartement » (') relatif
translatoire P 8§ des lévres de la coupure de la barre s, dans la direc-
tion de cetle derniére, o} résultant de P =1. Le résultat final de la
démonstration suivante serait le méme si I'on supposait que d; est un
« rapprochement » ('). Si 'on voulait maintenir les deux lévres de la
barre s en contact, comme avant la coupure de celle-ci, il faudrait
appliquer en ces lévres des compressions S, S, qui ne sont autres que
les compressions internes développées par P dans celte méme barre
lorsque celle-ci n’est pas coupée. Nous nous proposons de calculer
ces forces internes S.

Pour cela, considérons ( fig. 4, &) la méme poutre soumise cette
fois a des tractions k& des lévres de la coupure. Elles produisent un
déplacement relatif & A de ces lévres dans le sens d’action des forces £,
autrement dit un rapprochement, et un déplacement du point
d’application de P dont 4 6§ est la projection sur la direction initiale
de P.

I est a noter que, dans les figures 4 (a et b), on ne peut faire agir
la force P d’une part, les forces k& d’autre part, que si le systéme reste

(') Nous appelons écartement ou rapprochement relatif des lévres de la coupure
d’une barre quelconque, un déplacement relatif de ces lévres de méme sens que

celui qui résulterait, respectivement, d’un écartement ou d’un rapprochement des
nceeuds d’extrémités de la méme barre.
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indéformable aprés coupure de la barre s, sinon ce systéme se défor-
merait indéfiniment sous des efforts extérieurs quelque petits qu'’ils
soient. On ne peut donc appliquer le principe de réciprocité de
Maxwell que dans cette hypothése.

A§ est essentiellement positif, tandis que 6§ sera mesuré positive-
ment dans le sens de P, mais contiendra implicitement son signe.

Appliquons le principe de Maxwell aux deux systémes (a) et (b)
de forces et de déplacements :

P (k%) =— k(P3§)
ou
3y =—&}.

D’autre part, S est tel que le déplacement relatif total des lévres de
la coupure, dans la poutre sollicitée par P, S, S, est nul. On a donc

P+ SAY=o.
On déduit de ces deux derniéres équations

3% k8%

(a) S=P K—g = m% .

A noter que & d§ et k A§ sont des déplacements produits tous deux
par les deux tractions A des lévres de la coupure de la barre s
(fig- 4, b).

L’équation («) est vraie quel que soit le neeud d’application de la
force extérieure P, que nous pouvons donc supposer mobile et
appliquée aux nceuds successifs de la construction. On peut par con-
séquent en déduire le procédé suivant d’application du principe de
Maxwell & la détermination de la ligne d’influence de l’effort normal S
dans la barre quelconque s.

On coupe la barre s et Pon applique aux lévres de la coupure deux
tractions k arbitraires, mais égales et opposées, si I'on considére les
compressions internes comme positives (*). On en déduit, a 'aide
d’un tracé de Cremona ou dc toute autre méthode équivalente, les
efforts interncs dans toutes les autres barres dus aux tractions & et,
ensuite, les déformations longitudinales de ces barres. A I'aide de ces

(') Si I'on considérait les tractions internes comme positives, on appliquerait
aux deux lévres de la coupure de s deux compressions k égales et opposées.
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déformations longitudinales, on détermine graphiquement ou ana-
lytiquement, par un tracé de Williot, par le théorémec des dérivécs
du travail (Castigliano) ou par toute autre méthode équivalente, la
déformée de toute la poutre et, en particulier, les déplacements des
nceuds d’extrémités de la barre s coupée. La ligne d’influence cherchée
de Ueffort normal de compression dans la barre s n’est autre que la
mesure, a I'échelle du rapprochement k A des lévres de la barre s,
de la projection de la déformée ainsi obtenue, sur les lignes d’action
successives éventuelles de la force extérieure mobile P, si celle-
ci est supposée prise égale a l'unité des forces.

Ce procédé est applicable, non seulement lorsque la force extérieure
mobile P =1 est appliquée aux nceuds, mais aussi lorsqu’elle est
appliquée en un point quelconque des barres, entre ces nceuds. La
position déformée des barres, sous I'effet des tractions 4, étant recti-
ligne, les lignes d’influence des efforts internes dans les barres seront
donc constituées, entre leurs ordonnées correspondant aux nceuds, de
segments de droites reliant ces ordonnées.

Pour faciliter la compréhension de 'exposé du Chapitre 11 ci-aprés,
il est intéressant d’écrire en abrégé, sous les formes littérales sui-
vantes, l'expression de la propriété des lignes d’influence (L. 1.)
déduite du principe de Maxwell

LT — déformée
“ "7 rapprochement des lévres
ou
(1) Déformée = (L. I.) < (rapprochement des lévres).

Nous verrons ci-dessous, au cours de I’exposé du mode d’applica-
tion du principe des travaux virtuels, que les deux formules (1) et (1)
sont aussi valables pour les systémes qui deviennent déformables apreés
coupure de la barre dont on détermine la ligne d’influence.

Toutes les considérations précédentes s’appliqueraient intégrale-
ment & une barre quelconque d’un systéme isostatique ou hypersta-
tique intérieurement ou extérieurement, a la seule condition que le
systéme reste indéformable par suppression de la barre considérée.

En outre, il est a noter que le principe de Maxwell n’est applicable
que pour autant que les déformations et déplacements envisagés
soient trés petlits par rapport aux dimensions de la ferme. Clest

d’aillears ce qui a lieu dans la plupart des constructions utilisées dans
la pratique.
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Remarque. — Les deux efforts de traction k, égaux et opposés,
appliqués aux lévres de la barre s, font naitre des efforts internes
dans toutes les autres barres de la ferme. Il résulte des déformations
de celles-ci un rapprochement k AS des noeuds d’extrémités de la
barre coupée. Comme, en outre, les deux tractions A produisent un

allongement ]é—é de la barre, le déplacement relatif des deux lévres de

la coupure s’écrit
(2) FAS = kAS+ KL

=9
Eo

ou /, o el E sont respectivement la longueur, la section transversale
et le coefficient d’élasticité longitudinale de la barre.

e. Principe des travauzx virtuels. -—— Nous venons de voir que le
principe de réciprocité de Maxwell n’est applicable qu’aux treillis qui
restent indéformables aprés coupure de la barre étudiée. Considérons
a présent un systéme isostatique ou hyperstatique, non déformable
mitialement, mais qui le devient par coupure de la barre s dont nous
recherchons la ligne d’influence de I'effort normal ( fig. 5, a).

Comme nous I'avons dit plus haut, nous adopterons les compres-
sions internes des barres comme positives.

Coupons la barre s et appliquons aux deux lévres de la coupure les
deux compressions S qui font équilibre a P. S n’est autre que I'effort
interne développé par I’ dans la ferme dont la barre s n’est pas coupée.

L’application pure et simple du principe de Maxwell (voir fig. 4, b)
conduirait dans le cas actuel & une déformation indéfinie, la poutre
étant déformable.

Nous pouvons au contraire é¢tablir comme suit un procédé d’appli-
cation du principe des travaux virtuels.

Supprimons les forces ’, S, S ( fig. 5, b) et produisons un rappro-
chement virtuel AS des lévres de la coupure de la barre s. Insistons
tout spécialement sur le fait que les déplacements virtuels doivent
étre des infiniment pelits par rapport aux dimensions longitudinales
des barres. Il résulte de A% un déplacement virtuel du point d’appli-
cation p, dont la projection sur la direction de > est égale a 6" mesuré
positivement dans le sens de P. A% et d" étant infiniment petits et
compatibles avec les liaisons extérieures, le travail virtuel des forces
extérieures P, S et S en équilibre sur le systéme, le long de ces
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déplacements virtuels, est nul; autrement dit

P3P — SAS=o;
d’ou

P
(‘3) S=PA—s‘

Cette équation est analogue a I’équation (). Elle est vraie aussi en
tous les nceuds d’application éventuels de P. Par conséquent, on
obtiendra la ligne d’influence de Ueffort normal dans la barre s par
application du principe des travaux virtuels, en coupant la barre s étu-
diée, en produisant un rapprochement virtuel A® infiniment petit de
scs lévres et en mesurant, a 'échelle de ce rapprochement virtuel, la
projection d" de la déformée virtuelle qui en résulte, sur les lignes
d’action successives éventuelles de la force extérieure mobile P sup-
poséc égale a I'unité. Cette projection, mesurée positivement dans le
sens de P, exprimera des compressions dans la barre s. Entre les
ordonnées correspondant aux nceuds, les lignes d’influence seront
encore formées de segments de droites joignant les ordonnées au
droit des nceuds.

On voit qu’il y a analogie compléte entre le principe de récipro-
cité de Maxwell et le principe des travaux virtuels. Les équations
littérales (1) et (1’) sont donc applicables a tous les systémes en
treillis. On notera cependant qu’ici, les forces P, S, S correspondent
bien a un état de sollicitation en équilibre, tandis que ¢° et AS appar-

tiennent a un état de déplacement quelconque, pouvu qu’il soit com-

. o . . . . op
patible avec les liaisons du systéme. On voit aussi que le rapport s @

une valeur bien délerminée, car le systéme n’a qu’un seul degré de
liberté.

[+ Comparaison du principe de réciprocité de Maxwell et du
principe des travauz virtuels. — On peut montrer que 'application
du principe de Maxwell peut s’étendre aux constructions en treillis
qui deviennent déformables par coupure de la barre étudiée ( fig. 5, a).
En effet, la déformation (8%, AS) se produit sans qu’il soit nécessaire
de développer aucun effort (fig. 5, b). Le second groupe de forces,
analogue a celui de la figure 4 (), se réduit donc a zéro. 11 ne sub-
siste de ce groupe que les déplacements AS et ¥ infiniment petits. Le
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principe de réciprocité de Maxwell s’exprime comme suit :

P 8P — S AS = (forces du second groupe = 0)

x (déplacements dus au premier groupe o)
ou

P3P — 8 AS=o.

La propriété du principe de Maxwell, annoncée ci-dessus, se trouve
par la démontrée.

Réciproquement, le principe des travaux virtuels est applicable
aux systémes en treillis qui restent indéformables par coupure de la
barre étudiée, a condition de Pappliquer au groupe de forces P, S
et S qui maintiennent la construction dans le méme état d’équilibre
que I'état initial, avant coupure de la barre, c’est-a-dire tel que les
léevres de la coupure de la barre restent en contact. En effet, si 'on
produit un rapprochement virtuel A des lévres de la coupure de la
barre s, il en résultera nécessairement un déplacement virtuel 6§
compatible avec A et avec les liaisons de la ferme ( fig. 4, b). Dés
lors, si 'on applique le principe des travaux virtuels a ces déplace-
ments virtuels et aux forces P et S en équilibre, on aura directement

P —SAS=o,

relation qui donne immédiatement I’équation («) et démontre la pro-
priété annoncée.

En conclusion, on voit que le principe de réciprocité de Maxwell
et le principe des travaux virtuels ne font qu'un seul et méme prin-
cipe, que I'on peut indifféremment appliquer a tous les systémes ini-
tialement indéformables. Le principe de Maxwell n’est, somme toute,
qu’un cas particulier du principe des travaux virtuels qui, lui, est tout
a fait général.

Dans les deux cas, on arrive a la méme formule (1) ou (1'). La
ligne d’influence de I'effort normal de compression dans une barre
quelconque sera donc toujours figurée, a I'échelle du rapprochement
des lévres de la barre supposée coupée, par la déformée de la cons-
truction produite par ce rapprochement des lévres de la coupure de
la barre, et cette ligne d’influence, pour laquelle on prendra comme
figure de référence la position initiale de la construction non
déformée, sera valable quels que soient les points d’application, les
directions et les sens de la force extérieure mobile P —1, a condition



— 9 —

que l'on mesure les déplacements projetés sur les directions des
forces extérieures, positivement dans le sens de celles-ci.

2. Procédés d’application, aux systémes extérieurement isosta-
tiques, des méthodes exposées ci-dessus. — Nous nous bornerons a
I'étude des systémes isostatiques extérieurement. Le calcul des
lignes d’influence des liaisons extérieures surabondantes des sys-
temes hyperstatiques extérieurement peut d’ailleurs s’effectuer trés
aisément dés que L'on a établi les lignes d’influence des efforts nor-
maux dans toutes les barres du systéme rendu isostatique extérieure-
ment par suppression des liaisons surabondantes extérieures.

En effet, ce calcul se fera par exemple comme suit : On remplacera
les liaisons extérieures par les réactions correspondantes, provisoi-
rement inconnues, en rendant ainsi la construction isostatique exté-
ricurement. Sous lelfet de ces réactions de liaisons, il nait dans
toutes les barres de la ferme des efforts normaux que Pon peut
déduire directement des lignes d’influence de ces derniers, qui sont
déja établies. L’application du théoréme des dérivées du travail
(théoréme de Castigliano) permettra ensuite, en exprimant les con-
ditions des liaisons, par exemple la fixit¢ de celles-ci, d’obtenir
autant d’équations qu’il y a de réactions surabondantes. On pourra
donc déterminer les valeurs de celles-ci pour chacune des positions
de la force extéricure mobile. En d’autres termes, on aura leurs
lignes d’'influence.

Une fois celles-ci déterminées, on corrigera les lignes d’influence
des efforts normaux dans toutes les barres de la ferme en ajoutant a
ces dernieres les lignes d’influence des efforts normaux internes dus
aux réactions de liaison.

Les lignes d’influence des réactions de liaisons peuvent aussi se
déterminer en appliquant le principe de réciprocité de Maxwell ou le
principe des travaux virtuels, de la méme maniére que les lignes
d’influence des efforts normaux dans les barres des systémes en
teeillis. Cette méthode est tout spécialement intéressante lorsque la
ferme n’est hyperstatique extérieurement que du premier degré, car
le principe de Maxwell et le principe des travaux virtuels ont, dans ce
cas, la propriété de ramener Uétude de la ferme au cas d’unc ferme
isoslatique extérieurement.

Pour déterminer la ligne d’influence de la seule réaction extérieure
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surabondante, pour laquelle on se fixera un sens positif, il suffira de
rendre la ferme isostatique extérieurement par la suppression de la
liaison surabondante, de supprimer en plus la réaction de cette der-
niére et d’appliquer, au contraire, au nceud ou elle agissait et sur la
ferme dépourvue de toute sollicitation, une force & de méme direc-
tion, mais de sens opposé. Les lignes d’influence des efforts normaux
dans les barres de la construction rendue isoslatique, qui sont sup-
posées déterminées, nous donneront directement, pour cette sollici-
tation, les efforts internes et, par suite, les déformations longitudi-
nales de toutes ces barres. Un tracé de Williot, affecté des correc-
tions dues au retour de la ferme sur ses appuis, aprés déformation,
ou bien le théoréme de Castigliano, fournira ensuite la déformée de
toute la ferme et, en particulier, la composante du déplacement du
point d’application de la force A dans la direction et le sens de
celle-ci. Cette composante sera essentiellement positive. La projec-
tion, sur les lignes d’action éventuelles de la force extérieure
mobile P =1, de la déformée ainsi obtenue, mesurée a I'échelle de
cette composante, n’est autre que la ligne d’influence de la réaction
calculée, avec son signe, si I'on mesure la projection de la déformée
positivement dans le méme sens que celui de la force extérieure
mobile P =1.

On voit donc qu’il faut tout d’abord étudier les fermes en treillis
en les supposant rendues isostatiques extérieurement, quitte aprés
coup a ¢tudier U'effet des liaisons surabondantes. Nous ne considére-
rons donc ci-aprés que les systémes isostatiques extérieurement,
pour lesquels nous donnerons les procédés d’application du principe
de Maxwell et du principe des travaux virtuels.

Toutefois, si le systéme devient déformable par suppression de
toules les liaisons extérieures surabondantes, il faudra ¢videmment
garder, pour le calcul de la ligne d’influence d’une barre quelconque,
les liaisons extérieures surabondantes qui sont nécessaires pour
assurer l'indéformabilité de la ferme avant coupure de la barre
quelconque étudiée. Ce cas peut se présenter lorsque la ferme est
hypostatique intérieurement ou présente un panneau a travers lequel
une section ne coupe que une ou deux barres. Cest pourquoi nous
n’envisagerons, dans la discussion ci-dessous, que les fermes isosta-
tiques extéricurement, mais qui sont, en plus, au moins isostatiques
intérieurement el ne présentent aucun panneau qu'une section pour-
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rait couper en rencontrant moins de trois barres. Les autres disposi-
tions des barres ne sont guére utilisées dans la pratique. Leur étude
serait d’ailleurs rendue trés aisée par I'application du principe de
Maxwell ou du principe des travaux virtuels.

a. Systemes intéricurement isostatiques et indéformables. —
Les lignes d'influence des efforts intéricurs dans toutes les barres
peuvent s’obtenir par coupure successive de chaque barre et défor-
mation cinématique infiniment petite de chacun des systémes défor-
mables obtenus aprés les coupures.

Les éléments intéressants d’une déformée s’obtiennent par le tracé
d’un diagramme de Williot, sa correction éventueclle (due au fait que,
dans certains cas, il faut ramener la poutre déformée sur ses appuis)
et sa projection sur les lignes d’action possibles des forces exté-
rieures.

La méthode est ainsi basée sur le principe des travaux virtuels. Elle
devient particuliérement utile dans les treillis a losanges, pour les-
quels les méthodes ordinaires conduiraient a des difficultés particu-
liéres.

b. Systéemes articulés hyperstatiques du premier degré et
indéformables. — Les lignes d’influence des efforts principaux dans
toutes les barres peuvent de nouveau s’obtenir par coupure succes-
sive de chaque barre et déformation infiniment petite de chacun des
systémes obtenus aprés les coupures. Si ce dernier est déformable,
on cst ramené identiquement au cas précédent. S’il reste indéfor-
mable, on le déformera élastiquement, suivant la méthode dérivée du
principe de Maxwell, cxposée ci-dessus, et 'on déterminera les élé-
ments intéressants de la déformée par le tracé d’'un diagramme de
Williot ou par toute autre méthode équivalente.

c. Systemes articulés hyperstatiques du second degré et indé-
Sormables. — Sil'on coupel'une des deux barres surabondantes, on
est ramené a I'étude d’un systéme hyperstatique du premier degré.

Supposons déterminées toutes les lignes d’influence de ce dernier.
On en déduira directement les efforts intérieurs et les déformations
longitudinales des barres qui sont développés par deux tractions
égales et opposées des deux lévres de la coupure de la barre surabon-
dante étudiée, tractions qui sont nécessaires pour déformer élasti-
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quement la ferme hyperstatique du premier degré. On déterminera
ensuite la déformée et, par suite, la ligne d’influence de I’effort inté-
rieur dans la barre surabondante coupée, par exemple a 'aide d’un
tracé de Williot. Une fois connue cette ligne d’influence, on tiendra
compte de ses effets sur les lignes d’influence de toutes les autres
barres.

Quant aux lignes d’influence des efforts normaux dans toutes les
barres qui appartiennent & un panneau isostatique, dans lequel une
section ne rencontre que trois barres, elles s’obtiendront plus simple-
ment, comme au paragraphe a, en appliquant le principe des travaux
virtuels.

d. Systemes articulés hyperstatiques de degré plus élevé. — On
peut, par la méme méthode que celle du paragraphe ¢ précédent,
passer aux lignes d’influence d’une ferme de degré d’hyperstaticité
(n+1) lorsqu’on connait les lignes d’influence de la ferme de
degré n. Ce procédé est en quelque sorte un procédé de récurrence.

e. Fermes & montants et croix de Saint-André. — Dans I'étude
des fermes a montants et croix de Saint-André, nous avons appliqué
une méthode plus directe et en méme temps plus générale. Nous
avons établi en effet, en nous basant sur le principe de Maxwell, des
formules de récurrence qui nous permettent de déterminer progressi-
vement les lignes d’influence de tous les montants surabondants,
ceux-ci étant en nombre quelconque. Dés lors, les fermes de ce type
sont pratiquement résolues en formules concrétes constituant en
quelque sorte, comme nous le verrons plus loin, les solutions expli-
cites des équations générales de déformation élastique de ces fermes
a nombre élevé de barres surabondantes.

— O C——






CHAPITRE IL

ETUDE DES LIGNES D’INFLUENCE, POUR DES FORCES EXTERIEURES
QUELCONQUES, DES EFFORTS PRINCIPAUX DANS LES BARRES
DES ARCS EN TREILLIS ARTICULE A MONTANTS ET CROIX DE
SAINT-ANDRE.

I. — CONSIDERATIONS GENERALES ET PRINCIPE DE LA METHODE.

Nous considérerons les fermes a montants et croix de Saint-André
de forme tout a fail quelconque, mais planes, et nous les supposerons
articulées aux nceuds, en nous bornant par conséquent au calcul des
lignes d’influence des efforts principaux, en d’autres termes des
efforts normaux internes. Ceux-ci doivent d’ailleurs, dans toute cons-
truction réticulaire, étre déterminés en premier lieu et servent ensuite
de point de départ pour le calcul des efforts secondaires, dus a la
rigidité des attaches.

Nous établirons les lignes d'influence des elforts principaux par une
méthode semblable a celle que nous avons utilisée dans la résolution
des poutres droites du méme type ('). Elle est applicable aux arcs
par suite du maintien des propriétés particuliéres des montants, que
nous choisirons comme barres surabondantes. Toutefois, on congoit
qu’elle se complique quelque peu en raison du cas toul a fait général
que nous allons considérer. Aprés coup, nous déduirons, a 'arde des
formules générales établies pour les fermes quelconques, celles rela-
tives aux poutres droites. Nous retrouverons ainsi les mémes résul-
tats que ceux obtenus directement dans le travail déja cité ('). Ils
seront cependant plus complets que ces derniers, ceux-ci n’ayant été
déterminés que pour des forces extérieures verticales.

(') Ce travail est intitulé Etude des poutres a losanges et théorie des lignes
d'influence des poutres droites en treillis a croix de Saint-André. 11 vient d’étre
publié dans les Annales des Ponts et Chaussées, Paris, novembre 1936.



— 30 —

Nous n’étudierons que les lignes d’influence des systemes isosta-
tiques extérieurement et plus spécialement de ceux qui présentent
un appui fixe a rotule et un appui a rouleaux de dilatation se mouvant
sur un plan d’appui dont la trace dans le plan moyen de la poutre est
paralléle a la droite joignant Pappui fixe au nceud d’appui mobile ou,
ce qui revient trés sensiblement anu méme, dont la trace est cette
droite elle-méme ( fig. 6, a). L’étude de ce systéme nous permettra
en effel de résoudre tous les cas qui peuvent se présenter. Tels sont
ceux des arcs doublement encastrés, des arcs bi- ou tri-articulés, des
arcs a liaisons mixtes et en particulier des arcs qui présentent, a une
extrémité, une rotule et, al'autre, un plan d’appui dont la trace dans le
plan moyen de I'arc ne passe pas par cette rotule. On peut en effet tou-
jours ramener un quelconque de ces arcs au type que nous étudierons
(fig. 6, @) en remplacant les liaisons extérieures surabondantes par
les forces ou couples de liaisons correspondants. On pourra facile-
ment, par exemple a I'aide du théoréme de Castigliano ou du principe
de Maxwell, établir les lignes d’influence de ces forces ou couples de
liaison, une fois qu’on aura déterminé celles des efforts principaux
dans toutes les barres du systéme de base (fig. 6. a). Il est inutile
de dire que nous supposons dans un méme plan Parc et toutes les
forces exlérieures qui le sollicitent, celles-ci ayant des directions
quelconques dans ce plan.

Ce type d’arc présente un degré d’hyperstaticité égal au nombre de
panneaux, si ceux-ci sont tous a montants et croix de Saint-André.
Comme le nombre des montants est supérieur d’une unité a celui des
panneaux, nous pourrons choisir comme barres surabondantes tous
les montants, sauf celui d’extrémité de gauche. Nous établirons des
équations de récurrence entre les lignes d’influence des montants suc-
cessifs, ce qui nous permettra, avec une égale facilité, de résoudre
une ferme de degré d’hyperstaticité quelconque.

Une fois établies les lignes d’influence des montants surabondants,
le probléme sera ramené a I'étude d’un systéme isostatique. Nous
pourrons en effet appliquer le principe de superposition (') comme
suil :

La ligne d'influence d’une barre quelconque d ( fig. 6, a), autre

(') Toute ’étude qui suit ne sera donc exacte que si les déformations sont pro-
portionnelles aux efforts, c’est-d-dire suivent la loi de Hooke.
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que les montants surabondants, est égale a celle de la méme barre
considérée comme appartenant a la ferme (&) dans laquelle on a
coupé les montants surabondants et appliqué en leurs couples de
lévres les forces internes y développées par la force extérieure
mobile P. Dés lors, d’aprés le principe de superposition, on voit, en
décomposant la sollicitation (b) en deux autres (c¢) et (d), que
la ligne d’influence de la barre d n’est autre que la somme
de celles de la méme barre d dans 'les fermes (c¢) et (d).
L’arc (¢) est isostatique intérieurement. On pourra déterminer la
ligne d’'influence de la barre d en appliquant le principe des travaux
virtuels (voir Chapitre I, ¢). Pour cela, on coupe la barre d et 'on
déforme cinématiquement la ferme en produisant un rappro-
chement (') des lévres de la coupure. La ligne d’influence de d n’est
autre que la déformée de l'arc mesurée a I’échelle de ce rappro-
chement. Pour déterminer la déformée, on fera utilement usage d’un
tracé de Williot (voir Chapitre 1, b). Celui-ci est d’ailleurs trés simple
dans le cas actuel. En cffet, la ferme devient déformable par coupure
de d. Sa déformation est donc cinémaltique et s’obtient sans faire
naitre d’efforts normaux dans les barres. Il en résulte que, dans le
tracé de Williot, toutes les déformations longitudinales des barres
sont nulles.

Quant a la ligne d’influence de d due aux efforts de compression
des lévres des monltants coupés ( fig. 6, d), variables avec la position
de P, elle est une fonction lindaire de ces efforts, dontles coefficients
numériques sont conslants et peuvent s’obtenir une fois pour toules
en tracant une figure de Cremona pour chacun des montants coupés.
On partira de la sollicitation interne du montant coupé considéré et
I'on étendra le tracé jusqu’au montant d’extrémité de gauche. Pour
tous ces tracés de Cremona, les réactions de la ferme sont nulles
puisque celle-ci est sollicitée par deux forces égales et opposées, les
deux compressions internes du montant coupé, compressions qui
sont a présent considérécs comme forces extérieures. Il est & remar-
quer qu’il suffit d’un nombre de tracés de Cremona égal au nombre
de montants surabondants et, méme, si la ferme est symétrique, d’un
nombre moitié¢ moindre, car chacun de ces tracés suffit pour déter-
miner les influences de la sollicitation du montant coupé pour lequel

(') Nous considérerons les compressions des barres comme positives.
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il est établi, sur toutes les barres d autres que ce montant. D’autre
part, ces tracés sont de plus en plus simples au fur et a mesure qu’ils
se rapportent aux sollicitations de montants coupés de plus en plus
rapproch¢s de Pextrémité de gauche. Pour réduire et accélérer ces
tracés, on peut d’ailleurs les grefler I'un sur 'autre, en tenant compte
des sollicitations de tous les montants coupés au fur et 4 mesure
qu’on les rencontre dans le tracé de Cremona partant de I'extrémité
de droite.

L’étude compléte des arcs & montants et croix de Saint-André se
réduira donc a deux parties. Il sera en outre utile de diviser la pre-
miére en deux phases, comme suit :

Premikre parTiE. — Détermination des lignes d’influence des n
montants surabondants, si n est le nombre total des panneaux et si
ceux ci sont tous a diagonales croisées :

Premiere phase. — Nous calculerons les lignes d’influence, pour
des charges verticales, horizontales ou quelconques, d’'un montant
intermédiaire quelconque r(r=r1, 2, ..., n) de I'arc, ce montant
étant considéré comme montant d’extrémité ( fig. 7, a) d’un arc
partiel formé des r panneauzx qui se trouvent a sa gauche. Nous
établirons a cetle fin des équations de récurrence reliant les lignes
d’influence partielles, ainsi définies. de deux montants successifs
(r-—1)etr. A laide de cette formule, on calculera donc de proche
en proche les lignes d’influence des montants 1, 2. ..., n considérés
comme montants d’extrémité de droite des arcs partiels a 1,2, ...,n
panneaux. On aboutira ainsi aux lignes d’influence du montant n
d’extrémité de droite de l'arc réel a n panneaux.

On calculera aussi, a P'aide des mémes formules, les lignes
d’influence des mémes montants (n —1, ..., 2, 1) considérés cette
fois comme montants d’extrémité de gauche des arcs partiels a (1,
2, ..., n—1) panneaux, en partant de l'extrémité de droite. On
aboutira ainsi aux lignes d’influence du montant d’extrémité de gauche
de I’arc réel a n panneaux.

Seconde phase. — Nous établirons ensuite les lignes d’influence
réelles des mémes montants, considérés cette fois comme appartenant
a l'arc total a » panneaux. Ces lignes d’influence s’exprimeront direc-
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tement en fonction des deux séries de lignes d’'influence établies au
cours de la premiére phase du calcul. Ces deux séries seront done
directement utilisables, de sorte qu’aucun des calculs auxiliaires de
la premiére phase ne sera inutile.

Deuxiiime parTiE. — Détermination des lignes d’'influence de toutes
les autres barres de la poutre (diagonales, membrures) en appliquant
le principe de superposition comme expliqué ci-dessus et schématisé
par la figure 6.

1I. — NoraTIONS.
Nous ordonnerons les panneaux de 1 a n. En outre, dans un pan-

neau r donné, nous désignerons par o et o, parl et l., par
a et a,, respectivement les sections, les longueurs et les inclinai-

Terisgsd

Tesirgod
Tesisgsd
sons sur 'horizontale, des barres de la membrure extérieure, de la
membrure intérieure, de la diagonale inclinée a gauche, de celle
inclinée a droite et du monltant d’ordre r, les montants, au nombre
de (n +1), étant numérotés de o a n. En ce qui concerne les incli-
naisons a des barres, on se reportera a la figure 7 (a) pour voir
a partir de Uhorizontale de quel newud nous les avons comptées,
les formules que nous établirons ci-aprés n’étant évidemment valables
que si 'on utilise les mémes angles. Nous avons adopté comme sens
positif de ceux-ci le sens trigonométrique.
Nous désignerons encore par :

Veind et )7, les déformations longitudinales des barres du panneau r
dues a deux forces de traction unitaires des lévres du montant r coupé
dont nous recherchons I'équation de la ligne d’influence en appliquant
le principe de Maxvell;

E, le module d’élasticité des barres, que nous avons supposé le
méme pour toutes (');

My, nr, pr, qr, les angles réciproques des barres du panneau r;

i, Pinclinaison, sur I'horizontale, de la ligne OO’ de ces appuis;

(') Nous aurions trés bien pu supposer E différent pour chacune des barres. Les
formules n’en seraient pas plus compliquées. Il suffirait de substituer E,q, a6, dans
les formules que nous allons établir.

THESE FOULON. 3
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z, ', les coordonnées horizontale et verticale d’un nceud quelconque
de la poutre;

re et r;, les nceuds d’extrémités du montant r;

Wriy Wnry Upy Un—ry Uy [y Ju—r, €t 0., respectivement les angles
d’inclinaison sur I’horizontale des rayons Or;i—=u,, et O'r;= uﬁ,;ri, la
portée OO’ mesurée sur la ligne des appuis, les projections sur cette
ligne de u,, et w,_ et la distance de r; a cette ligne.

On se reportera utilement aux indications des figures 7 («, b, ¢, d,
e, f, &) pour ce qui concerne les autres données.

Il. — PREMIERE PARTIE.

Lignes d'influence des montants sur bondants 1 a n.

I. — PREMIERE PHASE.

A. Ligne d’influence, pour des forces de directions quelconques,
du montant d’extrémité  du trongon a r panneaux qui se trouve
4 gauche de ce montant et dont le panneau d’extrémité de droite au
moins est 4 montants et croix de Saint-André. Formules de récur-
rence. — Nous considérerons le trongon quelconque (O r.r;) a r pan-
neaux constituant la partie du systéme complet (OrO’) a n panneaux,
a gauche du montant r. Nous supposerons donc¢ pour I'instant, que
ce trongon forme une ferme a r panneaux indépendante du reste de la
ferme tolale & n panneaux et dont le panneau d’extrémité de droite au
moins est a montants et croix de Saint-André. Nous appliquerons le
principe de Maxwell a la détermination de la ligne d’influence de
I’effort normal dans le montant r considéré comme montant d’extré-
mité du troncon a r panneaux ainsi défini. On connait le procédé
d’application de ce principe (voir Chapitre 1, d).

Il suffit en effet de couper le montant r étudié, dans I'arc non sol-
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licité initialement, d’appliquer aux deux lévres de la coupure deux
tractions opposées k, arbitraires (nous choisirons A,=1) et de
mesurer la déformée résultanl de cette sollicitation extérieure,
a I'échelle du rapprochement des lévres de la coupure. On considé-
rera la projection de la déformée sur la direction des forces exté-
rieures éventuelles et on la mesurera positivement dans le méme sens
que ces derniéres. Nous supposerons celles-ci égales a I'unité.

A laide d’une figure de Cremona, nous déduirons les efforts
internes dans les barres du panneau r qui résultent des deux forces
de traction unitaires des lévres du montant r coupé. Nous avons
tracé cette figure sur la figure méme du pannecau r (fig. 7, c¢) en
représentant les deux forces de traction A.= 1 par la longueur
méme r.r; du montant r. Cette représentation nous permettra de
démontrer aisément une propriété¢ trés importante des panneaux
a diagonales croisées, si nous donnons en méme lemps au tracé de
Cremona la forme particuliére suivante.

Notons tout d’abord que celle-ci s’écarte quelque peu de la forme
originale du tracé de Cremona, basée sur les figures réciproques,
avec correspondance de points et de régions. Nous I'appliquerons
d’ailleurs au panneau r de la ferme, lequel posséde des diagonales
croisées et se distingue donc des charpentes triangulées pour les-
quelles le tracé de Cremona a été défini.

La traction £, =1 appliquée ala lévre supérieure du montant r coupé
——
se transmet au neud r.. Nous la représenterons par le segment r.r;

figurant la longueur /. du montant . Le nceud r, étant en équilibre,
les efforts internes dans les barres r. (ou 7, ) et rq (ou 71,
font équilibre a la force extérieure k=1 appliquée au nceud r..
Le triangle (rir.b) de décomposition de k.= 1 suivant ces deux
—
barres, dans lequel b,; est paralléle a 7=, donne donc en r;b et
~+ . —
en br, les longueurs représentatives des efforts internes &, et &,
dans les barres r. et rqy. @ la méme échelle que k. —=1. Ces efforts
internes sont respectivement une traction et une compression. De
méme, nous représenterons effort k=1 de traction du nceud r;,

._“} . .
par le segment r;r, et nous décomposerons cet effort suivant les deux
barres r; et r, convergeant au neeud r;, en tragant le triangle (7, r.a)

de décomposition de k,=1, dans lequel r.a est paralléle a ==,
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Ce triangle donne en r.a et ar; les segments représentatifs des efforts

internes & ,. et f’d",,g dans les barres r; el rg, qui sont respectivement
une traction et une compression. Ceux-ci sont de méme figurés a la
méme échelle que celle de .= 1. Toutes les forces sont donc repré-
sentées a laméme échelle.

A présent, nous pouvons déterminer séparément les actions et

réactions mutuelles des nceuds r —1 et r —1 et de la ferme partielle
€ 1

formée des (r — 1) panneaux de gauche de la ferme totale a n pan-
neaux. Nous avons représenté dans la figure 7 (b) U'extrémité de
droite de cette ferme partielle.

La réaction de la ferme & (r — 1) panneaux sur le neud r —1 du
e

—
panncau r (fig. 7, c.) fait équilibre a la résultante ba des efforts

— —

internes bri= &, et ria= 9,.3 dans les barres r, (ou r—1 re) et
-

reg (ou r—i r;) concourantaunceud r —1 , ce dernier étant en équi-

e e

libre. Elle est donc figurée en grandeur, direction ct sens par le seg-

—>
ment ab, a laméme échelle que celle de &, = 1. De méme, la réaction

de la ferme a (r — 1) panneaux sur le nceud r — 1 du panneau r fait
l

— —>
équilibre a la résultante ab des efforts internes ar.= &, et r.b =&,
dans les barres r; (ou r— r.ri> et rq (ou I‘-——].I’g) concourant au
12 1
nceud r — 1, ce dernier étant en équilibre. Elle est donc figurée en
e

—
grandeur, direction et sens par le segment ba, a la méme échelle que
celle de k.=1, ou encore, que celle de la réaction de la ferme

a (r — ) panneaux sur le neeud » — 1 du panneau r.
e

Autrement dit, les réactions de la ferme partielle a (r —1) pan-

neaux sur le panncau r, sont aux nceuds r —1 et r —1 dgales, de
e 13

méme direction et de sens opposés. Nous les avons notées sous la

1 . . . y . Y .
forme = en vue de simplifications ultérieures des écritures. Elles

=
coincident d’ailleurs toutes deux avec la direction du montant (r — 1)
et sont donc égales et opposées. On peut démontrer cette propriété
comine suit : Si e, et g, &, et f, désignent les segments des barres
rg et rq compris entre leur point ¢ de croisement et leurs nceuds
d’extrémités, on pourra écrire, a l'aide des triangles semblables
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(arec) et (r— l.cri) d’une part, (r—[ rec) et (ber;) d’autre part
2 ——

ac  gr be g - ac e
-_— 2 t = —3 d’ou _— =
.f’" hr € fr e’ be hy

. . . - o1
Cette derniére proportion montre bien que ab, autrement dit —
r

est paralléle au montant (r —1). Elle prouve que la propriété que
nous avons démontrée dans un précédent travail, pour les poutres
droites & montant et croizx de Saint-André ('), a savoir que l'action
du panneau r surla poutre a (r — 1) panneaux se réduit a deux forces
égales et opposées appliquées aux nceuds d’extrémités du montant
(r — 1) suivant la direction de celui-ci, subsiste pour les panneaux
de forme quelconque. Cette propriété est trés importante. En effet,
elle nous permettra encore d’établir, pour les fermes quelconques
a montant et croix de Saint-André, des équations de récurrence
entre les lignes d’influence des montants successifs.

Remarquons cependant que nous aurions quand méme pu en éta-

. . I . . .
blir si les forces — n’avaient pas eu la direction du montant (r —1),
r

car dans cette hypothése, les composantes de - dans la direction du

Tr

montant ( — 1) et dans la direction normale auraient été deux a deux

, . 1 N . .

égales et opposées, — ayant la méme intensité aux deux nceuds ct des
=

lignes d’action paralléles. Il serait donc entré dans les formules un

terme supplémentaire, fonction de l'effet dans le montant (r —1),

d’un couple de deux forces normales a ce montant, égales, opposées

et appliquées, 'une en r—1 et l'autre en r — 1 . Or, nous verrons
2

—_—r

dans la suite que nous pouvons exprimer cet effet en fonction de
paramétres entrant dans les formules de récurrence finales (para-
métre Kr—'), L'inconvénient le plus grave aurait été une complication
de ces derniéres.

D’autre part, la forme particuliére de la figure de Cremona

. . . 1
(fig 7, c.) fournit sans difficulté les valeurs suivantes de oet des

efforts internes de compression dans les barres du panneau r, avec
leur signe, si Pon utilise a cette fin les propriétés des triangles sem-

(') Voir Annales des Ponts et Chaussées, novembre 1936, article déja cité.
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blables cités plus haut

I _ ﬁ;’([&t y  F =1, Fy = E7 b,
( ,) r l he /, er Iy
2
Sl g &l = Srly
=TT M = A R

On en déduira facilement les déformations longitudinales des barres,
a l'aide de la formule générale

(2”) A= E—(;,

ou &, [, E et o sont respectivement 'un des efforts & ci-dessus (2'),
la longueur, le coefficient d’¢lasticité longitudinale et P'aire de la sec-

. v, 1
tion transversale de la barre considérée. Les deux forces - sont
N

attractives sur le panneau r (fig. 7, c.) et répulsives sur la ferme
partielle & (» — 1) panneaux ( fig. 7, b.).

On remarquera que tous les efforts (2') ci-dessus sont des produits
de rapports de longueurs du panneau 7. Ils ne sont donc fonction que
de la forme de la figure géométrique formée par les axes des barres

de ce panneau et sont les mémes pour tous les panneauz homothé-
tiques.

Cela étant, considérons le trongon a (7 — 1) panneaux, isolé, auquel
. . 1 .
nous appliquons les deux actions — du panneau r pour tenir compte
=,

de l'effet de ce dernier, effet qui résulte, comme nous venons de voir,
des tractions k,==1 des deux lévres du montant r coupé. Recher-

; . . 1 ; :
chons sa déformée due a ces actions — - Celte déformée ne sera en
xy

rien modifiée sinous coupons le montant (7 — 1) et si nous appliquons
aux lévres de cette coupure, en plus des deux compressions y déve-

. 1 [
loppées par le couple de forces répulsives —, ces derniéres elles-
%y
mémes, transportées sur leur ligne d’action commune (fig. 7, d.).

Désignons par — ;]—N""' I'effort interne développé dans le montant

. I . .
(r— 1) par les deux forces répulsives —-- Nous aurons ainsi, en fin de
%

compte, coupé le montant (r—1) et appliqué aux deux lévres de sa
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. 1— Nr—t
coupure deux tractions k. ;=— — Nous aurons par consé-
quent réalis¢, d’aprés le principe de Maxwell, la sollicitation utilisée
pour la détermination de la ligne d’influence de I'effort normal dans
le montant (r —1) considéré comme montant d’extrémité de droite
de la poutre a (r — 1) panneaux : la déformée de ce tron¢on aura pour

composantes verticale et horizontale, d’aprés I’équation (1)
(3) v(z, y)= kro A;:} Vre=i(z, y) el w(x, y) = hkr A;‘:i Hr=i(z,y),

ouVr='(z,y)etH'—'(z, y) sont respectivement les lignes d’'influence
du montant (r—1) pour des forces extérieures unitaires mobiles
verticale ¢t horizontale. Nous supposerons connues ces derniéres.
De ce fait, nous connaitrons aussi N"—!, qui peut aisément s’exprimer
comme suit en fonction de ViZ} et de HZ} . dus a des forces

unitaires appliquées aux neeuds r —1 et r—i
e i
(3") Nr—t = Vr—tsina,4 — H™—! cosa,—i,
en posant
3 VS —Vioi=Vrt et 7=t —H;Zf = Hr—,

kr—y A7Z} est le rapprochement des lévres di aux deux tractions k,—,
des levres du montant (r — 1). Celui des nceuds r —1 et r—1 , sous

e -4

I'effet des tractions k,—, des lévres, est le méme que dans le cas de la
sollicitation de la figure (&) ou le montant (r—1) n’est pas coupé

N o . . . 1 . 5

et ou celui-ci subit une compression — — N"='. Il est donc égal a
.,

Nr—t lr—i

%r Eop_yq

(4) Apy =k AT =—

Par suite, on aura, d’aprés la formule (2),

lr—1
xrEory

(5) hpey AT =—

Supposons a présent que tous les troncons envisagés, et en par-
ticulier celuit & (r —1) panneaux, sont appuyés en leur neud
inférieur du montant d’extrémité de droite, pour Uinstant r — 1,

sur un plan de trace parallele a la ligne des appuis OO0’ du sys-
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teme complet & n panneauz. Nous verrons dans la suite quelles sont
les raisons pour lesquelles nous avons choisi ce mode d’appui.
Dans le trongon a (r—1) panneaux ayant a gauche la rotule O et
ainsi appuyé a droite, le déplacement du nceud r—1 par rapport
—_—

au neud r—1 aura pour composante 0., normale au montant
12

(r—1) et dirigée vers le panneau r,

(6) py = kAT K1,

d’apreés la formule (17), si 'on désigne par K'—' I’effort normal déve-
loppé dans le montant (» — 1) par un couple de deux forces unitaires
normales au montant et appliquées, I'une en r —1 et dirigée vers

€

le panneau r, 'autre en r —1 et dirigée en sens inverse (fig. 7, b.).
13

Remarquons en outre que, sous l'action de deux tractions &,—, des
lévres du montant (r —1), le nceud — 1 ne peut se déplacer qu’en
13

ligne droite sur la trace du plan d’appui que nous avons introduit

enr—i.Sit. est ce déplacement rectiligne, celui de r—1 sera la
1 €

résultante d’une translation ¢, parallele a OO’, d’un rapprochement
Ay =k A"~} de r—1 et d’un déplacement J,—, normal au mon-

L
tant (r—1) (fig. 7, e.). A’”/Z} désigne, comme nous avons vu, le rap-
prochement des neuds d’extrémités du montant (r — 1) coupé, di a
deux tractions unitaires de ses lévres [voer formule (4)]. Or, I'équa-
tion générale (1') nous permet d’écrire, s¢ nous mesurons les forces
verticales positivement vers le bas et les forces horizontales posi-
tivement vers la droite

) (tr)n=kr— A/ZIH]ZI  vers la droite,
; =,

(tr)o = kr AT V»Ei vers le bas,

ou (4 )pe . Sont les composantes horizontale et verticale de ¢, et HZ}

i

et V;7}, les efforts internes développés dans le montant (r —1), res-

pectivement par des forces horizontale et verticale, égales a 41 et

appliquées en r — Ii. Il est bon de noter que le rapprochement A,

de r—1 et de r—1 n’est pas influencé par la translation ¢,.

€ 12

Connaissant la déformation du montant (7 —1) et les déplacements
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de r--1 , nous pourrons, sans développer, dans les barres du pan-
ceti

neau r (fig. 7, c.), d’effort supplémentaire aux efforts & y déve-

loppés par les tractions k.==1 du montant r coupé, déformer ce

panneau pour ramener en coincidence les deux parties des nceuds

r—i etr—i. Le panneau r (fig. 7, ¢) est d’ailleurs déformable et
L

€

en équilibre sous I'action des deux paires de forces extérieures égales
1
et opposées — et k.
pposée = etk

Nous déduirons donc les déplacements des nceuds r. et r; a partir
de ceux de r—1 et der—1, en tenant compte des déformations

e

longitudinales 2"»#s¢ des barres du panneau r dues aux forces A, = 1.
Nous avons a cette fin tracé lc diagramme (fig. 7, f) de Williot, en
~ne tenant d’abord pas compte de la translation d’ensemble ¢, du
panneau r due a la méme translation ¢, du montant (r—r), quitte
aprés coup a composer géométriquement cette translation avec les
déplacements de r —1 , de r — 1, de r. et de r;.

Dans le tracé (f) de Williot, le point » — 1 figure la position ini~

tiale du nceud r — 1 avant toute déformation, c’est-a-dire avant Pap-
12

plication des tractions k, = 1 aux lévres de la coupure du montant r.

Il figure d’ailleurs aussi la position initiale, avant toute déformation,
de la ferme partielle constituée des r panneaux de gauche de la ferme
totale a » panneaux (voir Chapitre I, b). Si nous ne tenons tout

d’abord pas compte de ¢,, la position finale de 77 —1 esten r —1’, en
12 12

coincidence avec r — 1 . Ontrouveralaposition finale 7 — 1’ de r —1
i e —_—

en portant successivement a partir de r — 1’ les composantes, paral-
—1

léle A,_, et normale 6,—, au montant (r — 1), du déplacement relatif

de r—1 et r —1 . Ontrouvera ensuite la position finale r, du nceud r.
e

en portant tout d’abord a partir de r — 1’ le raccourcissement "¢ de
1

la diagonale r—1 r, (celle—ci étant comprimée, r. se rapproche

13
de r—1 ) parallélement a celle-ci et, a partir de r—1’, I'allonge-
3 —e

ment 2= de la membrure r —1 r., puis en élevant aux extrémités de
€

ces segments les normales a ceux-ci. Ces normales se coupent en 7.
On trouve de méme la position r; du nceud r; en portant le raccour-



(8)

cissement 1’s de la diagonale r —1 r; et 'allongement 4" de la mem-
e

brure r — 1 ry, et en élevant les normales 8-7 et 6-7 a ces segments.

L

Finalement, nous porterons en r—1', r—1', r, et r; la translation
L ¢

d’ensemble ¢, du panneau r.
Nous trouverons ainsi en r—1", r—1", r; et r; les positions
t €

finales des neuds r—1,r—1, r. et r;, aprés déformation de la
i e

ferme partielle a r panneaux, due a Papplication des deux tractions
kr=1 auxlévres du montant r coupé. Leur position initiale commune,
avant toutes sollicitation et déformation, est figurée par le point ori-
gine r — 1 du tracé de Williot. On en déduira donc trés aisément,

i
a I’échelle du tracé, en grandeur, direction et sens, les déplacements
des divers nceuds, ainsi que leurs déplacements relatifs.

Si P'on projette, sur la direction du montant r et sur la direc-
tion normale, les trois contours fermés et indépendants (7-0-1-9-5-
6-7), (7-8-3-4-5-6-7) et (1-2-3-4-5-g-1) du tracé de Williot, on

obtient les six relations indépendantes suivantes (') :

A'f— y1 sinmp— N4 o8 my—+ i COS pr— 3 Sin pr= 0,

% 8 — ¥1 €osmp—+ W7 sinmy.~ W3 $in pr—+ ¥ €08 pr=0;

{  yusinng—4Mscosny—+ 8,1 sinbp— Ar_y cosbr—+ Milcos pr— ys sin pr=o,

l — Y4 COS p+ Mg sinn,— 8y €08br— Ay sind,—+ N sin pr—+ y3 €0s pr==0;
— ya2sing .+ Necosq,—+ 8,4 sinb,— Ar_y cosb,+ A"dcosm,~+ y, sinm,= o0,
~+ Y208, We singr—+8y_y C0sb,+ Ar_y sinb,+ Ad sinm,— yy cosmy= o,

entre les quatre paramétres )y, =Q-—1, Y2=2—1, YV3=7— 6,

yi=7—38, pris en valeur absolue, et les deux inconnues A et d,.,
celles-ci étant respectivement le rapprochement des neeuds r. et r;
dans la direction du montant r et la composante normale a ce mon-
tant, dans le sens du panneau (7 4 1), du déplacement de r. par rap-
port a r;. Ces deux composantes du déplacement relatif de r, et r;
sont indépendantes de la translation d’ensemble ¢, du panneau r, ce
qui est d’ailleurs évident. C’est pour cette raison que nous n’avons
pas tenu compte de cette derniére dans les contours fermés précé-
dents. Des quatre derniéres équations (8) indépendantes de A" et 97,

(') Dans ces relations, les A doivent étre pris en valeur absolue, car on a déja
tenu compte de leur sens dans le tracé de Williot (fig. 7, f).



on déduit :

(9) y1= cosée(m — q)r[A;—y c05(q + b)r— 8,1 5in (g + b)p— ATe — 174 cos(g — m),]
et

(10)  y3=—coséc(p — n)r[ Ar—s cos(n—b),~+8,_y sin(n—b).— As— A7 cos(p— n)r],

paramétres qui, seuls, interviennent dans l’expression de A} et 9,
[voir les deux premiéres équations (8)]. Si on pose successivement

! or1l or—1 ey lrgl
glrtir rt or s
Tr ol Pr o fr l%—i wr’
ag g2e? Q . or (I} €2 AN
(Gg he f? lg)r— Ao (57 PN F)r_ #n
er lLg W
f: :_1 Ar(l"'Ar)"‘Y": ar=+ Yr= A,
(11) (Gd & & \_go sg | U3
o f ldlg) ” o g lalg/, =@,
<£ﬁ _~) _ Y.x,. cosar, - &
glal)r " &, sin(p—n).
—r—r [cosqg + cosmQ,— & cosqg — Dp&, cosn],= W, cosar,
‘r
cosb,sin(g—m-+n— p), 1 e —
sin(g—m)ysin(p—n). et Vrteosarg+Hrotsina, =K,

AT et &) s'écrivent, toutes transformations faites,

Ar= O+ Nt
s Ecr pr
(12)
’ I~1 ll‘ — -
' 3, TEe (‘lk),.-— i Kr—1 — QU ,.N" 1).

Dans son déplacement, r; s’est écarté de la trace de son plan
d’appui fictif. Nous avons choisi celle-ci parallele a OO’. Nous
devrons donc faire subir au trongon & r panneaux une rotation d’en-
semble w,, dans le sens trigonométrique si nous supposons que r; s’est
déplacé, en dessous de saligne d’appui, d’une distance dont A’ est la
projection sur la normale a cette droite d’appui. On a

AT = AV cosi + AY sind,

si A7i et A} sont les composantes verticale et horizontale du déplace-
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ment de r;. La rotation w,, s’exprime par

7
Wr= T
Iri
ou j,, est la distance de la rotule O a la normale a la trace du plan
d’appui de r; passant par ce neud. Si Pon projette le contour
(5-6-7-r7) du tracé de Williot (fig. f) sur ’horizontale et sur la ver-
ticale, on trouve

Al = (tr)— ¥ sinay,+ Aicosay,
(13) et
AV = (tr)o— y3 cOsar,— ATi sinay,.
SiPon substitue dans ces expressions la valeur (10) du paramétre y
et si 'on pose encore

Vr—tsin Arg— Hr— cosar, = Lr—1,

a6 | cos(an,— i) | _ cos(r— ) _
l[,-)\r[l-—F m ‘I),-J = er et T m’. = )\r,

on peut écrire finalement

0 Ly AL,
" Eop Jri =}

(15) (%)

On constate que w,, est indépendant de la translation d’ensemble ¢,
du panneau r. Cect est évident, car ¢, étant parallele a la surface
d’appui en r;, sa projection sur la normale a celle-ci est nulle.

On déduit de méme du tracé de Williot ( fig. 7, f), par projection,
sur I’horizontale et sur la verticale, du contour (5-9-1-r}) :

A= (t,;)p— Wacosa,,+ y, sin a,,
(16) et

AYe= (ty)y =+ Ndsin a, —+ ¥y cOsar,.

De la rotation w,,, il résulte les corrections (— w,,z) de la projec-
tion verticale de la déformée du trongon a (r — 1) panneaux prolongée
dans le panneau r a Paide du tracé de Williot de la figure 7, f, etles
corrections (— w,, ) de la projection horizontale de cette déformée.
Si 'on mesure les projections de la déformée ainsi corrigées, a
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Iéchelle k,A;=A; du rapprochement des lévres du montant r
produit par les forces de traction k,—1, on obtiendra les lignes
d’influence des efforts normaux dans le montant r pour des charges
verticales et pour des forces horizontales. D’aprés la formule (2), le
rapprochement A} s’exprime comme suit :

Ll ©r
Es,. ~ Eo, pr’

17) AL= A+

si 'on tient compte de la premiére des formules (12) et si 'on pose,
en plus

(7)) Ar+pr=r¢r et ¢+ N'—1 = @,.

On notera que A7 n’est pas influencé par la rotation w,,.

De ce qui précéde, il résulte que I'on peut écrire les équations de
récurrence suivantes entre V., et V%, d’'une part et entre Hf,
el H7, d’autre part :

1° Pour les neeuds (z, y)e,; des membrures extérieure ou inté-
rieure et des (r — 1) premiers montants :

kr—y Al V=1 (2, y)— w2z
a7

V"(.Z‘, }’) =
et

kr—a A2 HM— (2, ¥) — wi
Hr(z, y) = 18074 Ag J) N

2° Pour le neeud ., du montant r :

r_ AYe— vy, zr, ro__ A —wryr,
Vi,= —77— et H;, = 2—p0i?—.
AL AL

3° Pour le neeud 7; du montant r :

""— v, :
(17") Vi, = A On @

A —oryr .
Aj

et H}, = AT

Si l'on tient compte des relations (5), (15), (17), (13) et (16), des
expressions (3'), (3"), (11), (14) et (17'), et si 'on remplace les A
(pris en valeur absolue) et y,, y; par leurs valeurs tirées, les
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premiéres des expressions (2") et (2'), les secondes des expres-

sions (9) et (10), les équations de récurrence ci-dessus se mettent
sous les formes définitives suivantes :

Pour les neeuds (z, y)e,i des montants 0, 1, ..., r—1,

wrv‘;goui = (0 - )\rLlwl) _— Tfrv.l,ou;
et

erJ’»ou;= N (0 - Xreri)— ”rHy.an.

(B) | Pour le neeud r; du montant r,
w,Vy,=§.Lr—1 — 3, — an,T:{ et H =— V}, coti.
Pour le neud r, du montant r,
Vi, = 9r+ v,V — @, Hr—1 — x,Vﬁ:}i
el

wHr =1+ V' — L H—t—x, HZ}.

—r

Silon pose, en plus des expressions (3'), (3"), (11), (14) et (17'),

successivement les suivantes :

sinZsin(w;— a;)r
Ty = . =
sin(p — n), cos(wp, — i)

cosar; . )\rqpr<l+(brcosag> (§) -

cos(ap,—1) cosa;

0, %% 4 @, < L 008ar, Qr>= on, (ﬁ fs) & =X,
.] e li r

e cosar,

cosa,, sina,, K, z,
_‘_"d_‘"’f’c & = @r; el Bp— == S‘nar =Vp,
cos(ar,—1t) &,

(18) i
A <(Dr cotap, — J" g) = w,,
Y sina A
Xreg, 4 @, tangare(l + ——d Q,‘) T
Jri smare
Ar (@, tanga,;— = sin arb,) =3

et

Jr |
Ap <CD, cota,, tanga,; — f cosa,.!) = E,.
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On a substitué z ou y a (zy) dans Vi, V;=, Hj et H;™, car les V
et H ne sont, du moins explicitement, respectivement fonctions que
des coordonnées x ou y.

Nous avons remplacé I'équation de récurrence relative a H}, par
I'équation suivante :

(19) sinHy, + cosi V5, = o.

Celle-ci exprime que Peffort normal développé dans le montant r
d’extrémité de droite du troncon a r panneaux, par une force
appliquée au neeud r; normalement & la trace du plan d’appui fictif
de ce neeud, est nul. Ceci est évident, car cette force est entiérement
reprise par l'appui et ne sollicite aucunement la construction.
D’ailleurs, on peut montrer que, si 'on calcule H;, directement
comme on a calculé V7, et si 'on forme la combinaison linéaire (19)
entre I'équation (B) de V. et P'équation analogue trouvée pour HJ,
cette combinaison linéaire se met sous la forme

siniHy, + cosi V), = Ar(siniHEi—t— cosiVEj_),
ot A, est un coefficient fonction sculement des éléments géométriques
du panneau r. On voil que cetle équation est identiquement vérifiée
une fois que I’équation générale (19) est elle-méme vérifide, ce qui
doit avoir lieu.

Calcul de 3,. — 1l nous reste, dans cette premiére phase de la
démonstration, a calculer la valeur de la composante ¢, du déplace-
ment de r. par rapport a r;, normale au montant r et dirigée vers le
panneau (r + 1), car elle nous servira dans la suite. Cette compo-
sante 0, est égale a la composante 0, [formule (12) et figure 7, f]
normale au montant r, affectée de la correction due a la rotation w,,
d’ensemble du trongon a r panneaux, nécessaire pour ramener le
neeud r; sur son plan d’appui fictif. On a, par suite,

Sp= 08— L.

Si I'on remplace ;. et ,, par leurs expressions (12) et (13), puis K*—*
par son expression ¢vidente (11) ct si I'on pose successivement, en
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plus des expressions (11) et (14), les suivantes :

I, A l . .
;f n—: =V,, lr:1 cosar_1+ Upsina,_y+ Vysinar, = G,
i .
(20) 7 " sinay— WU.cosar_y — Vy cosar, = &,
/ —
et .
0,
G, Vr—1 4 3¢, Hr— — W, — )\rr; =0,
on peut écrire 9, sous la forme
(21) 5= by M,y
r— .

Eory =,

B. Lignes d’influence, pour des forces extérieures de direction
quelconque, du montant d’extrémité s’ dutrongon a s panneaux, qui se
trouve a droite de ce montant et dont le panneau d’extrémité de
gauche au moins est & montants et croix de Saint-André. Formules
de récurrence. — A premiére vue, les formules de récurrence (B) ne
paraissent pas applicables aux trongons de droite de l’arc, que l'on
supposerait par exemple retournés autour d’un axe vertical, car
Pappui O’ est mobile, tandis que O est fixe. Nous montrerons
cependant dans la suite (voir ci-aprés la seconde phase) que nous
pouvons faire I’hypothése d’un appui fixe a rotule en O’, moyennant
certaines corrections. Les lignes d’influence partielles des troncons
de gauche et de droite séparés par le montant r considéré, sont en
effet uniquement des lignes d’influence auxiliaires. C'est ce que nous
montrerons dans la suite. Nous pouvons donc choisir pour les lignes
d’influence auxiliaires des troncons de droite celles correspondant a
un appui fixe en O, quitte aprés coup a fairela correction nécessaire.
Nous verrons que celle-ci est trés simple parsuite du type d’appui
que nous avons choisi aux neudsinférieurs des montants d’extre-
mités successifs des trongons de gauche et de droite. C’est en vue
de cette simplification que nous avons choisi ce type d’appui, qui
consiste, comme nous ’avons vu, en un plan dont la trace dans le
plan moyen de la ferme est une parallele & la ligne OO’ des
appuis de U'arc entier & n panneaux.

Il suffira dés lors d’appliquer purement et simplement les formules
de récurrence (B) aux troncons de droite retournés. Quelques
recommandations sont cependant nécessaires :

a. Les seules lignes d’influence qui nous intéressent sont celles qui
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correspondent a l'arc entier & n panneaux. On gardera notamment
pour les forces extérieures horizontales qui peuvent solliciter la
ferme, un seul et unique sens positif, dans toute I'étendue de cette
derniére. Ce sens sera nécessairement dirigé vers la droite, car nous
I'avons supposé ainsi dans I’étude précédente des fermes partielles
formées des panneaux de gauche de 'arc complet. Voyons a présent
ce qu’il en résulte pour les fermes partielles constituées par les
panneaux de droite de celui-ci. Lors du retournement de celles-ci
autour d’un axe vertical, le sens des forces horizontales s’inverse. 11
est donc nécessaire si I'on veut appliquer les formules (B), de changer
aussi le sens positif des forces horizontales ou, ce qui revient au
méme, de changer le signe de toutes les forces H qui interviennent,
dans les formules (B). Il faul remarquer que les H une fois changés
de signe, il n’est pas nécessaire de changer le signe de I'effort

He= H3,— 1,

développé dans le montant quelconque s d’extrémité du trongon a
s panneaux, par un couple de forces extérieures unitaires horizontales,
opposces et appliquées, I'une en s, autre en s;. I suffira donc, soit
de changer le signe de H;_, et Hy , partout ou ils interviennent seuls,
soit de changer seulement le signe de H¢ la ou ils se présentent par
couples de la forme ci-dessus.

Rappelons que les numéros d’ordre des montants, des nceuds et
des panneaux sont comptés a partir de I'extrémité de gauche dans
les fermes partielles formées des panneaux de la ferme totale situés a
gauche du montant ¢tudié¢ et dans les fermes partielles, retournées,
formées des panneaux de la ferme totale situés a droite de ce montant.
C’est ce que nous avons indiqué sur la figure 8 (a et b). Par consé-
quent, dans les fermes partielles de droite non retournées, les
numéros d’ordre sont comptés a partir de 'extrémité de droite de la
ferme entiére & n panneaux.

b. Dans le retournement des fermes partielles de droite, on chan-
gera le signe de I'inclinaison ¢ de la ligne des appuis sur I’horizontale,
car si I est une rampe pour les trongons de gauche, il est une pente
pour ceux de droite retournés, et vice versa.

c. On remarquera que les diagonales inclinées a gauche avant

THESE FOULON. 4
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retournement, le sont a droite aprés retournement et réciproquement.
On en tiendra compte dans les valeurs des longueurs /g, et des
sections o4 , des diagonales, qui sont interchangées dans un méme

panneau ( fig, 8, a et b).

d. Quant aux angles propres p, ¢, m, n des panneaux successifs,
on peut directement écrire entre eux les relations générales suivantes :

(g—m)s=5—(g+ s, (P—n);=7—(p~+ MIn—si1,

( ) m’s=(n—b)n_s+‘, n'5=(ln+b>u——s+17 q:g=7“‘(q+b)n-—s+l
22 - —— a—
et
\ Ps=7—(p—b)n—s1,

dans lesquelles les exposants (') des premiers membres rappellent
que ceux-ci se rapportent aux troncons de droite retournés ( fig. 8,a
el b). Les valeurs des premiers membres ont trait, en effet, au
panneau s de la ferme entiére a » panneaux, retournée, et leurs
indices sont comptés & partir de Pextrémité de gauche de celle-ci. Au
contraire, les valeurs des seconds membres se rapportent au méme
panneau mais, cetle fois, dans la ferme entiére ron retournée.
Leurs indices sont comptés a partir de 'extrémité de gauche de
celle-ci.
Quant a b, il change seulement d’indice, mais non de signe :

(22) by = bt

e. On a encore, entre les angles d’inclinaison des barres sur
I'horizontale, les relations suivantes, avec la méme correspondance :

!
et s= T — Apn—s.

=2T — Ap—s+1;

ive,dyg

!
Asise,gd

On a tenu compte de la permutation des indices des angles d’incli-
naison des diagonales et, en outre, du nceud par lequel doit toujours
étre menée I’horizontale origine de I'angle d’inclinaison de la barre

considérée : s-— 1’ pour ay et ay; s— 1’ pour ay, et ag et s's
o e g’ i «

pour ay. Ceci est en effet indispensable afin de pouvoir appliquer aux
troncons de droite les formules de récurrence (B) établies plus haut
pour les trongons de gauche.

/- Enfin, on aura soin, dans un méme panneau, de permuter (e et f')
d’une part, (g et ) d’autre part.
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En résumé, toutes les recommandations exposées ci-dessus ont pour
but de faciliter obtention de tous les éléments de la ferme retournée
(fig. 8, b) en les déduisant directement de ceux, déja connus, de la
ferme non retournée (fig. 8 a). Ces éléments servent ensuite au
calcul des lignes d’influence partielles des montants successifs consi-
dérés comme montants d’extrémité de gauche des fermes partielles
situées a leur droite dans la ferme entiére non encore retournée.

On appliquera a cette fin les formules de récurrence (B), en indi-
quant par 'exposant (') qu’il s’agit des trongons de droite.

Calcul de o,. — 1l s’agit de la composante, normale au montant s/
et dirigée vers le panneau (s'+ 1) dans le trongon de droite retourné,
du déplacement relatif des nceuds s et si. On peut appliquer direc-
tement I'équation (21) établie pour o, dans le cas du troncon de
gauche a r panneaux. Dans la suite de notre exposé¢, nous aurons a
utiliser 0y uniquement dans le cas de s'= (n—r)'. Nous écrirons
donc 9, directement pour le cas, quelconque d’ailleurs, du mon-
tant (n — r)’ compté a partir de Pappui de droite O’ ou 7 compté a
partir de Pappui de gauche O. On a, d’apreés la formule (21) :

Binry = El(uwr—n' Jnv(n—r\"
O(n—r—1)" T(n—r)’
ou l'on fait usage des notations (') annoncées ci-dessus.

Cependant, pour permettre une application plus aisée des formules
de la seconde phase ci-aprés, nous exprimerons tous les coefficients
des efforts normaux dans le montant (n -—r — 1)’ qui interviennent
dans l'expression de d&,,_, et en particulier dans IMn_, [voir
I'expression de I, dans les formules (20) ], en fonction seulement des
éléments de la ferme non retournée. Ces ¢léments sont mesurés
a partir de 'extrémité de gauche de celle-ci. On aura ainsi des coeffi-
cients d’un seul genre, ce qui facilitera 'application des formules.

Pour cela, on a mis en pratique les recommandations qui ont été
faites plus haut (alinéas a a f). Finalement, on a trouvé

lpya

R +
(23) O(n—r) =+ T4 — L,
Eopp

en posanl successivement, en plus des expressions (3"), (11) et (14),
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les suivantes :

hr Ry lr——1
| T = Cr,
' Tr 8r Jn—r—.
i l —_—
’1:1 (cosar=+ w,U,sina,) + €, sina,;= I,

L, .
—— (sina,— 7, Upcosa,) — Creosar,= ¥,

7

e - ¥ (’_‘\
(24) " sin(p—n)r pr b)r

g Le e % cos(n—
P [7 7, cos(g + b) —Q, . crdcos(n b)
—b :
— C—OS(&—F) + @, cos(m + b),J ,
P cos(ag—17) _
‘ or K, [[ + cos(a; — 1) ‘D,-JC,] =3r

et
JI'V("_")’—Q— Jrl{(n--r)’__. G+ .‘Srer: ]3”

dans lesquelles toutes les valeurs, sauf les efforts internes H(»=7)
et V(»=r)’ sont comptées dans les fermes partielles de gauche, de la
ferme non retourndée.

Calcul du rapprochement AYdes noeuds s. et sp. — Nous calcu-
lerons de méme A} pour s'=(n — r)'. Nous pouvons encore déduire
ce rapprochement direclement de D'expression (12) de AT élablie
pour la ferme partielle de gauche a r panneaux, a 'aide de transfor-
mations analogues a celles utilisées pour d(,_,». On obtient finalement

T A
(25) Al = e P
si 'on pose, en plus des expressions (3") et (11), la suivante :
(26) A+ o, Nir! = 9L,

dans laquelle toutes les valeurs, a part N“=Z, sonl comptées dans les
fermes partielles de gauche non retournées. On peut ensuite déduire
de la formule (25) le rapprochement A{z=7) des lévres de la coupure
du montant (n-— r) d’extrémité¢ du troncon de droite a (n—r)
panneaux, produit par deux tractions unitaires de ces lévres. Ce rap-
prochement ¢’écrit, d’apres la formule (2),

Ay {,
( 27) Atﬁ:ﬁ-;' = E_;; (I “+ Ippy )
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Nous montrerons ci-aprés, dans la seconde phase du calcul des
formules de récurrence, que les composantes ., et A= du
déplacement relatif des nceuds (n—r), et (n—r); d’extrémités
du montant (7 — r)’ ne sont pas influencées par les corrections de la
déformée individuelle du trongon de droite que I'on a supposé tout
d’abord fixé en O'. Nous verrons en effet que ces corrections se
réduisent a une translation d’ensemble de ce troncon : les
appuis (n—r); et O' de ce dernier se déplacent sur les traces
paralléles, dans le plan de la ferme, de leurs plans d’appuis
paralleles. C’est pourquoi nous avons calculé o, et Al7=) dans le

(n—r)
trongon supposé a appui fixe a rotule en O’.

C. Résumé de la premiére phase du calcul des formules de récur-
rence entre les lignes d’influence des montants surabondants. — Les
formules de récurrence que nous venons d’établir au cours de la
premiére phase nous permettront de calculer les lignes d’influence
partielles, pour des forces verticales et pour des forces horizontales,
des montants surabondants successifs (1,2, ..., n) considérés une
premiére fois comme montants d’extrémités de droite des fermes
partielles constituées par les panneaux qui se trouvent a leur gauche,
et une seconde fois comme montants d’extrémités de gauche des
fermes partielles constituées par les panneaux qui se trouvent a leur
droite.

Les lignes d’influence des montants n et n’ d’extrémités de droite
et de gauche de la ferme entiére a » panneaux, sont seules définitives.
Cependant, toutes les lignes d’influence partielles seront directement
utilisables pour la détermination de celles des montants inter-
médiaires (1, 2, ..., n—1) surabondants considérés tels qu’ils se
présentent dans la réalité, c’est-a-dire comme faisant partie de la
ferme entiére a 2 panneaux.

Il reste a établir les valeurs de départ de Papplication des
formules de récurrence (B) des lignes d’influence partielles. Pour
cela, nous calculerons les valeurs de H et V relatives au systéme
réduit au seul montant o d’extrémité. On a évidemment, dans ce

montant existant seul et présentant un appui fixe en O(ou 0;) (fig. 9,
a, b, c, d),

(28) HY =0, Vd=o0, Ko=o0 e No=-+1.



Or, on peut écrire :

HY,— HJ, = Ko sinag— N° cosap = — cosa,= HJ,

(29) et
V3, — V3, =Ko cosap~+ NV sinag=+ sinay= V3,

ce qui détermine complétement un point de départ de I'application
des formules de récurrence (B).

II. — DEUXIEME PHASE.

Lignes d’influence définitives, pour des charges de directions quel-
conques, de l’effort normal dans un montant intermédiaire r quel-
conque, dans I’arc entier 4 n panneaux, dont Pappui (' est mobile et
dont les panneaux r et (7 1) au moins sont 4 montants et croix
de Saint-André. — Nous appliquerons encore le principe de Maxwell
en coupant le montant r, en appliquant deux tractions unitaires aux
lévres de la coupure et en mesurant la déformée de I'arc, qui en
résulte, a P'échelle du rapprochement des lévres du montant r ainsi
coupé et sollicité.

Or, nous pouvons scinder simultanément chacun des neeuds r, et r;
en deux parties, a condition d’appliquer a ces derniéres les compo-
santes, suivant la direction du montant r el suivant les normales a ce
montant, de leurs actions et réactions mutuelles, égales et opposées
deux a deux.

Ces aclions et réactions mutuelles se réduisent simplement a leurs
composantes z, égales et opposées en r. et r;, dans la direction du
montant r ( fig. 7, &).

En effet, avant coupure des neeuds r, et r;, les seules forces exté-
rieures qui agissent sur la ferme entiére sont deux tractions égales et
opposées appliquées aux lévres du montant r coupé. Il en résulte que
les forces et couples extérieurs de liaison sont nuls avant coupure des
neeuds 7. et r;, donc aussi aprés cette coupure et substitution des
actions et réactions correspondantes. Le trongon de gauche a r
panneaux est en équilibre sous I'action des forces extérieures qui le
sollicitent : les réactions du trongon a (n —r) panneaux sur les
neeuds 7. et ry, et les tractions unitaires, égales et opposées des levres
du montant 7 coupé. De méme, le troncon de droite a (n—r)
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panneaux est en équilibre sous I'effet des actions du trongon a r
panneaux sur les neeuds r, et r;.

Si, a présent, on écrit 'équation d’équilibre statique des moments,
pris par rapport au neeud r;, des forces extérieures agissant sur le
troncon a r panneaux, on voit que les moments se réduisent a celui
de la composante, normale au montant r, de la réaction en r.. Le
moment résultant doit étre nul. Il en résulte que cette composante
normale est nulle elle-méme. 1l s’ensuit que la composante, normale
au montant r, de la réaction en r;, est nulle elle aussi.

Par conséquent, les actions et réactions mutuelles, aux nceeuds r.
et ry, des trongons & » et a (n — r) panneaux, se réduisent seulement
a leurs composantes z dans la direction du montant r (fig. 7, &).
Ces composantes z sont en outlre nécessairement égales et opposées
en r, et r;, car les deux trongons a r el & (n — r) panneaux sont
chacun en équilibre.

Cette propriété nous est indispensable. En effet, sans elle, il nous
serait impossible d’établir, comme nous allons le faire ci-aprés, une
relation entre les deux phases du calcul des lignes d’influence des
montants surabondants, en ce sens qu’au lieu d’avoir un seul
paramétre z & éliminer, nous en aurions eu deux.

Par la coupure des nceuds r, et r;, nous avons rendu libres 'un de
Pautre les troncons a r et a (n — r) panneaux. Nous pouvons donc
déterminer comme suit, en quatre étapes, la déformée de I'arc entier
a n panneaux sollicité par deux tractions unitaires des lévres du
montant r et non scindé en r, ni en r;.

1. Déterminer la déformée partielle du trongon de gauche ar
panneauz, & appui fixe en O et a appui mobile en r; sur un plan de
trace paralléle a la ligne des appuis OO’ de I'arc entier (fig. 7, &)-

Cette déformée ne change pas si 'on transporte les deux forces
répulsives z, en r, et r;, jusqu’aux lévres du montant r coupé. On
soumet ainsi celle-ci a deux tractions (1 — z) ¢gales et opposées. Par
suite, on réalise en tous points la sollicitation utilisée lors de la recher-
che de la ligne d’influence de I’effort normal dans le montant r par
application du principe de Maxwell. D’aprés la formule (1), la défor-
mée de la ferme partielle a r panneaux a donc pour projections verti-
cale et horizontale :

(30) (1—2)A%VE et (1— z)ALHY,
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ou V” est la ligne d’influence partielle du montant r d’extrémité de
la ferme partielle pour des charges verticales, H', la ligne d’influence
partielle du méme montant pour des forces horizontales, A7, le
rapprochement des 1évres du montant r pour des tractions unitaires
de ses lévres, le montant étant considéré comme montant d’extrémité
de droite de la ferme partielle a r panneaux [formule (17)]et (1 — 3),
les tractions de ces lévres.

Les lignes d'influence partielles V7, et H ont été calculées plus
haut au cours de la premiére phase (A) [formules (B)].

En particulier, le neeud r; se déplace verticalement vers le bas et
horizontalement vers la droite, respectivement de

(31) Al=(1—2)ANVY, et Aj=(1—3z)AMH],

dont la résultante est dirigée nécessairement suivant la trace du plan
d’appui en r;.

Le neeud r. subit en outre, par rapport & r;, un déplacement de
composantes (1 — z) A et (1 — z) 3, respectivement confondue avec
la direction du montant r (rapprochement de r. et r;) et normale &
celle-ci (vers le panneau r + 1) [voir formules (12) et (21)].

2. Déterminer la déformée partielle du trongon de droite
a (n—r) panneaux, a appui O supposé fixé et i appui mobile
en rysur la trace du méme plan d’appui que celui du neeud r; du
troncon de gauche. L'appui O' est supposé fixé avant toute
déformation des deux trongons.

Cette déformée ne change pas si on introduit en r. et r; les
segments, non sollicités par les tractions unitaires, du montant r
coupé et si l'on transporte les forces attractives z jusqu’aux lévres
de ces segments. Mais on a encore une fois réalisé la sollicitation
utilisée pav application du principe de Maxwell, en vue de la déter-
mination de la ligne d’influence du montant (7 — r)’ d’extrémité de
gauche de la ferme partielle de droite & (n — r) panneaux. On voit
que la déformée a pour projections verticale et horizontale [voir
formule (1]

. (te—r) n—ry’ g n—ry) g (n—ry
(32) sAUTIVETT ev s AUTIHETT,

ou Vii™" et H))™™ sont les lignes d’influence du montant (7 — r)
d’extrémité du trongon de droite calculées plus haut au cours de la
premiére phase [formules (B)]. On tiendra compte des modifications
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énoncées au paragraphe B ci-dessus (a a f) et 'on fera ’hypothése
d’un appui fixe & rotule en O'.

En particulier, le neeud (2 — r)' subit un déplacement dont les

composantes verticale vers le bas et horizontale vers la gauche (dans
le tron¢on supposé retourné) ou vers la droite (dans le trongon en
position réelle, non retournée), sont ¢gales respectivement a [voir
formule (1')]
(33) A= sALTIVISY e A= aAlT RS

Le déplacement résultant est nécessairement dirigé suivant la

trace du plan d’appui en n — r'.
L

Le nceud n — r subit en outre, par rapporta n — r', un déplace-

ment de composantes s A (rapprochement des neeuds n — 1
——c
et n — r') et 5 0(,—, [normalement au montant (n—r)’, vers le

panneau (n —r 1) des troncons de droite ou bien vers le
panneau (r —1) des trongons de gauche]. On se reportera aux
formules (23) ct (25) précédemment établies.

3. Produire une translation d’ensemble du trongon de droite
déformé, aprés suppression de lappui provisoirement fixé O,
parallelement & OO’ pour ramener le neud 2 — r' en coincidence
avec le nceud 7; du trongon de gauche déforme. [

En effet, au cours des déformations des trongons de gauche a r
panneaux et de droite & (n — r) panneaux, considérées aux alinéas 1
et 2 ci-dessus, dans la ferme entiére a nceuds r. et r; scindés et a
appuis initialement fixés en O et O’ avant toute déformation, le
neeud n —r' s'est déplacé suivant la trace du plan d’appui

t

auziliaire en r;, par rapport au nceud r; du troncon de gauche

déformé. Les composantes, verticale vers le bas et horizontale vers

la droite, de ce déplacement relatif translatoire de n — r' par rapport
———i

a r; sont égales aux suivantes
. n—r, r; n—r ri
(34) ——(AV——L—A.,) et —(AT—L—A,,),
mais sont de signes contraires a celles-ci. Elles se détermineront
aisémenl a l'aide des relations (31), (33), (17) et (27).

Pour ramener r; et n—r' en contact, aprés déformation des

i
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fermes partielles de gauche et de droite, il faudra donc produire
une translation d’ensemble de celle de droite, dont les composantes
sont données en grandeur et en signe par les expressions (34).

4. Produire une rotation d’ensemble de la ferme partielle de
gauche, autour de Uappui fize & rotule O, jusqu’a ramener en
contact les deux lévres de la coupure du nceud re(n —r),. Cette
rotation engendrera une rotation d’ensemble de la ferme partielle
de droite, autour de l'appui O’ et, en raison de la mobilité de ce
dernier, une translation d’ensemble de cette méme ferme partielle
parallelement a la ligne OO’ des appuis (fig. 7, k).

Si Pon considére en eflet le triangle déformable (Or; O') dont
les cOtés u,, el w, , seuls sont invariables, on peul écrire, par
différentiation de la formule bien connue

sin(w,,—1i) sin(w&;r',+ )

7 )
u’n—r'_ Ur;

la relation finale suivante entre les accroissements infiniment petits
des angles w en O et O’

d ’ ( ’ N . ’
Wn—ri _ tang Wn—ri—l— L) I w
dwy, tang(w,,—1)

(35)

Jumr, 0

ou w est la relation d’ensemble, infiniment petite, du trongon de
gauche dans le sens trigonométrique. Nous produisons cette rotation.
Il en résultera une rotation d’ensemble «' du troncon de droite,
autour de I'appui O, rotation donnée par la formule (35) dans le
sens des accroissements de I’angle en O/, c¢’est-a-dire en sens inverse
du sens trigonométrique.

D’autre part, I'angle d, opposé a la portée inclinée OO =¢,
suivant la ligne des appuis, dans le triangle (Or; O’), décroit done
de (o + w'), c’est-a-dire que la portée ¢ subit elle-méme une
réduction
(36) dt=(0+w)e, ou di=uw fv""‘

Jr=r,
ou ¢, est la distance du nceud r; & la ligne OO’ des appuis.
En résumé, il résulte de la rotation o :

b

a. Une rotation d’ensemble », autour de I'appui O, de la ferme
partielle de gauche, dans le sens trigonométrique;
b. Une rotation d’ensemble o', autour de 'appui O, de la ferme
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partielle de droite, en sens inverse (pour la ferme partielle non
retournée);

¢. Une translation d’ensemble dt, vers Pappui O et paralléelement
a 00/, de la ferme partielle de droite, translation de composantes
horizontale (-— d¢ cosi) vers la droite et verticale (+ d¢sin?) vers
le bas, avec leurs signes.

Du fait de la rotation w, les nceuds r. et (n — r), se rapprochent
donc de (» + ') /. dans la direction normale au montant r. Ils se
trouvent d’ailleurs sur la méme perpendiculaire en r. a ce
montant. En effet, les sollicitations z ne perturbent en rien I'état
d’équilibre interne et de déformation des deux fermes partielles. Or,
avant coupure des neeuds r. et r; en deux parties, le rapprochement
de ceux-ci, dans la direction du montant r, est le méme, qu’il soit
compté a partir de la ferme partielle de gauche ou a partir de la
ferme partielle de droite. Il en est de méme aprés coupure des
neuds r. et r;. Par conséquent, nous sommes en possession d’une
condition qui va nous permettre de déterminer le paramétre auxi-
liaire z. Cette condition s’exprime

(1—2)Ar = s AR5,

A7 et Alyh) étant donnés par les formules (12) et (25). Elle n’est
d’ailleurs pas influencée par les translations et rotations de correc-
tions énumérées plus haut dans les alinéas 1, 2, 3 et dans le présent
alinéa. Si1 'on remplace A7 et AlP7r) par leurs expressions (12)
et (25), 'équation précédente en z peut s’écrire comme suit :

5 Ap+ N

3
(37) 1—z pr Iy

seule forme sous laquelle elle nous servira dans la suite pour
¢liminer z des équations de récurrence.

D’autre part, le déplacement relatif des nceuds r. et r; a pour
composantes normales au montant r : d’une part, dans la ferme
partielle de gauche : (1—3)d, dirigé vers le panneau (r +1) de
cette ferme; d’autre part dans la ferme partielle de droite : 30,y
dirigé vers le panneau (n—r -+ 1) de cette ferme ou vers le
panneau r de la ferme partielle de gauche. Comme les lévres de la
coupure du neeud r; ont été ramenées en contact, le déplacement

relatif total des lévres r. et n —r' de la coupure du nceud r,
c
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normalement au montant r, est égal a la somme des déplacements
relatifs précédents, c’est-a-dire égal a

{1— Z)B,-—b— 55(,,_,«)'.

Ce déplacement n’a subi aucune modification du fait des trans-
lations d’ensemble (34) et (36) du troncon de droite. Par contre,
il a subi la réduction (w + ') /. du fait de la rotation w de la ferme
partielle de gauche et de la rotation ' de la ferme partielle de droite,
occasionnée par la premiére. w el par suite o', seront déterminées par
le fait quil faut ramener en contact r. et (n — r),, c’est-a-dire par

la relation
(w+o)p=(01—23)p+ 23n_r/

ou encore, en tenant compte de la formule (35) et de la figure 7 &,

(38) 0= J-:l%[(l—z)ﬁ,-—i—z?)[n_ry].

w' et dt sont dés lors déterminés par leurs expressions (35) et (36)
en fonction de w.

La translation totale de correction de la déformée de la ferme
partielle de droite aura pour composantes verticale vers le bas et
horizontale vers la droite, avec leurs signes, respectivement

r; n—r' . o i n—r', .
o' — Ag—i+dtsini et Aj— Ar—i—dtcosi.

La déformée de la méme ferme partielle subira en outre, par suite
de la rotation d’ensemble w', les corrections verticales — o'z’ et
horizontales + w'y/, 2’ et y' étant I'abscisse et I'ordonnée du nceud
considéré, prises par rapport a 'appui O’ ( fig. 7, a). Ces corrections
seront proportionnelles aux coordonnées «' et y' des neuds consi-
dérés, tandis que les corrections de translation seront équipollentes
en tous les neeuds.

Quant au troncon de gauche, sa déformée subit les seules
corrections verticales et horizontales — w2z et — wy, du fait de la
rolation d’ensemble w.

5. Résumé des alinéas 1, 2, 3, 4 — En conclusion, pour
déterminer la déformée de la ferme entiére & n panneaux produite
par deux tractions unitaires des lévres du montant quelconque r
coupé, on affectera les projections verticales et horizontales des
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déformeées individuelles (30) et (32) des fermes partielles a r et
4 (n — r) panneaux, des corrections suivantes :

Corrections de la déformée individuelle (30) de la ferme
partielle de gauche & r panneaux :

Correction verticale vers le bas.......... — oz
Correction horizontale vers la droite..... —uwy

Corrections de la déformeée individuelle (32) de la ferme
partielle de droite & (n —r) panneauz :
Correction verticale vers le bas :

- AZ—_f; + dt sini —w' z’.
Correction horizontale vers la droite :
A} — A=l — dt cosi + w'y'.

Il est évident que les translations et rotations de corrections des
déformées ne font naitre dans les barres de la ferme aucun effort
interne autre que ceux qui y existent déja du fait des sollicitations
(1—35) et 3.

On substituera dans ces corrections les expressions (31), (33),
(38), (35) et (36) des A, de w, de w’ et de d¢. Quant aux déformées
individuelles (30) et (32), on a vu qu’elles s’expriment en fonction
des lignes d’'influence du montant r déterminées au préalable au cours
de la premiére phase du calcul (§ A et B).

Si 'on mesure ces déformées corrigées, a I'échelle du rapproche-
ment des lévres du montant 7 coupé, produit par les deux tractions
unitaires de ces lévres, on obtiendra la ligne d’influence de ’effort
normal dans le montant intermédiaire r considéré tel qu’il se présente
en réalité, c'est-a-dire comme faisant partic de la ferme entiére a
n panneaux. On a déja montré que le rapprochement des lévres du
montant r est le méme, qu'il soit déduit de la déformation de la
ferme partielle de gauche ou de celle de la ferme partielle de droite.
Il peut donc s’écrire, d’apreés la formule (2),

i

=
Eo,

EL=(1— z)A7 (ou zAWSY) +

Si l'on désigne par Q les lignes d’influence des montants intermé-
diaires pour des forces extérieures verticales unitaires, positives
vers le bas ct appliquées aux différents nceuds (z, ¥)., de la
membrure extérieure ou intérieure, et par R les lignes d’influence de
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ces mémes montants pour des forces extérieures horizontales,

unitaires, posttives vers la droite, on pourra donc écrire :

1. Pour les nceuds (#, y)e,i des membrures extérieure ou
intérieure de la ferme partielle de gauche & r panneaux

(1—2)AIVi—wx
)

Q= v
— '
(1—2)AY + oes
R/ = (1—z)ATHy —wy
r l
— e r
(1— z)A7+ To,

2. Pour les nwuds (&', y')e,i des membrures extérieure ou
intérieure de la forme partielle de droite a (n — r) panneaux :

— — — ! ) P .
AT [ VET = VESE |+ (1 —5) AR Vi 4 o (top, sini — &' i)

(n—r)’ Jr—r,
Qm—r = H—r)' l,. ’
ZAn—ry + s
r
AL YT —HRS | + (1—2) Al Hy,— (497, COST— ¥ Jrs)
(n—r)y __ _]n;r'
Y A’(u—r ll'
B A(n—r) o,
r

Si 'on remarque que d’aprés la formule générale (2), on a les
relations suivantes :

(1— 2)Af + z)Ar-a-E—l;,
"n—r)’ l —
ZA(nry =+ E;r = AT +(1—2) -E—':-
et si 'on pose encore
Ap+ Nr—t . J;l:.’., Pr+1 FLoo) (O
©, INpy tly (Wm—l Kr £ — r ) =4an
kp= S S
(39) I+ Kp= Wp, G+ 95 K7y
Ar‘l-r—%,/ﬂ— = 6, et I+ prr = Zr,
Jn—r. @y

on peut écrire les équations précédentes sous les formes (C) et (D)
ci-dessous.

En couclusion de la premiére partie du calcul, nous rassemblerons
en un seul tableau (A) les expressions suivantes que nous avons
posées au cours de notre exposé, en (2'), (3'), (3"), (11), (14), (17"),
(18), (20) et (39) :
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o — cos(a;—1) g I @ lalg
T gf’ "—'rsin(p——-n)’ T ee f 12, ’
5 f & _dg b v, 4 (8e) L
b= L YT L LT A= \hr) 1
l, I; l R —1
Goma Ll g _ghle o o [i4c8@e=0g ]
& lale e ti cos(a;—1) !
9 Or I, o [} e? 3 h2
p=m s e= (R )
e Iy W,

"{r:7 T—i- A_,"(I+AI‘)) Ar=ar+Yr &=+ pry

Hr=H; — H}, Vr=V.—V5, N7= Vrsina,— H" cosa,

sini sin(w; — a;
wp= ¢+ N1, 8y =Ty = (i ) g
sin(p—n)cos(w;— )
_ PN % cosagq) Z; 0 B — ! cosa,
B = (1~ — Ty, @=Lrir 0@
cos(a;—1) cosa; Ji &, sin(p—n)
cosay Ze cosagsina, K,
or=0,(1+ Q) + =0, P ——— =
COS e Ji cos(a;i—1i) &,

Ze . x |
V= )\r<60r— fsmag>, W= Ap (@r cota,— J—e cosag),
i i

sina
= 03, tanga, 1+—.—(-IQ, -+ Z.—"G,-,
sina, Ji

(= x,(wr tangag— ‘;/e sinag),

14

Ep=hp ((Dr cota. tanga, — %’ cosag>,
\ 13

Lr—t = Vr—1sin Ar,— Hr—1 COSAr,,

k= A+ Nr—1

9= A+ opNEZT,
P A
—_— =1+ k C=L=_T 1
m;-mr«q—l ’ Hr ! " " Tr gjn—r—H_
cosbsin(qg —m —+n—p)
= T 0 ’
sin(g — m)sin(p—n)

b}

I . .
Jr= rl (cosar—+ =, U, sina,) + C, sinag,
r
by, .
Fr= Vl (sina,— 7,UWU,cosa,) -— C,cosag,
.

S = n,.lIJ'r[ cos(ag—1)

0, K ‘I cos(a; —t) <I)rJC,«],
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_ ¥, = hfg L 4, oy
- Sin(p-—-—n) .;7' 5[7 l_i‘cos(q""'b)_grgr &TICOS(II b)
__cos(p—b)
5 + @, cos(m + b)' ,
r= Jrv(n_r),_.. 3"H(n_r),_ %I‘_‘_ :sl‘el‘a r= -Q‘ Z‘I
Ji Tr

I, . .
Gr= 7 ~ cosar—q+ WU, sinar_y+ V, sinag,
r—1

. .
(A) K, = i_’; sina,—q— U, cosar1— V. cosag,
{suite) r—

1 B,
W, = -i[casq+Qrcosm—6rcosp—®r6rcosn]
Cosd, w,p ’

.6,
P
A, = 12t (pm, oy £ — nrDur) ,

tl, Tr+ Wr

oMy = G Vr—t 4 3¢, Hr—t — R0, —

0,.= Arx, :,]r; .
Jrr,

Cr¥kr
-

Loy

I
= e————— 3, =
a9t r=I

Dans ces expressions, toutes les lettres w, a, 1, o, e, f, g, h, m,
n,p,q,z, J et u, qui sont dépourvues d’indice relatif au panneau
auquel elles se rapportent, doivent porter Uindice r du panneau r
compté a partir de 'appui O de gauche.

Moyennant ces expressions (A), on peut tout d’abord écrire les
équations de récurrence (B) qui relient les lignes d’influence auxi-
liaires des efforts normaux dans les montants suranbondants, ceux-ci
étant considérés comme montants d’extrémités des fermes partielles
formées de tous les panneaux qui se trouvent, soil a gauche, soit a
droite des montants successifs envisagés ().

(') Rappelons que nous adoptons les compressions internes comme positives.
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Pourles nceuds (2, y).,; des montants o, ¥, ..., r —1,

(a) w, V], = jx_ (8 — ApLr—1) — 7, VI

et '

(5) o, H = J_y_ (0r— ArLr—t) — z, HJ.
i

Pour le neud r; du montant r,

(e) wrVr= & Lr=t— fr— = Vo
et

(d) H}, =— V], coti

avec

(e) Hg, = V5 =o.

Pour le nceud r. du montant r,

n wr Vi = 9p+ v, Vit — w, Hr—1 — “"Vgi
et

(&) oY, = o+ L Vit = Hrt— m H
avec

(R) H{, =— cosao et V), =+ sina,.

Ensuite, on peut écrire les équations de récurrence (C) et (D) qui,
une fois connues les lignes d’influence auxiliaires calculées a 'aide
des équations de récurrence (B), permettent de déterminer les lignes
d’influence définitives des montants surabondants, dans la ferme
entiére & n panneaux :

(G)

Pour les neeuds (z, ¥ )e,; des montants o, 1, .

ferme partielle de gauche,

(a) urQr=Vh —z Ar
et
(6) pr RS = Hy— ¥ Ar.

.y rdela

THI:SE FOULON.
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Pour les nceuds (&', y').,; des montants (n—r), ...,
2/, 1/, 0/, de la ferme partielle de droite
) ) P P

(D) | (@) (2 NQE T = v Vﬁ,"__,f + %V, +9r(x——t—smz)

i

et
®) (EHRET =HE — BT 4, HL+ 0, <y’ —1 ;—r‘ cos i) .
ri

e

Les indices e et ¢ de z, y, 2’ et )/, qui interviennent dans les
formules (B), (CG) et (D), rappellent que les forces extérieures
unitaires mobiles peuvent étre appliquées aux nceuds de la membrure
extérieure ou aux nceuds de la membrure intérieure.

III. — RESUME DE LA PREMIERE PARTIE.

Nous avons vu plus haut, au paragraphe G, que les formules de
récurrence (B) permettent de calculer directement et successivement
les lignes d’influence particuliéres des montants (1,2, ..., n—1, n)
dans hypothése ou ceux-ci sont les extrémités des fermes partielles
successives formées des (1, 2, ..., n—1, n) panneaux de la ferme
entiére, qui se trouvent a gauche de ces montants. Les relations (B, e
et /i) fournissent d’ailleurs des valeurs de départ a cette méthode par
récurrence. '

Les mémes formules (B) permettent en outre de calculer directe-
ment et successivement les lignes d’influence particuliéres des
montants (1', o, L., n—1, n’), dans I'hypothése ou ceux-ci sont
les extrémités des fermes partielles successives a appui fixe a rotule
en O’ et formées des (1, 2, ..., »—1, n) panneaux de la ferme
entiére, qui se trouvent a droite de ces monts.

Parmi ces lignes d’influence, celles des montants n et n'
d’extrémités de la ferme entiére, sont seules définitives. Les autres
paraissent dépourvues de toute utilité. Il n’en est rien : elles servent
directement au calcul des lignes d’influence définitives de tous les
montants surabondants.
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En effet, une fois ces lignes d’influence auxiliaires établies, les
formules de récurrence (C) et (D) permettent d’obtenir d’emblée
toutes les ordonnées des lignes d’influence définitives d’un montant
intermédiaire quelconque r, dans ’hypothése ou celui-ci se trouve
dans sa position véritable, c’est-a-dire lorsqu’il fait partie de Parc
entier a n panneaux, a appui fixe a rotule en O et a appui a rouleaux
de dilatation en O'.

On voit que les lignes d’influence individuelles des fermes par-
tielles, établies préalablement, ne sont pas inutiles. Au contraire,
une légere correction les transforme directement en lignes d’influence
définitives. Rien n’est perdu au cours des calculs.

Par conséquent, la méthode que nous venons d’exposer, tout en
élant rigoureuse, présente plusieurs avantages :

a. Elle ne nécessite aucun calcul qui ne soit directement utilisable
pour U'obtention des lignes d’influence;

b. Elle donne des formules toutes résolues qui permettentle calcul
direct des ordonnées des lignes d’'influence;

c. Elle sert, non pas a I’étude de la ferme sous I'effet d’'une mise en
charge fixe, mais a la détermination directe des lignes d’influence de
tous les montants surabondants et, par suite, de toutes les autres
barres; elle permet donc une étude compléte de la ferme;

d. Elle est applicable a une ferme d’un nombre quelconque de
panneaux, donc de degré d’hyperstaticité quelconque, et cela sans
nécessiter de plus grandes difficultés que pour une ferme simple a
nombre réduit de panneaux;

e. Sa simplicité apparait surtout lors de son application. Celle-ci
ne nécessite aucune résolution algébrique. Elle se réduit simplement
a des opérations qui toutes sont purement arithmétiques et qui se
bornent a substituer a des symboles algébriques leurs valeurs numé-
riques;

Jf- Elle conduit a des erreurs relatives trés faibles;

g- Elle permet automatiquement des vérifications au cours de son

application. Clest ce que l'on peut voir dans 'exemple numérique
traité dans le chapitre suivant.
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L’étude précédente se rapporte aux montants surabondants. Il reste
a calculer les lignes d’influence des barres non surabondantes. C’est
ce que nous allons faire dans la seconde partie de I'exposé.

Remarque. — Les symboles (A) se rapportent au cas le plus
général des arcs a montants et croix de Saint-André. Les seuls qui
interviennent dans les formules de récurrence (B), (C) et (D)
sont @, 0, A, L, @, 8, B, 9, v, o, 7, £, {, 1, A, 2, %, ®. Nous avons
augmenlé ce nombre afin d’éviter toute répétition de calculs : nous
avons mis sous forme de symboles tous les termes qui se présentent
au moins deux fois au cours du calcul des symboles définitifs interve-
nant dans 'expression des formules de récurrence. Cette disposition
parait a premiére vue plus compliquée en raison de 'augmentation du
nombre de symboles, mais en réalité, elle est d’application beaucoup
plus simple, car elle réduit les opérations de calcul a leur strict
minimum et ne nécessite plus que la substitution aux symboles algé-
briques de leurs valeurs numériques. Le travail est ainsi entiérement
préparé jusque dans ses moindres détails. D’ailleurs, dans chaque cas
particulier étudié, expression des symboles se simplifie si I'on tient
compte des propriétés particuliéres de la figure géométrique de I'arc.

IV. — DEUXIEME PARTIE.

Lignes d'influence des efforts principaux dans toutes les barres
non surabondantes (membrures et diagonales).

Lorsque, par la méthode établie au cours de la premiére partie
du présent chapitre, on a calculé les lignes d’influence des montants
surabondants, on est ramené a I’étude d’un arc isostatique intérieu-
rement, dont le treillis est constitué d’un montant d’exirémité et de
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deux trains de diagonales formant ce que nous appellerons un arc
a losanges (fig. 6, c). Cest d’ailleurs ce que nous avons déja montré
au début du présent chapitre (paragraphe a et figure 6, a, b, ¢, d).
Les lignes d’influence qui restent a déterminer sont celles des mem-
brures et des diagonales.

Leur calcul s’effectue, comme nous avons vu, en appliquant le
principe de superposition : on décompose la mise en charge de la
figure 6 (b) en deux autres, celle de la figure 6 (¢) et celle de la
figure 6 (d). La ligne d’influence de I’effort normal dans une barre
quelconque d (membrure ou diagonale) est égale a la somme des
lignes d’influence de l'effort normal dans cette méme barre, dans
I'hypothése ou celle-ci fait partie de U'arc a losanges sollicité par les
mises en charge (c) et (d).

La ligne d’influence de la barre quelconque d, dans I'arc isosta-
tique a losanges sollicité par la force unitaire mobile P ( fig. 6, ¢),
s’obtiendra en appliquant le principe des travaux virtuels (voir
Chapitre I, 1¢). On déterminera utilement la dé¢formée en tragant un
diagramme de Williot. Nous avons montré que celui-ci estirés simple
dans le cas actuel : Papplication du principe des travaux virtuels ne
nécessite 'action d’aucune force aux léevres de la barre d supposée
coupée, en raison de la déformabilité de la ferme obtenue aprés cette
coupure; les barres ne subissent donc aucune déformation longitu-
dinale, ce qui simplifie beaucoup le tracé de Williot.

Il reste ensuite a calculer la ligne d’influence de l'effort normal
dans la barre quelconque d, dans I'arc (d) (fig. 6) isostatique a
losanges, dans lequel on a appliqué, aux paires de lévres des coupures
des montants surabondants, les compressions internes variables
égales aux ordonnées successives des lignes d'influence de ces mon-
tants, calculées a I'avance. Dans ce but, il suffira, au préalable, de
solliciter arc 1sostatique a losanges ( fig. 6, d) par deux forces uni-
taires opposées appliquées successivement aux paires de lévres de
chacun des montants 1, 2, ..., n, et de tracer, pour chacune de ces
sollicitations séparées, une figure de Cremona. 1l y aura donc n
figures de Cremona, qui donneront les coefficients d’influence des
efforts internes de chacun des montants, dans toutes les barres non
surabondantes de I'arc. On remarquera d’ailleurs que la sollicitation
des lévres d’un montant quelconque, par deux forces égales et opposées,
r’influence que les barres de I'arc qui sont a gauche de ce montant.
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A droite de celui-ci, tous les eftorts internes des barres sont nuls. Les
coefficients d’influence ainsi obtenus serviront a la détermination des
lignes d’influence de toutes les membrures et diagonales de 'arc (d)
isostatique a losanges pour des forces extérieures P mobiles et uni-
taires. Il suffira, pour chacune des positions de la force extérieure
mobile P =1, de sommer les effets de tous les montants surabondants.

A noter que l'arc est souvenl symétrique. Il suffit, dans ce cas,
d’étudier la moitié des barres de celui-ci. On calculera les lignes
d’influence des barres de la moitié de droite de l'arc. A cetle fin, on
tracera les figures de Cremona uniquement pour les sollicitations des
montants de cette partie de I'arc et seulement dans I'étendue de
celle-ci.

Une fois en possession des lignes d’influence des membrures et des
diagonales dans les arcs isostatiques (c¢) et (d) a losanges, en les
sommant, on obtiendra les lignes d’influence exactes des mémes
barres, dans I'arc réel a montants et croix de Saint-André.

Remarque. — 1. Si la ferme est hyperstatique extéricurement,
on opérera encore comme nous Pavons exposé au début du présent
chapitre. On déterminera tout d’abord les lignes d’influence des
efforts normaux dans toutes les barres de la ferme rendue isostatique
extérieurement par suppression des liaisons hyperstaliques exté-
rieures. Une fois ces lignes d’influence connues, on déterminera
aisément celles des liaisons extérieures surabondantes, en appliquant,
soit le principe de réciprocité de Maxwell, soit tout autre procédé
équivalent, le théoréme de Castigliano par exemple. Si 'on applique
le principe de Maxwell, la dé¢formée de la ferme s’obtiendra aisément
a laide d’un diagramme de Williot.

Lorsqu’on connaitra les lignes d’influence des liaisons surabon-
dantes, on aura soin d’affecter les lignes d’influence des efforts
normaux dans toutes les barres de la ferme rendue isostatique exté-
rieurement, des corrections qui résultent de U'influence des liaisons
extérieures surabondantes sur ces efforts normaux. On obtiendra

ainsi les lignes d’influence définitives de Parc hyperstatique exté-
rieurement.

2. Nous donnerons, dans le chapilre suivant, une application de la
méthode que nous venons d’exposer.



—_T —

V. — POUTRES DROITES EN TREILLIS ARTICULE
A MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRE.

Les formules (A), (B), (C), (D) ont été établies pour les fermes
planes quelconques en treillis articul¢ 2 montants et croix de Saint-
André. Elles se simplifient dans le cas particulier ou les montants
sont tous paralléeles (b,=0) ou lorsqu’'une des membrures est
rectiligne (@;= const. =17 ou a.= const. ).

Dans le cas des poutres droites du méme type, la simplification est
beaucoup plus grande (fig. 10). On aboutit d’ailleurs aux formules
que nous avons établies directement pour les poutres droites dans un
autre travail (*). Ces derniéres ne sont cependant pas complétes, car
elles n’ont ¢té calculées que pour des charges extérieures verlicales.
Au contraire, nous déduirons de la théorie générale des formules
plus complétes résolvant séparément les cas des forces extérieures
verticales et horizontales.

Pour cela, il suffit de faire, dans les formules générales (A), (B),

(C); (D) (fig- 10):

i=ai=ae:=w,-=o, le=ll~=a, lr=atanga,

=
h=e=g=/}, Ag=2T —ag=a, m=n=_ —u

ar=P=q=§, p—n=aua et k=o.

Supposons tous les panneaux d’égale largeur a et soit z le numéro
d’ordre du montant au droit du nceud d’application de la force exté-
rieure mobile P =1, laquelle peut étre verticale et positive vers le bas
ou horizontale et positive vers la droite. Il suffira donc de remplacer,
dans les formules générales, x el j,, respectivement par za et ra.

Nous changerons encore les indices e en s (membrure supérieure)
et nous introduirons les nouvelles notations §, x, n, v, 0,4 et . Dés

(1) Etude des poutres a losanges et théorie des lignes d’influence des poutres

droites en treillis & montants et croiz de Saint-André (Annales des Ponts et
Chaussées, novembre 1936, Paris.
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lors, les expressions (A) deviennent, toutes transformations faites,

Tr—1 _ Or—1 __ 9r—1
Vrs = —tang3—a q"iy,’ Wrga= Sin3ac,_,g’d’ pr= o ’
0p=vp+ Org) Up == Vp,~+ Yy Yr= Wr,~ O,
Ep=Opr-+ Yr-+ pPr, Wp= Ep—+ NE;_:‘, Yr=Yr,—Vr,
0,+ N7} + Hr—1 cota
(1) Lr=er—r¥r— O, Br= =t - y

Nr
Nr = FL%W, kr=nr— N£,7 l-'-r=1+kr,
n—

s

Ar=

n—r

( Hr+ —,er(n—-r)’ )

Les formules de récurrence (B) se réduisent aux équations (II) et
(II') ci-dessous, ou les notations V ont été changées en N. L'équa-
tion (II', ¢) a été déduite de I'équation (17") a l'aide des expres-
sions (13), (7), (2"), (2"), (5), (17) et en remarquant que I'on doit
prendre 17 en valeur absolue. En effet, le diagramme de Williot
(fig. 7, f) a été tracé en tenant compte du sens des déformations
longitudinales des barres. On obtient donc les équations de récur-
rence suivantes (1) :

Pour le cas des forces verticales mobiles et unitaires :

Pour z;,.s=0,1,2, ..., r—1 et 1<r<n,
(a) mrN.;';ou;z Zz @1"— Ni;::uc'

Pour z;= r;,

II
(n (b) NI, = o.
Pour z.=r,,
r_._®°r
(C) Nr,—l mr’

(') Rappelons que nous avons adopté les compressions internes comme positives.
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et pour le cas des forces horizontales mobiles et unitaires :

Pour z;os=0o0, 1, 2, ..
(a)
(b) w,Hp, = — HE!,
(I Pour z;=r;,
(¢) wrH7, = v, tanga — H
Pour z,= r;,
(d)

w-H}, = B, tanga — H?,

w,.H, = (B-+v,,) tanga — H::;‘.

or—ret1Srin,

r—i

r—1. .
—i

r—1i

En combinant les formules (II', ¢ et d), on trouve I'équation de

récurrence suivante :

rHrcota =1 —

Ar+ (r—1)Hr—1 cota
b

(I1I) ou

Mre 1 — X."+ Mr—

©r

Wr

pour rHr cote = M,

qui est plus aisée a appliquer et peut remplacer avantageuscment
I'équation II' (d). On a, en outre, H= o0 et Nj,= 1 comme valeurs de
départ de P'application des formules (II, ¢), (III) et, par suite, de
toutes les formules de récurrence (II) et (IT').

De méme, les formules générales de récurrence (C) se simplifient
et s’écrivent finalement, pour le cas des forces verticales mobiles et

unitaires,

(v)

Pour z;..s=o0, 1, ..

r r
vr Q:c,» oug — N.l',- oug

Lretisrin—r,

—A
tanga




et, pour le cas des forces horizontales mobiles et unitaires,

Pourz;,.;=0,1,2,...,ret1<r<n —1,
(IV") R
wrRE,=HZ —A, et p.RE=HE,.

La premiére équation générale (D) peut étre supprimée dans le cas
des poutres droites et étre remplacée par I'équation (IV) ci-dessus,
que Pon appliquera aux trongons de droite en comptant tous les
¢léments du calcul a partir de I'extrémité de droite de la poutre.

Quant a la seconde équation générale (D), relative aux forces
extérieures horizontales, elle devient dans le cas des poutres droiles,

Pour z/,s=0, 1,2, ..., n—ret1<n—rin:

n—r'

(V) | (@) wRe

n—r'

= 7]1‘( H;L——'— H;%:)-i— H,':”

(6) == (M- —Hi= )+ H+ ——

Remarque. — Dans I'expression de A,, H=" a été obtenu en
appliquant la formule de récurrence (III) aux trongons de droite de

la poutre supposés retournés bout pour bout. Le signe de H*= donné
par les formules (A), dans A,, a donc été changé.

VI. — DiScuSSION DE LA METHODE.

On a établi, pour le montant r, les formules de récurrence (B),
(C), (D) et, par suite, les formules (II) a (V), sans faire aucune
hypothése sur la nature de la ferme & (r—1) panneaux. Il suffit
seulement qu’il y ait un montant (7 — 1) et que le panneau r soit a
croix de Saint-André. On peut donc les appliquer aux systémes qui
ne possédent des montants et croix de Saint-André que dans une
région seulement el qui, en dehors de cette région, sont formés de
troncons de type quelconque (Pratt, Howe, Warren ou Warren
double) (fig. 11 et 12). Ces systémes sont d’ailleurs les plus fréquem-
ment employés dans la pratique, surtout sous forme de poutres



droites. En effet, c’est seulement dans les panneaux centraux que
Peffort tranchant peut changer de signe. Pour plus de clarté, nous
étudierons un cas particulier : celui de la poutre droite de la
figure 11 (@) qui présente, en dehors de la région centrale a
montants ¢l croix de Saint-André, des troncons en treillis du type
Warren double que nous avons appelé a losanges. Nous considé-
rerons seulement le cas des charges extérieures verticales. Le procédé
suivant de résolution serait applicable en tous points aux fermes
quelconques autres que les poutres droites, mais du méme type.
On peut traiter la poutre (fig. 11, @) comme suit :

a. Calculer les lignes d’influence partielles des montants surabon-
dants (r — 1) a k considérés comme montants d’extrémité des deux
troncons qu’ils découpent dans la poutre entiére & n panneaux, ou
seulement du troncon de gauche dans le cas d’une poutre symétrique.
A cette fin, on appliquera les formules de récurrence (II) et (III).
On calculera tout d’abord la ligne d’influence du montant r. Celle-ci
s’exprime cn fonction de celle du montant (r — 1) [formule (I1)], ce
qui nécessite la connaissance préalable de cette derniére. Or, au cours
de I'exposé de la méthode, nous n’avons fait aucune hypotheése sur la
maniére dont elle aurait été obtenue ou sur la configuration de la
ferme a gauche du montant (r —1).

Dans le cas actuel, la poutre formée des (r—1) panneaux de
gauchc est une poutre i losanges possédant un montant a chaque
extrémité. Cette poutre est hyperstatique du premier degré. On
pourra calculer d’une maniére quelconque la ligne d’influence de
Peffort normal dans le montant (r—1) d’extrémité de droite. On
appliquera par excmple le principe de Maxwell en coupant ce montant,
dans la poutre non sollicitée, en appliquant aux lévres de la coupure
des tractions unitaires, en déterminant la déformée qui en résulte a
Paide d’un tracé de Williot et en mesurant la projection de cette
déformée sur la direction des forces extérieures éventuelles, a
I’échelle du rapprochement des lévres du montant coupé.

Connaissant cetle ligne d’influence particlle du montant (r — 1),
on pourra ensuite de proche en proche, a l'aide des formules de
récurrence (II) et (IIT), déterminer celles des montants (7, r+4-1,..., k).

b. Calculer les lignes d’influence des mémes montants considérés,
cette fois, comme montants intermédiaires faisant partie de la poutre



— 16 —

entiére a n panneaux. Il suffira d’appliquerla formule (IV) ci-dessus,
dans laquelle N, = représente encore la ligne d’influence particuliére
du montant r considéré comme montant d’extrémité du troncon de
la poutre qui se trouve & sa gauche. Cette ligne d’influence particu-
liére a été calculée au préalable ainsi que nous venons de le voir dans
I'alinéa (@) précédent. La branche de la ligne d’influence définitive
du montant r, qui correspond a la partie de la poutre située a droite
de celui-ci, se calculera a 'aide de la méme formule (IV), mais en
supposant le trongcon de droite retourné. Nous désignerons par la
notation Q7 les lignes d’influence des montants surabondants inter-
mdédiaires.

c. Il reste a calculer la ligne d’influence du dernier montant sura-
bondant, c’est-a-dire du montant n d’extrémité de droite de la poutre.
On peut encore l'obtenir en appliquant le principe de superposition
(fig. 11, b et c). La poutre (b) est une poutre a losanges hypersta-
tique du premier degré. Laligne d’influence du montant n s’obtiendra
en appliquant le principe de Maxwell. Nous la désignerons par la
notation N4,

La poutre (¢) n’est autre que la poutre (6) soumise a une sollici-
tation particuliére, variable avec #, au droit des montants (r—1) a k
supprimés. On pourra donc atiliser In méme ligne d’influence N74
pour déterminer I'influence, dans le montant n, des paires de forces

r= Q. .., QF, variables avec 2.

La ligne d’influence exacte du montant n, dans la poutre (a) est
égale a la somme des lignes d’influence trouvées pour le montant dans
les deux poutres (¢) et (d). Elle a donc pour expression :

j=k
(4o) NZ = N7d 4 2 Qé(N;’;d_ N}f“ ’

j=r—1

puisque nous comptons les forces extérieures verticales positives vers
le bas.

d. Dés que I'on connait les lignes d’influence des montants sura-
bondants, on est ramené a I'étude d’une poutre isostatique intérieure-
ment. Les lignes d’influence des efforts normaux dans les membrures
et les diagonales se détermineront encore par superposition en décom-
posant la mise en charge (fig. 11, a) de la poutre en deux autres
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analogues aux mises en charge (b) et (¢). La seule différence est que
I'on coupera en plus le montant surabondant n et que, dans la
poutre (c¢), on appliquera aux lévres de cette coupure les compres-
sions internes N/ variables avec z. Cette décomposition est d’ailleurs
identique a celle que nous avons exposée au début du présent chapitre
dans I'étude des fermes & montants et croix de Saint-André.

Quant aux poulres qui, en dehors de la région cenlrale 2 montants
et croix de Saint-André¢, sont formées de panneaux du type N ( fig. 12)
ou du type Warren simple, on emploiera la méme méthode que celle
utilisée ci-dessus aux alinéas @, b et d. On appliquera encore les for-
mules (II), (III) et (IV) a la détermination des lignes d'influence des
montants surabondants (r—1, r, ..., k—1). Le montant &£ n’est
plus surabondant; le montant » non plus. On sera ramené encore
une fois a I’étude d’une poutre isostatique.

et © C——e






CHAPITRE IIL

APPLICATION DES FORMULES DU CHAPITRE PRECEDENT AU CALCUL
RIGOUREUX DES LIGNES DINFLUENCE D'UN ARC BIARTICULE A
MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRE.

I. — GENERALITES ET CALCUL DES DIMENSIONS DE L’ARC.

Afin de préciser davantage la marche a suivre dans lutilisation de
la méthode que nous venons d’exposer au chapitre précédent, nous
I'appliquerons a un arc particulier & montants et croix de Saint-
André. Nous calculerons, a 'aide des expressions (A) et des formules
de récurrence (B), (G) et (D), les lignes d’influence rigoureuses des
efforts normaux dans les différentes barres de cet arc.

Celui-ci est appuyé sur deux rotules de niveau. Il posséde donc, en
plus de son hyperstaticilé intérieure, une hyperstaticité extérieure da
premier degré. Il est, en outre, formé de huit panneaux et est donc
hyperstatique intérieurement du huitiéme degré.

D’autre part, il est constitué comme suit : les nceuds de la mem-
brure inférieure sont situés sur un arc de cercle, d’ouverture totale
de 120° entre les rotules d’appuis, placées aux noceuds d’extrémités de
la membrure intérieure; la portée de 'arc est de 40™; les nceuds de
la membrure extérieure sont de méme situés sur un arc de cercle de
méme rayon et de méme ouverture que le précédent, mais qui a subi
une translation verticale égale & 4™ ; enfin, les montants sont verti-
caux et les largeurs des panneaux sont telles qu’elles interceptent des
angles au centre égaux. Ceux-ci sont donc égaux a 15°. De ces
propriétés, on peut déduire toutes les dimensions géométriques de
I'arc qui nous serviront dans le calcul des lignes d’influence :
abscisses « et ordonnées y des différents necuds de la membrure
intérieure (indice ¢) et de la membrure extérieure (indice ¢), largeur
horizontale ¢ des panneaux (¢, =&, — 2r_s, si r est le numéro
d’ordre du panneau en question), dénivellation d de deux nceuds
successifs (d,. =YYy, =V y,:_lg) de la membrure intérieure
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ou de la membrure extérieure, longueurs des barres. Ces dimensions
sont consignées dans les premiéres lignes du tableau I ci-dessous.
On a z,, =, , que nous désignerons par z,. Le rayon des arcs de

cercle des membrures et la fleche de la membrure intérieure sont
égaux respectivement a

p = 23Mm,094.010 et S =13m,547.005.

Les montants sont tous de longueur égale a 4™, que nous désignerons
par l. Les barres des deux membrures d’'un méme panneau sont
paralléles. En outre, elles sont, toutes deux et dans tous les pan-
neaux, de méme longueur, égale a l;=6",028.747. Enfin, les
abscisses et ordonnées des nceuds de la membrure intérieure et de la
membrure extérieure sont données, en métres, par les formules

Zr= 20 1——25i 8 Yri= 20 (2 cosh—1) =yrn+4
— ) i — Te Ti
r \/3 & \/3 ) Y Y )

ou 6§ est 'angle intercepté par le rayon du nceud de la membrure
intérieure et la verticale médiane de l'arc. Cet angle est mesuré
positivement vers la gauche.

Des dimensions de I'arc, on peut déduire les rapports y, :,,
VriZey (dic), cpilydoc 1, 10 L l,‘g:l et (I + d.):c,, qui nous seront
utiles dans la suite du calcul. / est la longueur commune de tous les
montanlts. Les valeurs de (I + d,):c, sont symétriques de celles du
rapport (I —d,):c,, car les valeurs de ¢ sont symétriques, tandis

que celles de d sont antisymétriques par rapport a l'axe vertical
m¢édian de arc (Tableau I).

II. — PREDETERMINATION DES SECTIONS.

La suite du calcul rigoureux des lignes d’influence nécessite la
connaissance des sections transversales des barres.

En vue de prédéterminer celles-ci d’une maniére simplifiée, on a
tracé les lignes d’influence approximatives des barres d’une des
moitiés de l'arc dans T’hypothése courante, seulement pour les
poutres droites, ou la ferme de la figure 13 (@) peut étre considérée
comme systéme multiple décomposable en deux fermes isostatiques
intérieurement (fig. 13, b et c¢). Ces fermes restent, par contre,
toutes deux hyperstatiques extérieurement du premier degré. Elles
sont constituées chacune par les membrures, les montants et les

THESE FOULON. 6
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diagonales inclinées d’'un méme c6té dans la ferme étudiée ( fig. 13, a),
ces barres étant prises avec leur section entiére. D’autre part, les
deux fermes composantes (fig. 13, b et c) sont supposées sollicitées
par la moitié des charges extérieures qui sollicitent la ferme
réelle. La décomposition précédente de I’arc étudié en deux fermes
plus simples n’est en général pas rigoureuse. Elle le serait, si sous
I'effet des demi-charges qui les sollicitent, ces derniéres se défor-
maient identiquement.

Le cas des charges extérieures verticales est déterminant pour le
dimensionnement des sections des barres. Nous n’avons, par consé-
quent, tracé les lignes d’influence approchées que dans cette hypo-
thése. Nous avons supposé, en outre, que les charges sont appliquées
a la membrure supérieure.

La ligne d’influence approchée d’une des barres des membrures
est égale a la somme des lignes d’influence approchées de la méme
barre, dans les deux fermes composantes (fig. 13, b et ¢). Il en est
de méme de celles des montants. Quant a celles des diagonales, elles
sont seulement égales aux lignes d’influence des mémes barres dans
la ferme composante (b ou ¢) qui les contient.

Les deux fermes composantes, quoique beaucoup plus simples
que la ferme réelle & montants et croix de Saint-André, restent malgré
tout hyperstatiques extérieurement du premier degré. On a choisi la
poussée ¢ comme inconnue hyperstatique extéricure des deux arcs,
et 'on a déterminé sa ligne d’influence. Celle-ci dépend encore des
sections transversales des barres. Or, on ne connait pas ces der-
niéres. G’est pour cette raison que 'on a tracé une ligne d’influence
approxzimative de la poussée g en utilisant les tables établies par
Bresse pour les arcs biarticulés a fibre moyenne circulaire, a appuis
de niveau et a section constante ('). Les tables de Bresse ont été
établies pour le cas des arcs a ame pleine, mais on peut les étendre,
sans commettre de trop grandes erreurs, au cas des arcs en treillis, a
condition d’assimiler ceux-ci a des arcs a ame pleine de section et de
moment d’inertie équivalents.

Une fois connue la ligne d'influence approchée de I'élément
hyperstatique ¢, on peut déterminer les lignes d’influence de pre-

(*) Bresse, Recherches analytiques sur la flexion et la résistance des piéces
courbes, accompagnées de tables numériques, Paris, 1854.
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miére approximation des efforts normaux dans les montants, les
membrures et les diagonales.

Nous n’entrerons pas dans le détail du calcul des lignes d’influence,
ni dans celui des sections transversales des barres. Nous nous borne-
rons a donner les résultats de ce calcul. Les valeurs trouvées pour les
sections transversales o, et Ory 0 ga SODL données dans le Tableau II et
sont exprimées en métres carrés.

ITI. — CALCUL DES LIGNES D'INFLUENCE EXACTES.

Nous supposerons que les charges extérieures sont appliquées aux
nceeuds de la membrure extérieure. Nous traiterons le cas ou les forces
extérieures mobiles sont verticales et celui on elles sont horizontales.
Ainsi que nous l'avons vu, 'arc est non seulement hyperstalique
intérieurement, mais il est en plus une fois hyperstatique extérieu-
rement. Comme pour le calcul de prédétermination des sections,
nous choisirons encore comme inconnue hyperstatique extérieure la
poussée q.

Cela étant, nous continuerons a supposer que les sollicitalions
restent dans les limites de validité de la loi de Hooke. On pourra
donc appliquer le principe de superposition comme suit a la
recherche des lignes d’influence définitives des eflorts principaux
dans toutes les barres de Varc biarticulé.

Soit b une quelconque de ces barres (fig. 14, a). Ses lignes
d’influence définitives, pour le cas des charges verticales comme
pour celui des forces horizontales, dans I'arc biarticulé de la
figure 14 (@), sont égales aux lignes d’influence de la méme barre b
dans l'arc de la figure 14 (&), dans lequel on a substitué a la rotule
de droite la poussée ¢, développée par cette liaison. Cette
poussée ¢, ,, est variable avec la position de la force extérieure
unitaire mobile. On peut ensuite décomposer la mise en charge de
Varc ( fig. 14, b) en deux autres : celles des figures 14 (¢ et d). Dans
la figure (c), on a remplacé les montants par leurs actions F sur leurs
nceuds d’extrémités, ces actions étant variables avec la position de la
force extérieure mobile qui les développe. De méme, on peut décom-
poser la mise en charge de la ferme (fig. 14, ¢) en deux autres :
celles des figures 14 (e et f). On voit donc que, finalement, les lignes
d’influence définitives des efforts principaux dans une barre quel-
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conque b de l'arc biarticulé étudié (fig. 14, @) sont égales a la
somme des lignes d’influence obtenues pour la méme barre dans les
cas de sollicitation représentés par les figures (d, e et f) de l'arc
rendu isostatique extérieurement par suppression de la rotule de
droite et introduction de la poussée variable ¢,,).

Les fermes (fig. 14, ¢ et f) présentent les caractéristiques sui-
vantes : la ferme (e) est isostatique intérieurement, car les montants
surabondants 1 a 8 sont supprimés. Nous pourrons donc déterminer
les lignes d’influence d’une barre quelconque b en appliquant le
principe des travaux virtuels comme il a été exposé dans le Chapitre I.
Nous y reviendrons d’ailleurs dans la suite, au cours du présent
chapitre. Quant a l'arc de la figure 14 (f), il est le méme que le
précédent, sauf qu’il est sollicité en tous les nceuds par les efforts
internes I, variables avec x et y, développés dans les montants 1 & 8
par la force extérieure anitaire mobile. Ces efforts F tiennent lieu de
I'influence des montants surabondants, qui ont été supprimés. Si l'on
a au préalable tracé les lignes d’influence de toutes les barres dans
larc isostatique (e), pour les cas on les charges extérieures sont
verticales et appliquées aux neeuds de la membrure intérieure et a
ceux de la membrure extérieure, les lignes d’influence de la barre b
dues aux efforts I s’obtiendront directement a Paide des précédentes.
On verra plus loin qu’elles peuvent s’obtenir de deux autres facons,
soit a l'aide de tracés de Cremona, soit par une méthode analytique
trés simple. Il est a remarquer que 'effort dans la barre b n’est fonction
que des efforts F dans les montants situés a droite de b. Comme, du
fait de la symétrie de P'arc ¢tudié ( fig. 14, @), il suffit de calculer les
lignes d’influence des barres de la moitié de droite de la ferme, on
n’aura a effectuer les tracés de Cremona que jusqu’'au montant
médian (montant 4). Si 'on a calculé au préalable les lignes d’in-
fluence de la poussée g, ,), pour des forces verticales et pour des
forces horizontales, on pourra déterminer celles de la barre quel-
conque b dues a la sollicitation de la figure (d).

De ce qui précede, il résulte que nous pouvons échelonner comme
suit le calcul des lignes d’influence définitives des barres de l'arc
biarticulé (fig. 14, a).

1. Calcul des lignes d’influence des montants surabondants
1 & 8 pour des forces verticales et pour des forces horizontales, dans
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larc rendu isostatique extérieurement par introduction, a I'extré-
mité de droite, d’un appui a rouleau de dilatation mobile sur un plan
horizontal. On appliquera a cette fin les expressions (A) et les
formules de récurrence (B), (C) et (D) du deuxiéme chapitre.

q . (2 ’y S
2. Calcul des lignes d’influence exactes de la poussée ¢,
pour des forces verticales et horizonlales.

3. Calcul des lignes d’influence des barres des membrures et
des diagonales dans l'arc rendu isostatique intérieurement et cxté-
ricurement ( fig. 14, e).

4. Calcul des corrections de ces derniéres lignes d’influence dues
a la mise en charge, variable avec z el y, de la figure 14 (f).

5. Calcul des corrections de ces mémes lignes d’influence ducs
a la mise en charge de la figure 14 (d).

En sommant algébriquement les lignes d’influence calculées en 3,
4 et 5, on obtient les lignes d’influence définitives cherchées pour
I'arc biarticulé.

1. Lignes d’influence exactes des montants surabondants, dans
P’arc rendu isostatique extérieurement. — Nous ferons tout d’abord le
calcul exact des lignes d’influence des montants surabondants consi-
dérés comme appartenant a I'arc rendu isostatique extérieurement
par suppression de la rotule de droite et substitution a celle-ci d’un
appui simple a rouleaux de dilatation mobiles sur un plan horizontal
passant par la rotule de gauche.

Rappelons que nous nous bornons a I'étude des efforts principaux,
c’est-a-dire que nous supposons que les attaches sont articulées. En
outre, nous continuons & adopter les compressions internes des
barres comme positives.

La présente partie du calcul exact constitue la résolution pro-
prement dite de ’hyperstaticité éntérieure du systéme. La marche a
suivre de la méthode démontrée au deuxiéme chapilre a é1é exposée
ala fin de la premiére partie de ce méme chapitre. Elle consiste a
faire usage des expressions (A) et des formules de récurrence toutes
résolues (B), (G) et (D).

Les symboles (A) se simplifient du fait des propriétés particuliéres
suivantes de l'arc étudié. Nous avons vu que tous les panneaux
forment des parallélogrammes : les montants sont tous verticaux et
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les membrures d’'un méme panneau sont paralléles ( fig. 15). On
a donc

T .
i @ry @p= 5 sinar=1, cosar=o0, lr=const.=4fm =,

l L, .
Sr=¢€r= -g—" hr= fr= -—;—4) !y, = U, = const, = 6M,028.747v= [;,
(41) 7 3x
Pr+qr=m, b,.=o, mp= — —arg nr= ar,— >
T T
qr= 7 = @y pr= 4 4+ ar.

On peut encore écrire :
Siec,=a, —z_etd. =y, —Yret =V Yoy,

. r
Cr=lryco8ar,= U, cosa, = U, cosa,, sina,; = 7’
. l+d, . dr—1 l+d,
S aAr;= 9 smarg-: —_— tanga,; = ’
(42) « Uy b, Cr
dr—1 dr ,
tangar, = o tanga,, = o) i =o, n =38,

Jri = &r;=Tr,= Tr, Ori=JYri Ore= Yre Tp=2Zr.  Yr=Yr

Les deux derniéres relations z, =z, et y,=y, découlent de la
symétrie de 'arc.

En outre, le plan d’appui de droite du trongon quelconque partiel
de gauche a r panneaux est horizontal. On a donc, en général,

”»
V., =o.

Enfin, P'arc forme une figure géométrique symétrique par rapport a
I'axe vertical médian. De plus, les barres symétriquement disposées
ont des sections transversales égales. Il en résulte que :

(43) Vi'=Vrr et  HZr=-—Hrz.

Rappelons que les éléments affectés de Pexposant () se rapportent au
trongon & (n—7) panneaux formé des panneaux de Parc qui se
trouvent a droite du montant  considéré, ce troncon étant supposé a
appul fixe a rotule au neeud d’extrémité 8; (fig. 14, a). D’autre part,
rappelons que la force extéricure unitaire mobile est mesurée positi-
vement vers le bas lorsqu’elle est verticale, et vers la droite lorsqu’elle
est horizontale.

Moyennant les propriétés précédentes, les expressions (A)
s’écrivent :
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lg Gy 12 oy I} oq I}
I T e Batt |
oq 13 la Ory [ 13 13
r r g l;}, Kr=Ar lg, 0, 18 <°g -+ ﬂ'l)

Gr Tret g [ 1 1 Gr [ 13 3
pr= ., A= '1 lii<_.+,._.), Y= ;3 (,_5:_'_._11, )
7S 14 G; Ge \Og ¥

Ar=9r=ar+Yr, &=9,+py H'=H —H;, V'=N=Vp,

r—1 or—1 [ la\3
Wy = Ep—+ V';-_lei O, = pr: o, By= y <-—> ) vp=I,

_ d ¢ Ye ,,__dl+d l—d ye
Er—l+7_2x—,~, Sr=7 g +7—Z,
d—1 r— n—r
Lr—1= ( I )rvr__l‘;— (i)FHr—% Ip=9,+ Prvn__——r‘y
(44) _
e+ VD, ik g4 lxd
r= Tﬁha -~ 9 Br=1-+ Kp, r= 2% -Z'::—r+1’

ZLn—r Q 1 1
7 ) rBr=—0r~+ -0, -}
j Zn—r41 e B\ oy Te

Pr&n—pri1 12

n— l
r= I ViTp — F U — Bt 5,C,, V= E,

Xy
d d—1 Xy d
g,,. =2 s -+ - ) H,= ———-;: 9 Wr=2 ° or—prGr,

. l

Mp=GrViZi + 8, H—1—Wr— — by,
r—, ”

Zor IMNer - !
Ap= i <Pr+1 kp 2pa— — )? Xp = kr(l-l-‘mr_f—i)’

=1+ ﬁ, 0, = Ar%, Zr

o4 'n—r
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L’équation de récurrence (B, c¢) est identiquement satisfaite.
Quant a I'équation (B, d), elle se met sous la forme indéterminée %

C’est pourquoi U'on a déduit une autre formule directement de
I’équation (17") de HJ,, en tenant compte des expressions (13), (7),
(15), (17), (10), (6), (2') et (2") de A%, (£:)ay 0y ALy ¥5y Oty Ay, €L A,
A, et 1, doivent étre pris en valeur absolue, car le diagramme de
Williot de la figure 7(f) a été tracé en tenant compte du sens des
déformations longitudinales des barres du panneau r. Si l'on pose les
nouvelles notations

U= S F T e, BT S
(45) 4
3,-:—-——-—’3 et r= 28—
c Zr

cette nouvelle équation s’écrit

(46) wHy =W+ 8,4, —H/Zi.

L’équation (B, f) se simplifie comme suit

r—1 P r

(47) ©, V75, = ¢r+ A= ou V5, =1—

o,

Cela étant, dans les cas ou I'étude des lignes d’influence pour des
charges verticales est seule nécessaire, les équations de récurrence
(B, @, ¢, e, f et h) paraissent & premiére vue seules nécessaires. Mais
il entre dans l’expression du symbole L7—' de la formule B(a) le
paramétre H™—', qui nécessite le calcul de ) et de Hj:,‘ On peut
cependant établir une formule de récurrence qui permet de calculer
directement H"~' sans passer par H)Z) et H’—1 En effet, si 'on

effectue la soustraction de I'équation (B, g) et de la nouvelle équa-
tion (46) de H, et si I'on pose

(48) Tr— IIJ‘,._-—_Q,.,

on peut écrire la formule de récurrence suivante entre H” et H™~

(49) v Hr=Q,— g,,vﬁ_:_} — 3¢, Hr—1,




— 89 —
Cette formule permet de simplifier considérablement I’expression du
parameétre I, [voir expressions (44)]. Gelui-ci s’écrit en effet

M,= — w,Hr,

En vertu de la symétrie de I'arc, on peut voir aisément, a I'aide des
expressions de £, et de I, que I'on a £, =— M, 4. Cette pro-
priété est d’ailleurs évidente si 'on se reporte aux formules (21) et
(23) de o, et 9,_,, (Chap. II).

On peut encore éliminer le parameétre U, des expressions (44), si
I'on tient compte de I'équation de récurrence (47).

D’autre part, nous supprimerons les notations A., v., @, 0, 3,
GV, @, 2, A, &, K, C., Ay V, et I, des expressions géné-
rales (A) du Chapitre II, car elles ne sont d’aucune utilité dans le cas
particulier actuel. Nous emploierons, en outre, les symboles nou-
veaux suivants : A,, v., %, Bry Uy &4y 00y @y 0y oy %, Ay Iy qui
sont écrits dans les expressions (A') ci-apreés.

Si, en plus, on tient compte de la symétrie, on peut déduire la
plupart des fonctions (A) relatives aux trongons de droite de la
ferme, des fonctions analogues relatives aux troncons de gauche de
celle-ci. On a notamment les relations suivantes, que l'on établit
aisément et dont la plupart sont d’ailleurs vraies dans le cas le plus
général traité au Chapitre II :

1 Vr+1 Yr+1,
— — —dz ie
Pn—r= ’ Va—pr = —) Va—r =
Pr+t —sd Pr+t —ie [
1
dpn_r=— dr+1 Nn—r= 7 8, = An-—r,
(50) — ’ Nr
I,= Men—r, Nrkn—r= Mtr b= Tqu:'r,
(I)n~r ‘br I
—_— —) Rpr= .
Mr Mn—r Nr

Ces diverses observations nous permettent d’écrire finalement les
paramétres (44) sous les formes (A’) suivantes, beaucoup plus
simples :
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4
Tp—q lz,e,é,’,d . Gr—1 —_
=1, Viiega= " Sogd’ r=—c 0r=vrg+vr;,
op== V= Vrgs Yr= V,-K-{- Vra Qr=ar-+ Yry
l—d d ; d i
I, = P V= Zv,.‘y-+- ‘—}x/—:-ﬂr, 8p= E—Zx—:, &r=r+0r
_ d d+1
Hr= H,’;— H;i, Wr= ep+ V:——: ) Tr= Ev"d_'_ Vre + .23?2 0,«,
— r
d c Ye dl+d d\ ye
=144 5 — 5 "— =3 +\I—3)
& I 1z’ =1 ( >‘7’r’
d r—1 C . 0,.— Ar
A’=(7"’)V.t:1,“7“'”" =T
vy,
Nr= nj—r ’ kr=mp— V;:n pr=1+ kr,
n—r
e
Zn—r H. . Vi
Ap=—=(Hr+ Hnr—r =—E+Hn:"——t—'A—
r 7 ( Nr )s "= n—r, z,
Qr==¢p+ =(Vp,—Vp;) + — Wp=—2— + et Yp= I
r= g or+ g (r—vn) z, T c Zr s
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Les formules de récurrence (B) et (C) se réduisent aux suivantes :

Pour les neuds (2, y)e,; des montants 0, 1, ..., r—1:
(a) w, V= xy,— Vi
ct
(b) w-Hy = yy-— HP.
Pour le nceud r; du montant r :
(e) Vi,=o
et
(d) wHy =W+ 8, A, — HD)
ou bien
BY | (ay w Hr = 0, — w, Vi) — 4 Hr—t
avec
(e) Hj, = V|, =o.
Pour le neud r, du montant r :
) r=1—
et
(&) o H, =1+ Vo — - H—1— Hio
avec
(h) H)=0 e V] =1
Pour les neeuds (2, y).,; des montants 0, 1, ..., r, &
@) gauche du montant r considéré :
(a) prQh=Vy— 24,
(&) wrRy=Hy—y Ar.

Quant aux équations (D), elles s’écrivent, si I'on tient compte des
simplifications dues a la symétrie de l'arc, c’est-d-dire de la corres-
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pondance de A et @, de Z et p, de x et , et des égalités
(a) VI = VAT Hy_l—__z__ n_r.

x x ¥

la premiére, pour z = &'=&p—r, ..., 2, 1,0

P'”_"Q.:';r— = V_r;,;r — &' App= V.’i——_r_ Z Ap—p = pa—r QF7;
la deuxiéme, pour y =) =yn_r, .... 2, 1,0
REL = HEZ 4 @ty Apyp=—HET 4 Oty A
Mn—r y = H r+Y Ap—p=—H} r+¥ Bnr
=o,— Hll-rR:;r.

Par conséquent, on peul finalement mettre les équations (D) sous les
formes trés simples

Pour les nceuds (z', y')e,i des montants (n —r)', ...,
o/, 1/, o'y & droite du montant r considéré :
oy | (@) G~ =~
et
— P —
n—r r n—r
(&) Re—= oy Ry

®,

Mn—r
Les symboles (A') sont tous, sauf y. et A,, des fonctions homo-

génes. D’autre part, ils sont, a part H”, =, Ay, xry 0y kry pry Ar
et @,, des fonctions directes des dimensions géométriques et des sec-
tions transversales de I'arc, qui peuvent étre calculées avant 'applica-
tion des formules (B'), (C'), (D'). Le calcul de ces paramétres a été
effectué¢ a la machine a calculer et est consigné dans les Tableaux II
et III. Lorsqu’un de ces symboles comporte plusieurs termes, tels W,
7, %, £, on a donné dans les tableaux les valeurs des différents termes,
afin que le calcul ne nécessile aucune écriture autre que celle des
résultats fournis parles tableaux. Il en sera de méme des Tableaux IV
et VII ci-aprés. Les données du Tableau 1 ont é1é utilisées a cette fin.
On a ainsi réduil a son minimum le travail matériel nécessité par
Papplication de la méthode actuelle. En outre, le travail intellectuel

est une constante pour un méme montant.
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est des plus aisés : il se réduit exclusivement a des calculs numé-
riques qui sont des plus simples avec la disposition actuelle en
tableaux.

Les valeurs numériques des paramétres ont été inscrites dans les
colonnes successives correspondant a leur indice r. Cet indice
désigne, ou bien le numéro d’ordre du panneau, ou bien celui du
montant considéré.

On a effectué tous les calculs avec six décimales uniquement dans
le but de voir jusqu’a quelle décimale les vérifications ultérieures
seront satisfaites. On verra que ces vérifications ont lieu jusqu’a la
cinquiéme décimale. Dans le calcul de fermes a montants et croix de
Saint-André par la méthode actuelle, il suffirait donc d’employer un
nombre de décimales supérieur d’une unité a celui que 'on désire
obtenir sans erreur.

a. Premiére phase de la résolution de U'hyperstaticité inté-
rieure. — Les éléments V et H qui entrent dans les formules (B')
sont, comme nous l’avons vu au Chapitre II, les équations de récur-
rence des lignes d’influence auxiliaires du montant r d’extrémité de
droite de la ferme partielle a r panneaux, isolée, constituée des
r panneaux de la ferme totale qui se trouvent a gauche du montant r
considéré. La ferme étant symétrique, on peut se passer du calcul des
lignes d’influence V et H analogues aux précédentes, mais relatives
aux montants d’extrémités de gauche des fermes partielles ésolées et
constituées des panneaux de la ferme totale qui se trouvent a droite
du montant considéré. En effet, ces derniéres lignes d’influence sont,
ou bien symétriques (pour le cas des charges verticales), ou bien
antisymétriques (pour le cas des forces horizontales), de celles des
montants d’extrémité de droite des troncons symétriques de gauche.
En résumé, elles s’expriment par les relations (@) que nous venons
d’écrire plus haut.

Les lignes d’influence précédentes ne sont pas les lignes d’influence
réelles des montants considérés. Ce sont des lignes auxiliaires qui
préparent le calcul des lignes d’influence réelles, désignées par les
notations Q et R. Les éléments V et H des formules (B') peuvent
donc étre regardés comme des paramétres au méme litre que les
symboles (A).

Le Tableau I'V reproduit entiérement le calcul des paramétres V7,
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HY, H et, par suite, H”, effectué en appliquant les formules de
récurrence (B', f, d et g). L’équation (B', f) est indépendante des
paramétres H. On l'applique comme suit : on part de V{ =1 [for-
mule (B', 2)] correspondant a la ferme réduite seulement au montant o
d’extrémité de gauche, isolé; on calcule m =¢& + V) =¢,+1,
puis Vi = 1——~, c’est-a-dire l'effort de compression interne du

montant 1 d’extrémité de droite du systéme réduit au premier pan-
neau de gauche de l'arc, cet effort étant dd a une force verticale
unitaire appliquée au nceud 1.; ensuite @y=¢,—+ V}, et ainsi de
suite jusque V§. Nous avons également renseigné dans le Tableau IV

les valeurs de l%r afin d’éviter toute écriture autre que celles du
R

tableau. On remarquera que les V), sont tous trés peu différents de
I'unité. Le rapport %r- est trés différent de I'unité. 1l en résulte que
r

I'application de la formule (B', f) ne présente aucun danger de pro-
duction d’erreurs relatives systématiques, car le paramétre V7, se
met sous forme d’une différence de deux termes trés écartés I'un de
Pautre.

Quant aux paramétres H’., H;, et H", on les calcule simultanément
comme suit, en appliquant les formules de récurrence (B', d et g).
On part des valeurs H) = H} — H°= o [formules (B', e et 2)] corres-
pondant encore au systéme réduit au montant o, isolé, d’extrémité
de gauche de Tarc; on a déterminé au préalable les valeurs de

d . i . !
(7 — 1)V$Z§ et £:ViZi ; on calcule successivement A,= 7

3, Ay, HLZM[formule(B’ )] Hy,= 28 =1y, Hy,

g HY, %’ H!, puis A, = <dT — 1) Vi— —['-H', el ainsi de suite.

Connaissant A,, on peut calculer y,. Ce paramétre nous permet
d’appliquer les formules de récurrence (B', @ et b). Celles-ci donnent
les ordonnées successives des lignes d’influence auxiliaires du mon-
tant quelconque r d’extrémité de droile de la ferme partielle de
gauche a r panneaux, r variant progressivement de o a 8. Ces lignes
d’influence se rapportent aux cas ou les forces extérieures unitaires
sont, ou bien verticales et positives vers le bas (notations V), ou bien
horizontales et positives vers la droite (notations H).

Nous ne considérerons que le cas d’application des forces exté-
rieures aux neuds de la membrure extérieure (Tableaux V et VI).

THI:SE FOULON. 7
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Dans VY, x ne peut prendre que la valeur correspondant au
nceud o, du montant o, c’est-a-dire que V9, prend seulement la
valeur V) =1. Dans V., 2 prend les valeurs correspondant aux
neeuds o, et 1,. On calcule Vi a partir de V{ a l'aide de la for-
mule (B', @). Quant a Vi, il a déja été calculé dans le Tableau IV.
On procédera de méme pour V2, Vi, ..., et en général pour V7. Il
suffira d’appliquerla formule (B’, @) pour les nceuds o, 14, ooy 7 — 1

e
et, pour le nceud r., de recopier la valeur de V7 donnée par le

Tableau IV.
Le procédé de calcul du Tableau VI, qui donne les ordonnées des
lignes d’influence HY, est en tous points analogue au précédent. On

appliquera la formule (B', &) pour les nceuds o, 1., ..., 7 — L et,

pour le nceud r., on recopiera la valeur de H; donnée par le
Tableau IV.

Les lignes d’influence V§ et H; du montant 8 d’extrémité de droite
de I’arc sont des lignes d’influence réelles, car elles correspondent a
I'arc réel, c’est-a-dire a 'arc complet.

On constate que, dans le calcul de V, et de Hf, les termes V!
et Hj~ sont relativement faibles vis-a-vis, respectivement, de xy, et
de yy,. Il en résulte que 'influence d’une erreur sur V/7' ou H;™
disparait trés rapidement au cours du calcul de V7, V™', ... ou HJ,
H;*, ..., d’autant plus qu’elle est a diviser par les valeurs succes-
sives de ®,, qui sont grandes vis-a-vis de I’erreur supposée. Ainsi,
une erreur importante sur un nombre des Tableaux V ou VI ne se
répercute que sur les deux nombres suivants déduits successivement
de celui-la. Par exemple, une erreur de six unités sur la troisiéme
décimale de Hi — 0,751.689 (Tableau VI, 3° colonne) se transmet
sous forme d’une erreur de neuf unités de la sixiéme décimale
sur Hi (3° colonne) et d’une erreur, pratiquement nulle, de moins
d’une unité de la sixiéme décimale sur HS,.

D’autre part, VI et H} étant constitués de la différence de deux
lermes trés écartés, leur calcul se préte aisément a I'obtention d’une
grande précision.

b. Deuxieme phase de la résolution de Uhyperstaticité inté-
rieure. — La connaissance des paramétres V7, H., H;, et H~
(Tableau IV) permet de calculer les paramétres =0, kv, pr, Ar, @,
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@,

et

exprimés dans les formules (A’). On obtient ainsi le

n—r . . .
Tableau VII dont DI'établissement est progressif et ne comporte
aucune difficulté spéciale. Nous avons vu que, par suite de la symé-

trie de Varc, on doit trouver que les valeurs de —{,Ii’- doivent étre
symétriques [formules (50)]. On obtient ainsi des vérifications des
calculs précédents.

Les paramétres du Tableau VII entrent dans les équations de
récurrence (C') et (D) des lignes d’influence réelles des montants
surabondants. L’obtention de celles-ci est immédiate sil'on a fait au
préalable le calcul des paramétres V et H. Les calculs précédents ne
sont donc pas inutiles, ainsi que nous I'avons déja fait remarquer au
chapitre précédent.

On sait que les lignes d’influence réelles (C') et (D’) se rapportent
a4 un arc isostalique exlérieurement, a appui simple a droite
(fig. 14, ¢). Les formules (D’) raménent pratiquement le probléme
a Papplication des formules (C'), c’est-a-dire au calcul des ordonnées
des lignes d’influence réelles Q. et R} qui se trouvent a gauche du
montant 7 quelconque considéré. Ces simplifications intéressantes
résultent de la symétrie de I'arc : les montants symétriques ont des

lignes d’influence symétriques dans le cas des charges extérieures

»

verticales et antisymétriques, & une constante pres dans celui

des forces extérieures horizontales. Ces propxgifétés sont d’ailleurs
évidentes, tout au moins pour le cas des forces extérieures verti-
cales.

On en déduit le processus suivant d’application des formules (C')
et (D). La formule (C/, @) montre que le Tableau VIII des valeurs
de Q’ se déduit du Tableau V des valeurs de V.

Dans Q) par exemple, on donne a z successivement les valeurs
correspondant aux nceuds o, et 1,. On obtient ainsi les ordonnées

1 71
Voe 1 V]e_ 1 Ay

=
B ¢ 1

Q,=

de la ligne d’'influence réelle du montant 1, qui se trouvent a gauche
de ce montant. On voit que les seules variables avec  sont V! et z.
A, et p; sont constants pour toutes les ordonnées, a gauche du
montant 1, de la ligne d'influence de ce montant. Il en est de méme
d’ailleurs d’un montant quelconque.
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De la méme maniére, Q2 se déduit de V2 en donnant a x les
valeurs successives o= 0, z, et .
On obtient ainsi
A\

2 __ 2
Qo‘," ;;7 Q;’L.:

Vi — 21 As et Q= Vi, — @A

T T e
On opérera de méme pour les autres montants 3 & 7. On arrive ainsi
au Tableau VIII en forme d’escalier. Quant a laligne d’influence Q2,
elle est identique a la ligne d’influence V. 1l suffit donc de recopier
les valeurs de celle-ci.

Le procédé de calcul de R/ [formule (C/, b)] est en tous points ana-
logue a celui de Q’. 11 suffit de se rapporter au Tableau V1 des
valeurs de H; et d’introduire, comme coefficient variable de A, les
valeurs successives de y correspondant aux neuds de la membrure
extéricure. On obtient le Tableau IX semblable au Tableau VII1. On
remarquera que, contrairement aux lignes d’influence auxiliaires Vi,
et HY, les lignes d’influence de Q, et R} ne se déduisent pas l'une de
'autre mais au contraire s’obtiennent a partir de V’, ou HJ.. Comme
lors du calcul des Tableaux V et VI de ces derniéres, on voit que
celui de Q7 et R} ne peut guére engendrer des erreurs syslématiques,
car ces grandeurs se présentent sous forme de soustraction de deux
nombres trés différents 'un de 1'autre.

On complétera ensuite les Tableaux VIII et IX parla détermination
des ordonnées des lignes d’influence de Q et R a droite des montants
considérés. D’aprés la formule (D', @) il suffira, pour compléter le
Tableau VIII, de recopier symétriquement les valeurs de Q trouvées
en appliquant la formule (C', @). Ainsi, dans QJ, on recopiera, pour
les cas oi la charge verticale unitaire est appliquée aux nceuds 5., 6.,
7e et 8e (ou 85, =3.,2,, 1, eto, comptés a partir de extrémité de
droite ), les valeurs de Q3™ = Qj} trouvées pour les cas ou la charge
verticale unitaire est appliquée respectivement aux nceuds 3., 2., I
et 0.. Comme on a calculé séparément Q: et Qi et commeils doivent
étre ¢gaux, on voit que chacune des lignes d’influence doit satisfaire
a une vérification. Cette propriélé est trés avantageuse, car elle
permet de s’assurer si I'on n’a pas commis une erreur au cours des
calculs précédents. En général, on doit avoir

r__ T

re= Rn_r.
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Toutes ces vérifications sont ici satisfaites jusqu’a la cinquiéme déci-
male, alors que les calculs ont été faits avec six décimales. Ainsi, si
I'on se bornait a exiger, par exemple dans un calcul pratique, les
lignes d’influence avec trois décimales exactes, il suffirait d’effectuer
les calculs avec quatre décimales.

Rappelons qu’il s’agit ici d’un arc symétrique, mais des vérifica-
tions analogues devraient avoir lieu aussi dans les cas d’arcs dissymé-
triques. La seule différence est que 'on devrait trouver que

n—r'

Qr,= Qi

’

ou ;=5 serait obtenu a I'aide .de la formule (D, @) du Chapitre 1I.

7
—

Les lignes d’influence Q des montants symétriques étant elles-
mémes symétriques, il suffit de compléter le Tableau VIII pour la
moitié des montants. Nous avons choisi les montants 4, 5, 6, 7, 8.
La ligne d’influence du montant 4 est elle-méme symétrique.

On complétera de méme le tableau IX en calculant, a I'aide de la
formule (D', ), les ordonnées des lignes d’influence de R, a droite

®,

du montant r. Il suffira de retrancher de y qui est une constante

—r
pour toutes les ordonnées complémentaires de la ligne d’influence du
montant r, les valeurs symétriques, mais changées de signes, des
ordonnées de la ligne d'influence du montant n — r =28 — r, trouvées
a gauche de ce dernier a 'aide de la formule (7, b). Il est nécessaire,
dans le cas actuel, de compléter les lignes d’influence R de tous les
montants, car celles de montants symétriques ne sont ni symétriques
ni antisymétriques. Elles ne sont que antisymétriques a une constante
prés. La raison en est que 'arc est appuyé dissymétriquement en ses
deux extrémités au point de vue de l'action des forces extérieures
horizontales; appui fixe a rotule a gauche, appui simple a rouleaux
de dilatation a droite.

Encore une fois, la ligne d’influence R} est identique a H} obtenu
a la fin du Tableau VI.

Nous avons représenté les lignes d’influence Q et R sur les
figures 16 et 17, en trails longs interrompus. Nous n’avons repré-
senté que celles des montants 4, 5, 6, 7, 8 pour les raisons suivantes :

a. Les lignes d’influence Q des montants symétriques sont symé-
triques.
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b. Les lignes d’influence R des montants symétriques ne sont ni
symétriques ni antisymétriques, mais I'étude actuelle n’est que
partielle. Elle sera compléice ci-aprés par celle de l'influence de
I'hyperstaticité extérieure de I'arc, lequel sera supposé, en derniére
analyse, a deux rotules fixes. Or, il est évident que, dans cet arc, les
lignes d’influence des montants symétriques, pour des forces exté-
rieures horizontales, sont antisymétriques. Il suffira donc de tracer
celles des montants d’une des moitiés de Parc.

Nous avons cependant tracé en plus les lignes d’influence du
montant 3 pour les deux cas de charges afin de montrer intuitive-
ment, par les figures, les correspondances entre les lignes des
montants des deux moitiés de I'arc.

En outre, on peut supposer que les forces horizontales peuvent
étre appliquées, non seulement aux barres et aux nccuds de la
membrure extérieure, mais aussi aux nccuds o; et §; et le long des
montants o et 8. On aura ainsi, dans le cas des forces horizontales,
des lignes d’influence complétes dans I'hypothese ou la force exté-
rieure unitaire voyage aux différents points du contour extérieur de
Parc, entre les appuis o; et 8;. Pour compléter de cette facon les
lignes d’influence des montants 3 a 8 trouvées ci-dessus pour le cas
des forces horizontales, il suffit de calculer les points de ces lignes
correspondant aux nceuds o; et §;.

Or, la formule (B', b) permet d’écrire, pour un montant surabon-
dant quelconque r,

o Hi = (yo,= 0)7,— Hiy ' = —Hi™',
Hj, étant nul, il résulte de cette formule de récurrence que
(51) H=o
quel que soit r. C’est d’ailleurs évident,
De méme, les formules (D', b) et (C/, ) donnent en particulier
lorsque la force unitaire horizontale est appliquée en 8; ou o, vers la

droite, leffort Rﬁf—’_ dans le montant quelconque de numéro d’ordre r
compté a partir de la gauche ou 8 — r' compté a partir de la droite

o [formule (D', 5)],

s—r RS = HS"— (yp,=0)Ag—r=0  [formule (C', b)],
* ; ; Yo
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en tenant compte de la relation (51). Dans la suite, nous désignerons
Peffort R{" par la notation plus simple R;, qui est équivalente a la
précédente. On peul donc écrire

(52) Ri,=o et R =

Or, 2 a été calculé précédemment. Les valeurs en ont été données

au T;b,leau VII. Les relations (52) nous fournissent les derniers
points cherchés, au droit de o; et 8;, des lignes d’influence des
montants surabondants ( fig. 17).

Les calculs précédents exposés au présent paragraphe constituent
toute la résolution de I'hyperstaticilé intérieure de la ferme étudiée.
On voit que, malgré la complexité du probléme posé¢, a savoir le
calcul d’un systéme de degré d’hyperstaticité élevé, égal a huit et, en
plus, d’une ferme en arc, la méthode est rapide et surtout d’applica-
tion trés aisée. En outre, il est a remarquer que nous avons fait une
étude compléte des lignes d’influence de I'arc en ce sens que nous
avons considéré, non seulement le cas ou les forces extérieures sont
verticales, mais aussi celut ou elles sont horizontales. L’étude du
seul cas ou les charges extérieures sont verticales ne comporterait
que la moitié des calculs précédents. Dans ce dernier cas, il suffirait
d’appliquer les formules de récurrence (B', a, ¢, d', ¢, f, h),
(€, a)= (D', a) et de calculer les paramétres (A’) correspondants,
asavoirv, p, 0, a, v, 0, ¢, &, &, o, §, A, ¥, n, k, pet A.

On a calculé ci-dessus les ordonnées des lignes d’influence aum
droit des neeuds de la membrure extérieure. On a, en oulre, supposé
que les charges verticales sont transmises au droit de ces nceuds par
Pintermédiaire de traverses. Les lignes d’influence sont donc linéaires
entre ces nceuds ( fig. 16). Elles le seraient encore si 'on supposait
que les charges peuvent étre appliquées aux différents points des
barres de la membrure extérieure, méme entre les nceuds.

Quant aux forces extérieures horizontales, si I'on fait a leur sujet
I'hypothése de ce dernier mode de transmission, les lignes d’influence
correspondantes sont également formées, entre les ordonnées relatives
aux nceuds de la membrure extérieure, de troncons de droite ( fig. 17).

On a reporté les lignes d’influence dans la direction et positivement
dans le sens des forces extérieures auxquelles elles correspondent
verticalement et vers le bas pour le cas des forces extérieures verti-
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cales (fig. 16), horizontalement et vers la droite pour le cas des
forces extérieures horizontales ( fig. 17). On sait d’autre part que
Pon a considéré les compressions internes comme positives.

2. Calcul des lignes d’influence exactes de la poussée ¢(x, y). —
a. Considérations générales. — Connaissant les lignes d’influence
des montants surabondants, nous pouvons a présent calculer celles
de la poussée de I'arc, pour le cas des charges verticales et pour celui
des forces horizontales.

On appliquera comme suit le théoréme de Maxwell. On choisira
d’abord comme sens positif de la poussée de I'arc celui qui produirait
un rapprochement des nceuds d’appui o; et 8; de ce dernicr. Cela
étant, on rendra l'arc isostatique extérieurement en remplacant
I'appui fixe de droite, par exemple, par un appui simple a rouleaux
de dilatation mobile sur un plan horizontal.

On appliquera ensuite au nceud 8; de I'arc non encore sollicité une
poussée g =-—1 et 'on recherchera la déformée de la membrure
supérieure due a cette sollicitation particuliére ( fig. 18, a). Les
projections verticale et horizontale de cette déformée, mesurées a
I'échelle essentiellement positive du déplacement horizontal du
nceud 8;, vers la droite, ne seront autres que les lignes d’influence
cherchées de la poussée, avec son signe (voir Chap. 1, d).

Or, sous Veffet de la sollicilation ¢ = — 1 en 8;, la rotule de gauche
développe en o; une réaction égale et opposée. Il n’existe aucune
réaction verticale extérieure. On peut donc isoler 'arc a condition de
le soumettre a la sollicitation de la figure 18 (). Il n’est pas nécessaire
d’introduire des plans d’appuis horizontaux a condition toutefois que
I'on maintienne o; el 8; sur leur horizontale initiale. En outre, la
sollicitation précédente est symétrique. L’arc étant également symé-
trique, elle développe dans les barres des deux moitiés de celui-ci
des efforts internes égaux en grandeur et en signe. Il suffira donc de
calculer seulement ceux de la moitié de droite.

A cette fin, on divisera le plan moyen de l’arc en régions ¢, u, a,
b,c,d, e, f,g, h, i, ], k, I, my n,o,p,q,r,s délimitées par les
forces extérieures ¢g=-—1 et par les axes des barres, lesquels
représentent aussi, implicitement, des forces, c’est-a-dire des efforts
normaux intérieurs. On peut tracer une épure de Cremona ( fig. 18, b),
a condition d’avoir déterminé a l’avance, par une autre méthode, les
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efforts internes dans les montants surabondants 1, 2, ..., 8 dusala

sollicitation ¢ =—1. Mais nous sommes déja en possession de ces
efforts.

b. Efforts dans les montants surabondants. — Ceux-ci ont en
effet été obtenus au cours de la résolution hyperstatique exposée aun
paragraphe précédent du présent chapitre. On a trouvé [seconde
formule (52)] que I'effort R, dans un montant quelconque r di a une
force unitaire horizontale, dirigée vers la droite et appliquée an

. P, .
neeud 8;, est égal a —", dont les valeurs sont consignées aun

rg—r
Tableau V1I. Une vérification a lieu a cette occasion : on constale que
les efforts dans deux montants surabondants symétriques dusa g = —1

S . . ®
sont bien égaux et de méme signe. D’autre part, on constate quept—‘3

0
est égal a H, ce qui devait étre vérifié.

c. Tracé de Cremona (fig. 18, b). — En possession des efforts
internes dans les montants surabondants 1 a 8, on peut a présent
tracer 'épure de Cremona de la figure 18(6). A celte fin, on coupera
successivement toutes les barres convergeant aux nceuds successifs et
I'on exprimera graphiquement, comme suit, 'équilibre de chacun
des nceuds, par le procédé expliqué au Chapitre I(a). On adoptera
notamment un sens de rotation commun dans 'ordre de succession
des coupures des barres. On a arbitrairement choisi le sens indiqué
par les fleches de la figure 18 (a).

On esL parti du neeud d’extrémité de droite 8; ou il ne reste que
deux efforts internes inconnus : les efforts dans les barres 8; et §g_
On coupe successivement la force ¢ = —1 en passant de la région ¢

N . . el p
a la région u, Peffort interne R® = }Ts =+ 0,995.6 en passant de la
0

région u a la région a, l'effort interne R’ en passant de la région a a

la région d et enfin Ieffort interne R% en passant de la région d a la
région ¢. Dans la figure 18(b) de Cremona, on porte donc successi-
—>
vement les segments ¢ u représentant U'effort ¢ =-—1 avec son sens,
> -
c’est-a-dire un effort unitaire dirigé vers la droite, et ua =R*® a la
méme échelle et dirigé vers le bas. En effet, le montant 8 est com-
primé et pousse donc sur le nceud 8;. Ensuite, on trace par @ une
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paralléle a la barre gg et, par ¢, une paralléle a la barre 8, qui se
——
coupent au point d. Le segment a d représente en grandeur et en

signe, a I’échelle du tracé de Cremona, I'effort R% du a la sollicita-
tion ¢ =—1. On voit que cet effort pousse sur le neeud 8;. Clest

— _
donc une compression. De méme, le segment d ¢ représentel’effort R*.
Celui-ct tire sur le nceud 8;. C’est donc une traction.

On trace ensuite 'équilibre du neceud 8, ou il n’existe que deux

efforts internes inconnus. On coupe successivement les barres 8, 8,,
et 84 en passant de la région a a la région u, puis a la région ¢ et
—
enfin a la région «. Dans le tracé de Cremona, on porte a u dirigé
vers le haut (R® pousse sur le neud 8,,), on trace par u une paral-
lele a 8, et par @ une parallele a 84. Elles se rencontrent en c.
- —>
L'effort R est représenté par le segment u ¢ en grandeur et signe
- —
(compression) et I'effort R* par ¢ @ (traction).
Puis, on considére le neeud 7; oi I'on coupe successivement les

barres 8;, 84, 7, 7¢ et 7; en passant, dans I'ordre, par les régions
———— ) R
vdbeho. vd est déja porté sur le tracé. On porte a sa suite db
e —_— —_ -

équipollent a a ¢, puis b e = K* =— 0,399.96 (vers le haut : R tire

_ - )

sur le neeud 7;). Par e eto, ontrace e /i et A o paralléle respectivement
4 74 et 7;. Ces segments représentent R's (compression) et R7 (trac-
tion).

De méme, au nceud 7., on coupe successivement les barres 8, 8,

- - - B e S .
8¢, 7e €t 74 en passant par les régions ebcuge. eb est déja porté
. . —M% ’ . N -——+ . . -—9-
(vers le bas); on joint b ¢, équipollenta d a et déja construit; c u est
-

déja porté; on trace ensuite, par v et e, u g et ge paralléles respec-
tivement a Ee et Edv qui représenlent R (compression) et R (trac-
tion), en grandeur, direction et sens.

On voit qu’on obtient en particulier et indirectement le parallé-

logramme des forces acbda qui n’exprime pas autre chose que
I'équilibre du nceud de croisement des diagonales du panneau 8.
Celles-ci peuvent d’ailleurs étre solidarisées ou non en ce nceud. Les
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efforts internes sont les mémes dans les deux cas; on montrerait trés
aisément que les lignes d’influence seraient également les mémes.

La suite du tracé de Cremona se construit aisément de la méme
maniére, jusqu’aux neuds 5; et 5, inclus. On est ainsi en possession

des efforts R dans toutes les barres dus a la sollicitation ¢ = — 1.
Si Pon trace encore 'équilibre du nceeud 4. en passant par les
—_— — —
régions sn..., on doit porter d’abord s n =R*=--0,475.1 dirigé

vers le bas. Ce faisant, on trouve que les points s et n du tracé sont
symélriques par rapport a 'horizontale des points ¢ et u, que nous
avons tracée en traits d’axes. Par conséquent, si I'on continuait le
tracé pour la moitié de gauche de I'arc, on trouverait une figure
symétrique de la figure 18(4), par rapport a ’horizontale de ¢ et u.
On obtiendrait ainsi dans la moiti¢ de gauche de l'arc, des efforts
internes égaux a ceux de la moitié de droite de celui-ci. On a donc

en tracant 57 une vérification du tracé de Cremona (fig. 18, b).

Ce tracé fournit toutes les compressions internes R, en grandeur
et en signe, développées dans les barres de la moitié de droite de
I’arc. Ces efforts sont consignés dans le Tableau X ci-apreés, avec les

efforts dans les montants 4, 5,..., S.

d. Tracé de Williot. — A Paide de ces efforts R, du coefficient
d’élasticité longitudinale E, des longueurs [ et des sections transver-
sales ¢ des mémes barres, on peut calculer les raccourcissements A
correspondants de celles-ci. Ces déformations longitudinales sont
données par la formule bien connue

R
A= e’

Leur connaissance nous permettra, a 'aide d’un tracé de Williot,
de déterminer la déformée de la membrure extérieure ct, ainsi, les
lignes d’influence cherchées de la poussée ¢, 5. Pour obtenir ces
derniéres, nous devrons diviser les déplacements des neeuds de la
membrure extérieure par le déplacement horizontal du nceud 8;, pris
comme échelle. Or, ces déplacements seront tous donnés, ce dernier
y compris, par le méme tracé de Williot (fig. 19, b). L’échelle de
ce tracé est donc arbitraire. 11 en résulte que 'on peut calculer les
déformations longitudinales A a un facteur constant prés. C’est pour

THESE FOULON. 8
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cette raison que I'on a donné dans le Tableau X les raccourcissements
des barres a un méme facteur K prés; le tableau renseigne seulement
les nombres 2, qui sont reliés aux déformations A par la relation

A= K)\.

Le facteur K dépend notamment de l'intensité de la force g = —1 et
du coefficient d’élasticité longitudinale . Nous avons supposé ce
dernier le méme pour toutes les barres. On voit d’autre part qu’il
n’est pas nécessaire de définir les unités dans lesquelles sont exprimées
la poussée ¢ = — 1 et les forces R dans les barres dues a cette poussée.

Pour tracer le diagramme de Williot, on pourrait partir d’une des
extrémités de l'arc, par exemple o;, et supposer tout d’abord que le

montant o ne tourne pas. On arriverait finalement a I'extrémité de
droite 8;. On trouverait notamment que le nceud d’appui 8; subit un
déplacement par rapport a o;, déplacement qui, outre une composante
horizontale, posséderait une composante verticale. Or, en fin de
compte, ce nceud 8; ne peut que se déplacer sur son plan d’appui,
c’est-a-dire sur ’horizontale de o;. Il faudrait donc aprés coup affecter
tous les déplacements fournis par le tracé de Williot ainsi construit,
des corrections qui résulteraient de la rotation d’ensemble de I'arc
autour de o; nécessaire pour ramener 8; sur son horizontale initiale.

Mais on peut éviter cette correction en profitant de la symétrie de
I'arc et de sa sollicitation symétrique. En effet, aprés déformation de
I’arc, le montant 4 est resté vertical. Il n’a donc subi qu’une trans-
lation horizontale par rapport a la rotule fixe o;. On tracera donc le
diagramme de Williot comme suit, en partant du montant 4.

On prend un point arbitraire 4; (fig. 19, b) comme origine provi-
visoire du tracé de Williot. Le montant 4 vestant vertical, le nceud 4
ne peut se déplacer, par rapport a 4;, que sur la verticale de celui-ci.
D’autre part, le montant 4 subit un allongement 1*. Il se déplace donc,
par rapport a 4;, vers le haut d’une distance A*. On oblient ainsi, dans
le tracé (fig. 19, ), le point 4, figuratif de la nouvelle position du
neeud 4. aprés déformation de I’'arc.

Ensuite, pour obtenir la nouvelle position 5, du neeud 5., on portera,
en 4, 1 parallélement a la membrure 5. et, en 4, X parallélement
a la diagonale 5,. 3% est un raccourcissement. 11 doit étre porté dans

——
le sens 5.4, du déplacement du nceud 5. vers le neud 4.. Au con-
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. - —_—
traire, 2*7 est un allongement et devra étre porté dans le sens 4;5..

Si I'on éléve, aux extrémités des segments 2> et 2%, les normales a
ceux-ci, on obtient, a la rencontre de ces derniéres, le point 5, du
tracé de Williot. Le déplacement du neeud 5, par rapport au neeud 4;

—
est mesuré, dans le diagramme, par le vecteur 4;5. en direction, sens
ct en grandeur a 'échelle du tracé.

On obtiendra de la méme maniére le point 5; en portant 2* en 4;

et X en 4. et en élevant les normales aux extrémités de ces segments.

On continuera aisément la construction du tracé de Williot jusqu’a
Pextrémité 8, et 8; de 'arc.

Cette disposition particuliére du tracé présente un second avantage :
il n’est pas nécessaire de tracer la partie correspondant a la moitié de
gauche de I'arc, car cette partic est symétrique de celle correspondant
a la moitié de droite que nous venons de tracer. Nous avons repré-
senté l'axe de symétrie en trait d’axes. Cet axe est la verticale des
points 4; et 4.

En particulier, le point o; du tracé complet de Williot se trouve
sur I'horizontale du point 8; et est symétrique de celui-ci par rapport
a I'axe de symétrie. Le nceud o; étant supposé fixé, ne subit aucun
déplacement. On prendra donc le point o; du tracé de Williot comme
origine de celui-ci. Dés lors, si 'on a préalablement projeté les
points e, 3y 6., 6iy 7e, 7iy Se €t 8; horizontalement jusqu’a 'axe de
symétrie en 5,, 37, 6, 6;, 7., 7%, 8, ct 8;, les composantes verticales
des déplacements des nceuds 0;, 0¢, 1¢y 20y 3¢y bey Dey 60y 7ey e €t 8jy
par rapport a o;. scronl donnés respectivemenl comme suit en fonc-
tion des segments mesurés sur le diagramme de Williot. Composantes
verticales vers le bas (> 0)

o, 88, 87, 86, 85, Bids, 8., 86, 87, S, et o.
Composantes horizontales vers la droite (> o)
0, hSi— RS, h¥i— R, h8i— hb, h8i—+ hi, hd, h¥i— hi,
h3i+ hbe, hSi+ hle, hSi+ h% et 2hs,
les / étant pris en valeur absolue et représentant les segments 8’ 8;, etc.
On déduirait de méme du tracé de Williot les composantes verti-

cales et horizontales des déplacements des nceuds de la membrure
intérieure.
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Nous avons consigné ces composantes dans le Tableau XI, a la
méme échelle que celle des %, ce quin’est cependant pas indispensable.
On voit que les composantes verticales sont symétriques, tandis que
les composantes horizontales sont symétriques a la constante h% prés,
dans les deux moitiés de I’arc.

TaBLeau XI. — Résultats du tracé de Williot de la figure 19 (b).

Composantes verticales vers le bas et horizontales vers la droite, des déplacements.

Composantes. 0; 0 1, 2 3, 4, 5, 6 7 8,

Membrure extérieure.

Verticales....... o 2,2 96,1|188,0 |255,2]278,0|255,2|188,0 | 96,1] 2,2| o
Horizontales.....| o |102,8|213,5|271,25!287,9|279,3|270,7(287,35|345,1(455,8|558,6
Composantes. 0; 1; 2; 3; &; 5; 6; 7; 8

Membrure intérieure.

Verticales....... o 97,5 | 190,4 | 257,7 | 280,9 | 257,7 | 190,4 | 97,5 o

Horizontales.....| o | 135,4 | 216,9 | 258,3 | 279,3 | 300,3 | 341,7 | 423,2 | 558,6

Ces déplacements sont tous positifs. Si on les mesure a échelle
2h%=1558,6 du déplacement horizontal du neud 8;, on obtiendra
les valeurs successives des lignes d’influence ¢,y de la poussée de
Parc, pour les forces extérieures verticales et horizontales et pour les
deux cas ou ces forces sont appliquées aux nceuds de la membrure
extérieure ou de la membrure intérieure. Les résultats sont consignés
dans le Tableau XII.

Nous n’avons reporté sur les figures 20 (b et ¢) que les lignes d’in-
fluence dans le cas ou les forces sont appliquées a la membrure exté-
rieure (et sur les montants d’extrémités pour les forces horizon-

tales). Ces figures font ressortir la symétrie propre des lignes d’in-
fluence.
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e. Remarque importante. — 11 est intéressant d’attirer I'attention
sur les propriétés particuliéres que revét le tracé de Williot lorsqu’on
Papplique aux systemes a barres surabondantes.

Ainsi, dans le tracé de la figure 19(b), on a obtenu les points 5,
et 5; indépendamment 'un de autre. Or, leur position relative doit

étre telle que la composante verticale 5.5 du déplacement relatif des
neeuds 5, et 5;soit égale a la déformation longitudinale du montant 5.
Il en sera de méme des positions relatives, dans le tracé de Williot,
des points 6, et 6;, 7. el 7;, 8, el 8;. On voit donc que, dans le cas
des systémes a barres surabondantes, le tracé de Williot doit
répondre a autant de vérifications qu’il y a de barres surabondantes.

Nous avons donné dans le Tableau X1II ci-aprés : dans la ligne «,

TasLEau XIIL. — Erreurs relatives, en pour 100,
du diagramme de Williot ( fig. 19 b).

MONTANTS 5 6 7 8
Auevinnn. 10,6 4,9 13,7 33,9
ool 0,043 0,022 0,040 0,202
Covinnnnn 0,094 0,065 0,22 33,9

les erreurs relatives du diagramme de Williot par rapport aux défor-
mations mémes des montants 5, 6, 7 ou 8 considérés; dans la ligne b,
les erreurs relatives par rapport a ’échelle de la déformée (déplace-
ment 2h%) et, dans la ligne ¢, les erreurs relatives sur les
ordonnées des lignes d’influence de la poussée (pour des forces verti-
cales appliquées a la membrure extéricure ou a la membrure inté-
rieure) au droit du montant considéré. On constate que les erreurs
relatives sur les déformations des montants sont élevées, mais elles
n’ont aucune importance. Les erreurs relatives par rapport a I'échelle
de la déformée, donnée par le tracé de Williot, sont les seuls critéres
de la précision de ce tracé. On voit qu’elles sont trés faibles. Il en
est de méme des erreurs relatives sur les ordonnées des lignes d’in-
fluence, qui sont, en fin de compte, les seules intéressantes. L’erreur
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sur les ordonnées de la ligne d’influence au droit du montant 8 est
grande, mais elle se rapporte a des ordonnées excessivement petites.
Elle ne présente donc aucun danger.

3. Calcul des lignes d’influence des barres des membrures et des
diagonales, dans I'arc rendu isostatique intérieurement et extérieu-
rement ( fig. 14, ¢). — Nous sommes actuellement en possession des
lignes d’influence de tous les ¢léments hyperstatiques de l'arc, c’est-
a-dire des éléments hyperslatiques intérieurs, les montants 1 a 8, el
de I'élément hyperstatique extérieur, la poussée ¢. Nous allons a pré-
sent calculer celles des autres barres, les membrures et les diagonales,
dans I'arc rendu isostatique intérieurcment et extérieurement par
suppression de tous les éléments hyperstatiques. 1l s’agit, en résumé,
d’étudier la sollicitation de arc de la figure 14 (e).

Cet arc détant isostatique intérieurement et extérieurement, les
lignes d’'influence se¢ détermineront en appliquant le principe des
travaux virtuels comme il a ¢té indiqué au Chapitre I(1,¢).

Soit par exemple a déterminer la ligne d’influence de la mem-
brure —7—0- On coupera cette barre, on produira un rapprochement A™
de ses neuds d’extrémités et 'on recherchera, a 'aide d’un tracé de
Williot, la déformée de I'arc qui en résulte. Les projections verticale
et horizontale de cette déformée mesurées a I'échelle A™, ne sont

autres que les lignes d’influence de la barre 7, dans l'arc rendu iso-
statique, pour des forces verticales et horizontales. Ces diverses opé-
rations ont ét¢é effectuées dans les figures 21 (a, b, ¢, d).

L’arc rendu isostatique est représenté par la figure 21 (@) dans
laquelle les montants sont supposés inexistants. Si I'on coupe la
membrure 7., le systéme devient dé¢formable. Il comporte notamment
un trongon (0;0.6.6;7;) indéformable, que 'on a hachuré sur le
dessin, et un trongon (7.8.8;) déformable.

Cela étant, on produit un rapprochement A™ des nceuds 7. et 6, que
l'on prend comme unité de mesure du tracé de Williot ( fig. 21, d).
Pour construire ce dernier, on procédera comme suit. On le trace
dans ’hypothése on le trongon indéformable hachuré est fixé, quitte
a faire aprés coup les corrections nécessaires. Dés lors, aprés défor-
mation de I'arc due a A%, les points du tracé de Williot figuratifs des
positions finales des nceeuds (0.0;, ..., 6.6;7.) de ce troncon restent
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confondus avec 'origine du tracé. Nous n’avons noté sur la figure (d)
que les points (0.0;6.6;7.) correspondant aux nceuds d’extrémités du
tron¢on indéformable et, pour rappeler qu'il s’agit de ce dernier,
nous avons souligné d'un trait les notations en question.

Notons d’abord que lc tracé de Williot revét, dans le cas des sys-
témes isostatiques, une forme trés simple, car les déformations longi-
tudinales des barres, dues au rapprochement A™, sont toutes nulles.
I suffit donc, pour obtenir les différents points du tracé, d’élever
comme suit une succession de perpendiculaires aux directions des
différentes barres.

Pour obtenir le point 7, du tracé de Williot, on porte, a partir du
point 6,== o; de celui-ci (origine), A™ paralléle a la barre 7, et égal &
I'unité choisie pour les lignes d’'influence. Ce segment doit étre
porté dans le sens du déplacement du neeud 7. par rapport au
neeud 6,. Silon éléve, a lextrémité de ce segment, une normale a 'Ee
et, par le point 6; (origine) une normale & 74, Uintersection de ces
deux normales donne le point 7.. De méme, une normale en 7. a §g
et une autre en 7; & 8; donnent a leur rencontre le point 8;. Enfin,
8. se trouve a la rencontre des droites 7,8, et 7;8, normales respecti-

vement a 8, et a 8,;. Les déplacements des différents nceuds o,
Tey vy e, 8, sont représentés en grandeur, direction et sens dans

le tracé de Williot et, a U'échelle A =1 de celui-ci, par les segments
— — > —

0i0gs « ..y 0{7¢, 0;8, et 0;8;. En particulier, le nceud 8; s’est donc
soulevé de son plan d’appui. Il en résulte que le tracé de Williot
doit subir des corrections correspondant a la rotation d’ensemble de
la ferme aulour de la rotule o; nécessaire pour ramener 8; sur son
plan d’appui.

Silon fait tout d’abord abstraction de ces corrections et si I'on
projette horizontalement les points o;, 0c, Ie, . . ., 8. et 8; du tracé (d)
jusqu’aux verticales respectives des nceuds correspondants de I'arc,
on obtiendra en (ojo; ... 6;7,8;8]) une ligne brisée qui, rapportée
a 'horizontale o; @ de o;, représentera la ligne d’influence non corri-
gée de la barre 7, pour le cas des forces verticales. Elle est négative
car ses ordonnées sont toutes dirigées vers le haut, en sens inverse du
sens positif des forces extérieures. Les corrections de cette ligne d’in-
fluence dues a la rotation d’ensemble w de I’arc sont, en un nceud
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ou a8] est le soulévement de 8; au-dessus de son plan d’appui
(fig. 21, b) et 40 la portée, en métres, de I'arc, « étant également
mesuré en métres. Les corrections sont donc représentées par les
ordonnées de la droite 0;8] mesurées a partir de 'horizontale o)a.
Elles sont positives car elles correspondent a des déplacements vers
le bas, dans le sens des forces extérieures. Elles doivent donc étre
ajoutées aux ordonnées de la ligne d’influence non corrigée, qui sont
négatives. Cela revienta transporter I'axe de référence de o] a en 0,8,
et de mesurer verticalement, par rapport i cet axe, les ordonnées
de la ligne brisée (o0;0;, ..., 8.8;). Ces ordonnées sont toutes diri-
gées vers le bas, donc toutes positives.

Cette propriété peut d’ailleurs se trouver directement. En effet, la

droite o] 8] n’est autre que la droite figurative de la position de la
ligne des appuis, aprés déformation de arc. Si 'on rapporte a cette
nouvelle position la déformée verticale de I'arc, on aura la ligne
d’influence cherchée. C’est ce qu’exprime la propriété précédente.

Il est cependant plus commode de rapporter la ligne d’influence a
un axe de référence horizontal. C’est pourquoi nous avons opéré
comme suit. Si 'on reléve la ligne d'influence par un mouvement de
rotation autour de 8 de maniére a amener 'axe de référence en o) 8;
sur I'horizontale de 8, on obtiendra en (0;0, ... 6, 7, 8, 8)), tracée
en traits pleins, la ligne d’influence rapportée a 'axe de référence
horizontal o} 8; tracc en traits d’axes. Celte rotation correspond & une
rotation d’ensemble de 'arc autour du nceud 8; supposé fixe. Cette
rotation est égale & w et a donc pour effet de ramener o; sur 'hori-
zontale de 8;. Elle est équivalente a la rotation nécessaire pour
corriger le tracé de Williot.

Le nouveau tracé de la ligne d’influence s’obtient d’ailleurs trés
aisément en projetant les points du tracé de Williot, d’abord horizon-
talement jusqu’a la verticale du ncweud 8;, puis parallélement a la
droite o;a jusqu’a aplomb des neeuds correspondants de I'arc.

Quant i la ligne d’influence de la membrure 7, pour le cas des
forces horizontales, on la construira d’'une maniére en tous points
analogue. Si l'on fait tout d’abord abstraction de la rotation d’en-
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semble de l'arc, il suffit de rapporter la ligne d’influence a la verti-
cale du point o; du tracé de Williot, ¢’est-a-dire a la verlicale o; y de
la figure 21(c). Le procédé reviendrait donc a projeter verticale-
ment les points du tracé (d) jusqu’aux niveaux des nceuds corres-
pondants de I'arc.

D’autre part, la rotation d’ensemble w de I'arc produit des cor-
rections

wy =a8 L
des lignes d’influence pour des forces horizontales, ou y est 'or-
donnée, en métres, d’un neeud quelconque de I'arc. Ces corrections
sont donc proportionnelles & y. La rotation o a lieu dans le sens de
celle des aiguilles d’'une montre. Elle produit donc, aux différents
neeuds de Vare, des déplacements horizontaux vers la droite, c’est-
a-dire dans le sens positif des forces extérieures horizontales. Les
corrections dues & o sont donc positives. Pour en tenir compte auto-
matiquement, sans devoir corriger le tracé de Williot, on opérera
comme suit. On portera houzontalemcnt, sur la figure (b), une
abscisse y, égale a Pordonnée du neccud 4., on mesurera, A cette
abscisse, le segment vertical Y, intercepté par les droites o8 etoa,
on portera ensuite ce segment dans la figure (¢) sur 'horizontale du
nceud 4. et a partir de P'axe de référence Ul} On obtendra ainsi le
point 4. Les points de la ligne d’influence de la membrure jw pourle
cas des forces horizontales, se trouveront dés lors trés aisément en o} ,
Ohy « o34y -, 8, et 8 en projetant les points 0, 0gy + oy 4oy - -+, 8

et 8; du tracé de Williot, d’abord verticalement jusque l’hmuontale
du neeud o; et ensuite parallélement a la droite mjusqu’au niveau des
neeuds correspondants de Parc. Cette ligne d’influence corrigée est
de nouveau rapportée a I'axe de référence o)y

On voit que la méthode précédente d’obtention des lignes d’in-
fluence pour des charges verticales et pour des forces horizontales est
trés simple et a Pavantage d’éviter la correction du tracé de Williot.
Cette méthode est entiérement graphique. Elle ne nécessite donc pas
de combinaison de calculs mixtes, analytiques et graphiques, qui
demandent toujours plus de temps que des calculs entiérement gra-
phiques et sont moins précis a cause des errcurs de mesure et de
report.
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Le procédé de détermination des lignes d’influence des barres E,-,

7a et 74 est semblable au précédent. 11 est renseigné par les mémes
notations et les mémes types de traits dans les figures 22 ct 23. En
particulier, les trongons de gauche de Parc qui restent indéformables
sont hachurés sur les figures (a) de 'arc.

Nous nous sommes borné au tracé des lignes d’influcnce des mem-
brures et des diagonales d’un scul panneau. Elles rendent compte
suffisamment a elles secules, de Vallure des lignes d’influence des
divers types de barres de l'arc. Celles des autres barres s’obtien-
draient d’aillcurs d’une maniére tout a fait analogue.

Nous possédons actuellement les lignes d’influence des montants
surabondants, dans I'arc rendu isostalique extérieurement, celles de
la poussée (fig. 14, d) ct celles des membrures et des diagonales
dans arc rendu entiérement isostatique (fig. 14, f). Il reste, pour
obtenir les lignes d’influence dans Parc biarticulé, a faire les correc-
tions de ces derniéres dues aux effets des montants surabondants et
de la poussée, ainsi que les corrections de celles des montants dues a
la poussée.

Nous effectuerons ces corrections en deux stades : toul d’abord
celles des lignes d’influence des membrures et des diagonales dues
aux cffets des montants; ensuite, celles des membrures, des diago-
nales et des montants daes aux cffets de la poussée. Tous ces effets
sont d’ailleurs variables avec la position de la force extéricure uni-
taire mobile, verticale ou horizontale. Ils doivent étre évalués a 'aide
des lignes d’influence des montants ¢t de la poussée.

4. Calcul des corrections, dues aux montants, des lignes d’in-
fluence des membrures et des diagonales trouvées pour l’arc rendu
entiérement isostatique. Lignes d’influence exactes dans l’arc rendu
seulement isostatique extérieurement. — 1l s’agit de la sollicilation
de la figure 14 (f). Soit par oxmnpl(‘ a déterminer les corrections
des lignes d’influence des barres 7., 7;, 7¢ et 74 du panncau 7. Si
'on fait une coupe dans ce panneau, on voit que les efforts normaux
dans ses barres sont uniquement fonctions des efforts normaux dans
les monlants 8 et E qui se trouvent & sa droite. En vue d’établir les
corrections, nous calculerons donc au prgalable les efforts normaux

développés dans les barres 7 /e, 7,, 7b el 74 par une compression
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interne unitaire du montant 8 et ceux développés dans les mémes
barres par une compression interne wnitaire du montant 7. Ces
efforts sont, somme toute, des coefficients d’influence, que nous
désignerons par exemple sous la forme a» el ol a*;, par

Teringrd Torisgrd

exemple, représentant le coefficient d’influence du montant 8 sur la
membrure 7.

Cela étant, ces coefficients d’influence peuvent s’obtenir de trois
maniéres :

a. Ils peuvent étre déduits directement des tracés de Williot
(fig. 21, d; 22, d et g; 23, d) déja construits lors de la détermi-
nation des lignes d’ influence des barres 7 ey Tisy T¢ €t 74 dans l'arc
rendu entiérement lsostathue.

En effet, U'influence individuelle d’une compression unitaire du
montant §, sur la barre 7, par exemple, est égale a I'influence, sur la
méme barre, de deux forces unitaires de compression des nceuds 8,
et 8; d’extrémités du montant 8§ dans U'arc dépourvu de montants.
Or, ces forces unitaires aux nceuds sont verticales et sont, 'une
en 8, dirigée vers le haut, donc négative, l'autre en 8; dirigée
vers le bas, donc positive. Le coefficient d'influence n’est donc autre
que la différence des ordonnces en 8; et 8, des lignes d’influence de
la barre 7, pour des charges verticales appliquées a la membrure
intérieure et & la membrure extérieure. Plus simplement, ce coeffi-
cient d’influence peut étre mesuré directement sur le tracé de
Williot (fig. 21, d) comme diftérence entre les déplacements verti-
caux des nceuds 8; et 8., cette différence étant mesurée positivement
vers le bas et a I'échelle A=1 du tracé. Dans le cas acluel, oc;%, dési-

gné suar la figure 21 (d) est donc négatif. Dans le cas actuel, il n’est
pas nécessaire de tenir comple de la correction du tracé de Williot
duc a la rotation d’ensemble de 'arc, car cette correction est la méme
aux deux nceuds 8; et 8, et s’élimine donc dans la différence. Dans le
cas général ou les montants ne sont pas verticaux, a% seralt mesuré
par la composante du déplacement relatif des nceuds 8, et 8; pai‘al—
léle au montant 8, positivement dans le sens d’un écartement de ces
nceuds, ce déplacement étant pris dans le tracé de Williot corrigé.

Cetle correction peut s’obtenir trés simplement, comme nous avons
vu dans le Chapitre 1.
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On obtiendra de méme les coefficients d’influence a«® et o?
Tisdrg Tesisdsg

sur les tracés de Williot des figures 21 (d); 22 (d et g) et 23 (d).

b. On peut les obtenir & U'aide d’un tracé de Cremona. — On
tracera d’abord (fig. 18, ¢c) en (¢v=u, a, b, ¢, d, e, g, h) Pépure de
Cremona, en traits pleins, correspondant & deux compressions uni-

—
taires des nceuds 8, et 8; agissant seules. Cette épure donnera en ug,

g_“Z, eh et h les coefficients d’influence respectifs “ge,;,a,g en grandeurs
et en signes.

De méme, on pourra greffer sur la méme épure un second tracé de
Cremona (¢'=1u/, g', ¢/, ') [ en traits interrompus sur la figure 18 (c)]
correspondant & deux compressions unitaires des nceuds 7, et 7;
agissant seules. A noter que, du fait de cette sollicitation particu-

liére, les barres du panneau 8 ne subissent aucun effet. Ce deuxiéme

A i -
tracé de Cremona fournit en u'g’, g'e’, €'k’ et h'¢' les coefficients

d’influence respectifs &l en grandeurs et en signes.

esivdrg

c. Ils peuvent étre obtenus analytiquement. — Nous avons vu,
dans le Chapitre Il (fig. 7, ¢), que si l'on développe des efforts

unitaires en r; et en r., le panneau r réagit sur le panneau (r—i),

1 .. . .
enr—i1 etr—r,avec desefforts — dirigés suivantle montant (r—ri)
e i “r

et de sens relatif opposé a celui des efforts unitaires en r; et r,. Si

ces derniers sont attractifs, les forces _ en r—1 et r—1_sont répul-
e 4

sives. Inversément, si les premiers sont répulsifs, les seconds sont
attractifs. Cette propriété est indépendante de I'existence ou non du

1
“r

montant r— 1. Elle est donc vraie aussi dans le cas ou lon a
supprimé tous les montants surabondants de la ferme. Pour les
barres du panneau r—1 et des panneaux a gauche de celui-ci, on
peut donc remplacer la sollicitation de la figure 24 (@), par celle de
la figure 24 (b).

S’il s’agit par exemple de déterminer les coefficients d’influence du

montant r sur les barres du panneau r—ri, il résulte de ce qui

précéde qu’ils sont égaux a ceux du montant 7 —1 sur ces mémes

barres ( fig. 24, ¢) multipliés par le facteur (— :I—>7 ou , a été déter-

p
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miné précédemment au cours du calcul des symboles généraux (A).
Or, les coefficients d’influence d’un montant quelconque % sur les
barres du panneau k& a sa gauche se déterminent trés aisément, soit
par une décomposition graphique simple, soit en écrivant les
équations d’équilibre aux nceuds 4. et k;. Les coefficients ainsi trouvés
ne sont d’ailleurs autres que les efforts & [formules (2)] changés de
signe et ou I'on remplace l'indice » par 'indice £.

Si, au contraire, il s’agit de déterminer les coefficients d’influence
du montant r sur les barres du panneau r — 2, il suffira de continuer
Papplication de la propriété précédente (fig. 24) au dela du pan-
neau (r—u). Les coefficients d’influence cherchés ne sont autres
que ceux du montant 7— 2o sur les barres du panneau (r—z2)
immédialement a sa gauche, multipliés par

{ T > / I > I
—_— — = .
\ r ( Tr— TrTpr—

Par ce procédé, on pourra déterminer aisément et progres-

sivement les coefficients d’influence d’un montant quelconque dans
toutes les membrures et les diagonales qui se trouvent a sa gauche.

Dans le cas particulier actuel, nous avons trouvé [formules (A')}
que les symboles 7 sont tous égaux a P'unité. Par conséquent, d’aprés
ce qui précede, les coefficients d’influence du montant 8 sur les barres
du panneau 7 sont égaux el opposés a ceux du montant -;7 sur les
barres du méme panneau. D’autre part, ces cocfficients d’influence
sont, d’aprés les formules (2') ou I'on tient compte des simplifi-

. A A
cations g, = e, = f eth,—=f.= 7"
a7§m_=-a7.m_=— < 7 ! =—1,507.187,
- - E
8 —_ 4 = Zd =
g = =4 g + 1,198.573
et
8 7 b
o =—o. =+ - =+ 2,259.789.
g Ts

Les coefficients d’influence des montants sur les membrures sont, en
valeur absolue, constants pour toutes les membrures extérieures et inté-
rieures de l'arc, car /; et ! sont constants. Quant aux coefficients d’in-
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fluence des montants sur les diagonales, ils sont égaux a lg:louly: L.
Or, les valeurs de ces rapports sont déja calculées et renseignées dans
le Tableau I. L’obtention de tous les coefficients est donc immédiate.
Quant a leurs signes, ils sont alternativement positifs et négatifs dans
les panneaux successifs et opposés pour les membrures et les diagonales
d’un méme panneau.

D’autre part, pour les barres d’'un panneau quelconque, les coef-
ficients d’influence de tous les montants a droite de ce panneau sont,
pour une méme barre, égaux en valeur absolue, pour les diagonales
comme pour les membrures. Il en résulte que 'on pourra déterminer
comme suit les corrections des lignes d'influence des membrures et
des diagonales, dues aux lignes d’influence des montants surabon-
dants. Dans un tableau spécial, on écrira unc ligne contenant les
valeurs de laligne d’influence Q?, puis une ligne des valeurs Q5 —Q7,
ensuite, une ligne des valeurs Q% — QI+ Qf, et ainsi de suite. On
construira de méme un tableau formé des lignes successives R;.,
R}—Rj], R.—RJ]+Rj.... Ces lignes s'obticnnent trés aisément
I'une quelconque a partir de la précédente, surtout si l'on fait usage
d’'une machine a calculer.... Ces tableaux élant établis, les correc-
tions des lignes d’'influence des barres du panneau 8 s’obtiendront,
dans le cas des forces verticales, en multipliant la ligne Q} par les
coefficients d’influence respectifs des barres considérées. Pour la

barre 8., par exemple, on multipliera la ligne Q2 par le coefficient
constant o . On opérera de méme dans le cas des forces horizontales.

Quant aux corrections des lignes d’influence des barres du
panneau 7, elles s’obtiendront, pour les forces verticales, en multi-

pliant la ligne (Q%— Q1) parles coefficients d’influence du montant 8
sur les barres considérées. Il en sera de méme pour le cas des forces
horizontales. Ces corrections ont donc pour expressions

_11507'XS7(Q.%'_ :Zv): +27259'789(Q.’%—' Q.IT‘)) +I7198'573(Q.§"‘"Q.’l’)y

respectivement pour les barres 7, ., 7¢, 7a4 et pour le cas des
charges verticales;

—1,507.187 (R} —R}),  +2.259.789 (R} —RJ}), -+1,198.573(R§—R}),

respectivement pour les barres 7,.: 7¢, 74 et pour le cas des forces
horizontales.
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On opérera ainsi de suite jusqu’au panneau 5 inclus. Il suffit en
effet de tracer les lignes d’influence de la moitié de droite de I'arc,
celui-ci étant symétrique, dans le cas ou il est biarticulé.

Nous nous sommes borné a corriger les lignes -d’influence des
barres 58, 5»', 5,,, 5&’7 les seules que nous ayons tracées au paragraphe
précédent. Le calcul de ces corrections est consigné au Tableau XIV.

Si l'on affecte de ces corrections les lignes d’influence des
membrures et des diagonales dans 'arc rendu entiérement isosta-
tique (fig. 21, 22 et 23), on obtient les lignes d’influence des
barres 7., 7, 74 ety dans l'arc hyperstatique intérieurement,
rendu seulement isostatique extérieurement par substitution a la
rotule de droite d’un appui simple sur plan horizontal. Ces lignes
d’influence sont tracées en traits long interrompus sur les figures 21,
22 et 23.

Remarque. — Notons que les trois modes précédents de déter-
mination des coefficients d’influence conduisent évidemment aux
mémes résullats. Les erreurs relatives des procédés (a) et (b), qui
sont graphiques, par rapport au procédé analytique, qui est rigou-
reux, ne dépassent pas 1 pour 100.

B. Corrections, dues a la poussée, des lignes d’influence des
montants, des membrures et des diagonales de l’arc rendu isosta-
tique extérieurement ( fig. 14, d). Lignes d'influence définitives dans
Parc biarticulé. — Les lignes d’influence de toutes les barres étant
connues dans le cas de la ferme rendue isostatique extérieurement, il
suffit, pour obtenir les lignes d’influence définitives, c’est-a-dire
celles de arc biarticulé, d’affecter les premiéres, des corrections
dues aux lignes d’influence de la poussée (fig. 14, d).

A cette fin, il suffit de déterminer a 'avance les efforts inlernes
développés dans les membrures, les diagonales et les montants par
une poussée ¢ =+ 1. Or, ces efforts, qui sont en quelque sorte des
coefficients d’influence, sont égaux et opposés a ceux qui ont été
4tablis a 'aide du tracé de Cremona de la figure 18(b) lors du calcul
des lignes d’influence de Ia poussée. lls sont donc égaux aux coef-
ficients d’influence R, changés de signe, renseignés au Tableau X.

Les corrections cherchées seront donc immeédiates. Celles des
ordonnées de la ligne d'influence d’une barre quelconque, membrure,
diagonale ou montant, pour le cas des charges verticales, seront

THESE FOULON. 9
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égales aux ordonnées correspondantes de la ligne d’influence de la
poussée ¢ pour le méme cas des charges verlicales, ces ordonnées
¢tant multipliées par le coefficient d’influence de la poussée ¢ =1
sur la barre correspondante. Quant aux corrections de la ligne
d’influence de la méme barre pour le cas des forces horizontales,
elles seront de méme égales a la ligne d’influence de ¢ multipliée
par le méme coefficient d’influence.

Ces corrections ont ¢été calculées au Tableau XV pour le cas des
charges verticales et au Tableau XVI pour le cas des forces hori-
zontales.

En ce qui concerne les montants, il suffira de reporter ces correc-
tions a partic des lignes d’influence tracées en traits longs inter-
rompus pour le cas de I'arc isostatique extérieurement (fig. 16 et 17).
On peut aussi reporter directement les lignes d’influence définitives
préalablement calculées dans le Tableau XVII en ajoulant aux
Tableaux VIIT et I1X des lignes d’influence des montants de I'arc
isostatique extérieurement les corrections respectives des Tableaux XV
ct XVIL. Ces lignes d’influence définitives sonl renscignées au
Tableau XVII et tracées en traits pleins et gras sur les figures 16 et 17.

Pour le cas des charges verticales, les lignes d’influence des
Tableaux VIII et XV relatives a deux montants symétriques, sont
elles-mémes symétriques. Il en sera donc de méme des lignes d’in-
fluence résultantes, ¢’est-a-dire des lignes définitives.

Pour le cas des forces horizontales, les lignes d'influence partielles
du Tableau IX ne présentent aucune symétrie ni antisymétrie, tandis
que les corrections du Tableau XVIsont symétriques pour deux mon-
tants symétriques. D’autre part, les lignes d’influence définitives
doivent satisfaire, dans ce cas, a la condition d’étre antisymétriques
pour deux montants symétriques, U'arc délinitif, c¢’est-a-dire l'arc
biarticulé, étant entiérement symétrique, intérieurement et extéricu-
rement. On constate, a 'aide du Tableau XVII, que ces vérifications
sont satisfaites jusqu’a la quatriéme décimale, ce qui est précis en
raison des tracés graphiques dont on s’est servi au cours du calcul.

Quant aux membrures et aux diagonales, leurs lignes d’influence
définitives s’obtiendront de méme en reportant les corrections
renseignées anx Tableaux XV et X VI, a partir des lignes d’influence
tracées pour P'arc rendu isostatique extérieurement (fig. 21, b, c;
22, b, ¢, e, f et 23, b, c). Elles peuvent aussi se déterminer en
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reportant, a partir des lignes d’influence tracées pour I'arc rendu
entiérement isostatique, les corrections totales dues aux montants
surabondants et a la poussée, c'est-a-dire la somme des corrections
des Tableaux XIV et XV ou XIV et XVI. Ces corrections totales sont
renseignées au Tableau X VIII.

Les lignes d’influence définitives, dans I'arc réel a deux rotules,

ont été tracées en traits pleins et gras dans les figures 16, 17, 21, 22
et 23.

IV. — COMPARAISON SOMMAIRE DES LIGNES D INFLUENCE EXACTES
ET DES LIGNES D'INFLUENCE DANS L'ARC BIARTICULE.

A titre de comparaison avec les lignes d’influence rigoureuses, on
a tracé, en trails courts interrompus, sur les figures 16, 17, 21, 22,
23 et 20, les lignes d’influence approchées qui ont été établies au
début pour le cas des forces verticales en décomposant I'arc en deux
arcs isostatiques intéricurement (fig. 13). Ces lignes d’'influence
approchées nous ont servi pour la prédétermination des sections
transversales des barres. Rappelons que nous avons déterminé la
ligne d’'influence approchée de la poussée ¢ en assimilant la ferme en
treillis & une ferme en dme pleine et en appliquant les tables de Bresse,
¢tablies pour des arcs circulaives et de section constante. Or, les
appuis de I'arc se trouvent en des neeuds de sa membrure inférieure
et non sur sa fibre moyenne. De plus, les montants étant verticaux,
la section et le moment d’inertie réels sont trés réduits aux environs
de 'appui. Si I'on tient compte, en plus, du fait que I'arc n’est pas de
hauteur constante, normalement a la fibre moyenne, on congoit que
I'assimilation a un arc circulaire de section et de moment d’inertie
conslants paraisse assez é¢cartée de la réalité. Or, malgré ces approxi-
mations, on voit que la ligne d’influence approchée de la poussée
n'est pas trés écartée de la ligne d'influence exacte (fig. 20, b).
L’erceur maximum sur les ordonnées atteint 8 pour 100, par excés.
L’erreur sur la surface de la ligne d’influence de ¢ n’est que de
3,6 pour 100 par excés.

D’autre part, les erreurs sur les lignes d’influence des montants,
des membrures et des diagonales sont relativement faibles, du moins
sur les ordonnées les plus importantes. Elles sont les plus faibles
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(méme comme erreurs absolues) surles ordonnées maxima. En outre,
elles sont le plus souvent par excés, donc dans le sens de la sécurité,
de sorte que la méthode approchée peul éire considérée comme satis-
faisante pour un calcul de prédétermination des sections et méme au
point de vue de la sécurité, mais non de 'économie, pour un calcul
définitif.

Il serait intéressant de voir quelle est I'influence sur les lignes
d’influence des montants, des membrures et des diagonales, de
Perreur qu’entraine la ligne d’influence approchée de ¢g. On pourrait
ainsi se rendre comple plus exactement de 'approximation due a la
décomposition proprement dite du treillis hyperstatique en deux
autres isoslatiques. Mais cette discussion demanderait le tracé des
lignes d’influence approchées, dans 'arc rendu isoslatique extérieu-
rement. Elle exigerait un expos¢ s’écartant trop de P'objet principal
du présent chapitre, qui est de faire une application de la méthode
développée au chapitre précédent.

———— O a———



CONCLUSION.

Nous avons fait, dans les chapitres précédents, une application du
principe de réciprocité de Maxwell a un systéme de degré d’hypersta-
ticité intérieure élevé. L’arc traité élait en méme temps hyperstatique
extérieurement. On a vu que le principe de Maxwell s’applique
également dans ce cas. Il peut étre utilisé dans I'étude des lignes
d’influence de tous les éléments hyperstatiques, aussi bien extérieurs
qu'intérieurs, pourvu que les systémes étudiés restent indéformables
aprés coupure par rapport a I’élément hyperstatique considéré.

Mais nous avons vu dans le Chapitre I que le principe de Maxwell
n’est en somme qu’un cas particulier du principe des travaux virtuels.
Celui-ci est tout a fait général. Considéré sous sa forme la plus
habituelle, il s’applique plus particuliérement aux systémes qui
deviennent dé¢formables aprés coupure par rapport a I'élément dont
on recherche la ligne d'influence. Une application en a d’ailleurs été
exposée au Chapitre I1I, a Poccasion du tracé des lignes d’influence
des efforts normaux dans les membrures et les diagonales des arcs a
losanges, obtenus par suppression des montants surabondants des
arcs a4 montants et croix de Saint-André.

Dans un travail précédent, qui a été primé en 1934 au Concours
des Bourses de Voyage du Gouvernement belge et, en 1935, au Con-
cours pour le « Prix Scientifique Interfacultaire Louis Empain »,
nous avons fait une étude plus détaillée du mode d’application du
principe des travaux virtuels aux systémes isostatiques a losanges.

Dans le méme travail, nous avons ¢établi des équations toutes réso-
lues des lignes d’influcnce des efforts normaux dans les barres des
systemes a losanges hyperstatiques du premier degré.

Nous avons en outre fait une étude directe des lignes d’influence
des poutres droites & montants et croix de Saint-André, pour le cas
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des charges verticales. Cette étude vient de paraitre dans les Annales
des Ponts et Chaussées (Paris), ainsi qu’il a été dit plus haut.

D’autre part, la présente Thése traite le cas le plus général et le
plus complexe des arcs @ montants et croix de Saint-André, non
seulement dans ’hypothése des charges verticales, mais aussi dans
celle des forces horizontales.

On voit ainsi que nous avons étudié progressivement les systémes
de degré d’hyperstaticité de plus en plus grand, jusqu’au cas le plus
complexe envisagé dans le travail actuel.

La thése actuelle a été établie au cours de mon séjour a Paris,
en 1935-36. Celui-cin’a été possible que grace a 'octroi d’une bourse
de voyage du Gouvernement belge, du Priz Empain pour la
section des sciences appliquées ainsi que d'un important subside
du Patrimoine de U'Université de Liége. Qu’il me soit permis

A

d’exprimer & ces trois Institutions I'hommage de ma profonde
reconnaissance.

Je tiens aussi & témoigner toute ma gratitude a M. F. Cawmeus,
Professeur a 'Université de Liége, qui, aprés m’avoir suggéré I'étude
des poutres en treillis a croix de Saint-André, n’a cessé de s’intéresser
au développement de la thése actuelle, a M. le Professeur H. Becnin,
dont j’ai eu 'avantage d’étre 1’éléve et auprés de qui j’ai toujours
rencontré un bienveillant accueil, ainsi qu'a MM. Suquer et GreLoT,
respectivement Directeur et Sous-Directeur de I'Ecole Nationale des
Ponts et Chaussées, dont Pappui bienveillant a encouragé la publi-
cation, dans les Annales des Ponts et Chaussées, du Mémoire sur les
poutres droites en croix de Saint-André.

Vu et approuve :
Paris, le 31 juillet 1937.
LE Doven pE LA FAcULTE DES ScIENCES,
Cu. MAURAIN.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 31 juillet 1937.
LE RECTEUR DE L’ACADEMIE DE PARis,
S. CHARLETY.
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