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INTRODUCTION

Quand a la fin du siécle précédent on eut surmonté les derniéres difficultés de la
théorie générale des corps de nombres algébriques, en particulier la question de

facteurs premiers du discriminant, on pouvait distinguer dans cette théorie deux parties,
dont la liaison était des plus laches :

1° Partie arithmétique, appelée encore « théorie d’idéaux », qui était basée sur les
notions de la divisibilité et de I'idéal, dont les fondateurs ont été Kummer, Dedekind,
Kronecker, Dirichlet;

2° Partie algébrique, dite encore « théorie de Galois », un peu plus ancienne que
la précédente, basée sur les notions de 'isomorphisme et du groupe, dont les fonda-
teurs ont été Lagrange et surtout Ev. Galois.

Ce fut M. D. Hilbert (!) [et dans les cas les plus simples, en méme temps,
Dedekind (?) et Frobenius (%)] qui, dans sa Théorie de corps galoisiens, étudia pour la
premiére fois la liaison trés profonde qui existe entre les propriétés arithmétiques
d’idéaux premiers de ces corps et les propriétés de structure de leur groupe. Il attacha
pour cela a chaque idéal premier d’'un corps galoisien une suite caractéristique des
sous-groupes du groupe de Galois de ce corps. On sait quels grands services a rendus
la théorie de M. Hilbert dans I’étude des corps de nombres algébriques. Elle était

(*) Gétt. Nachr., 1894, pp. 224-236; Jahresb. d. Deutsch.-Math. Ver., t. &, 1894-1895,
pp. 175-546.

(*) Gott. Nachr., 1894, pp. 272-277.
(*) Sitz.-ber. d. Akad. zu Berlin, 1896, pp. 6, 13, 124, 129, 130.



4 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

devenue l'instrument indispensable et, trés souvent, l'étoffe méme de toutes les
recherches postérieures, aussi bien de celies de ia théorie générale de corps galoisicns de
nombres algébriques, que de celles qui se rapportaient aux corps de nature particuliére.

La théorie de M. Hilbert est trés simple pour les idéaux non ramifiés des corps
galoisiens. Par contre, elle se complique et devient trés intéressante pour certains
idéaux ramifiés. Elle leur fait correspondre une suite caractéristique d’entiers positifs,
dits nombres de ramification. Les travaux qui ont suivi celui de M. Hilbert sont
surtout consacrés a I’étude de cette suite; ce sont :

1° Les travaux de MM. Fueter (*), Speiser (°) et Ore (°), qui sont consacrés &
I'étude de congruences, inégalités et égalités auxquelles satisfont les nombres de ramifi-
cation, et de la liaison qui existe entre les valeurs de ces nombres et la structure des
groupes caractéristiques d’'un idéal. M. Ore étudie, de plus, dans ces travaux, la
structure d'équations d’Eisenstein définissant un corps ji-adique, et, en particulier,
il étudie dans certains cas simples la forme qu’'on peut donner & ces équations par une
transformation de Tschirnhausen.

2° Travail de M. Herbrand (7), consacré a ’étude du rapport entre les groupes et
les nombres caractéristiques d’un idéal premier d'un corps galoisien K et ceux de
I'idéal premier correspondant d’'un sous-corps galoisien K de K, ainsi qu’aux questions
analogues pour les idéaux des corps composés.

3° Travail de M. Hasse (%), consacré au cas particulier de corps abeliens et basé

sur la théorie de corps de classes locaux.

Le but du présent travail est la construction de la théorie, analogue a celle de
M. Hilbert, pour les corps non-galoisiens de nombres algébriques. Pour conserver a

(*) Vierteljahrschr. d. naturf. Ges. in Zirich, 1917, pp. 67-72.

() Journ. f. d. reine w. ang. Math., t. 149, 1919, pp. 174-188.

(]) Acta math. : t. &%, 1923, pp. 219-314; t. 45, 1924-1925, pp. 145-160, 303-344; t. 46,
1925, pp. 363-392; Math. Zeitschr., 1. 18, 1923, pp. 273-288; t. 19, 1924, pp. 276-283; &. 20,
1924, pp. 267-279; t. 25, 1926, pp. 1-8; Math. Ann. : t. 95, 1925, pp. 239-246; t. 96, 1926-1927,
pp. 313-352; t. 97, 1926-1927, pp. 569-598; t. 99, 1928, pp. 84-117; t. 100, 1928, pp. 650-673;
t. 102, 1919-1930, pp. 283-304; seuls Jes deux derniers mémoires des Math. Ann. se
rapportent directement & la théorie de la ramification.

(") Journ. d. math. pures et appl., 1. 96, 1931, pp. 481-498.

(8) Journ. f. d. reine u. ang. Math., t. 162, 1930, pp. 169-184.
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la méthode un caractére autonome j’ai voulu la développer sans me servir des résultats
de la théorie de M. Hilbert pour les corps galoisiens et sans jamais procéder par exten-
sion du cas galoisien au cas général.

Antérieurement au travail actuel, Dedekind (?) avait déja cherché a généraliser
pour les corps non-galoisiens la théorie de M. Hilbert. Il 'avait fait dans les cas les
plus simples (les ensembles qu’il a introduits sont des généralisations du groupe de
décomposition et du groupe d’inertie), mais d’'une maniére peu appropriée a la nature
du probléme. Les notions qu’il a introduites, méme convenablement généralisées aux
cas supérieurs, n’ont pas de signification intrinséque dans le corps non-galoisien étudié
(sauf dans un cas, ou elles coincident avec les notres); elles ne permettent pas de
trouver les résultats les plus importants de la théorie.

M. Ore s’est occupé aussi, dans ses mémoires de la Mathematische Zeitschrift et
aussi dans certains de ses mémoires des Mathematische Annalen, des corps non-galoi-
siens de nombres J-adiques. Mais ses recherches, trés intéressantes, n’ont qu'un rap-
port indirect avec I’objet de ce travail.

*
* %

Dans le premier chapitre de ce travail, je construis pour les corps algébriques
non-galoisiens un appareil analogue a celui que fournit le groupe de Galois pour les
corps galoisiens, un tel appareil étant nécessaire pour pouvoir formuler d’'une maniére
claire et pour pouvoir démontrer, sans se servir des résultats de cas galoisiens,
les résultats de la théorie de la ramification d’idéaux des corps non-galoisiens. Il
est commode d’utiliser pour cela une notion introduite récemment (1934) par
M. F. Marty (°) : celle de I'hypergroupe ; je développe un peu la théorie de M. Marty
dans le cas particulier (hypergroupes de classes) qui intéresse ce travail.

Rappelons d’abord les définitions de M. Marty :

Un hypergroupe est un ensemble ¥ organisé par une loi de composition ab de
tout b < ¥ par tout a < i telle que

1° ab < % et n’est pas vide;

2 X zc= ¥ ax;
rx<ab x<be

(*) Comptes rendus du Congrés de Stockholm, 1934, p. 45; C. R., t. 201, 14 octobre
1935, pp. 636-638; Ann. de I’Ec. norm. sup., t. 53, 1936, pp. 83-123.
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3° a, ¢ étant éléments quelconques de i, il existe x < tel que ax>c et a' <3¢
tel que z'a>c.

h < 3 s'appelle un sous-hypergroupe de 3 s'il est un hypergroupe par rapport a
la loi de composition de 3.

Deux hypergroupes 3 et s’ s’appellent isomorphes (i ~ 3t') s’il existe une

correspondance biunivoque ¢ — ¢' entre 3¢ et x' telle que pour tous a, b <3 on ait
(ab)' = a'b'.

On vérifie facilement que les classes a droite (par exemple) dans un groupe G
suivant un de ses sous-groupes ¢, composées suivant la loi de composition de G,
forment un hypergroupe que M. Marty appelle I'hypergroupe de classes (4 droite)
de G suivant g, et que je désigne par (G/g),.

Cela étant, j'appelle hypergroupe, tout hypergroupe isomorphe 2 un hypergroupe
de classes & droite. Je démontre que tout sous-hypergroupe d’un hypergroupe, est
encore un hypergroupe,. Soient 3 un hypergroupe, et s un sous-hypergroupe de 3.
Si ¢ <, jappelle ch la classe de ¢ suivant h. Je démontre que les classes suivant /
dans 3, composées d’apreés la loi de composition de 3¢, forment un hypergroupe,, que
je désigne par (i/h), et que j'appelle hypergroupe quotient droit de ¥ par h. Je
démontre que si %,, ¥,, h sont hypergroupes, tels que 3, > %, > h, on a

M ((6/R)p | (3o W)Yo = (34,/)p.

Si h est un sous-hypergroupe d’un hypergroupe 3, M. Marty I'appelle invariant, si
pour tout ¢ <3 on a hc=ch. 3 étant un hypergroupe,, jappelle son sous-hyper-
groupe h semi-invariant, si pour tout ¢ < 3 on a hc = ch.

Soit K/k un corps algébrique et K/k un de ses sous-corps. Gy, Gg, désignant
I'ensemble de tous les isomorphismes resp. de K/k, KJk, soit o< G,,. Jappelle
s < €ig,, tel que pour tout z < K on a 5 x — ou, correspondant de o dans K (corr.g «),
s0it ¢ < Gy,,. J'appelle 'ensemble de tous les s < G, tels que corr. o=g, 'ensemble
générateur de s dans K (gen., 5). Je donne des définitions analogues pour les ensembles
des 5 et des s.

Soit K*/k un surcorps galoisien de K/k. La correspondance c —gen. o (c<Gy )
applique d’une maniére bi-univoque G, sur I'ensemble de classes & droite dans le
groupe G, , suivant son sous-groupe Gy, .. Si l'on organise G, par la loi de
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composition telle que le composé de deux éléments de G, correspond, dans la
correspondance précédente, au composé d’éléments correspondants de (G, /Gy i)
(composés dans le méme ordre), c’est-a-dire telle que, si s, 0, < Gy,

(2) 6,0, = COIT.x { GeN.gx T) + €N.g4 Oy }

Gy, devient un hypergroupe, isomorphe a (G, [ Gyyx)p- On vérifie facilement que
la loi de composition de Gy, ainsi organisé ne dépend pas du choix de surcorps
galoisiens K*/k de K/k. G, avec cette loi de composition s’appellera ’hypergroupe de
Galois (ou simplement ’hypergroupe) de K/k.

Le théoreme fondamental de la théorie de Galois peut se traduire ainsi : si K/k est
un sous-corps de K/k, Gz est un sous-hypergroupe de G,,,; si k est un sous-hyper-
groupe de G,,, il existe un et un seul sous-corps K/k de K|k tel que h= G x;
Gz ~ (G| Gri)o-

Soit U* un sous-groupe de G, et soit U= corr., U*. Sic<U, gen.;,c A U*
n'est pas vide et est, par conséquent, une classe & droite suivant Gy, A U* dans U*.
Done, si I'on organise U par la loi de composition, qui sera dite induite par U*,

donnée par
3) 6,6, = COIT.x { (geN.gx 5y A U*) - (gen.gx 0 A U*)} (6,0, < 1),

U devient un hypergroupe, qui sera désigné par U, isomorphe & (U*/(U* A Gy, ) )p-
On vérifie facilement que la loi de composition de U induite par U* ne dépend que du
correspondant de U* dans le corps de Galois de K|k.

Je démontre un certain nombre de propriétés d’hypergroupes,, et de G,,, (°* en
particulier, qui sont nécessaires pour les démonstrations des chapitres suivants. Je
n’en parle pas, parce que ces résultats ne jouent dans ce travail qu’un réle auxiliaire.

*
* *

Le deuxiéme chapitre est consacré a la construction pour les corps non-galoisiens
de la théorie qui correspond & celle de M. Hilbert pour les corps galoisiens et la
comprend comme un cas particulier. Voici un tableau confrontant les définitions et les
résultats de ce chapitre avec les définitions et les résultats correspondants de la théorie
de M. Hilbert. J'écris a droite les définitions et les résultats pour les corps non-



8 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

galoisiens et j'écris & gauche les définitions et les résultats correspondants pour les
corps galoisiens. Si un résultat, une définition ou une hypothése se formulent de la
méme maniére pour le cas général et pour le cas galoisien, je supprime la raie verticale
au milieu de la page et j'écris comme d’habitude :

Soient £ un corps de nombres algébriques (de degré fini) et K
une extension galoisienne | une extension

de & (de degré fini)
soient K*/k un surcorps galoisien de K/£,

et J* un idéal premier de K*

soit J

un idéal premier de K |

P, P
idéal correspondant de | idéaux correspondants des resp. K,

k et le premier rationnel correspondant.
|  Soit J3** la contribution de J§* dans J3.
L’ensemble de tous les ¢ < Gy, tels que
sJ) = ]} s’appelle groupe | s]} = 0 (mod J0*) s’appelle ensemble
de décomposition de

0 BN

dans K[k et se désigne par
L () | Zen(P7)

Je démontre que si c<Z,, (%), la
contribution de J0* dans oJ) est J§**

Soit.£ une forme fondamentale de K. L’ensemble de tous les s < G, tels que

c& =& (mod ) s’appelle groupe | o€ =& (mod J§*) s’appelle ensemble
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d’inertie de

B |

dans K[k et se désigne par

'rl(/k, (1}])

soit s < T, (V). L'ordre de s§—& pour 3,

diminué d’une unité

s’appelle nombre caractéristique de s pour

J0 et se désigne par v (s;§0). Soit ‘

0 < v (K/Es P) < v (Kfh; P) < -
< U (KB P) =+

9
m*

Ty, ()

Je démontre que sioc<T,,(J*), on a
of =& (mod J*%)
soit ¢ < T, (JP*). Si l'ordre en JP* de
sE—Eestw 4 a, v(s; P7) =Y

0
4
P*. Soit

0 <o (K/k; P7%) < 0, (K/&; %) < -
e < U (KR PF) =+

I'ensemble de tous les nombres caractéristiques positifs distincts, rangés dans ’ordre

de grandeurs croissantes, des

¢ < Tgp () pour P - v, (K/%; ) |

g < Ty (P*) pour P* - v, (Ki&; P*)

(g=20,1, ..., m) s’appelle le g-iéme nombre de ramification de

B I

1p*

dans K[k. On pose, de plus, par convention spéciale,

v_, (K/k; J9) = 0. Le nombre de ramifica-
tion v, (K/k; J¥)

v_, (K/k;J8*) = 0. Le nombre de ramifi-
cation v, (K/k; J07)

est dit impropre si ¢ = — 1 ou ¢=m; sinon, il est dit propre. L’ensemble de tous les

o < Ty () tels que v (o; P) 20, (K/k; )
s’appelle groupe

de ramification d’ordre q (g —= — 1,0, 1, ..

N

o<Ty,, P*)telsquev (s; P*)=v, (K/k; )
s’appelle ensemble

., m) de

| 9~
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dans K/k et se désigne par

@)

T ). On a T (1) = Ve ). Ve (1) | Vi 9%)- On 2 T (87) = Visn (08%). Vi (8%)

est encore appelé lensemble de ramification de

8 dans K/k tout court et noté V,, ().
On voit que

mwmgﬂﬂpzﬁwm>%ﬂm>m
(m,
> VK/k. (11]) = {1y}

J* dans K/k tout court et noté V, (J*).

On voit que

ZI{/h(]})*) 2({72/;@(]1]*) ;(%Km(ﬁ]*) > %?K/k (1?*)>
{m)
> Vi (ﬂ*) = {1g |

ou 1, est 'isomorphisme identique de K. Désignons par

z(K/k; ), n, (K/k; ) (9g=—1,0,1,...,m)
le nombre d’éléments resp. de Z,, (J9),

(\q’),(,k (), et posons

ro(K/k; )

ibo
L oty

T N (K B 1)

2(K/k; ), 0, (Kjk; 397) (9g=—1,0,1,...,m)

le nombre d’éléments resp. de Z, (),
()

Vi (%), et posons

T (K/k;9%)

= 7{% (g=—1,0,1,...,m—1).
Appelons ¢*s, ¢* étant dans G, , et s
étant dans G, I'élément de G, tel que
pour tout « < K on a (0'*6) a=0¢"(sa). On
vérifie facilement que si ¢ < G, , la
correspondance ¢ — ¢*s est un automor-
phisme de G ,. SoitJ)] un facteur premier
de I8 dans K* autre que JP*. Il existe
o* < Gy, tel que ™" ==3)7. On prouve
facilement que Z ., (PS) = o Z;, (P*),
T 07) ==o"T,, (J*) et, sie<Ty, ("),
v(c*a; ) = v(s; P*). 1l en résulte qu’il
existe un automorphisme de Gy, qui trans-
forme la suite caractéristique de J0* dans
K/k dans celle de J)f en conservant les

nombres caractéristiques. En particulier,
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z (K/k; P7), n, (K[k; P7), v, (K/k; 10*) ne
dépendent pas du choix de J9*/{3. Dés lors
on peut les noter et appeler comme dans
le cas galoisien, ce qui sera supposé dans

la suite.
Posons
z* =ZK*fK(1}1*)’ T =TK*/K (m*),V* =me(1?*)
Zgn (ﬂ),(%}xm m (g=—1,0,1,...,m) Zg (%), ‘{?Km(m*)(z*) (g=—10,1,..,m)
sont groupes. sont hypergroupes.
Il en résulte quei‘%{/% et tous les r, (K/k; ) (9=—1,0,1,...,m —1)

sont entiers. Soient e, [ I'ordre et le degré de J§ dans K/k. Alors z (K/k; ) = ef et
n_, (K/k; ) = e. Soit nla norme absolue de p dans k.

Sie<Zg, (J¥), il existe des entiers ¢ tels | Si oc<Zy, (%), 1l existe des entiers z tels

ue pour tout entier « de K on a so. = o' | que pour tout entier « de K on a ca = o’
q que p

(mod ). (mod §).

L’ensemble de tous les ¢ ayant cette propriété est une classe d’entiers rationnels
(mod f). Cette classe, qui est une fonction de s définie dans Z,, (J0) (Zy,, (0*)), sera
désignée par

ACH ) l ZACH )
i, (6) = 0 équivaut 4 s < T,,,. On a
i3, (0102) = i (o)) + x(02),

| 1a loi de composition étant induite par Z*,

et i, (Zy,) est I'ensemble de toutes les classes d’entiers rationnels (mod f). ¢ — 1, (5)
établit un isomorphisme de

Zi () T () | (Zap () T () ")

au groupe additif de classes rationnelles (mod f).
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Ty, () est invariant dans Z_,, ()

ka GF) /I Tx/n (ﬁ) |

est un groupe cyclique d’ordre /.

Soit s < Ty, (J0). On peut montrer que
st = est un nombre de K d’ordre 1 en JJ,
l'ordre en ) de s= — west 1 + v (o ).

Désignons par B, (s;J0) la classe de

restes (mod JJ) de K qui contient 5:—

C’est une fonction de o, définie sur
B8_, (6) =1 équivaut & s < V.

On trouve, si a,, 5, < T,,, (),

B_i(osoe; P) = B_,(oy; ) - B_i(oe; )

Vix () est invariant dans T, (}¥)

M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

Ty, )" est invariant dans Z, (J*)*"

{7 (A R\ (Z*) | A *\ (Z*)
\“x/x \1}] ] / Tn/k \{p / )D

Soit ¢ < Ty, (J§*). On peut montrer que
si = est un nombre de K d’ordre 1 en JJ,
I’'ordre en P* de on—zesta (1+4v (s;%)).

Désignons par B_, (s; ) la classe de

. . o
restes (mod J§*) de K* qui contient —.

Ty, qui ne dépend pas du choix de =.

Je montre que, la loi de composition
étant induite par T*, ona (o,,5,<Ty,, ("))

B_i(oyop; %) = By (o0 P*) - Boi(oe; P¥)

Soit Fle degré absolu de JJ et, o™ désignant
une classe de restes (mod J0*) dans K*,
soit < o* >, I'ensemble de tous les o«**"
(¢=0, 1, ...) distincts. Je démontre que,
si la loi de composition est celle induite
par Z* etsic,, o, < T, (), on a

B_i(oy00; %) = Bu(o; P*) . < Bou(o; P*) >5

-

wn ) est invariant dans Ty, (™)™

V. (407)?" est semi-invariant dans
*)(Z*).

= e

Kik (

B_, (Ty,s), désigné encore par M_, (K/k), est un groupe multiplicatif de classes de restes

(mod J3) dans K, etsi h et son ordre, il | (mod J0*) dans K*, et si h est son ordre,

est le groupe multiplicatif de toutes les | il est le groupe multiplicatif de toutes les
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racines h -iémes de I'unité (mod JI) . A est
premier 2 p et divise p* — 1

13

racines h -iémes de I'unité (mod J)*) . A est
premier & p et, F° étant le degré absolu
dans K° de I'idéal premier JJ° du corps de
Galois K° de K par rapport a k, h divise
pr—1.

La correspondance s — B_, () établit un isomorphisme de

Ty (39)/Vy,» () au groupe multiplicatif
M_, (K/k; 30),

Ty, /Y, Q) est un groupe cyclique
d’ordre r_, (K/k; J)) = h premier & p

q)
soit 0 < g < m et soit s =V, ().

Désignons par 3, (s; =, J) la classe des
restes (mod JJ) de K qui contient

gn—T

A+ 0, (K[k; P

B,(c;m, J¥) est une fonction définie sur

(Tan (A7) 77 Vi 17)™)p a0 groupe mul-
tiplicatif M_, (K/k; 8*) et de

(T )7 Vi (7))

au méme ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition

ab=a-<b>g

(T W)/ Vi, (P7)*); est un groupe
cyclique d’ordre »_, (K/k; ) = h premier
a p. Il est nécessaire et suffisant pour
qu'un sous-ensemble (A/V,, (Jp*)"*), (29)
de (T, (P*) "/ Vi, (*)*")p soit un hyper-
groupe que _, (A; J*) soit un groupe
multiplicatif

soit 0 < g <m et soit ¢<V’K,k P"). Six
est un nombre de K* dont I’ordre pour J0*
est diviseur de av, (K/k; ), B(s; =", V)
désigne la classe des restes (mod J3*) de K*

qui contient
T — T

ront W0q (KIB; %)

oy u désigne le quotient de a par l'ordre

(1) A étant une réunion des classes dans un hypergroupep K suivant un de ses sous-
hypergroupes h, (A/h), désigne l'ensemble de toutes les classes suivant A qui font partie
de A. En écrivant le symbole (A/h), on suppose implicitement que A est une réunion

de classes suivant 7
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({}K,h (1) et qui se multiplie par une con-
stante non nulle (mod J) quand on

choisit autrement = .8, (s) = 0 équivaut
(q+4)

Ac< me (IU)

Siooy< Vi (1]1)’ on a

B (oyo0;mP) =By (o0 ™ W) + Bq (525 ™, 1)

(Q-H)

Vi () est invariant dans me am.

de =’ pour J4*. ,(s; =', P*) est une fone-
tion définie sur (\q’)m(j}]*) qui ne dépend
pas de = employé pour la former et qui
se multiplie par une constante non nulle
(mod J8*) quand on change ' .3, (s) = 0
équivaut & cé(q{;:{,h ")

Si ,,05 < Vi, (J9*) et si la loi de compo-
sition est induite par V*,

Ba (ume; =, W) = By (505 =, ) + B (0 =, %),

3, étant le dénominateur de v, (K/

k; 3) mis

ne fraction irréductible, soi

§
»
»
¢=

v
* e

&, I’ensemble de toutes les classes «

(mod J8*) tels que «*’=1. A étant un
ensemble de classes (mod J1*)

par [A];, U'ensemble A.e; .

;> désignons
Je démontre
que si o, 5, < Vm (J9%) et si la loi de com-
position est induite par T*, on a

Ba(aoe; =, ) = Bo (003 7', 07) +[Bo(o0; =, 0 5,
Soit y la classe de tous les nombres o* de
K~ tels que = =o*x'* (mod J0*) et soit
1**=1y. Je démontre que si la loi de

composition est induite par Z* et si o,

@
o< Vi, (), on a

T* 4By (3,005 7, P¥) == 1 ¥ ey (o0 =, PY)
L Y, (o0 7, ) >,
((1+ )

Vi ()% est 1nvar1ant dans Vm 6 UM R
(Q+

Vi () et th (p*)** sont semi-inva-

riants dans resp.VK,k(Iﬂ )‘”’etVK,kﬂ]J )#0,
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8, &m (M); =.19), désigné aussi par

M, (K/k; = 3),

est un module dans le corps fini de classes

(mod ) de K

B, (({}m (*); ='JP*), désigné aussi par
M, (Kjk; = 7).

(mod J0*) de K*, admettant comme opéra-
teurs la multiplication par ¢;, et la trans-

formation
oF —> Y*avq (1—pF) o pF

Son nombre d’éléments est une puissance de p, soit p'«(K/k; ). On trouve que

ly (Rjk; ) < F.

Iy (K[7; ) < F°.

La correspondance ¢ — 8, (s) établit un isomorphisme de

1)

Voo (Ve () au module M, (K/k; =,39)

q)

A\ (1]])(/(1{72,,{ () est un groupe abelien du
rang [ (K/k; J0) et du type (p, p, ..., p)

@ (g4-4)
(Vi @)Y Vi (377 )0

au module M, (K/k; =',J0*), de

Q)

(Vi (1.3*)(T*)(/q\4;11;ih 3P*)™Np

au méme ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition
ab=a -+ [b]aq,
et de
@ (g+1)
(Vi (421 Vi @)%

au méme ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition

aX—av, — kv, | *—av, .
Y b =vy"" a4 [<y* - b>g]s,

(Vagn (007)7 [V (1)) est un groupe
abelien du rang /, (K/k; J)) et du type

(. o oer D).

(g-+1)

(A Vi (7))o de

(q-

Ve @)V 5T

Pour qu'un sous-ensemble
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soit son sous-hypergroupe, il est néces-
saire et suffisant que 3 (A, =', J1¥) soit un
module par rapport au corps fini engendré
par les classes «* (mod JI*) tels que
o*% = 1. Pour que le méme ensemble
soit sous-hypergroupe de

(g1

(q) )
(Vi (4% Vi (02
il est nécessaire etsuffisant que B (A;='.J8*)
soit encore conservé par la transformation

s (¥} xF
a* Y*abq\i P ):‘L P

7o (Kjk; J) = p*a(K/E; P) est une puissance de p(g =0, 1, ...,m — ). Si0 < ¢ < mei

Jo(KJk; I =mfls (K/k; ), n, (K/k; ) = pia(K/k; J}) et est, ainsi, une puissance de p.
s=g

r_, (K/k; ) est le plus grand facteur premier a p de e, et n,(K/k; J3) est la contribu-

tion de p dans e.

Il existe les corps K_/k, K,/k, appelés
resp. corps de décomposition, de ramifi-
cation d’ordre q de J) dans K/k
(g=—1,0,1, ..., m) tels que resp. G

)
ZK[R (r“)» meq = Vnm (13*)

K/Ke

I

Pour qu’il existe le corps K./k, K |k
appelée resp. corps de décomposition, de
ramification d’ordre q
(g=—=—1,0,1,...,m) de J9* dans K/k,
tel que resp. Gy =72, (P*), G
=(\q7\m.k(1§*) il est nécessaire et suffisant
que resp. Z,, (P*), (\ql),{,k () soitle méme
pour tous les J9* |} (il sera désigné dans

ce cas resp. Zy,, (), %If)mn am).

Iiiliq

Il résulte de ce théoréeme qu'on peut
appeler K /k, K /k resp. corps de décom-
position, de ramification d’ordre ¢ de J)
dans K/k

Si K, existe,
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I'idéal premier p_ de K correspondant a J) est J§° et son degré dans K_/k est 1.
K./k est le plus grand sous-corps de K/k ou I'idéal premier divisible par J) est d’ordre
et de degré 1.

| Si K_, existe,

I'idéal premier p_, de K_ ,correspondant a J} est JJ° et son degré dans K_, /k est f.
K_,/k est le plus grand sous-corps de K/k dont I'idéal premier divisible par J} est non
ramifié et le plus petit sous-corps de K/k par rapport auquel J§ est completement
ramifié dans K.

La fin de ce chapitre est consacrée au cas de corps locaux. J'étudie d’abord, d’une
maniére plus précise qu’on ne le faisait avant moi, la question de correspondance entre
les isomorphismes d’un corps K/k et de son corps local K (J)/k (p). Je montre que,
contrairement & ce qui semble a premiére vue, cette correspondance dépend du choix
de I'idéal JJ* de K*. J'étends en quelques mots la théorie précédente an cas local ou
elle subit des simplifications considérables : en particulier, dans un corps local, le
corps de décomposition et les corps de ramification de tout ordre ¢ = — 1,0,1, ..., m
de l'idéal premier de ce corps existent toujours. Je démontre pour les corps
locaux le résultat intéressant suivant : pour qu'un corps local K/k soit primitif il est
nécessaire et suffisant que ou bien son degré soit un nombre premier, ou bien qu’a la
fois son degré soit une puissance de p, qu’il soit complétement ramifié et n’ait qu'un
seul nombre de ramification propre v et que, 3 étant le dénominateur de v et [, étant
le degré absolu dans £ de son idéal premier p, M, (K/k) n’ait d’autre sous-module A,
tel que [ <A>,];=A, que lui-méme ou { 0{. Pour finir cette partie du chapitre, je
déduis un théoréme sur le développement d’un s= en série de puissances fractionnaires
de =, = étant un nombre de K d’ordre 1 en I3, ce théoréme étant nécessaire pour une
démonstration du chapitre 1V.

En ce qui concerne la méthode de démonstration des résultats de ce chapitre, il est
a remarquer que 1° la clé de voute de toute la théorie est le théoréme que Z, (J*)*"
et les %)m (J0*)%" sont hypergroupes; 2° cela établi, on peut suivre assez fidélement la
méthode qu'employa M. Hilbert dans le cas galoisien. Il y a toutefois une difficulté appa-
rente pour la démonstration de ce que z (K/k; ) = ef'etn_, (K/k; J¥) = e; M. Hilbert
démontre la seconde de ces égalités, se servant du fait de I’existence du corps d’inertie
dans le corps galoisien K/k, et en déduit comme conséquence la premiére. On ne peut
pas le faire dans le cas général, mais on peut démontrer directement, et d’'une maniére

3
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plus simple que celle de M. Hilbert, la premiére de ces égalités, en observant quelle

q
est la conirib

est ! ation de J* dans N, (), et en déduire la deuxitme; et il y a une
difficulté réelle a justifier la possibilité d’établir dans T, V les lois de composition
induites par T*, V* : il faut pour cela que Ty, = corr., T* et V,, == corr., V*. Pour
cela il fallait se servir du théoréme suivant de Hilbert (n° 40 de sa Théorie de corps de

nombres algébriques), d’ailleurs nécessaire pour le chapitre III :

Si K//f est un sous-corps de K/k, &, £ étant resp. les formes fondamentales de K, K,
o étant un élément de Gz, - sE—Eet I (s§—E) ont le méme contenu. On pouvait

c<gen.xo
d’ailleurs éviter I’emploi de ce théoréme au chapitre II en se servant de ce résultat de

M. Hilbert : si K|k est galoisien, n, (K/k; J}§) est une puissance de p.

*
* ok

Le troisiéme chapitre est consacré 4 la question que Herbrand (7) a résolue pour le
cas galoisien et que M. Hasse (') explicita un peu plus : celle de la détermination de
Ze, P*), des ({}ﬁm (J07) et des v, (KJk; P*) a partir du Z., (J3*), des %‘K,k @), des
v, (K/k; J*), ou E/Ic est un sous-corps de K/k, et a un des problémes réciproques. La
méthode s’appuie sur le théoréeme n° 40 de Hilbert et sur certains résultats du premier
chapitre. Je me borne a indiquer la résolution de celte question, la réponse a la

question réciproque étant trop longue & formuler.
L@ @ v, (@ . .
Soit v="V,,, A Gz et v, le nombre d'éléments de v. De méme, soient {=Z, A Gz

s 12 ’ = z(K/k
et £ son nombre d’éléments. Alors, d’abord Z;, = corr. :Z,,, z(K/k) = —(_é—”
Si %y, ¢, ..., i, , sont les seuls ¢ parmi les nombres 0,1, ..., m — 1 tels que

Y . . .
Pe = T"— #r,(K/k) etsii_j= —1eti,=—m, ona
q+1
J— Q@ (¢g—H) (tq 41?) (iq)
M = ; Vg, = COrr.g Vg = COIT.g Vg = +++ = COTT.§ Visn
_ 7y K/k 7, K/k n; (K/k \
(4) ng (K/k) = ot (K/%) — o-ste (KJR) — e — __"._(_/). et,si A, = =
Vig_y+t Vig_yt2 Vig Vi

%) v, (K'k) = ;{_’: v, (K/R) — v,y (K[E)

=0 Ai

Nous disons de v; (K/k) qu’il engendre v, (K/k) dans K.

(g =—1,0,1, ..., m).

(**) La remarque finale de la note des C. R., {. 197, 21 ao(it 1933, pp. 511-512.
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***

Le quatrieme chapitre est consacré a I'étude de dénominateurs 3, de v, (K/k; Jp)
et a certaines autres questions qui y sont liées du point de vue de la méthode. La plus
grande partie de ce chapitre est basée sur le théoréme de Sylow suivant relatif aux
p-groupes : tout sous-groupe d’un p-groupe fait partie d’une suite de composition de
ce groupe, et sur le théoréme indiqué du chapitre précédent.

Je démontre d’abord un résultat d’'une importance capitale pour mon travail :
3, est premier a p(¢=0,1, ..., m —1).

Je donne trois démonstrations essentiellement différentes de ce fait, dont les deux
derniéres sont conséquences de théoremes plus généraux. La premiére démonstration
est basée sur la théorie de la différente, la deuxiéme sur 'étude du développement
d’'un nombre =~ de K(JJ) d’ordre 1 en J} en série de puissances fractionnaires d’'un de
ses conjugués par rapport a k(p), la troisiéme sur le théoréme de Sylow indiqué.
Soient K* [k un surcorps galoisien de K/k, v* = v, (K*/k; J8*) le nombre de ramifica-
tion de J* dans K/k qui engendre v, (K/k; J§), et A7 = A% (K*,K; J3*). Je démontre que

(©) g (K5 P) A7, = 0™ (mod. 7, (K*/K ; %))
et qu’en particulier
(7) a . 7”_1 (K*/K; p*)

T AWt L (KNP
ou d(a, b) estle p. g. c. d. de a, b.

Ce résultat, avec le théoreme de Sylow, sert a démontrer le théoréme suivant :

Pour que tous les v,(K/k; P) (3 =0, 1, ..., m — 1) soient entiers, il est néces.
saire et suffisant que Ty, (J9*) fasse partie d’'une suite de composition de T, , ()

Au cours de la démonstration de ce théoréeme, on voit que si K/k est un corps
galoisien, il y a des sous-corps K“(/k de K/k contenant K /k, ol w|r_,(K/k; J0), tels
que : 1° tous les v, (K/K“) sont divisibles par w; 2° aucun des v,(K/k) n’est divisible
par w; 3° il existe un sous-corps Q“/k de K“/k tel que K“/Q“ est de degré v et
complétement ramifié par rapport a J). Il resterait d’ailleurs a rechercher si le 3° n’est
pas conséquence de 1° et 2°. J'appelle un tel K’ w-corps de ramification de K/k pour J.

J’ai démontré que : 1° il y a dans Ty, () un élément ¢ d’ordre —— ra(KJR; D) tel que

Gy g est I'ensemble w(¢) de tous les s<V,, (J}) permutables avec ¢; 2° inversement,



20 M. KRASNER. -— THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

. . , » (K/E; cp e
si Ggg =w(t), out<T,, (J) est d’ordre M, K est un w-corps de ramification

de K/k pour J); 3° tous les w-corps de ramification de K/k pour J} sont conjugués
entre eux par rapport a K.

Le méme théoréme de Sylow permet de démontrer 1'inégalité suivante, démontrée
par M. Oystein Ore (*?) dans le cas galoisien : soit E I'ordre absolu de J} dans K
(K/k non-galoisien) et soit ¢, = n, (K/k; J) v, (K/k; J). Alors a lieu

. Y
(8) (= ])__‘1,

si v, (K/k; ) = 0 (mod p), on a ¢, = Ep—p__—1 (Egalite d'Ore) et [, (K/k; p)=1.

De plus, K* (J0*) contient toutes les racines p -iémes de l'unité.

Théoréme du chapitre IIi : ie fait que ies 3, sont premiers 4 p et i'inégalité d Ore
permettent de donner certaines inégalités et congruences pour les nombres de ramifica-
tion d’'un corps qui sont conséquences d’existence des sous-corps de nature donnée
dans ce corps.

Appelons rang d’un hypergroupe ¥ le plus petit nombre &(3) tel qu’il existe & ()
éléments de % de maniére que J soit le seul sous-hypergroupe de ¥ qui les contient
tous. Soit D le plus petit commun multiple de tousles 3, (¢ =0,1,...,m —1)et
soit o le p.g.c.d. de tous les Dv,(K[k; J§). J'ai démontré que, e, étant 'ordre
absolu de p,

D

() (Vi (B9 < eors (K[ ) F

Je démontre un théoréme qui est I'analogue du théoréme de M. O. Ore, quesi

v, (K/k; ) = 0 (mod p), K/k étant galoisien, V,, (J9) est cyclique. Ce théoréme est :
si vy (Kjk; P) = 0 (mod p), &(Vy, (P*)“7) = 1.

*
* ¥

Au dernier chapitre (le cinquiéme) je m’occupe des corps particuliers, que j’appelle
hassiens parce que M. Hasse montra dans son travail (%) que les corps abeliens sont de

(®) Math. Annalen, t. 102, 1929-1930, p. 000.
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ce type. Jappelle un corps K/k hassien (ou du type i) pour J§ si tous les v, (K/k; )
n_, (K'k; )
ng (K1 1)

(10) g (K/k; ) = 0o (K/2; W) (mod. d (K[ ).

sont entiers (g =0, 1, ..., m — 1) et si, d (K/k; JJ) désignant

Jappelle un corps du type H' pour J, si 'on a seulement

(1) 00 (83 ) = 0 (K[ 1) ( mod, 2205 B)

et A winlbed . 24 —=0,1,..,m—1),
. dO(K/’kym) ((I 0’ ’ m )

et du type H'' si tous les v, (K/k; ) sont entiers et divisibles par d, (K/k:})
=r_, (K/k; ). Je donne les critéres suffisants pour que K/k soit du type H, H', 11"
et je montre ainsi que les corps hassiens forment une catégorie beéqcoup plus étendue
que les corps abeliens. Ensuite je donne le théoréme suivant sur le rang de (‘qu (e
du corps K/k de type H' :

D
(12) R (Ve (W) = oty (K /55 P) F 51'5% (g =0,4,.s e, m —1);
si G, désigne le groupe de commutateurs de groupe G et G"™ désigne le groupe
engendré par les puissances n -iemes de tous les éléments de G, on a, (G, G,) désignant
le groupe engendré par les groupes G, G,, que si K/k est de type H' pour J} et

galoisien,
eoldo(K/B; ) »p
) ) (q + I: ¢ »— 1}>
(13) ((Vra®)er (Ve (@)”)2 Vein

La fin de ce chapitre est consacrée & I'étude des corps hassiens absolus, c’est-a-dire
hassiens par rapport au corps rationnel. Il est inutile d’énumérer ici les résultats que
j'obtiens sur ces corps. On en trouvera une grande partie dans ma deuxiéme note aux
Comptes rendus de 1935.

Ce travail se termine par deux notes. Dans la premiére je démontre qu’il existe
effectivement des K/k et J§ tels qu'il n’y a pas de K_/k, c’est-a-dire tels que Z,, (J0*)
dépend du choix de J)*|J). Dans la deuxiéme je démontre I'existence des corps de type



22 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

H par rapport a k arbitraire donné pour un idéal J3, tels que T, (J8*) et méme V. (JP*)
ne soient pas groupes abeliens, et méme ne soient

® =3

I’existence des corps de type H' qui ne sont pas de t H", et inversement,
p yp 1 P yp

Un grand nombre des résultats du présent travail ont été déja indiqués par moi
dans deux notes aux Comptes rendus de 1935 (séances du 27 mai et du 8 juillet) intitu-
lées : Sur la Théorie de la ramification des idéaux.

M. Chevalley a bien voulu s’intéresser a ce travail et m’a apporté une aide tres
précieuse en m’indiquant plusieurs simplifications importantes de notations et de
démonstrations. Je lui adresse ici mes sincéres remerciements.

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude a I’Académie royale de Belgique, qui
m’a fait ’honneur de bien vouloir insérer ce travail au Recueil de ses Mémoires, et
tout particulierement a4 MM. les Prof™ Hadamard et de La Vallée Poussin.

Pour terminer, j'adresse mes respectueux remerciements 2 M. le Prof* Montel,
qui a bien voulu accepter la présidence de mon jury; a M. le Prof* Garnier, qui a bien
voulu s’intéresser a ce travail, et &4 M. le Prof* Valiron, dont la bienveillance ne m’a
jamais fait défaut.




SUR LA THEORIE

DE LA

RAMIFICATION DES IDEAUX DE CORPS
NON- GALOISIENS
DE NOMBRES ALGEBRIQUES

CHAPITRE PREMIER

HYPERGROUPES — ISOMORPHISMES DES CORPS
ALGEBRIQUES

A, — HYPERGROUPES

1° Hyeercroure. — Je me servirai d’une notion introduite récemment
(1934) par M. F. Marty (*), celle &’ hypergroupe. La définition que j'en donne
est en apparence autre que celle de M. Marty, mais lui est, en fait, équivalente.

Définition 1. Un ensemble H organisé par une loi de composition de ses
éléments telle que :

a) Le composé c,c, de tout élément c, de H par tout autre élément c, de
H soit un sous-ensemble non vide de H;

b) La loi de composition soit associative, c’est-a-dire

Y ceg= 2 ¢c (¢, €, €< H),
C<CyCe C<C203

¢) c,c, étant un couple quelconque (¢, = ¢, n’est pas exclu) d’éléments
de H, il existe un élément ¢ de H tel que ¢, <c,c et un élément ¢’ de H tel
‘que c, <clcy,

s’appelle un hypergroupe.

(*) Comptes rendus du Congrés de Stockholm, 1934, p. 45; C. R., t. 201,
14 octobre 1935, pp. 636-638; Ann. de I'Ec. norm. sup., t. 53, 1936, pp. 83-123.



24 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

Comme dans le cas de groupes, si C,, C, sont deux sous-ensembles de H,
on appellera composé de G, par €, la réunion de tous les ¢,c,, ¢, étant dans C,,
c, étant dans C,. D’apres l'associativité de la loi de composition, (C,C,) C,=C,
(C,C;) (Cy, Gy, G5 < H).

Voici d’autres définitions de M. Marty qui seront nécessaires au cours de ce
travail :

Définition 2. Sous-hypergroupe de H : ainsi s’appelle un sous-ensemble
de H qui est lui-méme hypergroupe avec la méme loi de composition.

Définition 3. Sous-hypergroupe invariant de H : ainsi s’appelle un sous-
hypergroupe C de H permutable avec tous les éléments ¢ de H, c’est-a-dire
tel que pour tout ¢ < H on ait

1) cG = Gc ().

Définition 4. Unité a droite resp. a gauche de H : ainsi s’appelle un
élément e de H tel que pour tout élément ¢ de H ce = { ¢} resp. ec={c{ (?).

Définition 5. Deux hypergroupes H et H' s’appellent isomorphes (notation :
H~MH') si on peut établir une correspondance biunivoque ¢ = ¢' entre ces
deux ensembles conservant la loi de composition, c’est-a-dire telle que, si

. ' . r
€, ==, Cy == Cy, AUSS] C,Cy == C\Cs.

La correspondance biunivoque dont il est question dans la définition 7
peut étre réalisée, en général, de plusieurs maniéres. Chacune de ces corres-
pondances s’appelle un isomorphisme de H a H'.

Si H=H', un isomorphisme de H a H' (c’est-a-dire & H) s’appelle un
automorphisme de H.

2° HYPERGROUPES DE CLASSES A DROITE. HyPERGROUPES,. — Soit A un
ensemble organisé par une loi de composition de ses éléments telle que le
composé a,a, de tout a, < A par tout @, <A soit un sous-ensemble de A. Comme

(® {c} désigne I'ensemble formé d'un seul élément c. Plus généralement {a, 0,...
désignera I'ensembte d’¢léments a, b, ...
Sic¢<H et C< H, on écrira souvent ¢C et Gc au lieu de {¢}C et (resp.) Gic}.
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précédemment, A,, A, étant sous-ensembles de A, A,A,, désigne p) a,a,
, <A, <A,
et s’appelle le composé de A, parA,.

Soit que dans A est établie une relation de classification telle que le
composé A, 21, de deux classes quelconques ‘A,, A, dans A est une réunion de
classes. Alors on peut organiser I'ensemble A de toutes les classes dans A par
la loi de composition suivante : Le composé d'un A, <A par un 2, <A est
I'ensemble de toutes les classes contenues dans le composé ‘A, A, dans le sens
de la loi de composition de A. L'ensemble A et I'ensemble ‘A ainsi organisé
seront dits avoir la méme loi de composition. Si A’ est un élément d’une famille
de sous-ensembles, disjoints deux & deux, de A, et 2A' est un élément d’une
famille de sous-ensembles, disjoints deux & deux, de A, A’ et A’ seront consi-
dérés comme identiques si A est la réunion de toutes les classes dans A qui
sont éléments de A’ et 'on dira par extension de la définition précédente que la
loi de composition de deux ensembles A et Q est la méme s’il existe une chaine
B, C, ..., P densembles tels que la loi de composition est la méme dans le sens
précédent dans A et B, dans B et C, dans C et ..., ..., dans P et Q. On vérifie
facilement que cette maniére de parler ne peut pas conduire 4 une contradiction.

Il est évident que si une loi de composition est associative dans A, la
méme loi de composition est encore associative dans A (supposant que A peut
étre organisé par cette méme loi).

Ceci posé, soient G un groupe et g un sous-groupe de G. Le composé de
deux classes & droite g, = a,g et g, = a,g (a,, a, < G) suivant g dans G est
encore la réunion a,ga,g de telles classes. Donc I'ensemble de toutes les classes
(2 droite) suivant ¢ dans G peut étre organisé par la méme loi de composition
que celle de G. Montrons que cet ensemble ainsi organisé est un hypergroupe.

Il suffit de démontrer pour cela que : 1° ¢,, g, étant deux éléments de cet
ensemble, g,g, n’est pas vide; 2° ¢g,, g, étant deux éléments de cet ensemble, il
existe un élément g, et un élément g, de cet ensemble tels que g,g9,> g, et
gods > 9. le reste étant la conséquence de généralités qui précédent. Or, 1°
et 2° expriment les propriétés bien classiques de classes (a droite) dans un
groupe.

Définition 6. L'hypergroupe qu’on vient d'introduire s’appellera I’hyper-
groupe de classes a droite suivant g dans G et sera désigné par (G/g)p.



26 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

Soient A un sous-ensemble de (G/g), et A la réunion de toutes les classes
A 4 “-

Al cnn Lo o

dans & qui sont éléments de A. On désignera A encore par le symbole (A/g),.
A remarquer que quand on écrit le symbole (A/g), on pose comme hypothése

que A est une réunion de classes (a droite) suivant g.

Théoréme 1. Condition nécessaire et suffisante pour que (A/g), soit un
sous-hypergroupe de (G/g), est que A soit un sous-groupe de G.

Démonstration. Si A est un sous-groupe de &, (Afg), est, d’apres ce qui
précede, un hypergroupe avec la méme loi de composition que (G/g),. Inverse-
ment, soil que (A/g), est un sous-hypergroupe de (G/g),. Alors (A/g),=(A/g),
- (Alg), = (AA/g),, c’est-a-dire AA = A, et, si ag < A, on a d’abord que
(agA/g), = (ag/g)s (A/g)p > (ag|g)y, c'est-a-dire agA = ag. Il en résulte que
A =1, T étant Vunité de groupe G, et que (A/g);>¢9. Donca<Aetag <A
signifient la méme chose et A == AA = gA. Il en résulte que (aA/g),=(agA/g),
= (ag/qg)p - (Alg)p > g, cest-a-dire aA =¢g=>1 et A>a"'. A est un groupe.

C. Q. F. D.

Conséquence 1. Si le groupe G a un nombre fini d’éléments, 1'égalité
AA = A est nécessaire et suffisante pour qu'un A < (G/g), soit un hyper-

groupe de (G/g),.

Démonstration. En effet, si A = (A/g),. I'égalité AA = 2A équivaut a
AA = A et cette derniére égalité est justement la condition nécessaire et suffi-
sante pour que A soit un groupe quand G est d’ordre fini.

Théoréme 2. (G/g), est un groupe si g est un sous-groupe invariant de G
et dans ce cas seulement.

Démonstration. Si g est invariant dans G, (G[g), est évidemment le groupe
quotient de G par g; soit, inversement, que (G/g), est un groupe. Alors, si
a < (r, gag doit étre une classe (a droite) suivant g. Done, puisque gag = ag,
on doit avoir gag = ag = agg, c’est-a-dire ga = ag et ¢ est invariant dans G.

Définition 7. Si A est un sous-hypergroupe de (G/g), et ¢ <(G/g)p,
I'ensemble ¢t s’appelle la classe a droite de ¢ suivant A dans (G/g),.
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Si pour tout ¢ < (G/g), on a Ac=cA, A sappelle sous-hypergroupe
semi-invariant de (Gfg),.

Théoréme 3. Si A = (A/g), est un sous-hypergroupe de (G/g), et
si a <c<(G/g)p, on a

®) ¢A = (aAlg)p.
Démonstration. A est un groupe et g est un sous-groupe de A. Donc

cA = (ag/9)o (A/g)o = (@gAlg)p = (@ A/g)o- C.Q.F.D.

Donc la réunion de classes dans G qui sont éléments d’une classe dans
(G/g), suivant A = (A/g), est une classe suivant A dans G. 1l en résulte, en
vertu des propriétés classiques des classes (a droite) dans un groupe, que

1° Les classes de la définition 7 sont classes au sens de la théorie des
ensembles, c’est-a-dire deux classes ou bien coincident, ou bien sont disjoin(es;

2° Une classe est la classe de tout élément qu’elle contient et contient tous
les éléments dont elle est la classe;

3° Toutes les classes suivant A dans (G/g),, ont le méme nombre d’éléments
égal a celui de A, c’est-a-dire, si A = (A/g),, a I'indice de g dans A. Le nombre
d’éléments de (G/g), est multiple de celui de A.

Théoréme 4. L’ensemble de classes 2 droite dans (G/g), suivant un sous-
hypergroupe h=(A/g), de % = (G/g), organisé par la méme loi de composition
que celui de (G/g), est un hypergroupe, désigné par (¥/h), et appelé I'hyper-
groupe de classes d droite suivant h dans ¥ ou, mieux, ’hypergroupe quotient
droite de 3 par h; (¥/h), = (G/A),.

Démonstration. En vertu du théoréeme 3 les éléments de (3t/h), doivent
étre considérés comme identiques a ceux de (G/A), dans la maniére de parler
dont il était convenu au commencement de ce paragraphe. Avec la méme
maniére de parler, la loi de composition est la méme dans (¥/h), et = (G/g),
et est la méme dans (G/g), et dans G. Donc elle est la méme dans (3/h), et
dans G, ce qui démontre le théoréme. Comme précédemment, si A est un
sous-ensemble de (¥/h), et A est la réunion de toutes lés classes dans ¥ qui
sont éléments de A, 2 sera noté (A/h),,.
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Théoréme 5. La condition nécessaire et suffisante pour que (A/h), soit un

T N A ~ 0 Aot - L

sous-hypergroupe de (3t/h),, ol & est un hypergroupe de classes a droite, est

que A soit un sous-hypergroupe de .

Démonstration. Soient ¥ = (G/g),, h=1(9,/g'» et A= (B/g),. On a, d’apres
le théoreme 4, que (%/h), = (G/g,), et (A/h), = (B[g,),. Pour que (A/h), soit
un sous-hypergroupe de (i/h), il faut et il suffit, d'apres le théoréme 1, que B
soit un sous-groupe de G. Mais c’est aussi la condition nécessaire et suffisante
pour que A soit un sous-hypergroupe de . «c. q. F. .

Théoréme G (Loi d’isomorphisme). Si 3 est un hypergroupe de classes et
h', h sont deux sous-hypergroupes de i tels que &' > h, on a

®) (/) | (W] )} = (IR ).

Démonstration. Soit que
H=(G/Pp, W = (909> =9/ 9):

ou G est un groupe. Alors g;, g,, g sont sous-groupes de G et go > g, > g¢.

On a
3/ h)p = (G!go)p, (W!h)o =(gs!/Go)p;
done
(@I h) | (W [R)p)p = (G| go)p = (K| H)p.- C.Q.F.D.

Théoréme 7. Si h,, h, sont deux sous-hypergroupes d’'un hypergroupe de
classes a droite % : 1° h, A h, est un sous-hypergroupe de ¥; 2° sic <1,
ch, A chy=c(h, A hy).

Démonstration. Soit que
X =(G/Pos b= (9:/ 9> "2 (92! 9o,
ol & est un groupe. g,, g, sont sous-groupes de G, donc g, A g, est groupe et
by A by == (941 9o A (92 )b = (95 A 92) 9o
est un hypergroupe, ce qui démontre 1°. Soit ¢ = (ag/g),. Alors

chy=(ag,| 9o, ch,=(ag:/9)



DE CORPS NON-GALOISIENS DE NOMBRES ALGEBRIQUES 29

et

chy N chy=(ag,| 9o N(ag:/ 9o = (@ag: A\ agy)|g)p = (@ (9 A )] 9)p = ¢ (hy A hy),

parce que g, et g, sont groupes, ce qui démontre 2°. C. Q. F, p.

Conséquence 2. En particulier, ch, A h, est ol bien vide, ol bien une classe
a droite suivant h, A h,. Le nombre d’éléments de ch; A h, est 0 ou le méme
que celui de h, A h,.

Démonstration. Si ch, A h, n’est pas vide, soit ¢'<ch, Ah,. On a ch=c'h
1 2 p 1 A1ty
et hy=c'h,, d'ouch, A hy=c"h, A c'hy=2c"(hy A hy). C. Q. F. D.

Théoréme 8. Si h,, h, sont deux sous-hypergroupes d’'un hypergroupe
de classes a droite ¥, le nombre d’éléments de (h h,/h,), est égal a celui

de (hy/(hy A ho))p-

Démonstration. Le nombre d’éléments de (h, hy/h,), est égal au nombre
de classes a droite suivant f, contenues dans f,f,, c’est-d-dire ayant une
intersection non-vide avec h,. Or, une intersection non-vide d’une classe
suivant h, avec h, est une classe & droite suivant h, A h,, ce qui démontre la
proposition.

Définition 8. Un hypergroupe ¥ isomorphe a un hypergroupe (G/g), de
classes a droite s’appelie un hypergroupe,, (hypergroupe droit).

Si (G/g)p ~ % peut étre pris de maniére que G soit d’ordre fini, ¥ sera
dit un hypergroupey, fini.

Toutes les propriétés intrinséques, c’est-a-dire ne faisant intervenir que
les éléments et la loi de composition de I'hypergroupe regardé, des hyper-
groupes de classes & droite, restent, manifestement, vraies pour les hyper-
groupes;. Les définitions de la classe a droite suivant un sous-hypergroupe et
du groupe quotient droit, ainsi que celle de la semi-invariance, s’étendent aux
hypergroupes; sans changer un mot.

En particulier, le théoreme 1 se formule ainsi : tout sous-hypergroupe
d’un hypergroupe, est un hypergroupe,. Quant aux autres théorémes on n’a
qu'a y remplacer I'expression « hypergroupe de classes 4 droite » par celle
d’ « hypergronpe, » et, parfois, le signe — par le signe ~.
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Remarque. Les seuls hypergroupes dont il s’agira dans la suite de ce
travail scront hypergroupes). Pour cette cause on supprimera toujours les
termes « droit », « a droite », et l'indice .y, dans les énoncés et dans les
démonstrations.

B. — HYPERGROUPES D'ISOMORPHISMES DES CORPS ALGEBRIQUES

1° Noramion. — Dans cette partie B du chapitre I ainsi que dans tous les
chapitres suivants on employera la notation et I'on fera les conventions
suivantes :

k désignera un corps de base.

Les surcorps algébriques de & (qui seront toujours supposés de degré fini
par rapport 4 k) seront notés par la lettre K accompagnée ou non de signes
(par exemple K, K, K', K*, K,).

Avec M. Hasse, au lieu de dire qu’il s’agit d’'une propriété dans K par
rapport 2 un de ses sous-corps K, on dira qu’il s'agit de cette propriété
dans K/K.

Il s’agira presque toujours des propriétés par rapport & un corps k qui
restera le méme au cours d’un chapitre. Pour cette cause on n’indiquera jamais
dans les démonstrations et dans les énoncés le corps par rapport auquel est
prise une propriété quand ce corps est k, une exception a cette régle étant faite
pour les seuls cas des définitions ou £ intervient d’'une maniére essentielle.
Donc, I'absence de toute indication sur le corps, par rapport auquel une
propriété est prise, signifie qu'il s’agit d’une propriété par rapport a £.

Les isomorphismes d’un corps désigné par la lettre K surmontée ou non
de signes seront désignés par la lettre ¢ surmontée des mémes signes et, éven-
tuellement, accompagnée d’indice (par exemple les isomorphismes de K seront
notés o,, oy, ete.) (4).

L’isomorphisme identique d’un corps K sera noté 1.

L’ensemble de tous les isomorphismes d'un corps algébrique K/K sera
noté Gyz. On dira que K appartient dans K a Ggz.

(%) J'ai arrangé les notations des chapitres suivants de maniére que les isomor-
phismes des corps notés K, ne soient jamais employés au cours de ce travail.
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Si K > K > K, les symboles K/K et (K/l—f)/(ﬁ/l?) doivent signifier la méme
chose. Je dois ajouter a cela encore deux conventions d’un caractére général :

1° Si dans tous les symboles d’une méme nature, employés au cours d’une
démonstration, un objet qui entre dans l'expression de ces symboles reste
toujours le méme, et s’il est clair, d’aprés 1'énoncé, quel est cet objet, on
supprimera cet objet dans I’expression de tous ces symboles.

Par contre, on ne fera une telle suppression dans les symboles employés
dans les énoncés qu'en vertu des conventions explicitement formulées,
analogues a celle pour £.

2° Si A est une fonction, transformation, correspondance, etc., qui fait
correspondre 4 un objet @ un objet & ou un ensemble B (X (a) = bresp. B) et
si A est un ensemble d'objets a pour lesquels X (a) est défini, A (A) désignera
I’ensemble resp. la réunion de tous les X (a), a < A.

Si A est un ensemble de transformations ). tel que A (a) est défini par tout
a<A, A(A) désignera l'ensemble (si les ) (A) sont éléments) ou resp. la
réunion (si les X (A) sont ensembles) de tous les X (A), A <A.

Au cours de cette partie B du chapitre I seulement, o surmontée ou non de
signes désignera 1'élément arbitraire du corps désigné par K surmonté des

mémes signes (par exemple x désigne un élément arbitraire de K).

2° CORRESPONDANTS ET ENSEMBLES GENERATEURs. — Soient K un corps algé-
brique, K un sous-corps de K :

o—o—e
= AW

La théorie de Galois montre que tout isomorphisme de K appliqué aux
éléments de K produit un isomorphisme de K et que tout isomorphisme de K

peut s’obtenir de cette maniére. Ceci nous permet de poser les définitions
suivantes :

Définition 1. 5 s'appelle correspondant (dans K) de o, si sa = ca (nota-
tion : ¢ = corr.z o).
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Définition 2a. Si U est un ensemble de s tel que corr.; U> 5 (ce qui sera

noté U & 5), gen. o A U sera désigné par gen., = et appelé ['ensemble généra-
teur de s dans U.

Les définitions de corr.g, gen., gen. et de - seront étendues aux ensembles
de s et de 5, comme cela a été indiqué dans 1°.

Si K> K > K, d’apres les définitions précédentes on a
(1) COTT.E A = corr.g corr.g A (A < Gy),
(2) gen.y K = gel.y §eN. corr.gu i (K < Gl%)»

et, en particulier,

3) gen.g A= gen.g gen.g A
Il est évident que
(4) corr.g gen.g A = A (A < Gk),
(5) GK/K = géN.g 1K.
3° Hyeercroure pE K. — Considérons un corps K et une extension galoi-

sienne K* de K. La correspondance ¢* — corr., s* fait correspondre un méme s
4 tous les éléments d’'une méme classe & droite suivant G, , et a ces éléments
seulement. Donc, cette correspondance applique d'une maniére biunivoque
(Gy4/Gyy i)y sur Gi. Si, de plus, on organise G, par la loi de composition
telle que s,o, soit le correspondant dans K du composé de classes suivant G,
auxquelles correspondent s,, o,, c’est-a-dire

(6) 6,0y = COIT.g { G€TL.gx O, * SCN.gx Oy }
G, devient un hypergroupe, isomorphe a (Gy,/Gyx)p-

Définition 3. L’hypergroupe, précédemment défini s’appelle {hypergroupe
de K/k (*).

() Ou lhypergroupe de Galois de K/k.
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Il est visible que ’hypergroupe de K ne dépend pas du choix du K* employé
pour le définir. G est groupe si K est galoisien et dans. ce cas seulement
(théoréme 2 de A). G, a une et une seule unité a droite : c’est 1.

I suit du théoreme 1 de A que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un ensemble A des o soit un sous-hypergroupe de G est que gen., A soit un
groupe d’automorphismes de K*.

Or, si gen.,, A est un surgroupe de G, . il existe un sous-corps K de K
tel que G,z = gen.,, A et inversement. Mais alors

(7 A = cOrr.g gen.gx A = COrr.g Ggxx = Ggx.

Ce résullat montre que le théoréme fondamental de la théorie de Galois
peut s’exprimer ainsi :

Chaque sous-corps K de K appartient a un sous-hypergroupe de G; a
chaque sous-hypergroupe A de G, appartient un sous-corps K de K.

On a, si K est un sous-corps de K,
® (GK/GK/K)D ~ ((GK*/GK*IK)D / (GK*/K/ GK*IK)D)D == (Ggx/ GK/*E)D ~ Gx.

Done, G; est isomorphe a Uhypergroupe quotient de G, par G, z. Comme
le premier isomorphisme de (8) est réalisé par ¢* — corr., ™, et le deuxiéme
par ¢* — corr.zs*, l'isomorphisme (G |G, ), ~ Gg se réalise par s — corr.z

Donc, les classes suivant G,z dans Gy sont les ensembles générateurs des =

Introduisons un nouveau symbole ¢*s qui sera utile dans la suite du
travail : ¢’est un isomorphisme de K défini par

[+3

©)] (¢*0) a = c* (car),
c’est-a-dire
(10) o*e = corr.x { ¢* - gen.x« ¢},
Si C est une classe suivant Gz et si corr.; C =5, on a
6*C = COrrg { * - gen.gy C} = COTT.x { 6* - geNg, ¢} = gen.g (6*).

Soient « un élément de K et F (c,2) une fonction symétrique des transformés

5
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de « par tous les éléments s; d'un sous-hypergroupe A—G; de G,. Si a< Gy
et c* < gen.., s, on a que

oF (o;a) = ¢*F (5,0) = F (¢* (5,0)) == F (%5, - @)
est la méme fonction symétrique des transformés de o par les éléments de

o* Gy = genx (¥ - 1g) = gen.x corr.g ¢* = o Ggx.

4° Lois pE composiion iNourtes. — Soit U* un groupe d’automorphismes de
K* et soit U == corr., U*. Il existe une correspondance biunivoque entre les
éléments o de U et les éléments de (U*/(U* Vv G, x))p réalisée par c—gen.,s.
Cette correspondance bi-univoque permet d’organiser U en hypergroupe, d’une
maniere analogue a ce qui était fait dans 4° pour G. La loi de composition
sera donc

G40, = COIT.g { gN.yx Gy - GCN.y4 O } (04,0, < U)

et s’appellera la loi de composition induite dans U par celle de U*. L hyper-
groupe ainsi obtenu sera désigné, s’il y a lieu, par U™™; si W est I'un de ses
sous-hypergroupes, on le désignera par W si I’on veut rappeler I'origine de
la loi de composition qu’on y considére. L’hypergroupe quotient de U par W
sera désigné par (U/W)U.

Soient K un sous-corps de K et 5 un isomorphisme de K tel que Us 5.
Alors

geN.y 6 = COrl.x GeN.yx O = COIP.x | geN.gx ¢ A U*}.

Comme gen.,, s est une classe 4 droite suivant Gy, z, gen.,, o A U* est
une classe a droite suivant G,z A U* = gen.;, 15 qui est un groupe. Donc,
d’aprés le théoréme 1 de A, corr., gen.,, 1z = gen.; 1z = Gz A U est un
sous-hypergroupe de UY™ et gen., c == corr. (gen.;, o A U*) est une classe a
droite suwant Gz A U.

Il en résulte que si A est un sous-hypergroupe de U™, le nombre
d’éléments de corr.z A (c’est-a-dire le nombre de classes suivant gen.; 1z qui
ont une intersection non vide avec A) est égal a celui de (A gen.1z/gen. 1),
donc & celui (théoréeme 8 de A) de

(A7 (A A geny 18)) " = (A [ (A A G A U))O% = (A[(A A Gg)) ™™,

c’est-a-dire au quotient du nombre d’éléments de A par celur de A A Gy .
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Remarque 1. 11 est facile de montrer que la loi de composition dans U

induite par U* ne dépend que du correspondant de U* dans le corps de Galois
K- de K.

Remarque 2. Il est évident, d’aprés la conséquence 1 du théoréme 1 de A,
que si un ensemble W de s est un hypergroupe par rapport a la loi de compo-
sition induite par U* et si U est un sous-groupe de U* tel que corr., U =W :
1° W est un hypergroupe par rapport & la loi de composition induite par UJ;
2° le composé de deux éléments s,5, de W d’apres la loi de composition induite
par U est contenu dans le composé de mémes éléments d’apres la loi de
composition induite par U*.
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CHAPITRE 11

ENSEMBLES DE DECOMPOSITION, D’INERTIE
ET DE RAMIFICATION

A. — CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Dans cette partie A du chapitre II le corps de base k sera supposé étre un
corps de nombres algébriques (de degré fini). K étant une extension finie de £,
on désignera par K* une exiension galoisienne de % conienant K.

Soient p un idéal premier de k, divisant un premier rationnel p; J§ un divi-
seur premier de p dans K; J§* un diviseur premier de J} dans K*. Soit J§*¢ la
contribution de JJ* dans J}. Nous allons montrer qu’on peut attacher a J}* une
suite de sous-ensembles de 'hypergroupe de Galois de K/k qui généralise la
suite définie par Hilbert (*) dans le cas ou K — K*.

Soit (ay, @3, ..., ay) une base minima de I'anneau des entiers de K.
Z,, &, ..., Ty étant N indéterminées, la forme linéaire ‘

E =0, + away + -+ oax@y

s'appelle une forme fondamentale de K. A chaque base se trouve attachée une
forme fondamentale, et I’on passe de I'une de ces formes 4 une autre par une
substitution linéaire de déterminant == 1 sur les indéterminées.

1° DEFINITIONS ET ETUDE PRELIMINAIRE D’ENSEMBLES DE DECOMPOSITION ET D INERTIE.

Définitions 1. On appelle ensemble de décomposition de Jp* dans K/k et I’on
désigne par Z,,, (J§*) I'ensemble des isomorphismes « de K/ tels que

cfp=0 (modP*).

() Gott. Nachr., 1894, pp. 224-236; Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., t. 4,
1894-1895, pp. 175-746.
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On appelle ensemble d’inertie de J0* dans K/k et I'on désigne par Ty, (P*)
I'ensemble des < tels que

of=E (modP*).

Théoréme 1. Si o <Zy (JJ*), on a non seulement sJ) = 0 (mod P*), mais
encore
=0 (mod P*2).

Démonstration. Soit

=P, P

la décomposition de p en idéaux premiers de K.

Puisque Pz, ..., P est premier a P, « P P2, ..., &) est premier
a oJl, donc aussi & J*. Il en résulte que la contribution de JJ* est la méme
dans (o) et dans sp=—p; la derniére contribution étant J§**, on a le
théoréeme. C. Q. F. D.

Lemme 1. L’ordre en J0* de s& — £ est le minimum de I’ordre en J§* de
ca — a, « parcourant les entiers de K.

Démonstration. En eftet, tout entier « de K peut étre obtenu en donnant
aux indéterminées qui figurent dans § des valeurs entiéres rationnelles; donc
I'ordre de sa — o est au moins égal a I'ordre de o — §. D’autre part, ’ordre
de & — & est le plus petit des ordres des co; — oy, OU @y, a,, ..., oy sont les
éléments de la base qui a servi & former £. Donc I'ordre de o — & est au moins
égal au minimum de I'ordre de ca — a. C. Q. F. D.

Désignons par p une racine primitive (mod ) dans K. Sis<Tx (J*), on
doit avoir, en vertu du lemme précédent : 1° oJ) = 0 (mod JP*), c’est-a-dire
s<Zix P*); 2° sp=p (mod J*). Inversement, supposons ces conditions
réalisées. Tout entier « de K est congru (mod JJ) & une puissance ;?depoua0:
d’ot, si a=/= 0 (mod P), sa = ¢p? (mod ¢}), donc aussi (mod P*)
et

ca=ocpl=p'=a (mod{P*).

La méme congruence a évidlemment lieu si « =0 (mod ). Il en
résulte, en vertu du lemme 1, que o < Ty (J*). Nous allons montrer mainte-
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nant que la condition ¢ < Ty (JI*) entraine cE =& (mod J9*¢). Pour cela, nous

avuns besoin des lemmes suivants :
Lemme 2. Soient F le degré absolu de J) dans K et ¢ = p*—1; soit n un
entier positif quelconque. Il existe une racine primitive p, (mod 1) telle que
eo=1 (mod ).
Démonstration. La proposition est vraie pour n— 1. Nous la démontrerons

par récurrence sur n. Supposons-la vraie pour n — 4; = étant un nombre de K

d’ordre 1 pour JJ, on a
pra=1 4 ax®t (mod }7),

olt o est un entier de K. § étant un entier que nous déterminerons, posons
J— —1 .
Pn = Pn—1 + gﬂn ;ona

f=054+ cBr" =14 (¢ 4+ cB)=" (mod 7).

Il suffit donc de choisir 3 de telle maniére que a4 cf=0 (mod ), ce qui
est toujours possible, puisque ¢ =/=0 (mod p).

Remarque. D’aprés la maniére méme dont nous avons construit p,, on a
Pn
Pn==pny (mod P").

Lemme 3. p, étant une racine primitive (mod 1) dans K satisfaisant a la
condition du lemme 1, on a, pour tout ¢ < T, (P*),
Gpp=p, (modJ*en).
Démonstration. En effet, on a
oph— P = (5pn — pn) (P~ + P07 0 pn + o 45007,
On a p; = 1 (mod J0?); d’ou 5p = 1 (mod <JI7), et, puisque o < T, ("),
donc aussi ¢ < Z, (J*), on a oJp* = 0 (mod J**»). Il en résulte que
opp —pn=0 (mod J**").
D’autre part, on a op, = p, (mod J§*), et par suite
it et opp + e Hopit=cpit=/=0  (mod P),

ce qui démontre le lemme.
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Théoréme 2. Si o < T, ("), on a non seulement & = £ (mod J¥*), mais
encore

cE=E (modP*9).

Démonstration. Un entier « de K est congru (mod J}) 4 une puissance ¢f
de p, ou se divise par JJ. Dans le premier cas on a

co=ocp{

pf=a (modiP*?).

Dans le deuxieme cas on a sa =0 (mod sJJ), c'est-a-dire sa=0=«
(mod J*2); d’'ou le théoréme.

2° DEFINITION D ENSEMBLES DE RAMIFICATION ET LEUR ETUDE PRELIMINAIRE.

Définitions 2. o étant un élément de T, (J§*), on appelle nombre
caractéristique de s pour J1* et 1'on désigne par v(s; J9*) le nombre %)— 1,
ou w est I’ordre en J)* de of — &.

On appelle ensemble de ramification de J)* dans K/k et 'on désigne par
Ve (") l'ensemble des éléments o de Ty, (J9*) pour lesquels I'on a
v(e; J*)>0.

Les nombres de ramification de J9* dans K/k sont les nombres carac-
téristiques d’isomorphismes ¢ <V, (J#*). Soient

Oo(P*; KIE), 0u(P*5 Ky &), ooy Oma (0% KIE), 0 (P K[R) = + 00 ()

ces nombres supposés rangés par ordre de grandeurs croissantes; v, (J*; K/k)
s'appelle le q -—iéme nombre de ramification de JP* dans K/k. Il est, de
plus, souvent commode de poserv_, (0*; K/k) = 0 (3).

On appelle niveau d’'un élément s <T . (J*), et 'on désigne par A, (s; %)
Ventier ¢ > — 1 défini par la formule

v(o; P*) = 0, (0% K/ %) (9.

(®) v (o; P*) n'est égal & + o que si o = 1;.

(®) On appellera parfois v_, (Jp*; K/&) et v,, (P*; K/%) nombres de ramification
impropres de P* dans K/k, et les autres v, (0*; K/&) nombres de ramification
propres.

(*) Cette définition ainsi que la suivante sont justifiées par le théoréme 2 de
ce chapitre.
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On appelle ensemble de ramification d’ordre q (—1<q<mj de P*

dans K/k et ’on désigne par “?‘,,k (11*) T'ensemble des éléments o de T, (J*)
pour lesquels on a

o(e; %) 2 0, (P*; K/E) ©).

Il résulte de ces définitions que I'on a

Trp(P*) = ({;x)i/k *); Vi (%) = Qf)m 1*)
i () 2 Vin %) 2 Vi @%) > Vi %) > - > Voo 0% > Vi (B%) = { 1.

La suite d’ensembles écrite dans la ligne précédente s’appelle la suite
caractéristique de P* dans K/k.

Théoréme 3. & étant un élément de Ty (JI*) et = étant un entier de K
d’ordre 1 en ), V'ordre pour P* de sn — = est a[1 + v(z; P*)].

Démonstration. En vertu du lemme 1, I'ordre en JJ* de om — = est au

moins égal & w=a[1 4 v(s; J*)]. Nous allons montrer qu’il ne peut étre
plus grand.

En effet, en vertu du lemme 1, il existe dans K un entier « tel que
sa — o soit d’ordre w en J1*. Posons u =2 4 E (v(s; P*)), ou E(x) désigne
le plus grand entier tel que E () <z < E(x) + 1.

D’aprés le lemme 3 on peut choisir dans K une racine primitive (mod ),
telle que I'on ait, pour tout s < T, (J*),

cp =p (mod P**¥); donc, a fortiori, (mod P***).
On sait que « est congru (mod J3*) & un nombre de la forme
Paoﬂno + Plh Tcm + oo _+_ Pasﬂ‘ns

a,, a,, ..., a; étant des entiers rationnels, u,, u,, ..., u, étant des entiers
rationnels tels que 0 < u, < u, < ... <u, < u. On en déduit

ca==p"onM™ | p"ten™ 4 o 4 p%on?s  (mod P*PH);
d’ou

oo — o= p(anm — n) 4 p% (g™ — ™) + . 4 p% (o™ —mhs)  (mod Pr ).

@

(*) On définissait %K,k comme l'ensemble des o tels que v(s) 2 vq44(K/R). Sur le
conseil de M. Claude Chevalley, j'ai adopté la notation présente, qui est plus
commode,
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Or, pour tout entier [ = 0, o=/ — =’ est divisible par ¢= — =. Done, si w'
désigne l'ordre en JJ* de ox — =, le second membre est d’ordre = w' en J*. Si
I'on avait w' > w, on aurait ca = « (mod JJ***1), ce qui n’est pas. C.Q.F.D.

3° Inrruence pu cuoix pe J)*. — Remarquons d’abord que si K** est une
extension galoisienne de & contenant K* et si JJ** est un diviseur premier de J§*
dans K**, les ensembles de la suite caractéristique de J** dans K/k sont
les mémes que ceux de la suite caractéristique de JP*, et que l'on a, pour

< ka (1})**) =Ty, (w*)’
o(o; ) = v (e PY).

Il en résulte que la suite caractéristique de J)* dans K/k et les nombres
caractéristiques des ¢ < Ty, (J*) pour J0* ne dépendent que de l'idéal pre-
mier }J- du corps de Galois K- de K qui est divisible par J0*.

Soit maintenant J) un autre diviseur premier de J) dans K*. Puisque le
produit des conjugués de Jp* par rapport i K, c’est-a-dire la norme de J”
dans K*/K, est une puissance de J), il existe un automorphisme ¢* de K*/K
tel que

ot P =

La correspondance ¢ — c*c est un automorphisme I de G,,.. En effet,

on a, si o, 0, < Gy,

6*6,.0% 6, ==COIT.g {geN. k4 (6 7,). g€N. x4 (6% 0;) } =cCOrr. {o* . gen. g4 6, . 6% . geN. x4 Ty }

= COIT.y { 6% . geN. 44 0, . ZeN. g4 0, } =™ (5,5,),

parce que, ¢* étant dans G, on a gen.,, o, .c* = gen.,o,.
1 est clair que
L.Zgn (}}1*) = Zg (P1), ITyk (1}1*) = Txm ).
De plus sie < Ty, (J*), on a
v(le; Pr) = v(s; P¥)

et par suite I transforme la suite caractéristique de J§* en la suite caractéris-
tique de J);. Donc a lieu

Théoréme 4. SiJp; est un autre facteur premier de J§ dans K*, la suite
caractéristique de J)f se déduit de celle de J* par un automorphisme de
6
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I'hypergroupe de Galois de K/k. En particulier, le nombre d’éléments des
ensembles correspondants de suites caractéristiques de JJ* et de J) est le
méme.

De plus, on a

V(P KIR) =0, K/ k) (g =—1,0,1,..,m).

Il résulte de ce théoréme qu’'on peut remplacer dans la notation des
nombres de ramification I'indication de J§* par celle de J, et les désigner par
v,(J¥; K/k). Aussi la notation suivante se trouve justifiée :

z(; K/k) désigne le nombre d’éléments de Z;, (J87);
n, (P; K/k) (9= —1,0,1, ..., m) désigne le nombre d’éléments
@
de V., (10°).

4° EnsemLe Z. — Désignons par e, [ resp. l'ordre et le degré de
dans K/k.

Théoréme 5. z(; K/k) = ef.
Démonstration. Puisque Ny, (J0) = p’, la contribution de P* dans I}
cégK!k

= Ny, (J) est P*o/. D’autre part, la contribution de JJ* dans o) est JP*°
ou J)*°, suivant que = est dans Z,, (J0*) ou n’y est pas. D’ou le théoréme.

Théoréme 6. Si K> K>k,
Zgpm (P*) == corr.g Zg;, (9%)-

Démonstration. Comme N, (J}) est la puissance de I'idéal premier ) de K
divisible par JI*,  est ou n’est pas dans Zg(JJ*), suivant que s Nz (]0)
est = ou=/=0 (mod J*).

Or, d’aprés 3° de B du chapitre I, sN, z () =5 O = 1
o< Gg/k ¢ < gen.go
s ) et o est ou n’est pas dans Zg (J*), suivant que dans gen.,s il y a ou
il n’y a pas de s tel que oJ§ = 0 (mod JI*), c’est-a-dire tel que o <Z, (J*).
Autrement dit, s est ou n’est pas dans Zz (J0*), suivant qu'il est ou n’est pas
dans corr.; Z, (J0*). C. Q. F. D.
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Conséquence 1 : corr., Z,, P*) = Z,, P*).

Z, (P*) n’est pas, en général, un sous-hypergroupe de G, (°). Mais
le théoréme précédent permet de montrer I'existence d’une loi de composition
par rapport 4 laquelle non seulement Z,, (J*), mais aussi tous les ensembles

de la suite caractéristique de J)* dansK/k sont hypergroupes. Pour cela désignons

0] (m)
par Z* I'ensemble Z,, (P*); Z, Vl, {)’, ..., Y désigneront les ensembles de la

suite caractéristique de JJ* dans K/k.

Théoréme 7. Z®* est un hypergroupe et les v (g=—1,0,1,...,m)

sont sous-hypergroupes de Z%*,

Démonstration. Il est évident que Z* est un groupe; d’ou, en vertu
de 4° de B du chapitre I, il suit du théoréeme 6 de ce chapitre que Z est
hypergroupe par rapport a la loi de composition induite par Z*. Ceci posé,
considérons le composé d’aprés la loi de composition de ZZ* ¢, ¢, de deux
éléments o, o, de (\7). Soit s <¢, o,. Alors, il existent o <gen. 4 o, 5§ <gen.z«o,
tels que o o5 < gen. 5. Done

ot —E=cfett—E=0of (3t —E) + o —E=0f (5.6 —&) + (0.5 —9).
Or o, — £ =0 (mod " 20+2) et c,§-—E=0 (mod JP*o+v2). Cette

derniére congruence entraine la congruence
of (6,6 —5)=0 (mod o} Preittve) = Pre(t+29)) (car of < Z*);
d’ou
ok —E=0 (mod P*et+v)

@
et s < V. Comme Z%* est un hypergroupe,, fini, cela démontre le théoréme (7).

Z(K/k; 19) et tous lesM (q..—:—'l,O, 1,..-, m—l)

Conséquence. ) 0 e (K7 1)

sont entiers.

En effet, n-iet les ;lni sont resp. les nombres d’éléments (Z/T)%*) et de
-1 g+l

(¢) Voir la note 1 4 1a fin du travail.

(") Cette démonstration simple et élégante de ce théoréme, dont on verra l'im-
portance dans la suite du travail, m’a été indiquée par M. Claude Chevalley, aprés la
lecture de ma démonstration primitive, qui était beaucoup plus compliquée et
beaucoup moins pure et intuitive. Je 'en remercie.
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@ @+ . .. n,(K/k; P)
@* LA
(V/ V)@, Je désigne lentier e (KT )

7 (Klk; ).

(g=—1, 0,1, ..., m —1) par

5° Grouee (Z/T)%*. — Soient r le corps des restes d’entiers de k£ (mod p);
& celui des restes d’entiers de K (mod Jp); &* celui des restes d’entiers de
K* (mod J*). On a

r< @< ]+

Si p est une racine primitive (mod J) dans K, on a & =r (3), ol p est
la classe de restes (mod Jp) & laquelle appartient p.

Soit p” la norme absolue de p; r est un corps de p” éléments et & est une
extension de degré f de r.

Soit ¢ un élément de Z. Si a =+, ou «f =1+, ou a=/=f (mod J*),
a, B, y étant des entiers de K, ces congruences respectives ont lieu (mod J));
donc on a respectivement ca -} of = sy, oo . o8 =0y, ca=[=cf (mod <J0),
donc aussi (mod JP*) : o produit un isomorphisme de &|r regardé comme un
sous-corps de &*/r. Comme &/r est galoisien, cet isomorphisme est un auto-

morphisme et I'on a _
7 ="

ol 7 est un entier rationnel; c’est-a-dire
cp=o" (mod P*).

En vertu de la congruence ¢»"° = o (mod J}*), on peut toujours supposer

tZ f. Comme, d’autre part, les nombres p, p”f", v pl’”"—f"

sont incongrus deux
a deux (mod J9*), ¢ est bien déterminé par cette condition. Nous désignerons
par i, (o; J0*) la classe de restes (mod f) a laquelle appartient ¢; i(s) est donc
une fonction définie sur Z et dont les valeurs sont dans le groupe additif des

restes (mod (). Nous allons étudier les propriétés de cette fonction :

a) i(c) prend toutes les valeurs possibles dans le groupe additif (mod f).

En eftet, soit p un élément de p congru 0 (mod %) Soit ¢ () =0 I'équation

(8) Autres interprétations de ¢, (a; Ip¥) : 1° #(s) est 'ensemble de tous les entiers
i tels que pour tout entier « de K on a ¢ a= o' (mod. P*); 2° ¢(s) est I'ensemble de
tous les entiers ¢ tels que, §(x,, @,..., @y) = &) + %X, + - + ay&y étant une
forme fondamentale de K, on a

o (2", ap™, ..., x8") = [E (@;, T2y v @)™ (mod P*).
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irréductible dans £ auquelle satisfait . Il est évident que parmi les racines
de ¢(z) =0, il y en a une qui est congrue a ¢ (mod J0*), i étant un entier
rationnel arbitraire. Soit o' cette racine et soit ¢ I'isomorphisme de K/k tel
que op =yp'. Supposons que ) est premier a JJ*. Comme ocp — p se divise

par *, onac (1%) = 0 (mod J§*). Il en résulte que sp =0 l:mod s ({%’-‘ﬂ

est divisible par J§*, c’est-a-dire p' = ¢?” = 0 (mod J*), ce qui est absurde.
Donc o <Z, (J§*) et i(s) > i; ¢ étant arbitraire, la proposition est exacte (1).

b) La condition nécessaire et suffisante pour que i(s) = 0 est que s < T.
C’est évident.

c) st oy, 0, <Z etla loi de composition est celle induite par Z*,
ip (o102 P*) = dn (o0 V%) + @n (o2: D).
En effet, soient i, <i(s,) et i, <i(s,). On a
0,059 == { 5% 030 149 cgen o = | 0% 07" Jox <cgen gy (OA ¥ P*).

Or, ¢* 1[]* = 1}]* et c*p = p”i'f"; d’oul s,0,0 = 9”“‘“’”" (mod 1})*)

C. Q. F. D.

Théoréme 8. T®" est un sous-hypergroupe invariant de ZZ*, (Z/T)%®
est un groupe cyclique d’ordre f dont I'isomorphie avec le groupe additif
des entiers (mod f) se réalise par la correspondance s —. 17, (s; J8*).

Démonstration. — Si s, <sT, ona i(s,)=i(s) +0=—=1t (). Sii(s,) =i(s),
choisissons s, tel que o, < 50, (cela est possible d’aprés la définition de I'’hyper-
groupe). On a i(s,) = (ie,) —i(s) =0, donec 0, <T et s, <5T. Il s’ensuit,
d’apreés a) et c), tout, sauf 'invariance de T dans Z.

Pour la démontrer, considérons Ts; on a i(Ts) =i(T) + i(s) =i(o);
d’ou Ts < oT. Mais la loi de composition des i(s) étant commutative, on a aussi
GT_§ Tos. D'ot Te =&T. C. Q. F. D.

(®) En particulier, si e = 1, ¢’est-a-dire T = {1 ¢}, 1a condition ¢(¢) = 1 détermine

KA
un o< Z qui sera désigné par ( 1]3/ *{) et qui généralise le symbole de Frobenius.

(19) A et B étant deux ensembles de nombres, j'écris A=B (mod. £) quand on peut
établir une correspondante biunivoque entre A et B de maniére que chaque a<<A
soit congru (mod. £) 4 son correspondant b<B.

Congruence ¢ = {b} (mod. £) doit étre regardée comme équivalente & =0 (mod. ).
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- 2(K[k; ) . . _
Théoréeme 9. m =f;n_(K/k; P) =e.

’ . z ’ . .
Démonstration. — - est I'ordre de (Z/T)?* qui est bien f. Comme
—1
z==¢f, on a
n ol e C.Q.F.D
= 5 = €. Q.. .
f
6° Un tEEOREME AuxiLIAIRE. — Posons

T —= TK;); (m*); V* = VK[R G})*)'

Nous voulons démontrer que T = corr, T* et V=corr, V*. Pour cela
on va se servir du théoréeme n°® 40 de Hilbert, dont on trouve la démonstration
dans sa Théorie des corps de nombres algébriques, p. 39.

Soit ¢ une forme dans un corps algébrique. Le contenu de ¢ (c’est-a-dire
le p. g. c. d. de ses coefficients) sera désigné par 5. Le théoréme de Hilbert se
formule ainsi :

Théoréme. Soient K, K' deux extensions flnies de k tels que K' > K.
Soient £, £’ des formes fondamentales de ces corps. Si s<Gy,, ona

of—E= I (s'8—¥).

5l €gen.g o

Nous basant sur ce théortme de Hilbert nous allons démontrer le
théoréme suivant :

Théoréme 10. Si K'>K, T, (P =corr, T, (0*) et V, (J*) = corr.,
VK' qp*)‘

Démonstration. ¢§f — & = ou =/=0 (mod J§*) suivant qu'il existe ou
n’existe pas un o’ < geny, o tel quec't’ —E& =0 (mod Jp*), d’out la premiere
partie du théoréme. Supposons ¢ < Ty.

Alors geny, s ATy, n'est pas vide, et comme TE® est un hypergroupe,
gen,, s AT, a, en vertu de 4° de B du chapitre I, le nombre d’éléments égal
a celui de Gy, AT, =T, c’est-a-dire égal a I'ordre de I'idéal premier J)'
dans K'/K. Si e, ¢' désignent les ordres de J) et de J)' par rapport a k, ce
nombre d’éléments est donc g. Soient J3*#, J4**' les contributions de J§* dans J

et dans JI'. Si gen,,cAV,, est vide, la contribution de J§* dans ¢ — & est
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Py =702 et ¢ n’est pas dans V.. Si gen,, s AV, nest pas vide, I'ordre
. e'
de sE—E& en J0* dépasse a’g=a et o< V. C. Q. F. D.

Ce théoréme entraine T = corr., T* et V=corr.,V* si I'on pose K'—=K".

7° Foncrion f_;(s). Grouee (T/V)™ gr myeercroure (T/V)@*. — Soit =

un nombre de K d’ordre 1 pour J}. Faisons correspondre a chaque s <T la

classe de restes de K* (mod J§*) qui contient = (on remarquera que T est
T ™

entier pour J)*, puisque ¢ < Z). Nous définissons ainsi une fonction g_, (s; J*)

dont les valeurs sont dans &*, et dont nous allons étudier les propriétés :

a) La valeur de 3_,(s) ne dépend pas du nombre = qui a été choist pour
la définar.

En effet, soit =’ un autre nombre de K d’ordre 1 pour ). On a ' =ax
(mod J0%), ot « est un entier de K premier 2 . D'ou, sic<T,

T L ST
cﬁqua.ﬁ._'_E——‘—ﬁf (mOdo‘lﬂﬂ.
¢4

Or, on a = =1 (mod 1*) et P* | s; d'ou

1
T (mod 9*).
™

!

b) La condition nécessaire et suffisante pour que s <V est que §_,(s) = 1.
En effet, la condition %t =1 (mod J*) équivaut a la condition ox — =10
(mod JP*at1), done a la condition v(s; P*) > 0.

Considérons deux éléments s,,5,de T et soient o <gen.;. o, o) <gen.,.o,.
Soit ¢ = corr., (s7 ¢)). On a

* ok * *
om oo, T [T\ OfT [T\ o7
—_— = = 0 — . =06, | — —_
T 0] T T k3 T

F étant le degré absolu de J) dans K, désignons par 3 'automorphisme
o* — 2*?" de &* /& (ou &* est élément arbitraire de R*).

D’apreés théoréme 10, gen.;« o, = of (Gyyx ALY) = o Z,, . contient un

élément o, de T*. Donc

* % ok *
of = a0} ou 6 < Zgsjk-
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Il en résulte, en vertu de la propriété ¢) de i(s), que i, (s;) =1i,(s))
= f+i(s)). Doncsii<iy(s)), ona

iF
()= (27" moa

Bi(0) = Bu(o)) - 3By (32):

De ce résultat on déduit successivement ;

d’ou il résulte que

¢,) La loi de composition étant celle de T™, on a, si ¢, 0, <T,

p—i (o100) = 3-4 (o) ﬁ—-i (a2).

En effet s, s, est I'’ensemble de tous les corr.(sf s;), ot of <gen.yxa,
c’est-a-dire 1, (o)) = 0.
o® étant un élément de R*, désignons par <a* > I'ensemble de tous

les 3ix* distinets; on a :
¢,) La loi de composition étant celle de T**, on a, st s,, 0, < T,

p—a (o105) = ﬁ—-l (o) < ﬁ—a (s3) >

En effet, & présent o, parcourt gen.j. o, =o', Z, , et o; parcourt Z, .
Donc i, (s)) parcourt le groupe additif entier des restes (mod %), ou f est
le degré de J0* dans K*/K, et ¢ peut prendre toute valeur. C. Q. F. b.

Ceci posé, la propriété c,) donne :

Théoréme 11. V™ est un sous-hypergroupe invariant de T™; (V/T)T"
est un groupe et la correspondance ¢ — f_, (s) établit un isomorphisme entre
ce groupe et un sous-groupe M_, (K/k; J9*) (ce groupe, & isomorphie preés, ne
dépend pas du choix de JJ* |})) du groupe multiplicatif de classes (+#0) de
restes (mod J*) dans K*.

Démonstration. Analogue a celle du théoréme 8. Il faut seulement rem-
placer I’addition par la multiplication et 0 par 1.

Conséquence 1. On sait que le groupe multiplicatif de classes (4 0) de
restes (mod J0*) dans K* est cyclique d’ordre premier & p. Donc le groupe
(V/T)T* est cyelique et son ordre, égal a »_, (K/k; J0), est premier a p.
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De plus, K%k désignant le corps de Galois de K/k, J§° un idéal premier
de KO divisant J), F° le degré absolu de J§° dans K on peut poser K* = KO.
Le groupe multiplicatif de classes (#4 0) de restes (mod JJ°) dans K° est
d’ordre p¥ — 1. On a donc

Conséquence. p* — 1 = 0 [mod r_, (Kjk; )].
La propriété c,) de B_, (s) donne

Théoréme 12. V& est sous-hypergroupe semi-invariant de T%* ; s—£_, (o)
établit un isomorphisme de (T/V)%® a M_,(K/k; J8*) organisé en hypergroupe
par la loi de composition

axb=a-<b>g

Démonstration. La deuxieme partie de ce théoréme est évidente d’apres
le théoréme 10 et ¢,). Quant & la premiere, soient (s V)Z", (Vo)(-*) les composés
d’aprés la loi de composition de T¢* de V par o et de s par V, et soient (s V)T
et (Vo)@ ceux d’aprés la loi de composition de T (on suppose ¢ <T).
D’aprés une remarque de 4° de B du chapitre I on a

(Vo)Z02 (Vo)™ (sV)™) 2 (sV)™,

Or (s V)% et (V)™ étant les classes suivant V dans un hypergroupe,,
ces deux ensembles ont le nombre d’éléments égal 4 celui de V. D'ou
(6 V)" —= (¢ V)™, Comme (o V)™ = (V)T, on a

(Vo.)(Z*) _2 (VG')(T*) —_— (G-V)(T*) — (G‘V)(Z*’. C. Q. F. D.

Conséquence. Si B_;(A) est un groupe multiplicatif, on a, la loi de
composition étant celle de T?" et ¢ étant dans T,

B_i(cA)=B_i(s) B(A).
Démonstration. En effet, si

a* <P (A), ona Fu* =o' <8 (A);
d’ou

<BLu(A)>p=B.(2) et B(eA)—P(s). <P (A)>r=P.(e)B(A). c.Q F.D.

7
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Théoréme 13. La condition nécessaire et suffisante pour que (A/V)%® soit
un sous-hypergroupe de (T/V)@™ est que B_,(A) soit un groupe multiplicatif.

Démonstration. On a<fB_;(A)>p2>p8_,(A). Si B_,(A) est groupe multi-
plicatif et (A/V)®*) a un sens, on a <B_;(A)>p==0_,(A) et B_, (AA) = B, (A).
.3, (A)=p_(A); dou AA=AAV-—=AYV = A. Inversement, soit AA = A.
Alors

Pa(A) P (A) S B(A). <Pu(A) >p = Bu(AA) =B, (A).

Comme A> 1, quand AA=A, B ,(A)>1 et B_ (A)-B_,(A)28_(A).
Il en résulte que 8_,(A) est un groupe multiplicatif. Le théoréme est démontré.

8> L’ETUbE DES v (g=0,1, ..., m). — Soient ¢ >0 et s < (\?). = ayant la
méme signification que dans 7°, choisissons dans K* un nombre =’ dont
I'ordre u pour JJ* est diviseur de av,(K/k; ). En particulier, si cet ordre est
égal 4 1, =’ sera noté =*.

Désignons par 8,(s; =', J*) la classe de restes (mod J*) dans K* a laquelle

T —T
appartient — as," On constale facilement que cette classe ne dépend pas du
w

7w

choix de =, qu’en changeant =' on fait subir aux 8, (s; =', J*) de tous
les c>«\") la multiplication par un méme facteur non nul. Je me borne
a étudier le symbole 8, (s; =*, ¥*) (c’est-a-dire, je me borne au cas u = 1) et
a déduire de cette étude la seule propriété du symbole plus général 8, (s; =", P*)
qui sera nécessaire pour une démonstration du chapitre IV. 8, (s; =*, J§*) est
une fonction définie dans V et 4 valeurs dans &*. Elle jouit des propriétés

suivantes :

(@D
a) La condition nécessaire et suffisante pour ques <V est que 3,(c) =0 -

c’est évident.

. . @ .
Soient ,, 5, deux éléments de V; soient ¢ < gen.;.o,, o, <geN.zx0, et
= corr.. (o] o5). On a

st—w ofeym— <:';"1t—7t> ofm <a*n*>“”q+cfﬁ—ﬂ
= =g} . . _— =

7.:‘_\’*awq 1.”.:* avy TR P ﬁﬁ* avg

3
Gy —T _ar (9] 7:* g —=%
JR——— *
=g ( ( v, (mod §9*).

1..,.‘:* av

™
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D’apres ce qui a été dit dans 7° de ce chapitre il existe des ¢ tels que

iF
ot (L) = (o) moaw)

nn* b

et quand o parcourt gen.;.c, ¢ parcourt I’ensemble de tous les entiers.
Comme o, <V, on a L (mod 30*). Done, si A(s]) est la classe de
T * ¥\ av,
restes (mod J§*) dans K* a laquelle appartient <G:: > ‘, ona

*

Ba(e) = Ba(31) + A(sT) . 3* B (o)-

Nous allons nous occuper de la question : Quel ensemble parcourt X (s)")
quand s parcourt I'ensemble de tous les o < gen.,, o, pour lesquels ¢ a une
valeur donnée?

@
Pour résoudre cette question il faut d’abord étudier la structure des V en
@ @+ @
se servant des hypergroupes (V/ V)V*). Envisageons VV¥*. On a

@
b,) Si sy, o,<V et la loi de composition est celle de VO on a
pq (oy00; 75, P*) = ﬁq (e =5, P*) + ﬁq (o9; =%, P*).
En eftet, si s<os,5,, on a, dans I'hypotheése de I'énoncé, o < V*: d'ou
3t =3 et A(s}) = 1.
On déduit de 1

@) @
Théoréme 14. VO est un sous-hypergroupe invariant de VV* et la
. . . . @ (gD
fonction 8, (s; =*, J*) établit un isomorphisme entre (V/V)¥V*) et un sous-
groupe M, (K/k; =%, J*) du groupe additif des classes d’entiers de K*

(mod 10%).
Démonstration. Analogue 4 celle du théoreme 8.

Conséquence. M, (K/k; =', P*) =8,(V; =', JI*) est un module et la
@ (a+1)
correspondance ¢ — 8 (s; =', J§*) est un isomorphisme de ({7/0\7)”*’ a ce

module

M, (K/k; =*, J) est un groupe additif de type (p, p, ..., p). Il en résulte

). (a+
Théoréme 15. Si ¢ >0 ona: 1°) ((EVQ/\IT))(V*) est un groupe abelien de type
(p» p, ..., p) et du rang < F0,
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2°) 7, (K[k; 0) et n,(K/k; ) sont puissances de p.
Je désigne
ro (K17 ) = pl By (Rpns ) = p/ o BIBD) (g =0).
On a [, (K/k; qP) < Fo.
On tire du théoreme 15 la
Conséquence. ny (K/k; J0) est une puissance de p.r_ (K/k; ) est le plus
grand facteur de e premier a p.n, (K/k; JJ) est la contribution de p dans e.

Maintenant nous sommes en état de résoudre le probléeme posé précédem-
ment. On a

= ot — g (KFKGP*) o (K¥/K m*), ou a ={=0 (mod P*).

k4

Donc

* K« ¥ TXIW-11¢
o oo srwT 7’__1(K l/hr {3 ).9)';0(1\‘ ih’ ’-,! )
l=——= . (mod P*).

—%
)

. cXa iF
Ona -~ = o ~'. Posons a==a*“. On trouve que
a.

ofw"
*

™

= 7" (mod ]I*)

ou
{"—1=1 (mod ™).
Ona
gen.;x oy == ) « Ly i
Il en résulte que 'ensemble de ¢* < gen., . s, ayant le méme ¢ que o, est
'TITK*/K-
ok _m
Or,sic*<T,,; ona

* ok b * * * iF

e c¥w o/ ™ ¥ m\» i

1 1 —piF
——“=c;"< \\_H( ) carttY

=¥ = J = T

(1

. o*w . , .
Mais, le reste de — parcourt le groupe de racines r_; (K*/K; J3*) — iémes
s

de l'unité (mod JP*) quand <* parcourt Ty, . Donc le reste (mod JP*) de

o*m\ iF . R
»" ¢ parcourt aussi le méme groupe.

T

Il en résulte, 3, étant le plus grand facteur premier 4 p du dénominateur

de v,, que a* =g (=" 3 (o) (1*) parcourt le groupe de racines 3, — iémes de

(1) o* désigne la classe (mod J9*) 4 laquelle appartient a*.
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I'unité quand s parcourt tous les 57 < gen.., s, avec un ¢ donné. Désignons le

groupe des racines 3, — i¢mes de I'unité dans &* par & et posons, si o” < &7,
¥ Sk
[OL ]gq = o7 - é-;aq.
On a immédiatement les deux théorémes suivants :
. @ . . . @
b,) Sis,e,<V et sila loi de composition est celle de VT, on a
By (5150) = By (o) +- [P (°'2)]§q'

En effet, si <5, 5,, on a, sous I'bypothése de ’énoncé, que of < T, ..
LI F . N
dou 3:—30, o* ~%, 0" — | (mod JP*); donc I'ensemble de tous les X(s7),
o] <gen.py oy, est 85, et

Be (512) = By (51) + &, By (oz) = By (o) + B, (G?)]gq' €. Q. F. D.

On en tire

(g+1) .. . @
Théoréme 16. V™ est un sous-hypergroupe semi-invariant de V'™ et
. . . @) (a+D s
s — f,(s) établit un isomorphisme de (V| V)™ avec l'ensemble M, (K/k)

organisé par la loi de composition donnée par
w*xb=a+[b]s,

Démonstration. Analogue a celle du théoreme 11.

On voit d'aprés ce théoreme que M, (K/k) admet comme opérateur la
multiplication par toute racine 5, — iéme de l'unité dans &*. Done, c’est un
module par rapport au corps fini que ces racines engendrent dans &*. Il en
résulte facilement que r, (K/k; ) = 1| (mod 5,).

. (@) . . . @
b)) Sie,0,<V, et sila loi de composition est celle de V), on a
a0 B (0,0 %, ) = 200 B, (o0 0 ) [ < @ B, (7 =0 09 >4 5,
En effet, on a

¥ v B'I(") = a* ﬁq (32) + 3 B4 (32) - a*—avg . ), (s8) = ket pq (o) +
+ B(a* 2B, (3,)) - o @qspiF K (57).
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Quand & parcourt s,5,, d’aprés ce qui précede I'expression du coté droit
de cette égalité parcourt

a* = v 30 (o)) + {37 (;* —%q pq () § (im0, 1, vy Py ) {‘;gq =o*~%, Bq("x) +
+[< o*—avg B, (52) >F]5q C. Q. F. D.
On en tire

(g+1) .. . @
Théoréme 19. V® est un sous-hypergroupe semi-invariant de V¢, La
. . ) @ aky
correspondance s — {3, (s) établit un isomorphisme de (V / V)** a I'ensemble
a*~* M, (K/k) organisé par la loi de composilion donnée par

a*xb=a+[<b >els,
a*~% M, (K/k) admet comme opérateur la transformation 3.

Démonstration. Analogue a ceiie du théoréme i1.
On tire de ce théoréme le

(q+1) @)
Théoréme 20. Pour que (A/V)?@" (A <V) soit un sous-hypergroupe de
@ (g+1) . , . _ .
(V/ V)0 (g > 0), il est nécessaire et suffisant que a*x—av, .3, (A; =%, J*) soit un
module admettant comme opérateurs la multiplication par &, et la transfor-
mation 3.

Démonstration. Analogue a celle de la conséquence du théoréeme 12.

9° Sous-corps caractéristioues de K/k pour J). — Si Z ou V est un sous-
hypergroupe de G, il existe resp. un sous-corps Km ) ou KGp )de K appar-
@
tenant resp. a Z ou a V dans K.

Définitions 3. S’il existe un sous-corps K(zﬂ*)/ k de K/k appartenant
aZg, (") dans K, il s’appelle corps de décomposition de J9* dans K/k.

S'il existe un sous-corps K(g*)//i de K/k appartenant a (V'DK,, *) dans K,
il s’appelle corps de ramification d’ordre q de P* dans K/k (¢=—=1,0,1,...,m).

En particulier, K(m ) et K(m ) s ‘appellent, s’ils existent, resp. corps
d’inertie et corps de ramification de JJ* dans K/k.

Je noterai p, et p, les idéaux premiers de resp. KQP*) et Kf}p*) divisibles

par J0*.
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Théoréme 21. Pour qu'un K(Zm*)/lc ou Kgm*)/lc existe il faut et il suffit que

@ )
resp. Z,,(J*) ou \q’K,k(i}l*) soit le méme pour tous les J§*|J3.

Démonstration. Si U est un sous-hypergroupe ZZ*, on a, d’aprés 4° de B
du chapitre I,

gen.gy U = gen.zy U+ Grax-

Pour que cela soit un groupe il est nécessaire et suffisant, étant donné
que gen.;, Uet Gy, le sont, que gen.,, U- Gy, = Gy - gen.z« U, clest-
a-dire que pour tout ¢* < G, on ait s* U= U.

Quand U =7 ou (V'), c’est précisément, d’apres le théoréme 4, la condition
de notre théoréme. C. Q. F. D.

Conséquence. Si K&p*) ou K,(}p*) existe, il est le méme pour tous les J§*|}).

On peut 'appeler corps de décomposition, resp. de ramification d’ordre ¢ de J)
dans K/k et désigner par Kgp) ou KS}?).

Théoréme 22. p, — JJ¢ = JP"—1. p, est d’ordre et de degré 1 dans K %m/fc et
tout entier «; de K ) est congru (mod p;) & un entier de k.

Démonstration. Si KWV existe, Z(J*) est le méme pour tous les JP*|J).
Done, si < Z(J)*), la contribution de tout facteur premier dans K*, J*, de J)
est la méme dans J) et dans o). Il en résulte que o =10 et N, () = 1 (cP)

G6<Z

est une puissance de JJ. p, qui divise Nxx, (J}) est aussi une puissance de J§ dont
il s’agit de déterminer I'exposant.

Pour cela remarquons que

Zyix, (P*) = Zgjn (B*) A Gximy = Zup: W) A Zgpe W) = Zgpe (%)
et
Txir, %) = Trie (P*) A Grimgy = Trie W) A Zgge B*) = Trpe (P%).

Il s’ensuit que V'ordre et le degré de JJ dans K/k et dans K/K, sont les mémes.
D’ot p, = Jp* = {01 et est d’ordre et de degré 1 dans K,/k.  c. o. F. ».
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Théoréme 23. p = JP. p, est de degré f et d’ordre -;—n =d, dans Kf,m/lc.

Tout entier o de K est congru (mod JJ) 4 un entier de Kgfr‘)_

Démonstration. Pour la méme cause que dans le théoréme 22 ona sjl =1,
. (q) . . .
sia<V(J§*). Donc p, est une puissance de 3. On a ici

@
Zijiy (W) = Tijx, P*) = Vi (0%),

donc J) est de degré 1 et d’ordre n, dans K/K,, ce qui démontre le théoréme.

10° Dirrirente v K/k. — L’idéal

'SK/I,-, = l:I (7_&_————&) (GI’\IA‘ = Gmk— { 11; })
"k
s'appelle la différente de K/k. C’est un idéal du corps K. Calculons la contri-
bution de J) dans $,,. Si s n’est pas dans Ty, (P*), sE — & ne se divise pas
par J3*. Supposons que s< T, (J0*) et que %, (s; P*) = g. La contribution
de J0* dans of — £ est Jrattvy, Comme dans Gy, il y an,—n,,, de cde niveau g,

si—1<g<m, et aucun ¢ de niveau m, 'exposant de la contribution de J*
dans 3, est

m~4

m—1
Y (=g - a(d +v) =al (i, — 1)+ Y (2, — 1411) ¥, %

g=—1 q=)

m-—1
=ad(n,—1)+ Y 1,V — Vgs) — Oy %
=0

(parce que v_, =0 et n, = 1). Donc on a le

Théoréme 2%. L'exposant de la contribution de J) dans 3, est

m—4

e—1+4 Y (0 (K[k; P) — ngra (K/R; 1)) 0g (K1s ) = € — 1 — 0y (K5 )

+ "g g (Kik; P) (0, (K[E; P) — g (Kj 25 1)) ().

m—1
(®) La différence de cet exposant et de ¢ — 1, c’est-a-dire Eo(n,, — N q41) Vg, €8t CE
q=

que MM. Hensel et Ore appellent « le nombre supplémentaire » (« Supplementzahl »).
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B. — CORPS LOCAUX

1° IsomorphisMES DES CORPS LOCAUX. — Soit £ un corps de nombres algé-
briques, K* >K >k, K*/k étant galoisienne.

Considérons un automorphisme de K* (J*)/k (). Comme K* < K*(J0*),
cet automorphisme produit un isomorphisme de K*. D’autre part, il laisse
invariants les éléments de k. Il donne donc un isomorphisme de K*/k, et,
puisque K*/k est galoisienne, un automorphisme de K*/k.

Nous pouvons, par conséquent, faire correspondre a tout automorphisme
de K* (J*) /£(p) un automorphisme de K/k. Il est évident que cette correspon-
dance conserve la multiplication (dans les groupes). D’autre part, il est évident
que si un automorphisme de K*(J3*)/k (p) laisse invariants les nombres
de K*(J9”), il laisse aussi invariants ceux de K* : c’est I'automorphisme
identique. Notre correspondance est donc un isomorphisme du groupe de
Galois de K*(J3*) /% (p) avec un sous-groupe g du groupe de Galois de K*/k.

Les éléments de g laissent J) * invariant. En effet, un élément = de J0™ est
caractérisé par la propriété suivante : on a lim =" =0, propriété qui est

7n>+400

évidlemment conservée par tout automorphisme de K* (J§*). Done g est contenu
dans le groupe de décomposition Z* de J§* dans K/k.

Inversement, soit ¢*<Z*. On a ¢*J§* =J0*. Tout nombre « de K* (J§*)
est la limite (J* — adique) d’une suite de nombres «, de K*. Comme o*
conserve J*, la suite de o* «, est encore convergente. Soit ¢*« sa limite (elle ne
dépend que de o). La correspondance o — s*o conserve évidemment 1’addition
et la multiplication dans K*(J9*). De plus, si une suite de nombres o; de
K* (J0*) tend vers 0, il en est de méme de la suite des o*o;. Donc « — %o est
un automorphisme de K*(J*)/k (p) et cet automorphisme produit ¢* dans K*.
Donc ¢* est dans g et I'on a Z* = g.

Soit maintenant K une extension de £ contenue dans K*. L’isomorphisme
précédent fait correspondre le groupe Z, . (J*) avec Gg=p+ k@) Or
I'hypergroupe de décomposition Z de J0* dans K/k (avec la loi de composition
qui y est induit par Z*) n’est autre que le quotient Z*/Z, . Notre corres-
pondance établit done un isomorphisme entre Z et I’hypergroupe quotient

8
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G k**)/k (3)/ & K*(p*)/K qp)- Ce dernier hypergroupe est isomorphe
GK(IJ)/k(P)' Visomeorphisme étant établi par

" —corr. gy ¥ (a7 < G g+ (1% /K (p))-
Done

L’hypergroupe de décomposition de J* dans K/k est isomorphe a Uhyper-
groupe de Galois de K(p) [k (p).

De plus, I'isomorphisme indiqué fait correspondre aux éléments T, Vde
la suite caractéristique de J* dans K/k des sous-ensembles de I’hypergroupe
G K(j)/k(p) qui, en vertu du théoréme 4, sont des sous-hypergroupes de
I'hypergroupe de Galois. Ces ensembles sonl appelés hypergroupe d’inertie
et hypergroupes de ramification (d’ordre q) dans K (P)/k (p).

Les sous-corps de K (J3)/% (p) qui appartiennent & ces hypergroupes sont

appelés resp. corps d'inertie et corps de ramification d’ordre g de K(10) [k (p).

On peut encore définir directement, exactement comme pour les corps de
nombres algébriques, ces notions ainsi que celle de nombre caractéristique et
des nombres de ramification. On montre facilement qu’on arrive ainsi aux
mémes ensembles et que les éléments correspondants de Z et de G (y9)/ 7 (p) ont
les mémes v(s; JI*) et, éventuellement, les mémes i, (s; P*), B_,(s; P*),
Balos =", W°).

Dans la notation des symboles qui expriment les notions en question on
n’a pas, dans le cas local, 2 indiquer l'idéal J§* ou JJ, puisqu’il n’y en a
qu’un seul.

Tous les résultats démontrés dans la partie A de ce chapitre s’étendent
aux corps de nombres JJ — adiques, mais certains d’entre eux deviennent

triviaux dans le cas local (par exemple, théoreme 21).

2° PrimimiviTé pES corps rocaux. — On appelle primitif un corps K/k tel
qu’il n’existe aucun corps, contenu dans K et contenant £, autre que K ou k.
Soient £ un corps local de degré fini, K une extension finie de K/k.

Théoréme 1. La condition nécessaire et suffisante pour que K/k soit primitif
est que ou bien K/k soit degré premier, ou bien K/ soit complétement ramifiée
de degré puissance de p, n’ait qu'un seul nombre de ramification propre
v =1, (K/k) et soit tel que, 3 étant le plus grand facteur premier a p du déno-
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minateur 3 de v et 8[0 étant le degré absolu de l'idéal premier p de k dans £,

M (K/k) = M (K/k; \/z) (ou = est un nombre de K d’ordre 1 en JJ) n’ait de
sous-modules M, tels que [ < M >, ]; = M, autres que M (K/k) lui-méme et {0}.

Démonstration. On a vu que tous les corps caractéristiques K /k de K[k
existent (g =—1,0,1, ..., m).

Soit n le moindre entier tel que K, = k. Certainement n < 1. Si m>n,
K, est un corps intermédiaire entre K et £ et inégal 4 aucun d’eux et K/k n’est
pas primitif. Done, si K/k est primitif, on a m =n et m < 1. Il se présente
trois cas :

a) m = — 1. Dans ce cas G,,,, = Z,, et T, ,, = 1. Done G, ~Z,, /Ty,
est un groupe et K/k est Galoisien. Il n’est primitif que si (K : k) est premier;

b) m = 0. Dans ce cas, puisque n = m, on doit avoir K_, — £, K, = K.
Done Gy, ~Ty,./Vg,. D'aprés la conséquence du théoreme 11 de A de ce
chapitre, la condition nécessaire et suffisante pour que A/V,, soit un sous-
hypergroupe de T,/ V. est que B_;(A) soit groupe multiplicatif. Done, pour
que K/k soit primitif il faut et il suffit que M_, (K/k) n’ait d’autres sous-groupes
multiplicatifs que lui-méme et {1}, ¢’est-a-dire soit de degré premier, c’est-a-dire
que (K : k) soit premier;

c) m=1. Dans ce cas on doit avoir K;=£, K, =K; K/k est bien

completement ramifié de degré puissance de p et n’ayant qu'un seul nombre de
)

o o @ )
ramification propre. De plus, F = [ et G, ~ V,,./ V.. Pour que A/ V., soit
© o
un sous-hypergroupe de V,,, /Vy,. il faut et il suffit, d’aprés théoreme 20 de A
8 —
de ce chapitre, que 8, (K/k; V=) satisfasse a la condition de 1'énoncé (on vérifie
facilement qu’ici «* = 1), ce qui achéve la démonstration.
J'ai consacré & la question de primilivité de corps locaux un travail, dont
la premiére partie doit paraitre cette année au tome XIII du journal Matematica.
J’y mets la condition pour le cas ¢) sous deux formes trés curieuses, &
'aide de certaines expressions symboliques.

3° DEVELOPPEMENT D'UN ELEMENT LOCAL EN SERIES DE PUISSANCES FRACTIONNAIRES
p’UN AUTRE ELEMENT LOCAL D’ ORDRE POSITIF. — J’ai besoin de faire ici une étude bréve
de cette question a cause d’une démonstration du chapitre IV. Soient donc
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« un élément local et = un autre élément local d'ordre positif. J'appelle déve-

toppement normal de « suivant = 'expression de « sous forme d’une série locale

+0oo
o = Z Py ™" a

q=n

ou les p, sont des racines de l'unité (locales) d’ordre premier au nombre
premier p du corps local rationnel et les u, sont des fractions rationnelles

croissantes avec q et tels que lim u, — 4 %. Il est évident que si un déve-
q >+

loppement normal de « suivant = existe, il est unique. Il s’agit d’en prouver
I'existence dans un cas particulier. Pour cela on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Si un polynéme f(x) est irréductible dans un corps local k,
p étant l'idéal premier de ce corps, le polynome f(x) ne peut pas se décom-
poser (mod p) en deux facteurs premiers entre eux (mod p).

Démonstration. Supposons que [(z) = g (x) h(x)(modp) et que g (x), h(x)
sont premiers entre eux (mod p). Supposons plus généralement que cela a lien
(mod p*) et que le coefficient de la plus grande puissance de x dans [(x) est
égal au produit des tels coefficients dans g(x) et h(x). Posons, = étant un
nombre de k£ d’ordre 1 en p,

g (@) =g @)+ g (®); () =h@)+ " (2).
On a
W () g' (%) =g (@) b (2) + =* (9, (@) b () + hu (2) g (2)) = [ (@)

+ =" g@h@ — 1) + 9. () b () =4 by () g () § (mod p™He).

or %) 7&(02 AC))
g (x) h(x) et a coefficients entiers. g(x), h(x) étant premiers (mod p), on peut
trouver g,(x) de degré moindre que celui de g(x) et h, (x) de degré moindre
que celui de £ (x) tels que
g (%) b (x)— f(x)

o

est un polynéme de degré moindre que celui de

+ gy (@) h (@) + hy () g (£)=0 (mod p)

et alors
f(@)y=g' (@)W (x) (modp™H)
et
9 @=g@), HI(@=h(®) (modp").
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Par le méme procédé on obtient a partir de g'(x), h'(x) les polynomes
g'' (x), h'" (x), etc.

Les suites ¢(x), ¢'(x), ¢'' (), ... et h(z), h'(x), h''(x), ... sont conver-
gentes par rapport aux coefficients; si g (x), h(x) sont leurs limites, on a

[ (@) =g (@) h(2). C. Q. F. D.

Théoréme 2. Si K/k n’a qu'un seul nombre de ramification propre, il existe
un développement normal de tout conjugué par rapport 3 K; e= d’'un nombre
= de K d’ordre 1 e¢n ) suivant =.

Démonstration. & étant le dénominateur de v= v,(K/k), considérons

319

)
I'équation dans K(Vx) a laquelle satisfont les —(lg/%, non nuls (c< V).

Cette équgtion a toutes ses racines incongrues deux a deux (mod J1*). Sil’on
adjoint a K (VS des racines de l'unité d’ordre premier a p congrues a ces
nombres (mod J)*), on obtient un corps K' dont I'idéal premier est (\/—L—), et
ou I'équation regardée, en vertu du lemme précédent, se décompose complete-
ment. Donc tous les o= appartiennent a K', et comme chaque nombre de K’

)
se met sous la forme d'un développement normal suivant \/=, done suivant =;
le théoréme est démontré.
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CHAPITRE III

ETUDE DES CORPS INTERMEDIAIRES

A. — ETUDE DU SOUS-CORPS
A PARTIR DU CORPS ET DU GORPS RELATIF

1° Notamion. — Soit K>K >k (k étant un corps de nombres algébriques
ou un corps local de degré fini). Désignons

v, (5 K/k), n,(J; K/k), v, (J; K/K) resp. par v,, n,, 7,.

vq(ﬁ; lT[k), n, (iﬁ; K//i), g (ill—; K_/Ic) resp. par 174, 7?(1 7_';. (iidésigne I’idéal
premier de K divisible par J).

v, (5 K/K), ng(; K/K), 7o (1; K/K) resp. par w,, v, g

z(0; K/k), z(P; K/k), 2(P; K/K) resp. par z, 3, &.

On pose
Uy, = Vg = Wy, = + ©
@ @ N e o y v
v=Vg A Ggg, Y,nombre d'éléments de ,, p,=—=, A, = —.
Yo+t Vg
Soient

0<e,( KK A <e(; KK k) < <eo (KK E)Sm—1
I’ensemble de tous les g, 0 < g < m — 1, tels que p, #~ 1, et
0Z 4, (1 K, K k) < (; KK k) < oo < dpy (5 K, K, B) S e —1

I’ensemble de tous les ¢, 0 < ¢ < m — 1, tels que p, ~ 7.

On pose

KK E) =i, KK E)=—1; ¢@; KKk =i.®; KK,k =mn
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2° Cores ReLaTiFs. — On a un théoréme qui était déja employé implicite-
ment dans les cas simples :

Théoréme 1.

@ (eg—1t1) ((q—112) (¢q)

Zy (1})*) = Zg (1]]*) A GK;R§ ®= s’ Vi (1])*) = V= Y e =V g

V:I = Veq_1+1 = Vsq_‘+2 = = Vsq; Wy = veq (q =—1, 07 1: ey l"‘)

Démonstration. Par définition, Z,z (P*) =Z, P*) A Gz, Tuzx P*)

@ . .
=T (J0*) A Gz et les V z(J0*) sont les ensembles distincts de la suite des

@ (@H N @" @+n s
v= "V, ") A Gyz; or, v est=ouz v, suivant que p, = ou # 1, c’est-

a-dire suivant que ¢' est différent de tous les ¢, ou qu’il est égal 4 I'un d’eux,
ce qui démontre le théoréme.

3° Erupe pes sous-cores. — On a vu que

Iz (P*) =corrg Zx (P*)  (th. 6 de A du chap. II)

Tg (P*) = corrx Tk (P7) |
(th. 10 de A du chap. II).
Vi (%) = corr.x Vi (%)

Les deux derniers résultats sont les cas les plus simples du théoréme
général suivant :

Théoreme 2.

— h @ . (Fg—at1) “ (tq-17F2 . (tq) .
m=s'"; Vg(P*) =corrg Vg (P*)=corrg Vg (P*) == corr.g Vg (P*) (")

v, —v, _
(1) Tg =), *—A—‘ (g =—1,0,1,...,m) (*).
=0 s

(*) 11 suit de ce théoreme que
gen.g Zg = Zx Gy %, gen.g Tg = Tx Gk,

(@) ()
el que les gen.y \q’-ﬁ sont les ensembles distincts de la suite des Vg Ggz. Dedekind,
pour étudier un sous-corps non-galoisien K d’un corps galoisien K intoduisit les

@
ensembles G g Zg et Gg;x Tk (qui pourraient se généraliser par les Ggx V).
Ces ensembles ont le méme nombre d’éléments que resp. gen.x Zg, gen.x Tg,

@
et les gen.x Vg correspondants_et, par ex., le quotient du nombre d’éléments de
Gk Zx par I'ordre de Gy x est &/, celui du nombre d’éléments de Gy x Tk par 'ordre
de Gy est &. Mais ces ensembles n’ont pas de signification intrinséque dans K et ne
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@ @
Démonstration. Considérons ’hypergroupe de K/k. Posons W — \QTK Gy 7

s # 1z étant un élément arbitraire de Tz = corr.y T;, on peut trouver
un ¢, —1<g<m — 1, tel que gen., s (qui est une classe suivant Gj,

. . @ . (g+D
d’aprés 3° de B du chapitre I) soit contenu dans W et disjoint avec W. Alors
_ o @ s (Y ,
gen., c a des éléments communs avec V, et n’en a pas avec V.. Par conséquent,

(s)
puisque tous les V{f¥(s= —1, 0, 1, ..., m) sont hypergroupes, en vertu

(s)
du 4° de B de chapitre I, le nombre d’éléments de gen.,o AV, est égal & celui
®  ©®
de Gz A V,=—v, c’est-a-dire est v, si — 1 < s < g, etest 0sig<s<m.

D’apres le théoréme 40 de Hilbert le contenu de ok — g(gétant une forme

fondamentale de K) est égal a celuide 1T (5§ - &) (§ étant une forme fonda-
< gengo

mentale de K). Comme gen. s contient, d’aprés ce qui précede, v_; — v,

éléments de niveau — i, v, — v, éiéments de niveau 0, v, — v, éiémenis de

niveau i, ..., v,_, — v, éléments de niveau ¢ -— 1, v, éléments de niveau ¢, et

Y,

q
aucun élément de niveau supérieur, ’ordre en J1* du contenu de ¢ — &, "¢
étant, comme au chapitre I, la contribution de J0* dans J, est

a % <Zﬂ (ver—vs) (1 + @3_4)> + v (1 4+ v,) s

O { o Vs — sy
=av_,+ a{v_ v+ L ve (Vs — Vey) | = av_, | 14 E —_— E

$=0 As
car
Vg 1

v_;—0 et = =
! v, A

Or v_, — n_, (K/K; J) étant égal (th. 9 du ch. II) a I'ordre de J par rapport
a K, J09—1 est la contribution de J* dans I'idéal premier I} de K qu'il divise et

permettent pas de définir les nombres de ramification et les ensembles M,(K/Z).
Pour cette cause je les considere comme mal appropriés a la nature du probleme.

(ig) @ (i)
Ggx Zx, G Vi coincide avec resp. gén.x Zg = Zy Gy i, gén. Vg = V¢ Ggz quand

il est un groupe, c’est-a-dire quand il existe resp. K[k, K /k. GgzZx est ensemble
de tous les ¢ < Gy tels que o) divise 0.
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Uexpression précédente est, ainsi, égale 2 av_, [14-v(s; J7)]. Il en résulte que

Vs—1

— q1 Uy —
0P = Y

Pour qu’il existe un ¢ < Vi tel que

R 2 .
v@P) = Y~ 0<g'sm—1)
§=0 S
. , . (gh (q’-l-l) v,
il est nécessaire et sufﬁsant que corr.z W £ corr.z W; or, le nombre d elemenls

@)

de corr.; \7V == COIT.g V est égal, d’aprés 4° de B du chapltre I, puisque V‘z*’
@) (@)

est hypergroupe, a celui de {'k/((ZV /\ (IK/K)>(Z*), c'est-a-dire 2 %, et de méme

v 3
Ny, q! (a")
le nombre d’éléments de corr.; W est égal a —*; done, corr.z W= ou
(g'+1) N Yorpt ve
7é corr.z W suivant que —L— ou # , ¢’est-a-dire suivant que 7, = —— = ou
Yq! Vq'+1 Vet
7é e P ¢’est-a-dire suivant que ¢' ne se trouve pas ou se trouve parmi les

nombres igs &gy -+ey tyr—y. Done, l'ensemble des nombres caractéristiques des
o< Vg est

g0 1
O Vs — Uy & Vs — Uy o Vs — Vs . & Vs — gy
R D T
=0 N =0 s §=0 s 5=0 s

Cela démontre la partie du théoréme relative aux nombres de ramification
@ (tg)
et démontre aussi que V; = corr.; V. Puisque

Tzq_‘ﬁ —_ ‘qu_ﬁ-l = 7nzq__4+2“— qu_,1+2 T e = qu—i - qu—4 = 07
on a
(tg-11H1) (tg—112) (*q—1) (tq)
corr.g Vx = corrg Vg == .- = COIT.x Vg = cOrr.g Vg

et le théoréme est démontré.

Définition. On dira que v, est le nombre de ramification de J dans K/k
qui engendre v,,.

Autre expression du méme théoréme. Soit ¢, I'entier tel que

(2) wt(l g ’qu < ZULq+1 (q _ 1, 0, 1, ey %).
, . v! V.
Désignons par A (¢ =1, 0, ..., u) le nombre ;11: /—’ Ona
q q
By gt = By _ppe= =B, = A7
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Il s’ensuit

iq ; iq Y i 1 iq
(% Ug_ (% Vs v Vs—.
Z : = Z - . = I Z - ﬁ ~ 4 Z (v.\' /Ds_i)
§=0 As $=g, 41 As J=0 s=e; ,41 s At A1 s=e; +4

tq J—1 q tq

€

t ; v, — v t — JR— ?
+ Zq Z" Vs — Vs _ q g + Zq vej /De‘f_,l _ vtq wtq + Zq Wy — Wy
A; A LV

J=0 s==, 4+ Azq-H 7=0 Atq-H 7=0

D’ou il résulte que

Vi, — W, 9w, —w —
= q a ) —t
3) Uy = A IV (g =—1,0,1,..,m).
Zq+i =0 J
Théoréme 3.

> 7; V2 n; 7

— & - gt i +2 i _ 7

Z == - '/(,q:q—:ii__:....—_fl; yq:_q_
S "z'q_,+1 V'Lq‘_1+2 qu qu

Démonstration. D’aprés 4° de la partie B du chapitre I, le nombre
@
d’éléments de corr.z Z, ou corr., \qIK (g=1,0,1,..., m) est égal & celui de
@ (@ @ (@
resp. (ZI{/(ZK/\ Gmﬁ))(z*) == (ZK/ZK/I_{)(Z*) ou (VK/(VK A GK/E))(Z*) = (VK/V)(Z*)'

c’est-a-dire a 3 et —, ce qui démontre le théoréeme.
Yq

Dans le cas ou K/k et K/k sont Galoisiens, le théoreme équivalent aux
théorémes 2 et 3 fut démontré par Jacques Herbrand dans son travail « Contri-
bution & la théorie des groupes de décomposition, d’inertie et de ramification »,
paru dans Journal des Mathématiques pures et appliquées, 1931, pp. 481-498.
Toutefois, la forme que Herbrand a donnée a son théoréme est peu commode
(en particulier, son théoréme ne détermine qu’implicitement les v, 4 partir des
v, et des v,). C’est M. Helmut Hasse qui a mis (2 la fin de sa deuxiéme note sur les
restes normiques dans les Comptes rendus de 1933) le résultat de Herbrand sous
la forme qui ne différe du théoréme 2 que par une petite différence de notation.
Il est 4 remarquer que le théoréme sous la forme de Herbrand n’est vrai pour
K/k, K/lc non-Galoisiens que si tous les v, (¢9=— —1, 0, 1,...,m —1) et
v, (=—1,0,1, ... ... , m — 1) sont entiers. Par contre, sous la forme de
Hasse, il devient dans le cas général le théoréme 2 de ce chapitre.

La démonstration de Herbrand est tout & fait analogue a celle du
théoreme 2. Toutefois, dans le cas non-Galoisien, certains points, triviaux dans
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_ @)
le cas Galoisien : détermination du nombre d’éléments de gen., o A V, et de
@ . , .
celui de corr.; W — deviennent délicats, et, comme on a vu, exigent I'’emploi
de certains résultats sur les hypergroupes, et (point essentiel!) du théoréme

)]
que ZE* et les Vii* sont hypergroupes.

Théoréme 4. Sis — corr.; s [s< L, (P *)] et si fest le degré de I dans K/k,
on a

(4) in (6)=ix(s)  (modf).

Démonstration. n désignant la norme absolue de p dans £ et 7 étant
dans i (s), on a pour tout entier « de K

(5) co=a" (mod 19*).
En particulier, pour tout entier « de K on a
i

(6) Fa=a"

(mod P*),

ce qui démontre le théoréme.

o ) K/k K&
Conséquence. Si e=1, (’ﬁ?) == COIT.x ( P )

Théoréme 5. Si s = corr.zs[c< T (J*)].

(7 Bo(E; P = By (o; P

Démonstration. La contribution de J) dans P est J**. Done, si = est un
. a1 n T oy
entier de K d’ordre 1 en J, <, — «=/=0 (mod JI¥) et

en  om oo [ow\'— o\~
—_—= == —<~> Ei(——) (mod P*),
o o o = T

B@:P*) = Boi(s; P*)—. C. Q. F. D.

c’est-a-dire

Ce théoréme est le cas le plus simple d’un théoréme général que je cite
ici sans le démontrer, i cause de son importance et de I'élégance du résultat.
La démonstration, qui sera donnée autre part, exige 'emploi des méthodes
différentes de celles de ce travail c<T, étant de niveau g (9=1, 0, 1,...,m—1),
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désignons par B(s; =%, J§*) la classe de restes (mod JJ*) dans K* & laquelle
appartient ;::::__j c’est-a-dire 3 (o; =%, P*) =P, (c; =", P*) quand ¢ >0,

*avy’

et =B, (s; J#*)—1 quand ¢ = — 1. Alors a lieu l’égalité suivante : si s < Ty,

®) BEm 9= I (B P")

s<gen. T, o

11 est facile de vérifier que pour g, (s; P*) = — 1, cette égalité donne le
théoréme 5; quand )z, (s; P*) = — 1, elle peut se transcrire ainsi : soit s un
des éléments de gen.; o du plus grand niveau possible dans K/k. Silg, (s) = g,

on a X, (s) =1,. Posons B — By (s; =%, J8*). Désignons par or, I'ensemble
@
B, (v; =*, J*) et par 91, le méme ensemble sans élément 0. Alors

zq—i
©) B, (3575, %) = A, 1 (@) - 0 0 (@)
a=f (mod c;mlq) —a<=owy

(cette formule est encore vraie, si ), (s) >¢. Dans ce cas B<or,, et la formule
donne 8, (s) = 0).

On peut écrire encore, si p) désigne 1'ensemble M,(K/K; =*, J*) sans
I’élément O,

(10) TS DR INNCRR |

I (a"s1)
a= (mod QTC,q) @<
N ] . .
ou t,=1t, — 1 ou t,, suivant que ¢, = ou = 1.
4° CAS PARTICULIERS DU THEOREME 2 :
a. Si K/K n’est pas ramifié par rapport a J), on a v_j = vy = v, — ...

=v,,,=1; donc

. o Vs — Vs _n
be=q(@=—1,0,4,..,m), By=Y ————=1v, et = — =mn,
= 1 Yq
b. Silordre de J) par rapport a K est premier d p, c’est-a-dire v_, = A,,
on a vy=v,...=v,=1; on a encore t,—¢q (g——1, 0, 1,...,m).

Ici A,,:Vvifz o (g=0,1,...,m); donc

G Us — Vs 1 v
1 I S i S A L |
( ) q ;0 Ao Aog(s sl) Ao
— n, 7n .
et ng = — — Z ou n, suivant, que ¢ = ou # — 1.

Vg AW



DE CORPS NON-GALOISIENS DE NOMBRES ALGEBRIQUES 69

c. Si KK est ramifiée d’ordre p par rapport a P avec le nombre de rami-

. . . . — Vy—w
fication w=—v, pour J) on a : a) st r,>p, 1, =q et v,=v, ou w4 i

. . . n . . .
suivant que ¢ St ou > 1. ny, = Zq ou n,, suivant que ¢ >t ou ¢ >1;
B) st r —p, ] —q pour ¢ <1, et 1, = ¢ -+ 1 pour ¢ > ¢; done v, —v, ou

v
w et n, —-27 oun,,, suivant que ¢ <i ou ¢ > i.

B. — PROBLEMES RECIPROQUES A CELUI DE LA PARTIE A

1° La partie A de ce chapitre fut consacrée 4 la détermination de certains
objets définis dans un corps K (ensembles de décomposition, de ramification
d'ordre q, nombres de ramification, fonction i,(s), etc.) a partir d’objets
correspondants d'un surcorps K de K et du corps rélatif K/K. Ici nous nous
occuperons des problémes en quelque sorte réciproques de ceux de la partie A.
Nous chercherons i déterminer certains objets dans le corps K/k a partir d’objets
analogues dans son sous-corps K/k et dans le corps relatif K/K. Il faut dire
que cela n’est pas possible pour tous les objets dont on s’est occupé dans A :
par exemple, les (\,,’, ne sont pas déterminés (méme & automorphisme pres)
a partir des %I; et({} «i» du moins dans le cas général. Mais, par exemple les
v, se déterminant & partir des v, w,, n, (K/K), on peut déterminer les V Gz
et I'on peut déterminer les M, (I&/k, =*, %) a partir des M, (K/k; =%, *)
et des M, (K/K; =*, §#*) (la solution de ce dernier probléeme sera exposée dans
le travail consacré i la démonstration de la formule (8) de la partie A de
ce chapitre).

2° Nous conservons les notations de A de ce chapitre. Cherchons a carac-
tériser les 7, & partir des v, et des w,. Par définition, w, <v, < w,,,. Donc,

puisque
- ¢
B, — Vyy — Wiy + Wy — Wy,
T 7 ’
Al 4
on a
¢,
q W w, b +1 W, — W
(1) By — _fA,_H>o>oq =
=0 j=o 8,

. v, ., - g 7/UJ - w‘;_l , . . » .
et le signe d’égalité 0 = v, — ;0 o na lieu que si v, = w, , c’est-a-dire

lg=r¢,.
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L’égalité (1) définit les ¢, & partir des objets définis dans K/k et K/K.

Lemme 1. Tout ¢ —=— 1,0, 1, ..., m est ou bien undes e, ¢y, ..., ¢,
ou bien un des i_,, %y, ..,i; (il peut arriver que g fasse partie des deux
ensembles a la fois).

Démonstration. Si g ne coincide avec aucun des e, (s= — 1,0, 1, ... ..., u),
on a p,=1; si ¢ ne coincide avec aucun des ¢, (s——1,0,1, ... ... , m),
on ar, = p,; done, si le lemme n’était pas vrai pour un ¢, on aurait r,—1,
ce qui est impossible. C. Q. F.D.
Désignons par ¢, t,,, ..., t,, tous les ¢, (écrits dans ’ordre des grandeurs
croissantes) tels que ¢, ne soit pas parmi les i, (s=—1,0,1, ... ..., m),
¢
c’est-a-dire tels que v, Zq %’—T,w”‘f
J=0 J

Alors a lieu le

Théoréme 1. m = +%; sit, +s<q<t, +s+1, onav,=w, ;
sig=1¢, + s, ona

t t
W, — W 1 e
. ’ P AR A P ' m e—

®R) v, =w, + Atas+i<ves Y & =Wy, 4 A, 11 e Vi Y i (w0 — wy).

=0 J e’ =0
Sie,<qg<e,,,ona
(zq_,+ s+1) (tg—1+5+2) (bq+s) @
3) x Ggg = Vx -Ggg == Vg :G6gg = geng Vg,
(tg+s+ @

siqg =e,.,,onadeplus V.G z=gen. V;.

Démonstration. Par définition, il y a exactement s nombres de ramification
de * dans K/k qui ne sont pas parmi les w, et qui sont <w,4,, et parmi
ceux-ci il y en a un qui est > w, . Donc, il n’y en a aucun qui soit a la fois

s
. o s
= W, 4 el gwtm1 . Done, si £, <¢'<t, ., on a wy =vy,,, c'est-a-dire,

en posant g —¢q' +s, vo=w, , quand {, +s<qg<¢  +s+1. On a
i, —1t, +s. Donc,sig=1t, s, ona

’l)q i w;es
?_)63 = ! ’
&es + = AJ
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d’ou
1t
Z v, (W, — 10;-4)

, = & wy— w,
Vg = w‘es + Ale.,-'H <ve~9 Z > - u)‘e + A‘e + 0, —

v,
=~ Lo+

sie, < q< ey, tg=1t, 4 s out, —{—m —+ 1(2) suivant que ¢ < ou =—e.,. Donc,

on a toujours i,_;—t, ,+s, et gen. Vo=V, .G gz pourt, ,+s415is1,+5,
et, si ¢ = e,,,, aussi pour i =¢, + s ++ 1. Le théoréme est démontré.

Théoréme 2. Si e, <j<e,,, et si t, ,+s<qg=t;+sout, s+ 1,
suivant que ] < ou = ¢, On a

Ng=NyVy—e  OU Ny Vy_s_s
suivant que ¢ < ou =1¢, -+ s+ 1.

Démonstration. Sit, +s<q<¢,  +s=1, on a, suivant que ¢ < ou

=tes+1+s+1’ v‘l "q—s ou ’q—s 13 SIe <J<es+1, t +S< 1—’—8—'—"<

out; s+ 1<t +s+4,e81f, s < qg!j—{—souﬁ | s+1,su1vant
. ., o @ )

que j < ou = e,,, cela signifie que 7, , 4 1= ¢S i), c’est-a-dire corr.zV;=Vx;

d’ou le théoréeme.

3° Autres réciproques des problémes traités dans la partie A. — On peut
se poser encore le probléme suivant, autre réciproque du probléme traité dans
la partie A de ce chapitre : Ftant donnés les vy, ng, M,(K/k; =*, P*); 7y, g,
M, (K/k; =*, 0*), déterminer les w,, vq, M, (K/T{); =*, J0*). Mais ici ces
nombres et ensembles ne peuvent pas étre donnés arbitrairement, et, en fait,
il s’agit dans ce probléme plutot de déterminer les conditions auxquelles doivent
satisfaire les v, (J*), n, (0*), M,(=*, P*) dans K/k et dans K/k pour que le
probléme ne soit pas contradictoire.

Les formules et les problémes de ce chapitre se trouvent en corrélation avec
certaines formules et problemes de la théorie locale des corps de classes : ainsi,
par exemple, au théoréme 2 de A correspond le Fiithrer-Discriminantensaitz de
M. Hasse (?).

Dans cette corrélation le role de Gy, joue, en quelque sorte, le groupe

(®) Journ. f. d. reine und ang. Math. 1930, t. 162, p. 169-184.
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quotient du groupe de tous les nombres de k par le groupe de ceux qui sont
normes des nomhres de K (K étant suppesé local et Abelien par rapport k).

J’ai pu trouver la formule sur le symbole (i’g—{) de M. Hasse qui correspond a

la formule 8 () = I B (s); d’autre part, j"ai pu entrevoir, tout au moins en
o<gen..d

partie, certaines lois de dualité entre les M, (K/K) et les M, (K/k) qui correspon-
dent aux lois de dualité pour les corps Kummeriens que M. Hasse (3) a déduites

de la loi de réciprocité pour le symbole de restes normiques (%) de

M. Hilbert ((“_;’9) = (—?—;E)_i), et j’ai pu ainsi donner i ces derniéres lois une
forme explicite dans certains cas particuliers. Je parlerai de ces questions dans
un travail futur.

Une question trés curieuse est voisine de celle qui a été résolue dans cette
partie B du chapitre III : celle de I'étude du caractére de la ramification d’un
idéal d’un corps composé a partir des caractéres de la ramification des idéaux
correspondants dans les corps composants (cette question fut abordée par
Herband dans la deuxiéme partie de son travail cité du Journal des Mathéma-
tiques pures et appliquées, 1931 ; il a consacré a cette question encore quelques
pages dans la premiére partie de son mémoire sur les Corps algébriques de
degré infini (« deux lemmes sur les corps de degré fini ») (4); malheureusement,
les résultats qu’il y donne sont inexacts, du moins dans cetle généralité, comme
on peut le montrer par des contre-exemples simples (°)). Je consacrerai a la
théorie des corps composés un travail spécial.

(]) « Neuere Untersuchungen in der Theorie alg. Zahlen ». Teil II : « Reziprozi-
tatsgesetz ».

() Math. Annalen, 1932, t. 106, p. 473-501.

(®) L’'inexactitude des résultats sur les corps composés que Herbrand donne dans
son mémoire de Math Annalen a été remarquée aussi par un mathématicien japo-
nais, M. Moriya, qui s'occupe des corps de degré infini. I’analyse des travaux de
M. Moriya a été faite récemment par M. Hasse dans Zentralblatt f. Math., 1936,
t. 14, fasc. 6, p. 248.
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CHAPITRE IV
PROPRIETES DES NOMBRES DE RAMIFICATION

1° Nous nous proposons d’étudier dans ce chapitre les propriétés des
nombres de ramification d'un idéal dans un corps. Dans ce chapitre le corps
a étudier (non-galoisien, en général) sera désigné par K/k et un de ses surcorps
galoisiens sera désigné par K/k; 9, J9, p désigneront les idéaux correspondants
de K, K, k.

Quand K/k sera regardé comme un sous-corps de K[k, on se servira des
mémes notations qu’au chapitre III.

Le théoréme que nous voulons démontrer, tout d'abord, est Ie

Théoréme 1. Quand on met v, (J); K/k) sous la forme d’une fraction irré-
ductible, son dénominateur est premier 4 p,

Remarquons que dans la démonstration de ce théoréme on peut, soit
remplacer K/k par K(J0)/k (p), soit remplacer K par le corps de décomposition
de K/K pour J§ (sans changer k), parce que J} a (en vertu de resp. 1° de B de
chapitre Il et théoreme 1 de B de chapitre IIl) dans ces corps les mémes
nombres de ramification que dans KJk. Donc, on peut supposer qu’il existe un
surcorps galoisien K/k de K|k ou §) n’a qu’un seul facteur premier J; donc,
d’aprés le théoreme 21 de A de chapitre II, on peut supposer existants les
corps de ramification de tous ordres g, — 1 < ¢ <m, de K/k pour JJ, soient

(1) K—h_ﬁo’ E{& ---,En_i_i, -I_{ﬁ = K.

Je désigne par P_,, Wy, Iy, .-, Wris M5 les idéaux premiers divisibles
par ] de ces corps respectifs.

Lemme 1. Les corps de ramification de K,,,/k (0 < g<m) pour J,,, sont

K_;, K, Ky, ... ..., Ky, Koyy. Les nombres de ramification finis de 3P4, dans
10
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al

ar1/k coincident avec les ¢ + 1 premiers nombres de ramification du 0

, L _
ns K/k (c’est-a-dire v_,, vy, vy, ..., 7).

£
1)

Démonstration. Le corps K jouant le role de K de chapitre III et le
corps K, jouant le role de K de chapitre III, on a

5_4=_'1330=q+1;81=q+2:-":em—q—1=m; iy =—1,4=0, --'7iq=(17 Z.Q-H=m'

Il en résulte t, —t, = ... ...=1t,= —1; dou

Dy (ﬁqH; Kqﬂ"};) = 17_0 —0= ?);, Uy (ﬁqﬂ; R—qH/k) ‘_‘Eh ey Ug (1?—q+1§ K—q+1/k) = '0;

et vq+1(qu+1; K,41/k) = = o; enfin, sis < g, ona
(s) )
Vit yuix () = cor TRypy VER m;
donc le corps de ramification d’ordre s de K,,,/k pour JJ,., appartient a hyper-
groupe
) (s Q)] (g0 (5}
geng Vi, e () = Ve (B) - Grix,yy, = Vi (1) - Ve () = Vi (1),

(9+1) (s)
parce que Vi, est un sous-hypergroupe de Vi,,, c’est-a-dire le corps de ramifi-
cation d’ordre s de K,,/k pour JJ,,, est K, (s— —1, 0, 1, ..., q); cest encore

vrai pour s = g -+ 1 et le lemme est démontré.

Conséquence. K,,, est le corps de ramification d’ordre 1 de K,,,/K, pour
Poro et vo (Poro5 Kon/Ky) = v,

Premiére démonstration du théoréme 1. Considérons la différente Sg g,
de K,;,/K,. La conséquence précédente et I'expression de la difiérente donnée
a la fin de la partie A du chapitre II montrent que l'ordre de 33 iR, €0
—_ q
Py est (rg — 1) (1 +v). Comme 7, est une puissance de p, r, — 1 est pre-

. N Y vy . ’ . —
mier & p, et comme l'ordre en .y, de 5z g, est entier, le dénominateur de v,
doit étre premier a p.

Remarque. La démonstration précédente donne en méme temps une

nouvelle démonstration de ce que 7, — 1 se divise par le dénominateur de v,.

Deuxiéme démonstration du théoréme 1. Au 4° de la partie B de chapitre I1I

nous avons démontré que si K/k est une extension locale égale a K,/K, et
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si v est son seal nombre de ramification propre, dont le dénominateur
soit 3, tous les conjugués o= d’'un nombre = de K d’ordre 1 en § se trouvent

8
dans le corps obtenu par 'adjonction 4 & de V= et de toutes les racines de 1'unité
d’ordre premier a p qui se trouvent dans les classes (mod })) appartenant a

5 3
M,(K/k ; V=, ), ou lon suppose que K est choisi de maniére a contenir \/z.

Il existe donc un développement normal de o=, ou 5 < Gg,, suivant les
puissances fractionnaires de =, soit

®) o =7 (14 oY 4 e 4 o 4 p a4 o),

ol u,=v<uy<... ...<u,<...sontdes fractions rationnelles dont les déno-
minateurs divisent 3, et ol p,, pg, ---, pns --- SoNt des racines de V'unité d’ordre
premier a p appartenant i un corps circulaire de degré fini. Soit p* la contri-
bution de p dans 3 et supposons que s> 0. Soit K’ le surcorps circulaire de k
qu'on obtient en adjoignant & k toutes les racines de I'unité indiquées, soit

8 —
K" = (K', K) = K’ (=) et enfin soit K""' =K' (V=). Il existe un isomorphisme

3 3
¢'"" de K'"'/K'" qui transforme V?: en e\/%, ou ¢ ==1, mais es#1. On a
¢"op=0,(n=1,2,...), parce que '’ laisse invariants les nombres de K'.

Comme """ laisse invariants les nombres de £, s''' (s=) est un conjugué par
5

rapport a k de =. Or, posant Vi—=rx, ona
p (;;) — o' (14 (s""p,) (cfff.m)s—;_*_ (a"" 5) (fofﬂ)gug_l_ e (5", (6 R)Eun + )
=;(1 + P‘es—;ngt_) + Pgss_ugﬂs_ug _I_ cos __I_ pnegunﬂgun _I‘ “.)

c’est-a-dire, si 'on pose

+c0 - —_

A=Y (1— ) p, %,

n=2

on a
o —o'" (o) = [(1 — e3%) pymd¥ 4 Alm.
Or, 50 est premier 4 p; done, si E désigne 'ordre absolu de -ﬁ, I'ordre

35 v E . . - E — .
de 1 —¢%v en b1 estjo—_1 , et celui de (1 — ¢%?) pl‘n:i" est;_—i—}—v, tandis

que lordre en J) de A est > quep—f}?1 + u, > p—B_;_—i + v. 1l en résulte
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que: 1°or£e’" (sm); 2 on=10""(sx) (mod JPJP?), c’est-a-dire, si o'"' (o) =5, =,
o 4_ . oL@ _ _

oy 7 et Bylsy; ™, 1]]) =p0(0'; =, 1]]). Donc o <G Vﬁmzo‘. %’lﬁ } == % o-} et
Von a, contrairement 4 1°, que s, = 5. Donc s > 0 est impossible et 5 est

premier & p. Nous avons démontré du méme coup que tous les u, ont les déno-
minateurs premiers a p.

On n’a maintenant qu'a prendre K,,, (i}f,m)/l?q (J0,) et lui appliquer le
résultat précédent pour avoir le théoréme 1.

2° Dénominateurs des v,.

Lemme 2. Soient K|k un corps galoisien, t < Ty, (), ¢ < (\qf),(,h )
(g=0,1,2,..., m—1).

Alors to 7! < (\GI)K,,‘ () et 'on a, = étant un nombre de K d’ordre 1 en JJ,
®) Bo (ot =, P) = By (5% - By (o3 = ).

Démonstration. Onatot'n —nm=1(ct 'm —t'x), el comme t™'x est
d’ordre 1 en 30 et ¢t} =13, l'ordre en J) de ¢ s ¢! = — = doit étre égal & 1 +-v,;
dontest? < (i”).

On tire de I'égalité précédente

ot in—m= G A — (i £\ Yq g A —{in
(4) —t — (5" T T
ity (¢ 1m)rteg ks tim . w

D’ou

By (ot =, P) = Py (4 )00 - By (5=, ). €. Q. F.D.

Q) . . ’ .
Conséquence. V., (J)) est un sous-groupe invariant de T, (J0). Si
(q-+4)

t< Ve, M), tot=0o(mod V,, (J§)). La premiére partie est évidente; la
deuxieme suit de ce que si £t <V, on a B_, (1)=1; donc B, (Lot =1".
By (o) =8, (o).
Désignons »_, (K/k; Jp) par h. Alors a lieu le

Lemme 3. v, (ry — 1) = 0 (mod k).

Démonstration. L’ensemble de tous les B_, (¢), t < T, est I'ensemble de

racines fi-iémes de I’unité dans &. Done, si hy = I'ensemble des B_,(t)%,

h
(h,vy)’
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t <T, est I'ensemble de toules les racines hy-iemes de I'unité dans &. De la
définition de h, il résulte que h v, = 0 (mod k).

Subdivisons M, en classes, deux éléments de M, étant dans la méme classe
si leur quotient est une racine h,-ieme de 'unité. Puisque, quel que soit { tel
que (=1, il existe un ¢ de maniére que 8_, ()’ =1¢, si M > 8 =@, (), aussi
M>g,(tst?) =(B. Donc, dans chacune des classes ainsi définies il y a
juste h, éléments, a I’exception de la classe contenant 0, quin’a qu’un élément.
Par conséquent, r,— 1 =0 (mod h,) el (r, — 1)v, = 0 (mod h). c.o.F.p.

Théoréme 2. Le dénominateur de v, est

5 I
© o)

et.
Aiqi‘)q =0, (mod p_y).

Démonstration. On a

_ by, —wy 9 105 — W, 1 v, <Ay w(eh—1)
o=t B B )~ B 2
lq-H §=0 S 8=1 .s‘ S 2 S=1 =As+44 0

En appliquant le lemme 3 au corps K/K on voit que w, (o, —1) =0

{mod Aj=p_,).-D’autre part, —-* est une puissance de-p. Done, le dénomi-

s AI
o A wi(ei—1)

nateur de ) o est une puissance de p. Le dénominateur de
§=1 Bg+i 0

(Z v 0 Ag c . _
% .20 Jivise certainement = *H ot est divisible par ——=%
s+ [ As-H (v ig? P—i) A (Uzq* P—A)
donc est un produit de G P )par une puissance de p. Donc, le dénominateur

—l’ )
de v est aussi un produit de( )par une puissance de p; et comme, d’apres le
—U ’lq

P-i 2] 1 1
théoréme 1, il est premier a p, il doit étre ———. Comme A, Eu ( ———)
(Q—h ’qu s AS‘H

= 0(modp_,), on a Ay v, =v,; (mod¢_,). C. Q. F. D.

Conséquence. Si maintenant K > K > K > k, i, =1, K

=

, k),

’
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o —7_, (K/K; ), on a évidemment, 3,, 35, désignant les dénominateurs des
vy — vy (K/k; P) et B, = v, (K/k; ]P), que

(6) o, |
En particulier, si ;_, =1, on aE,; =§q
Démonstration. En effet, r_, (K/ﬁ; P) = (K/K; ) . p—1- Donc

P B e T KRR qui divise 72 K W) o

(Vi » 74 (KK 1)) (i, (/K W) (Vi 71 (KK 1))

Or, il est bien évident que 7, (J; K, K, k) = i (P; K, K, k); d’o la propo-
sition.

3° INTEGRITE DES NOMBRES DE RAMIFICATION. — Nous allons démontrer main-
tenant une proposition trés curieuse qui donne la condition pour que fous
les v, soient entiers. La partie directe de ce théoréme (le caractéere suffisant
de la condition indiquée) nous donnera une troisitme démonstration du théo-
réme 1, indépendante de deux précédentes. Dans la démonstration de la réci-
proque seront démontrées, en passant, des propositions sur les corps galoisiens
ayant de I'intérét par elles-mémes. Donc, il s’agit de démontrer

Théoréme 3. La condition nécessaire et suffisante pour que tous les
v,(q=14,0,1, ..., m — 1) soient entiers est que =T, 5 () fasse partie de
I'une des suites de composition de T =T, , ().

Remarque. Dans la démonstration de ce théoréme on peut supposer
Gz=r et Gy, —T. En effet, le corps d’inertie K. de K/K pour J a les
mémes nombres de ramification par rapport a k que le corps K, parce que
n_, (Ki/K: ) = 1. II est évident que ces nombres de ramification restent
encore les mémes si on les prend par rappport au corps d’inertie K, de K/k
pour J). D’autre part, Gy = Ty, =7 et Gy =Ty, =T.

Lemme 4. K/k étant tel que K, et K,,, existent, s'il existe un corps K,
K, < K<K,,, tel que K/K, soit Galoisien, v, est entier.
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Démonstration. On a vu que K, et K, sont des corps de ramification d’ordre
respectif 0,4 de K,,,/K, pour P, et que v, (K, 41/K,; ) =7,. Or, il suit du
théoréme 2 de la partie A du chapitre Il qu’il en est de méme pour iT_/KQ et que
vO(T(/KQ; P)—v, (K, /K,; P)=1,. Puisque K/K, est Galoisien, v,—v, (?/Rq;{;])

est entier. C. Q. F. D.

Démonstration de la proposition directe : si = fait partic d’une suite de
composition de T, tous les v,(g=—1,0,1,...,m — 1) sont entiers. Soit

T=a, o, ... ... , B, =1, Dy, et oo , § 1%} une suite de composition de T

_ . tig+y
dont < fasse partie. Soit g un des nombres 0,1, ..., m — 1; soit ¥;—®; V_

(tg+D)
(i==0,1, ..... ,s,s+1,... ). Les ¥, sont des groupes, parce que qVK est

un sous-groupe invariant de T. De plus, W;,, est invariant dans ¥;,. On a
tig) @ (ig+D) @+

W,—=T=V,r=gen., V et ¥,=V, .tv=gen., Vz. Donc, il existe un j,
0<j<s, tel que W, , = gen., ({}ﬁ, tandis que W; < gen.; {of)i D’ailleurs,
puisque quand ¥, , 4 W¥;, on a ¥, /¥, ~®, ,/d, cest-a-dire W, ,/¥; est
simple, on doit avoir (puisque ¥, , W) ¥;  —gen., \‘?ﬁ Donc & W,
appartient le corps K,, et le corps K qui appartient 2 W, est son surcorps
Galoisien.

Comme évidemment, K < K41, les conditions du lemme 4 sont satisfaites
et v, est entier. C. Q. F. D.

Nous allons maintenant employer un important théoréme de Sylow sur
les p — groupes.

Théoréme de Sylow. Le normalisateur d'un vrai sous-groupe y d’un
p — groupe G est un vrai (c’est-a-dire 5= y) surgroupe de y.

Démonstration. ¢ étant un élément de G, appelons catégorie de ¢
(suivant y) (*) I'ensemble ycy.

Il est facile de voir que deux catégories, ou bien coincident, ou
bien sont disjointes, et que le nombre de classes suivant y contenues dans
yey est égal a I'indice de y Acyc™ dans y. Puisque y est un p — groupe, cet

(1) Ce nom est de M. F. Marty (Annales de U Ecole norm. sup. 1936).
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indice est une puissance positivJe ou nulle (ce qui arrive si, et seulement
si cyc™ —yv, cest-a-dire ¢ appartient au normalisateur N (y) de y) de p. Soit
G=vyc,v+ vy + - ... + yc,y une décomposition de G en somme de
catégories disjointes. Soit }; le nombre de classes suivant y que contient yc;y;

alors
(G:9) =Mt Dt oo

Si y est un vrai sous-groupe de G, c’est-d-dire Gy, (G :y) se divise
par p. Si le normalisateur N(y) de y était y, parmi les %; il n’y en aurait
qu'un seul égal 3 1, et les autres seraient divisibles par p. On arriverait 2 la
conclusion absurde 0 = 1 (mod p), ce qui démontre le théoréme

Conséquence 1. Tout sous-groupe y d'un p — groupe G fait partie d’une
suite de composition de G. (x est résoluble ().

En effet, si 'on pose N;(y) = N[N, (y)], il existe ¢ tel que N;(y) =G,
car autrement, puisque, quand N;(y) # G, N, (y) est un vrai surgroupe de
N;(y), il y aurait dans G des sous-groupes d’ordre aussi grand que l'on veut.
Done, si G =N;(y) # N1 (v), Ni(y), Nea(y)s-oo ooy No(y). v, {14, est une
suite normale de G, qu'on peut toujours compléter jusqu’'a avoir une suite de
composition; ce qui démontre la premiére affirmation. Soit G =v,, vy, ...,
1, = {1} une suite de composition de G. v;/v;y; (i=0, 1, ...,u — 1) est un
p — groupe simple; done, d’aprés ce qui précede, il ne peut avoir de vrai sous-
groupe. Il en résulte que son ordre est p, et G est résoluble.

Conséquence 2. T est résoluble; le degré du corps K, introduit précédem-
ment, par rapport a K, est p.

En eftet, T/V = (T|V)™ est Abelien, d’aprés chapitre II, A, et V est un
p — groupe, donc résoluble, d’ou T est résoluble. Comme ¥, ,/¥,~ ®,_,/®;,
ona (K:K)=(¥,_,:V;)=(d,_,:®,)=p. C. Q. F. D.

Troisiéme démonstration du théoréme 1. Considérons le corps de ramifica-
tion K, de K/K pour J, appartenant 8 v — V. (), K,/K est ramifié¢ d’ordre
e, premier a p pour JJ. D’apres le chapitre III, A, les nombres de ramifica-

(®) Cette derniére partie de cette conséquence est connue sous le nom de la
« deuxiéme loi de Sylow =.
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tion de _K-/Ic se déduisent de ceux de K,/k en les divisant par p_,. Ona T , =T
et Ty =

v. La conséquence du théoréme du Sylow montre que v fait partie
d’une suite de composition de V=V, et aussi, puisque V est sous-groupe
invariant de T (lemme 4), d’'une suite de composition de T. Il en résulte que
les nombres de ramification de K,/k sont entiers et que ceux dei/k ont les
dénominateurs premiers a p. C. Q. F. D,

Maintenant nous nous occuperons de la démonstration de la réciproque :

Soit ¢ un élément de T d’ordre 4 (¢) premier a p. Alors 3_, (¢) est une racine
primitive A (¢) -ieme de 'unité dans &. Il résulte de ce qui précéde le

Lemme 5. Pour que les commutateurs de t<T d’ordre A (¢) premier a p

@ ) @ ) .
par des éléments de V, (¢ > 0) soient dans V, il est nécessaire et suffisant que

@) v, =0 (mod A (?));

. @+ @
si v,=/=0 [mod A(t)], les ¢léments de V, sont les seuls éléments de V. dont
@+D
les commutateurs par ¢ sont dans V.

Démonstration. Si « <V, la condition nécessaire et suffisante pour
@n -
que le commutateur de ¢ par ¢ soit dans V. est que B,(tst™) = B, (). Or
Bo (tot™) =B, (t)a - B,y (s). Done, si 8, (s)#0, c'est-a-dire si ¢ n’est pas
@y e e Yoo a
dans V., la condition écrite équivaut a B_, (¢)%a—=1, c'est-a-dire a v, =0
[mod £ (t)], ce qui démontre le lemme.

Théoréme 4. Sit <T est d’ordre h (t) premier a p et si v, = 0 [mod A(t)],

@ ) (@D .
il existe dans chaque classe de V, (J}) suivant V. (]J) un élément permultable

@t
avec ¢; si v, =/=0 [mod A (¢)], il n’en existe que dans la classe égale a qV;(i}J)

Iui-méme.

@
Démonstration. Supposons que v,= 0 [mod /& (¢)]. Soitc< \QIK. lélant > q;

. . q) » ’
nous allons montrer par récurrence sur [ qu’il existe dans V un élément s, tel
(¢+D 0] ..
que o, =0 (mod V) et que fo;t'o;t < V. D'aprés le lemme 3, la proposition

est vraie pour [ = ¢q 4 1.
11
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0) .
Posons ¢t = 7,5, 1, <V, et distinguons deux cas :

1° Si v, =0 [mod h(t)], on a B,(tx,t7Y) = B, (5,), cest-a-dire t7,17" = 7,
i
(mod(V;). D’ou, pour a quelconque,

o @+
©)] et *=1fa, (mod V).

¢+D ¢+
En faisant a = h(t), il vient s; = }®¢;, (mod V); d’ot1 <} = 1 (mod V).
o (v )
Puisque h(t) est premier a p et que I'ordre de V |V est une puissance de p,
(4
on a t;<V, et 'on peut poser s, = g,.

2° Soit v,=/=0 [mod A (¢t)]. D’apres le lemme 2, M,(K/k; =, V) est un
module par rapport au corps fini engendré par {%,- ol { est une racine
primitive f -ieme de 1'unité dans &, et, a fortiori, puisque h(t) |k, par rapport
au corps fini engendré par 8_; (). Ona 8 ,()»—1+£0, et 'on pourra trouver

0
T, <V tel que

—1
Boi()r—1 Pu(m);

9 Bi() =
d’ont

Bilmtr ™) =Bt )+ Bm ) =Bu@—1)E ) =—B (=),

c’est-a-dire
, , G
ittty t=—m(mod V );
en posant
Ty = T

on a

. . , , el
i torly =ttt e = toyt - it T v ot =metlop =1 (mod V),
’ Y . (l+l) . \ ’ - - .
c’est-a-dire <V, ce qui achéve la démonstration de la premieére partie du

. <D
théoréme, car s, est bien permutable avec ¢ et = s (mod V).

Si v,=/=0 [mod A (¢)], le commutateur de ¢.par tout s < v qui n’est pas

(@D ) @D L, o
dans V n’appartient pas & V, donc a fortiori n’est pas égal 4 1. Donc un tel
élément ne peut pas étre permutable avec . C. Q. F. D.

Démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 3. Si tous les v,

(= —1,0,1, ..., m — 1 sont entiers, < fait partie d’une suite de composition
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de T. Il existe dans = un élément ¢ d’ordre p_, (pour l'avoir, il suffit, par
exemple, d’élever dans une puissance de p convenable n'importe quel élément
de la classe de t suivant v qui engendre =/v). Désignons par w (¢) le groupe de

tous les éléments de V, permutables avec ¢. Remarquons que si g n’est pas

) ) @tn @
parmi les nombres i_,, iy, iy, .. , iz, v V¢ = Vi, parce que dans chaque classe

@ (@D )

de V, suivant V il y des éléments de v = V,z. De méme, si v, = 0 (mod p_,),
@@

w(t). Vo> VK, parce que, d’apres le théoreme 4, il y a alors dans chaque classe

@
de V, sulvant V des éléments de w(z).

D’aprés le théoréme 2, le dénominateur de v, est ®~ . Donc, si tous

(010p-)

les v, sont entiers, v, = 0 (mod p_,) pour tout ¢; donc, si v,=/= 0 (mod p_,),

g n’est pas parmi les nombres i_j, 1y, 1,, ..., 1;_;.
@) @
Posons W —= w( ). v. Montrons que WV, > V.. En effet, ou bien v, =0

@+D @
(mod p_,), et alors WVR >w(t)V, > Vi; ou bien ¢ n’est pas parmi les nombres
. L @+D  @+) @
Tys Loy Ly ees Gyyq, €t alors WVK >vV, 2V, Il s'ensuit que si V <W,

@
aussi V, < W. Done, puisque V ={1,}<W,onaW=V_.

Par suite, si ® est un groupe tel que V, > ® > v, ona t® (! == @, D’apres
la conséquence du théoréme de Sylow, V. étant un p-groupe, il existe une

suite de composition de V, qui passe parv. Soient V, = @;, ®,, ..., ;= les
premiers termes de cette suite.

Soit © le groupe engendré par ¢ et posons U;=0®,. Puisque t ;¢! = &,
on a 0P, — 8, et U; est un groupe dont ®; est un sous-groupe invariant.
Comme U, , A®, = &, est un sous-groupe invariant de ®;, U;,, est un sous-
groupe invariant de U; et (U, : U,,) == (®;: ®;,,) = p. U, est un sous-groupe

invariant de T =T et T/U, est cyclique d’ordre T Ty Uy=0v=10V, 4
=T,z =~=. Il en résulte qu'il existe une suite de c:)mposition de T qui passe
par . C. Q. F. D.

4° LEes w-cores bE RamiricatioN. — Théoréme 4 nous servira a intro-
duire pour le cas des extensions galoisiennes K/k certains sous-groupes caracté-
ristiques de V,,, (J}) autres que ceux de Hilbert et les surcorps caractéristiques
de K, qui leur appartiennent.
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Définition 1. Un corps K“, o étant un diviseur de h = r_, (K/k; J7), tel
que K > K“ > K,, s’appelle un w-corps de ramification de K/k pour J, s'il
satisfait aux conditions suivantes : a) tous les nombres de ramification de J)
dans K/K* sont divisibles par «; b) aucun des nombres de ramification propres
de Jp dans K“/k n’est divisible par w; ¢) il existe un corps K, K > K > k,
tel que (K : K“) — & et que K“/K“ soit complétement ramifié pour ).

[Il serait d’ailleurs a rechercher si la condition ¢) n’est pas une consé-
quence des a) et b)].

Théoréme 6. Si I'on pose K — K“, on a, avec les notations de chapitre II1,
pg="q 81 9,=0 (mod v) et p; =1, si v, =/=0 (mod w).

Démonstration. 11 est évident que p,— 1 si v,=/=0 (mod v), car autre-
ment jj§ aurait dans K/K — K/K*“” un nombre de ramification non divisible par v ;

supposons que pour un ¢ tel que v,=0 (mod w) on ait p, # ry; alors ¢ est un

— Q

nombre i,. Dans K/k—K“/k ) a un nombre de ramification 7, =Y, A
— J=0 J

engendré par v,. Par suite ! a dans K“’/k un nombre de ramification, engendré

v ©

Vj— V5

(O]
o) ——= 1. Done

v,=0 (mod ) contre I'hypotheése b), et p, 5 r, est impossible.  c. ¢. ¥. p.

. v \ .
par v,, qui est —- Le dénominateur de ce nombre est
(D)

Théoréme 7. Sit<Ty,, est d’ordre », et si w(t) est le groupe de tous les
éléments de Y, permutables avec ¢, le corps qui appartient a w (f) dans K est
un w-corps de ramification de K/k pour JJ; inversement, tout w-corps de
ramification de K/k pour J} appartient dans K au groupe w(t) défini par un
t<T,, dordre .

Démonstration. 1° Désignons par K le corps qui appartient & w(t). Il est
évident, d’aprés le théoréme 4, que p, =, ou 1, suivant que v,= ou =/=0
(mod w). Puisque p, = 1 quand v,=/= 0 (mod w), la condition a) est satisfaite.
b étant le groupé engendré par ¢, puisque ¢ - w(t) -t =w(t), 8 - w(t) est un
groupe et le corps K qui lui appartient est tel que K /K satisfait 4 la condition c).
Enfin, si ¢ 2 0, v; =/=0 (mod v). On a

g

_ 9 Vg — Vs = )
Oy =Y ——— et v (P; Kjk) = -2
$=0 S [5)
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et ¢, (1}]; K, K, k)=—i,J; K, K, k) =—1i,; donc le dénominateur de

>1 et v, =/=0 (mod w). La condition b) est vérifiée et K est un K*.

2° Soit K“ un w-corps de ramification. Dans le groupe de K/K (qui fait

partie de T, ,), il y a un élément ¢ d’ordre w. Supposons G # w(t). Alors,
il existe un j tel que G /{]\72,,5 < w/(t) et que GK,KM/\(\]T)KM ne soil pas contenu
dans w (t). Soit ¢ un élément de Gy m A (\]}K,,L. qui n’est pas dans w(t). D’apres
le théoréeme 7, v, = 0 (mod w); donc tct—lc'“lél\?:,k. Comme cet élément est

encore dans Vi gzw = Ggxw, on a fel™'=gs;, o0 o < w(t); mais alors
Pot2=tol ' to,t '=00c, -0, = oo}, et, en général, (°c1 = ss?; en
particulier, ¢ = st~ =oq}, c'est-a-dire s, = 1, contre I'hypothése que ¢
n’est pas dans w(t). Done Gy w = w(t), et le théoréeme est démontré.

Théoréme 8. Tous les w-corps de ramification de K/k pour I} sont
conjugués entre eux par rapport a K.

Démonstration. Puisque dans deux sous-groupes cycliques de T, 6 et §',
du méme ordre w premier & p, on peut choisir des éléments ¢ et ¢’ d’ordre o tels
que t =1t' (mod V,), il suffit de montrer qu’il existe pour de tels ¢, t' un
c< Vi, tel que t' = ato™?

Montrons, par reccurence que quel que soit ¢ = 0, il existe un s, tel que
s te, *==1t's, avec g, <VK Pour g — 0 la proposition est vraie. Supposons-
Ia vraie pour q. Distinguons deux cas :

. @
1° v,=/=0 (mod w). Alors, si § < V,,, ona
41
Ecqtc,j‘g_i =, ll—igﬂg—l . Ec-‘;g—i =¢. ll—igllg—i 0',, (mod (qvll h)

On a vu dans la démonstration du théoreme 5 qu’on peut trouver & de

maniére que ¢t'£¢'E7l = o7 (mod V ) et, si I'on pose o,,, — £c,, on a bien

(e+h

2°v, =0 (mod w); on a t'cq = g’ (mod Vm) d'ou 1, = o t°c' = ')

, 9+ ot
s,° (mod V,); done o5 < Vm et on peut poser s, —o

Il

-
s = o, satisfait & tat1 =1 el existe. Théoréme est démontré.

5° INEGALITES ET EGALITES POUR LES NOMBRES DE RAMIFICATION. — Nous voulons
généraliser aux corps non-galoisiens deux théorémes démontrés pour le cas
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galoisien par M. Oystein Ore (*). Nous nous basons ici sur un théoréme de
M. Andreas Speiser (*), qui servit aussi de base & M. Ore. La démonstration
simple que nous en donnons est due & M. Oystein Ore (%).

Théoréme de Speiser. Si K/k est galoisien, le plus grand nombre de

ramification propre v, de ]I dans K/k est <

de J8; si v,,_, =0 (mod p), ce nombre estz—JE—~

ou E est ’ordre absolu

K

Démonstration. Dans la démonstration de ce théoréme on peut supposer
K/k cyclique, parce qu’on peut remplacer £ par le corps appartenant dans K i un
sous-groupe d’ordre p de(m\fzm. Ceci posé, Sy, alordre (p—1) 4 (p — 1),
en ) (car m = 1).

D’autre part, si
(10) [(@)=a? + aqa” '+ +a,=0
est I’équation irréductible a laquelle satisfait dans k£ un entier =~ de K d’ordre 1
en J), la contribution de J§ dans /' (=) est égale a celle de J) dans 3.

Mais ' (=) = pn? 4+ (p — D a, =2+ (p — 2) @, "3 +-... 4 a,_,. Tous
les a; ont les ordres en J} divisibles par p; donc tous les termes (p — i)a;n?
de f' (=) ont des ordres en J) incongrus deux a deux (mod. p); donc, a fortiori,
inégaux. Il en résulte que I'ordre en J) de /' (=) est le minimum de ces ordres,
donc, en particulier, ne dépasse pas celui de pr?~, égal a (p — 1) + E; d’on
p—1Dvo<Eet v, < f—)—f‘i—i Si v, =0 (mod. p), 'ordre en J) de 3, est

=p — 1 (mod p); donc il doit étre égal a I'ordre de p="™, égala p —1 4 E,
E
—1

Je me servirai encore d’un résultat du & M. Ore : st le corps galoisien K/k
a un nombre de ramification propre divisible par p, K(J0) contient les racines

primitives p -iémes de l'unité (3).

etl'onav, = C. Q. F. D.

Théoréme 9 (Inégalité d’Ore). K/k étant un corps algébrique, E étant
I'ordre absolu de 7,

(11) 0 (R 1) - mg (KI%; P <T Z;ﬁ— (g = ~1,0,4,.., 78 —1).

(3) Mathematische Annalen, t. 102, 1929-30, p. 283-304.

(4) « Zerlegungsgruppe », Journ. f. d. reine und ang. Math., 1919, t. 149
p. 174-188. A

() Mathematische Annalen, t. 100, 1928, p. 650-683.
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Démonstration. Tout d’abord, il suffit de démontrer ce théoréme, reprenant
la notation de 1°, 2°, 3° de ce chapitre, sous I'hypothése G,z =V .z =y,
parce que si l'on pose K, — K' et si I’on désigne par E', v,, ny resp. 'ordre
absolu de l'idéal premier J)' de K' que divise I, v, (K'/k; '), n, (K'/k; '),
on a B'—Ep_, nj—mn, et vj—=70,p_,, et le théoréme est vrai dans K/k s'il
est vrai dans K'[k. Cela posé, pour g=— — 1 le théoréme est évident. Soit
donc ¢ > 0. On a vu que, dans I'hypothése K, =K, il existe K, K, >K>K,,
tel que —K_/Kq soit cyclique de degré p; ﬁ/KZ est complétement ramifié pour I,
son nombre de ramification propre est v, et 'ordre absolu de I'idéal premier

P de K que divise J) est évidemment E p. En appliquant le théoreme de
q iy Ppilq

. _ _E p e — E
< - = < —
Speiser, on trouve v, < 7 1’ d’ou v, n, S C. Q. F. D.
T . - E;
Théoréme 10 (Egalité d’Ore). Si v,=0 (mod p) on a 1)v,n, "

2) 7,— p. 3). Le corps de Galois K* (J)*) du K (J9) par rapport & k& (p) contient
les racines p -iemes primitives de I'unité (0 < ¢ < m).

Démonstration. On se place dans les mémes conditions que pour le
théoreme précédent.

En appliquant la deuxiéme partie du théoréme de Speiser & ?/ﬁq on
- E
trouve v, n, =5:1~
D’autre part, si I'on avait 7, =;;'—q> p, il y aurait entre K, et K un
— —_— == Q+1 . .
corps K' tel que K'/K soit cyclique de degré p. Le seul nombre de ramification

propre de J} dans K'/K étant v,, on aurait, d’aprés la deuxiéme partie du
théoréme de Speiser,

— e — 2
12) v, =B L

ce qui est impossible; en appliquant le théoréme d’Ore (évidemment vrai pour
le cas local) au corps K(J0) /% (p), on voit que si v, = 0 (mod p), le sous-corps
du corps Galois K°(J9°) de K (J)) par rapport & k(p) qui appartient a
VKo ) /K () donc aussi K°(J1°) lui-méme, contient toutes les racines p -iémes

de I'unité. €. Q. F. D.
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Autre expression du théoréme 9 et de 1) du theoreme 10. Soit e, I'ordre

absolu de p et soit d, (KJk; J1) — n‘i((;/]f 1;’) OnaZ — cyd, (K ). D'ois

I'on a comme expression du théoréeme 9 et de i) ‘du théoreme 10 resp.

vq (Kks 1) < eody (K ks ) 525 et o, (Rik; ) — ey, (Rjks ) 25 -

6° CONGRUENCES ET INEGALITES POUR LES NOMBRES DE RAMIFICATION D'UN CORPS,
CORRESPONDANT A L’EXISTENCE DES sOUS-CORPS. -— A partir d’ici les notations
employées seront celles des chapitres précédents : le corps, en général non-
galoisien, 2 étudier sera désigné par K/k (et non par KJk) et K/k désignera un
de ses sous-corps, aussi non-galoisien en général. Les théorémes précédents
permettent de déduire un certain nombre de congruences et d’inégalités qui
lient les nombres de ramification de J) dans K/k, si I'on connait I'existence

’ . . ’
d’un sous-corps K/k de K/k caractérisé par les v, donnés.

Congruences suivant les puissances de p.

Théoréme 11. a,, ay, ..., a;_, étant des fractions rationnelles (pouvant étre
nulles) & dénominateur premier a p, si a lieu la congruence

m—1

(13) Y @y (v,— V1) = 0 (mod pP),
Q=
ona
m—1 1
(14) Y Y v (0,— )= (mod vp").

=0 J=rq_4+1

En particulier, si v, =7, (mod p*), on a
K iy e Yo o,
Y J—v)=0(mod-*p*);
Ji 1y A v
g—1

J ~ q
on a
iq %
(15) Y A (v, v,_,)_o<mod )
J=q—H =
Enfin, si pour tout =0, 1, ..., m—1 onap,<r, et si v,=7v,, (mod p*),

. Yo . . .. L.
on a v, =v,, (mod oP ); on a, si seulement la premiére condition est réalisée
. q
(c’est-a-dire X = 0),

—_— —_— Y
(16) Vg = Vg (Inod i = PoPy - p,,_,).
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Démonstration. On a

i ig_ i
e — Yg— — —Qx  — — = ’
=S =0 A J=ig_y+ 8,
d’ou
m—4 m—1

’50 -4 iq §
= S Vy— U, gy,
Y (v, —vg)= ), < ) g~} ’ >= Yy X Ay, 1o Uy-1)
=0 \J=ig_s+ 5 oo

q=0 =0 g=ig_4H

4 m=t B

=X V5 (Vg — V)
Aovo 5% 4= qz_i-l-i !

si cette expression est congrue 0 (mod p*),

m— iq

Y @y (v,—v,0) = 0 (mod v,p*). C. Q. F. D.
=0 J=iq_4H
En particulier, sigy=a,—... ...=a_,—a,,— ... ..0;,=0,
a,—1,o0na
%, 1,
q i q v v
q J — 0 A
A—(vj—vH) = Y = (0, — V) =0 (mod ;P )
J=ig_y+ By J=tg—y+ Vig ig
Et, en particulier, si p, <7, pour tout ¢=0, 1, ... ... , m—1, c’est-a-dire

i, —t_,+1=g¢q,ona

i v - - Voo
Y L—v)=v,—0,,=0 (mod = p").
=i+ Vig Ya
Puisque la congruence initiale v, = v,_, (mod p*) est toujours vraie (d’apres
le théoréme 1 de ce chapitre) pour A=0, les deux congruences précédentes sont
toujours vraies pour A — 0. Le théoréme est démontré.

Congruences suivant p_,. On a vu que pour tout ¢ =20,1, ... ...,m—1,
17) i, = Ay, Dy (mod p_,).

Il en résulte que si un polynéme i coefficients entiers en A% (g=0,
1,... ...,m—1) est =0 (mod. p_,), ce polynéme prend encore une valeur
=0 (mod p_,) quand on y remplace chaque A;, v, par v; correspondant.

12
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Autres congruences. Il est 4 remarquer que si tous les v, (¢ =0,
1,... ..., m — 1) propres sont divisibles par un nombre u premier a p_, et
ap, tous les v, (¢=0,1,... ..., m — 1) propres le sont aussi. L’inverse
a lieu si pour tout g=0, 1,... ..., m—1 on a p,<r, : alors, de la
divisibilité par u de tous les v, propres suit celle de tous les v, propres.

Inégalités. Nous poserons o,—v,n,. Désignons par E I'ordre absolu de J).

Théoréme 12.

b1 l iq-i

O j]
(18) + - LS
%, L . “_ I se
et, en particulier,
i - .
p
@ £ oen(2)
F=igyH l
Démonstration. On a
ig—t .
B _ﬁ’+(§:va(9.f*1) Uiy 023
. =
Aiq = dn = A p',.
d’ou
= ~ - 7 N, Ui iy, vy Mg p;— 1
<Pq=nqz>q=—‘1@qﬁ\—“5‘f QA N i 3
’iq ’iq e iq =0 A ‘/ 72‘7 viq 9.7

ig—1 - 5, n; Z—i 1i—i

"iq Mgy 7.7 s=i+17s
T ’ 1 il E ) \ , )
Or, si E est 'ordre absolu de JJ, on a E = —, et, d’apreés le théoréeme 9,
J— Vg
- T E _—
%SE—Q—=——L; d’on
= p—1  v,p—i
2 —i (1 —1
Ps D
ot <g-2_
Z (P 7y =1 Vs p— 1

Mais, si i, <j<1i,etsi j<s<i,onai,_ - s<i, etp =rg;donc
9 } Q = Q Q-1 q

p;—1 - 7'4—1_1 1
r, vy

I

{1 —

B 1 et
7”

ST

Lﬁe:l:

n

7

~
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D’ou
zq—i P
Y e HS—%+ Z w(i-—) (1——)
J=ig i+ s=j+1 7's J=ig_yH F=iq _4+1
t
¢ iq E ]9 ji 1 p 2
Y o< =B —~—> C. Q. F. D.
F=ig g+ 1 _1 D - 1
p
7° Rane pE V@O,
Définition 2. Un ensemble {c,, ¢,, ... ...,c,} d’éléments d'un hyper-

groupe i s'appelle une base de ¥, si ¥ est le moindre hypergroupe qui le
contient. Le minimum du nombre d’éléments n que peut avoir une base de I
s’appelle rang de # et se désigne par & (¥). Une base de i dont le nombre
d’éléments est & (%) s’appelle une base de i de rang minimum (4 remarquer
que pour les groupes Abeliens notre définition du rang coincide avec la définition
habituelle).

Les théorémes exposés au chapitre III et dans ce chapitre permettent, en
se servant aussi du cas particulier d’un théoréme da & M. Deuring (%), d’écrire
une inégalité concernant le rang de VZ*,

Soit § = CG(pf) le champ de Galois (c’est-a-dire corps fini de caracté-
ristique p) ayant p? éléments.

Soit X(3) =a,+ a,3+ ... ...+ ;5 un polynéme dans CG (p) par
rapport a une indéterminée 3. Désignons par ce polynéme l'opérateur de g
qui transforme tout « < gena 4 a,? + ... 4+ aia"i-

- Le cas particulier du résultat de M. Deuring dont nous avons besoin est :

Il existe un B <g tel que pour tout o <§gon peut trouver un polynéme
X, (3) de maniére que a =1, (3) - B.

F étant un diviseur de ¢, posons 3¥ — 3. Regardons les seuls opérateurs

de 8 qui sont représentés par les polynémes en 3 [dans CG(p)]. Silon
pose

(20) Igz :5¢’ﬁ (Z:O, 1:-'~,B‘_1)y
toul o < g se I‘epl‘ésente sous la forme
(21) a=N"(3)-Bo+ N (3) B+ + 2L (3) - Brs

(&) Mathematische Annalen, 1932-1933, t. 107, pp. 140-144.
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Soit M un sous-module de § qui admet 3 comme opérateur. Soit ¢ un des
nombres 0, 1, ... ..., F— 1. Les éléments de M de la forme

(2) 2 (3) Bo+ M(B) B+ -+ 2 (3) B,

forment encore un module admettant 3 comme opérateur. Il en résulte que

les 3’(3) de tels o <M forment un idéal, soit (r,(3)). Il existe donc un o <M
tel que

(23) (B =7,(8) et AOR)=0 si i>q.

Désignons cet « par «,. On vérifie aisément que tout « <M peut se mettre
sous la forme

(24) Xo(B) oo+ M (B) oy + o + gy (B) otpy-
Désignons, comme précédemment, par F le degré absolu de J) dans K. On a

Lemme 7. On peut trouver un sous-hypergroupe Gy de Vi (j1) du
rang < F tel que i, > 0.

Démonstration. Soit §, le dénominateur de v,; soit =’ un nombre tel
que ='* =, ol = est un nombre de K d’ordre 1 en JJ, et soit K* un surcorps
Galoisien de K par rapport a £ contenant ='; alors M, (K/k; =', §*) admet 3
comme opérateur (car y* =1) et est un sous-module d’un corps fini de
caractéristique p, par exemple, du corps de classes de restes (mod J)*) dans K*.
Donc il y a F éléments de M, (K/k; ', %), @, o4y oo +., a5, tels que tout élé-
ment de cet ensemble se met sous la forme X, (3) a4+ X (3) 2, + .o 4 Ay (B) ey

Choisissons dans V., (J0*) F éléments oy, o,,... ...,0p, tels que
Bo (o, =’y P*) = o;. Soit GZ% le moindre sous-hypergroupe de V** qui les
contient tous. Done ®(GZ2) <F. M, (K/K; =', J*) contient les o, (i =0,

1, ... ...,F—1)etadmet 3 comme opérateur. Donc M, (K/K; =', J*) contient
tous les éléments de M, (K/k; =' J0*), donc lui est égal. Par conséquent, oo=1,
et 1,>0. C. Q. F. D.

Théoréme 13. K[V, (P*)*™] < eor_(K/k; ) DF 41, o0 D est le plus
petit commun dénominateur de tous les v, (K/k; J) (9=—0, 1, ..., m —1).
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Démonstration. Tous les nombres de cette formule étant les mémes
pour K/k et K(J)/k (p), supposons K/k local. Nous allons déterminer une
suite U, = {14, U,U,, ... ..., U, =V, de sous-hypergroupes de V, tels

que U, < U, < Uy < ... .., < U,,, de la maniére suivante : U; étant déter-

o o (1) . (@)
miné, soit ; le plus petit indice tel que U; V,, ne contient pas V.

. wy .,
Soit u; le plus petit nombre tel qu’on puisse prendre dans V,, u; éléments g, ,

Sjar w9, tels que Uhypergroupe U; engendré par U; et ces éléments

. N C R Y
satisfasse & U; V. > V.

On pose U;,, = U;.

It est clair que & (U) Su, 4+ u, 4+ ... ...+ u;,. Soit K@ le corps
appartenant & U; dans K et soit v =y (K©/k; P*). Il est clair que
i (J0; K, K9, k)=w; et que w;,; > w;. Il en résulte que i =i, (K», K¥+0 £) > 0;
d’olt
- Yy (Km/ k) — Vg (Km/ k)

Gt gy (RO
v 0o (KY[R) - qu 7, &9/

> vy (KY[E) = vY.

En vertu du théoréme 2 de ce chapitre, tous les v'” ont les dénominateurs
égaux 4 ceux de v, correspondants, donc diviseurs de D. Comme, d’apres le

¢ N < P D . D
théoréme 9, v < eody (KOJk) L5 — eqry (KJk) L et sauf si o9 = egr_, =L,
on a v’ =/= 0 (mod p), v’ ne peut prendre que

- ' P
s 7| [0
I:eodoni 1} — [————pﬁ-—-—] = eyl Dy,

valeurs =/=0 (mod p), et encore, si le corps de Galois K*/k de K/k contient
toutes les racines p-iémes de l'unité, la valeur e r_; —ﬁ—i Donc toujours
n<e,d, D4 1.

Déterminons u;. Supposons d’abord que j -£ e;d,D. On peut choisir dans
Vio, un ensemble {s,, o, ..., 5, avec s < F tel que I’hypergroupe U
qu'engendrent les éléments de cet ensemble ait iy £ 0. gen, U est un sous-
hypergroupe de V,, et sio; <gen..5; (i—=1, 2, ..., 0), gen., U est engendré
par les o; (1 =1.2,...,3) et Phypergroupe U, = Gy,x»; puisque gen., U.

(wit-1)  (wy)
Y2 Ve, onau; <s<F.
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Supposons maintenant j=e¢,d,D 41, c’est-a-dire (+'" =0 (mod p); théo-
reme 10 de ce chapitre montre que ry, (K¥’|k) = p, c’est-a-dire si ¢ est dans
Vi, et non dans %)Ku)m, I’hypergroupe engendré par ¢ a py=p=r, et
to>0; donc ¢ < gen.; s et U, engendrent U,,; d’olt u,= 1.

Par conséquent, & (Vi) <eyr_, D.F 1. C. Q. F. D.

Complément. Si tous les v, ont les numérateurs divisibles par un méme
entier § (naturellement (8, D) = 1), § divise aussi tous les »?, et la démonstra-
tion précédente montre que

D

(25) R (VIER) S eor i F 5 +1.

Conséquence. Si K|k est galoisien, on a D=1; donc & [V, (] <
| na A’A~

eor_y (K/k; P)F 1, le signe d’égalité ne peut avoir lieu que si K ()
contient toutes les racines p- iémes de 1'unité.

Théoréme 14. Si v, (K/k; ) = 0 (mod p), & (V,, (JP*)*") =1.

Démonstration. Soit « un élément de V,, de niveau 0 et soit G,z I'hyper-
groupe engendré par s. D’abord, r,=pet p,>1, on a ry=p,. Soit que
G # VK/R'

Alors K/k a un nombre de ramification propre v, (K/k; J), et, puisque

t, >0, ona
vO(K/k;-ﬁ) > vy (K/2; ) =eo7"—11‘)‘ﬁ—1,

ce qui est impossible
Done, Gy = Vi, et & (Vi) = 1.

Conséquence. Si K/k est galoisien et vy=0 (mod p), Vy, est cyclique.
En eftet, les seuls groupes dont le rang est 1 sont les groupes cycliques. Ce
théoreme a été démontré pour la premiére fois par M. Oystein Ore (3).
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CHAPITRE V

CORPS HASSIENS
1° D#rinNiTIONS.

Définition 1. Un corps K/k s’appelle Hassien ou de type H (pour Jp), si pour
tout g —0,1, ..., m — 1 v_ est entier et
(1) Vg =0y, (mod d,).

La congruence précédente se décompose en deux congruences : une modulo
% (qui est une puissance de p) et 'autre modulo d, (qui est premier a p).
Conformément a cela, j'introduis deux notions, dont celle des corps Hassiens

est I'intersection.

Définition 2. Un corps K/k s’appelle de type H' (pour Jp), si pour tout
g=0,1,... ....m—1

®) Vg =Vgy (mod %;’)

Définition 8. Un corps K/k s’appelle de type B'' (pour J), si tous les
v, (=0, 1. ..., m — 1) sont entiers et divisibles par d,.

L’ordre et le degré absolus de I'idéal p de k seront désignés par e, f,,
ceux de J} seront désignés par E, F; enfin, comme toujours, e, [ désignent
I'ordre et le degré de ) dans K/k. Si K/k est du type H, ou H', ou H" et ey =1,
le corps K sera dit corps de type resp. H, ou H', ou H'" absolu.

2° Tueorime 1. — Si K/k est du type H, ou H', ou H" pour I et si K/k
est un sous-corps de K/k, K/k est resp. du type H, ou H', ou H" pour JJ.

Démonstration :




96 M. KRASNER. — THEORIE DE LA RAMIFICATION DES IDEAUX

£

. 9§ v—0; . S
Si K/k est du type H', Z <= a le dénominateur premier 4 p; donc
=gyt 7

(mod —) et K//c est du type H'; si K/k est du type H", le dénomi-

Vy—Vj4

nateur de est une puissance de p; donc v, — v, , est, d’apres

=ttt 4
le théoréme de chapitre IV, entier et se divise par d, et K/k est du type H'".
C. Q. F. D.

Théoréme 2. Si le sous-corps K/k d’un corps K|k est du type H, ou H',
ou H" et si, pour tout g=0,1, ... ...,m —1,onag, < r,; K/kestdu type
resp. H, ou H’, ou H'".

Démonstration. On a, dans I'hypothése de I'énoncé, pour tout g, t,—4q. Donc

- Vy— Vg . a
D == 2t 6y ——vHEO(mod g‘), on a
0,

e~ Yg+ ’ q
A,

<

d,
v—v-zO[mod o8 _ "\
‘ o~ \ dy A, do/

et si v, — v,_, est entier et divisible par d, v, —v,_, est entier et divisible par

d, A, — d,. D’ou le théoreme,

3° M. Helmut Hasse () a démontré un théoréeme [dont une partie a été
démontrée antérieurement par M. Masao Suguwara (?)], conséquence de son
Fithrer-Diskriminantensatz, qui peut étre formulé ainsi :

Théoréme de Hasse. Si T, (JJ*) est un groupe Abelien, K/ est de type H
pour ).

Je suis dans l'impossibilité de reproduire ici la démonstration de ce
théoréme, basée sur la théorie locale des corps de classes, On pourra la trouver
dans les mémoires cités de M. Hasse.

(*) La premiére démonstration de ce théoréme a été donnée par M. Hasse dans
un mémoire de Journ. f. d. reine und ang. Math.,1930, t. 162, pp. 169-184, précédem-
ment cité. M. Hasse 1’a mise sous forme plus simple dans un mémoire de Journ. of’

Fac of Sc., Tokyo, 1934, t. 2, pp. 477-498.
(®) Proc. Imp. Acad., Tokyd, t. 2, 1926, pp. 366-367.
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G étant un groupe, désignons par G, son groupe de commutateurs. Alors
a lieu le

Théoréme 3. Si K/k est un corps galoisien tel que [Ty, ()], (regardé
comme Gy z) a tous ses p <7, (9g=—0, 1,... ..., m—1), K/k est de
type H pour J0.

Démonstration. Comme Eappartenant aT,aTg, > T,/T, groupe Abelien,
K/k est du type H.
Le théoréme s’obtient en appliquant aux K/k et K/k le théoréme 2.

Conséquence 1. Tout sous-corps du corps K/t du théoréme précédent
est du type H : cela suit du théoréeme 1.

I est évident, que si K/K est du type H' pourJ et si 'ordre de J) dans K/k
est premier 4 p, K/k est du type H' pour J). Il en résulte la

Conséquence 2. Si K/k est galoisien et [V, ()], (regardé comme G )
a tous ses p, <r,, ou si K/k est un sous-corps d’un tel corps, K[k est du type H'

pour JJ.
3° Corps pu TYPE H''.

Théoréme 4. Si K, [k est tel que JJ, est d’ordre puissance de p dans K, /k et
n’a que des nombres de ramitication entiers et si K,/ est tel que J), est d’ordre
premier & p dans K,/k, K = (K,, K,) désignant le corps composé de K,, K,
et PiP,, P,), K/k est de type B pour J3.

Démonstration. K, [k est de type H"' pour J), parce que d,(K,/k; P,) = 1.
D’autre part, 'ordre de J) dans K/K, est premier a p, parce que autrement
Vix, (0%) ne se réduirait & §1,} et V , (%) >corr., Vi (B*) ne se
réduirait pas a { 1,.}. Donc pour tout ¢ (si I'on pose K, — K) ona p,—1 < r_;
d’ou le théoréme (3).

(®) Dans le cas de Kk galoisien, ce théoréeme a été démontré par Herbrand
(Journ. d. Muath. p. et appl., 1931, t. 96, p. 481-498).

13
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Dans le cas du K/k galoisien ce théoréme admet le réciproque suivant :

Théoréme 3. Si K/k galoisien est de type H', il est composé des deux
corps de la nature indiquée au théoréme 4. Le groupe T, , (J!) n’a qu'un seul
sous-groupe d’ordre r_, et ce sous-groupe appartient & son centre.

Démonstration. K, est r_, — corps de ramification de K/k. Done, il y un
sous-groupe 8 de T, d’ordre r_,, engendré par un de ses éléments ¢, tel que
Vi = W (£). Les éléments de § sont bien permutables avec tous les éléments
de T, =0V,,—106.W(t). Comme tous les sous-groupes de T, d’ordre r_,
sont transformés de 6 par des éléments de V,,, ils coincident avec 6. K est le

composé du corps qui appartient a § et du corps K,. Le théoréme est démontré.
@
4° Ranc pes V pans LE corps bE TYPE H',

' on a
’U d’

::

Théoreme 6. Si K[k est de type D éiant le plus petit commun
dénominateur et 6 étant le p. g. c.

les v, (K/k; J0).
) (Vg (07 ey (5113 ) F g L2

d. premier 4 p des numérateurs de tous

T

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoréme 13 du
chapitre IV, nous supposerons K/k local.

Considérons le corps K/K,_; dans ce corps '’hypergroupe de ramification
est %}K,k. Procédons avec ce corps, comme nous I'avons fait avec K/k dans la
démonstration du théoréme 14. Les corps K'” qu’on obtiendra seront, d’apres
le théoréeme 1 de ce chapitre, toujours de type H' par rapport 4 £; donc,

toujours v’ =vy,_, <mod %‘) Distinguons deux cas : 1) v,_, =/= 0 (mod p); alors
0

les v" doivent étre parmi les fractions de dénominateur D et du numérateur

divisible par 6 et = D _ (mod 7 ——:l > et v@ < e d pp donc, le nombre
-1 —
des v ne dépasse pas '
b_ .,
EteOdD] —1 7_1—{—1- donc J{(V‘Z*’)<er FPL
edq ’ Kk 07 —1 01)_19

2) v, , =0 (mod p); alors v,=v,_, (mod :-2-:), donc aussi (mod p), donc

v, =0 (mod p). D’apres le théoréme 14 du chapitre IV, & ((\?%Z)) =1. Théo-
réme est démontré,
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Lemme 1. Si iy’ —i, (0; K, K, k), les K désignant les mémes corps
que dans la démonstration précédente (c’est-a-dire relatifs 3 K/K, et non
a K/k!), on a

P

, D
4) iV S eor (K/E; 1) Ep 1

+g—1.

Démonstration. On a, quand on pose K® — K,

z-(({n) Zén)
—- v, — D, y—
/v_.:(’n)= J ‘11= a— U _j_.j{’
= LTy et L T
car g =4, =... ...=4A_ =1
) V;—0,_ a v, — 7
or% — AY YTl ( _4)-(1 V=Y 1 U
. 0 (mod 4)), iy 0 mod@d0 ; done 5 =0a et
9 d
o > Vot + (Z':In) +1— Q) 5 (_[Z'
et, puisque v™ < eodqppj, on a
10) : D P
iy +1ég+§eodop—_—_—1. C. Q. F. D.

Désignons par G le groupe engendré par les puissances a- iemes de tous
les éléments d’un groupe G.

Théoréme 7. K[k étant un corps galoisien de type H' dont tous les
nombres de ramification pour J) sont divisibles par 6, (6, p) =1, on a

N
Vi -

@ @
®) ((Vm& ))es (Vi ™) =

Démonstration. ({?K,h posséde une base {s,, o5, ... ...,o.} dont tous les
éléments ont les niveaux ne dépassant pas i et telle que les éléments o, de
cette base ayant le méme niveau ¢ ont les B, (s,) linéairement indépendants par
rapport au corps fini de classes de restes rationnelles (mod JJ). Parmi toutes
les bases de V ayant ces deux propriétés, extrayons celles qui contiennent le
nombre minimum d’éléments de niveau ¢; soit x, ce nombre; parmi les bases
de V ainsi obtenus extrayons celles dont le nombre d’éléments de niveau ¢ 1
est minimum : soit 2, ce nombre; parmi celles-ci extrayons les bases dont le
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nombre d'éléments de niveau ¢ + 2 est minimum. Poursuivons ce procédé
jusqu’a niveau i (au dela, d’aprés la premiére condition a laquelle satisfont
les bases regardées, il n'y a pas d’éléments de bases qu'on a extraites). Nous
arrivons 2 un ensemble des bases de V dont nous prenons une

(6) g %%-'-,%o+xi+~~+wi(2,_q %
ou
. J— J
e =J si Yo, <g<Y a
$=0 $=0

Ceci posé, soit que

" @
) Tl ole=Co, avec Mo)2ip +1 et C< V..

q=1

X
(Le symbole II «,, ou les o, ne sont pas supposés permutables entre eux
q=1
dans la multiplication, signifie a5, ... a;. Voir : Van der Waerden : Moderne

Algebra, t. I, p. ).
Montrons qu’alors y, =y, =... ...=1y,=0 (mod p). En effet, d'abord,
on peut écrire, u étant un quelconque des nombres 1, 2, ... ..., n.

(8) C= G{ 027

ou C, est un produit des commutateurs d’éléments de la base autres que o, et C,
est un produit des commutateurs de s, par les autres éléments o, de.la base, des
commutateurs de ces commutateurs par les s, des commutateurs d’éléments
ainsi obtenus par les o, etc., donc, d’aprés la conséquence du lemme 2 du
chapitre IV, 3 (G,) =2 (s,) + 1.

Il en résulte que %(C,5) =% (s,) 4 1; on peut écrire I'égalité (7) sous la
forme suivante :

p—i -1 n -
9) ofs = II c}}q) -0, Cyo - H c},’q) .

q=1 q=p+1

Si v,=/=0 (mod p), s,, dont I'ordre est une puissance de p, est une
puissance de o;*. Donc

(10) g Ty T eeey c{-&-is cy.-{-b (23] 0‘.,], 025 ;

() 3 . . . . » .
est encore une base de V; dailleurs, si 3(Cys) >i®™, d’aprés la démonstration
du théoréme 6 et du lemme 1, }o,, o5, ..., 0, 1, 04y oer +eny o} est déja une
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()
base de V (car, autrement, le corps appartenant au groupe engendré par ces

éléments aurait v, ne satisfaisant pas au théoréme 9 du chapitre IV). Par
conséquent, \4 posséde une base satisfaisant aux conditions indiquées et qui a z,
éléments de niveau ¢, x, éléments de niveau ¢ + 1, ..., ..., y—— éléments
de niveau X(s,) — 1, et Lo, -0 — 1 éléments de niveau A(s,), contre I'hypo-
thése que Tysy-q €St le nombre minimum d’éléments de ce niveau que peut
posséder une telle base. Donc y, =/= 0 (mod p) est impossible, et comme cela

a lieu pour chaque u =1,2,... ...,n, on abien y,=y,=... ...=y,=0
(mod p).
er— P
(ot [535 )
6 p—1

Prenons maintenant un élément quelconque s de A . Comme

Co? ) . . .
9+ =5 'p—z_—ig i 41, on a X(s) > i®™. Puisque {o,, oy, ... ..., 0,} est

p—1
une base de V, on peut toujours présenter s sous la forme
! . . (q)
(11) o = (G H oha ou G, donc aussi G < V;
9=t

M 4 1 Al ’ ) .
il en résulte g sla==Co, et d’aprés ce qui précede, on a y, =y, =...
=7,=0 (mod p).

Donc

i} @ @
TIsle<V® et o< (V, V) G. Q F. D.
g=1
5° Corps muassiens apsoLus. — Nous allons maintenant démontrer un

certain nombre de résultats sur les nombres de ramification et sur la structure
@
des V des corps de type H absolus.

Théoréme 8. Si K est hassien absolu, a) sauf si a la fois p—=2et les v,
sont pairs

q
Vg = JE d; (@ =—1,0,...,m —1) b)sip = 2etles v, sont pairs, v, = dgyy = 27 »_,.
=0

Remarque. Puisque pour ¢>0, d,= 0 (mod pj, tous les v, propres
d'un corps hassien absolu sont congrus entre eux (mod p). En particulier,
si p==2, les v, sont ou bien tous pairs, ou bien tous impairs.
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Démonstration du théoréme 8. Puisque K est hassien absolu, e, = 1.
Done

(12) U, S dg

<2d, (g=0,1,...,m—1),

ou le deuxieme signe d’égalité n’a lieu que si p == 2. D'autre part, d’apreés la
définition méme des corps hassiens,

(13) Vg = Vg (mod d,).

Si ¢ >0, donc v,_, > 0, on a ou bien v, —v,_, —d,, ou bienv, =2d
—+ v,_, > 2d,, ce qui est impossible, parce que contredit I'égalité (12); donc
v,—v,, =4, Sig=20, onav, =0 (mod dy), donc ou bien v, = d,, ou bien,
puisque v, < 2d,, v,= 2d,, ce qui ne peut avoir lieu, d’aprés une remarque
précédente, que si p = 2. Si v, = 2d,, les v, sont pairs et I'on est bien dans
le cas b). Sip=2et vy—=d,, v, est impair, et aussi tous les v, le sont, et
I'on est dans le cas a).

Supposons donc que nous sommes dans le cas a). Alors, pour tout
g=0,1,... ....m—1,onav,—v, _,—d, ; dod

0 q
(14) Vg =0y — Uy = Y, (0y—0,) = Y d,
J=0 =0

Supposons que nous sommes dans le cas b). Les v, étant tous pairs, on a,
d’apres le théoréme 10 du chapitre IV, r, = p==2 pour tout ¢ =0. Donc
dy = 2'dy = 2’r_,. On a v, = 2d, et, pour ¢ =1, 2,... ..., m—1,
v, - v, —d,=2%r_,. D'on

Vg =V + (0, — Vp) = D, + Zq: (v; — ;) = 2d, + zq: d,

(15) . =

=7, <2 + ;{ 2’) =20H = dyy, C. Q. F. D.

Théoréme 9. Si K est un corps hassien absolu et K est un sous-corps de K

tel que p, = r,, a) sauf si ¢ = 0, p = 2 et les v, sont impairs, pour tout j < g,

onap;=r;2)sig=0, p—2 et les v, sont impairs, ou bien tous les p; = r;
(j=20,1,...,m—1), ou bien les v, sont pairs.
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Démonstration. Il suffit de démontrer le théoréme en supposant que ¢ est
le plus petit nombre tel que p,—r,. Supposons qu’il y ait j > q tel que p; # ;.
Alors

2 p—
’UJ —_— UJ_, _. Eq Uy — Uj—i ?)iq vzq—i

A

g<ig<m el By— Dy, =
! ‘ ! J J=q AJ Ai

e,

Comme K est hassien absolu, pour ¢>0 et aussi pour ¢ — 0, i 'exception du
cas oit p — 2 et les v, sont pairs, v, — v, —d,, et 'on a une contradiction.
Supposons g =10, p = 2; alors, si les v, sonl pairs, on a

i — 2

— V,— Uy Dy—Vy 2d, -

’DO = E > = 2d0
= A, A, A,

contre le théoreme que 7, < 2d,; done, dans le cas @) on a bien, pour j > g,
p; = r;; dans le cas b), si cela n'a pas lieu, les v, sont pairs. C. Q. F. D.
Théoréme 10. Si K est hassien absolu, sauf quand ¢ =0, p=2 et
les v, sont impairs,

@ . @ (@+D _
(16) R (Vi (1)) = & ((Vie @)/ Vi (P))20) S F.

Dans le cas exceptionnel indiqué

a7y 8. (Ve ) Ve @)= £ 8 (e (997 <& (Ve %) Ve =) + 1S F 4 1.

. s @ (q+1) A .
Démonstration. Tout d’abord le rang de (V | V)@ ne dépasse pas celui

@ . .. @
de V®, En effet, si {s,, o5, ..., o,{ est une base du rang minimum de V&*
@
on a pour chaque s <V

(18) O < 0}, 04y . Oy

ou s,, 5;,...,5; sont certains (non obligatoirement inégaux deux a deux)

o @ (qn _ @y
des o,, 5,, ..., 5,. Soit s un élément de (V / V)%" et posons s, =,V (laloi

.. , (@) - o @ . -
de composition étant celle de V*). Si s est un élément de V qui est dans =, on

peut écrire
(@D @D @d (@D (@D
¢V < g0 %, V <o <o, Vo %, Vv,

4

c’est-a-dire

(19) 7 < T T,
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et §s,, 35, ... ..., 5,} estune basede (V / )Z*’ ce qui démontre I'affirmation.

Ceci posé, reprenons la démonstration du théoréme 14 du chapitre 1V. On
voit que pour K/K,, on a, d’aprés le théoréme 9 de ce chapitre, K® = K, dans
le cas général, et que ou bien K® — K, ou bien K®/K_ a les nombres de rami-
fication pairs, c’est-a-dire, d’apres le théoreme 15 du chapitre IV u1 =1, dans

le cas exceptionnel. D’apres la meme démonstration, u1 < 31[(\’ )“ ] < F.
( Gy
Done dam le cas général, & (V)‘Z*’ =u, <& [( V)@®]; et comme il est

aussi > & [ ( V / V L*)] on a bien & (V )2 — & [(V / )‘Z*)}. Dans le cas excep-
tionnel on a, si K® £ K, (quand K® — K, on a Iégalité précédente), & [VE®]
=u, + 1, ce qui démontre le reste du théoréeme.

(@) (1)

Conséquence. Sl K/k est galoisien, 31(V/V)~l donc si K est encore
hassien absolu, & (‘v x) =, ou {dans le cas exceptionnel) {, 4 1.

Théoréeme 11. Si K/k est galoisien et hassien absolu, saufsi ¢=0, p=2,
=/=0 (mod 2),

@ (@ (@+1)
(20) (Ve (@®)es (Ve @)P) = Vi (1) ().

. (@) .
Démonstration. Ona & (V)==[,. Donc, si ;ci, 0'2, e } est une base
(@)

de 'V, sy, 0'2, cve +eey 0y SONL indépendants (mod V) c’est-a-dire o}* 52 R 2

west dans V. que si tous les o (1 = 1 2, ...,1,) y sont. Soitc< V. Pulsque

G4y gy eer wns, 0y €SL UNE base de V , ¢ Se représente ¢ = o,'c;’ ... ci;q.crc, ou
()] (q+1) . (q+1)

ccé{’c. s estdans V. Doncsp'olr. . ..o = 1 (mod V); donc y, = v, =

Q) @ (q+1)

Q)
=y, =0 (modp) et s<(V,,V®). Comme V. et Vo sont dans V V, le
théoréme est démontré.

(*) Ce que (Vb, V@)) > V est pour p > 2, un cas particulier du théoréme 7
y_
de ce chapitre; en effet, si I'ony pose ¢g=1el 0 =7_, ¢ + L W —p—J devient

q+ [73{)_1], qui est égal, quand p > 2, & ¢ + 1.
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NOTES COMPLEMENTAIRES

NOTE 1. (Au théoréme 21 du chapitre II).

Théoréme. 11 existent des corps K[k tels que dans K il y ait un idéal
premier J) de maniére que le corps de décomposition de J dans K/k n’existe pas.

Démonstration. Démontrons d’abord qu’il existe un groupe d’ordre fini G
ayant un sous-groupe ¢ tel que pour la période 8 d’'un certain élément de G on
ait 8g 5~ ¢g8. Supposons que ce n’est pas vrai. Alors, pour chaque groupe G,
chaque sous-groupe g de G et chaque sous-groupe cyclique § de G on doit
avoir 6g — g0. Soit g, n'importe quel autre (égal ou inégal 4 g) sous-groupe
de G. Si y est un élément quelconque de ¢, et si T' est la période de cet
élément, on a yg<T'g—gl<gg, et gy<glr=Tg<g,9; done g,9 = gy,
et gg, est un groupe.

Il en résulte, par la méthode connue, que (parce que (9,9, : g,)
= (g1 : (9. A g2)), si Ky/k, K,[k sont deux corps quelconques, K = (K,, K,),
ky =K, AK,,

(1) (K : Ky) = (K, : &y).

Or, prenons pour K,, K, deux corps conjugués de degré n et sans affect
(il en existe, d’aprés un théoréme de M. Hilbert). K, A K, =k, est le corps
rationnel; le degré de K= (K,, K,) est n(n—1). Donc on doit avoir
nn-—1):n=mn:1, cest-a-dire n — | =n, ce qui est impossible.

La démonstration précédente montre déja qu'on peut choisir K*/k Galoisien
tel que Gy, posséde un sous-groupe g et un sous-groupe cyclique 6 tels que
Bg +# g9, c’est-a-dire tels que 8¢ ne soit pas un groupe. Posons g — G, .
D’apres une loi des densités de Frobenius, il existe dans K* des idéaux J§* tels
que Zy,, (J*) =0. Il en résulte que gen.,, Zy, (P*) =Zy...(P*). g =19
n'est pas groupe. C. Q. F. D.

14
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NOTE 2. — (Au chapitre V).

Lemme. K étant un corps de nombres algébriques quelconque, £® étant
le corps de racines p”-iémes de I'unité, K® désignant (K, £™), p® désignant
I'idéal premier de k™ divisant p, J désignant un idéal premier de K divisant p
et Y™ désignant I'idéal premier de K™ divisant ), il existe un n tel que le plus
grand nombre de ramification propre de JJ™® dans K™ n’est pas parmi ceux
de J)™ dans K™/,

Démonstration. Soit k = k™ le plus grand £™ contenu dans K.

/
/’~

Km) s

corps rationmel

Sin2>m, k®tV ™ et K™D /K® sont cycliques de degré p. K™tV [k™ est
complétement ramifié par rapport a p®*?, et le seul nombre de ramification
propre de cet idéal dans k™tV /™ est v, , = p* — 1. K@D /K™ est cyclique
de degré p"t'=™. Donc Tygw+n/gom (JPP) = Vg a+n [gom (JPOFD).

Il est impossible, si p"=m> (K® : k) = (K@D : f®+D), que K"+V /K™
soit non ramifié pour P”tV; car, alors, I'ordre de JP»*> dans K®*?/k ne

dépasserait pas (K© : k) < p"*'=™ ce qui est absurde. Donc, il existe j, tel que
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si m2>j,, K™P/K® est completement ramifié pour P”+0. Soit v, le seul
nombre de ramification propre de "+ dans K“+0/K®, si K®+V /K® est ramifié
pour JJ”+P et posons v, , == — 1 dans le cas contraire.

Soit s un entier tel que p°S (K® : k) ; alors K™ /£™ a au plus s nombres
de ramification différents. Posons n=j, + s(g + 1) (¢>0). w,, w,, ..., w,
désignant tous les nombres de ramification propres de J)™ dans K®/k™ (donc
r<s),ilyai 0<i<rtel quil y ait ¢ au moins de v}, c<n—1 tels que
w, <v,<w,,,. Les c satisfaisant a la condition écrite forment, évidemment, un
ensemble d’entiers consécutifs. Soit o un élément de k™ /k™ tel que v (s; p?)—v,.
Alors 8eN.G amyjyeem © S€ Téduit & I'ensemble contenant un seul élément &' tel
que v(s'; JP®)=v;. On a gen.ymo=y3". Ggmum. Il en résulte que le
maximum de v (s; ™) pour o, < gen.xm s est v, car les éléments de Gyenyem
ont les nombres caractéristiques qui sont soit >v,, soit < v, Donc v,
engendre v,. Il en résulte, d’aprés les théoréemes de chapitre III, que pour au
moins 4 — 1 nombres consécutifs ¢ ona

Ve — Vey

Ve — Doy = d, (K™ 5% 10,

, c'est-a-dire v, — v,_, 2 v, — V,_y = (p — 1) p°.

Or, soit que w, > v;_,. w, engendre sirement un nombre de ramification
w de JY© dans K®/k. Ce nombre est

’

, — W= Upy | S Vo=V, NS Ve Vo -
W w= e +0J21Wg]’)°10_;47"“;q(p_1)ph‘gq.
=Jo—: —Jo~

. L . , . A 13 .
Si ¢ désigne le degré de K©, on doit avoir w < — Donc, si I'on prend

n>j,+s (ﬂ + 1), on a une contradiction qui démontre le théoréeme.

Généralisation. — Si w,<v,_,, on en déduit que le plus grand nombre
de ramification de "2 dans K*2[k"~V est encore w,. (Il suffit d’appliquerc,
de 4° de la partie A du chapitre III). Il en résulte que si pour n, le lemme
précédent a lieu, il en est de méme pour tout n >n,, et que w, ne dépend pas
de n quand n > n,.

Done, si ¢ >n,— 2, ona v, > w,et, ainsi, v, — v, > (p— 1) pet'. Il en
résulte qu’'a partir de n, les K™ peuvent jouer le role des k™ dans une
démonstration analogue 4 celle du lemme précédent. Donc, en changeant un
peu les notations on a le
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Lemme. 1l existe pour tout corps K/k un nombre n tel que le plus grand
nombre de ramification de J§* dans K™/k ne se trouve pas parmi ceux de
P dans K*/(k, k™).

Théoréme. 11 existe des corps K|k de type H pour un idéal J tels que
Ty, (J) ne soit pas un groupe abelien.

Démonstration. Les corps galoisiens K/k n'ont pas tous les groupes
Vi (), pour tout J)| p, abeliens.

En effet, autrement tous les corps seraient de type H' pour tous les idéaux
premiers de ces corps divisant p. Or, ¢, désignant une racine p* -iéme primitive

de I'unité, il est facile de vérifier que le corps de </l — ¢, a les nombres de
ramification 0, p — 1, p?, 4~ oo, donc n’est pas de type H' pour (\”/1 — )| p-

Ceci posé, on peut choisir un K/k tel que: 1) K/k soit galoisien, 2) qu)=ic,
3) V=V_,. () ne soit pas abelien; 4) V, soit d’ordre p et, si s<V,, A(s) >2m—1
(c’est-a-dire s est du plus grand niveau possible; A (s)==m n’a lien que sic=1,);
1), 2), 3) sont évidentes. Supposons que 4) n’a pas lieu. Soit queq\_f:{h >Vog((\lf),(m.

Alors, si au lieu de K/k on prend K /k, il est évident (car m = q dans
K, /k) que sic <V, x(s) >2m — 1.

En vertu de la conséquence du lemme 2 du chapitre IV, V, est contenu
dans le centre de V et, d’apreés le chapitre 1I, V, est abelien de type (p, p,...,p)-
Donc, si au lieu de K on prend maintenant son sous-corps qui appartient a un
sous-groupe I' d'indice p de V,, toutes les conditions exigées seront vérifiées.

Le corps K/k satisfaisant pour un J§|p aux conditions 1), 2), 3), 4) étant
choisi, s’il est de type H', tout est démontré. Sinon, composons K avec un £@,
ou n est suffisamment grand pour que le plus grand nombre de ramification
de (K, k™) /k ne se trouve pas parmi ceux de (K, £™)/(k, k™), ce qui est possible
d’apres le lemme précédent.

Soit K'/k le corps ainsi obtenu. Il est galoisien. Son groupe n’est pas
abelien, car, autrement, son sous-corps K/k serait de type H'. Enfin, il a un
sous-corps K' — (K, £®), ou K est le sous-corps de K appartenant a V,, qui
est abelien et tel que (K': K')|(K:K)=p, dou (K':K')—p. Le groupe
(Ty.x), est donc cyclique d’ordre p et, de plus, puisque (T, ), < Gy, ,m, on a,
quand o # 1, est dans (T, )., — 1 <X(s)<m' — 1. Donc, si ¢’ est un élément
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de Ty, tel que X(s')=m' — 1, donc appartenant au centre de V,,,, la
période 6 de o5’ n’est pas un surgroupe de (Ty,,,).=(Vi/).» €st un sous-groupe
invariant de T, ., et le corps appartenant & 6 a les mémes p, que celui qui
appartient a (T,,,),, ¢’est-a-dire le corps abelien K'/k.

Donc ce corps n’a ni le groupe T, ni méme le groupe V abeliens, est
galoisien, et a les mémes v, et d, que K'[k, c’est-a-dire est de type H. Le théo-
réme est démontré.

Remarque. Si p ~2, il est certain que le groupe d’un corps galoisien
hassien non abelien K/k n’est pas un groupe de Hamilton (*). Donc il posséde
des sous-groupes non-invariants et il y a des corps de type H dont T (et
méme V) nest pas groupe.

La méme chose peut étre démontrée d’une maniére un peu plus compliquée
pour p = 2.

Théoréme. I1 y a des corps K/k de type H' pour J) qui ne sont pas
de type H'' pour le méme idéal.

Démonstration. Soit k'[k un corps local tel que n_, (k'/k) = d, (k'[k) > 1.
Prenons le plus grand corps abelien K/k' tel que son groupe ait le type
(p, p, ..., p). n' désignant la norme absolue de p' dans &', d’apres le Fihrer-
Discriminantensatz de Hasse v, (K/k') =1, v, (K/k') — vy (K/K') =n"=/=0
(mod d, (k' [k) = d, (K/k)); donc, quoique K/k soit de type H', il n’est pas de
type H''.

Théoréme. 11 y a des corps K/k de type H'" qui ne sont pas de type H'
pour le méme idéal.

N
Démonstration. Le corps de Vi— ¢, de I'avant-dernier théoréme est bien

»
de type H'" pour (\/1—¢,) par rapport au corps de ¢, — ¢2, car dy—1 et
p—1, p? sont entiers, mais n’est pas de type H', car p®>=/=p —1 (mod g‘ = p).
0

M. KrasNEr.

(*) DEDEKIND, Math. Ann., 1896, 1 48.
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