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INTRODUCTION

Quand à la fin du siècle précédent on eut surmonté les dernières difficultés de la
théorie générale des corps de nombres algébriques, en particulier la question de
facteurs premiers du discriminant, on pouvait distinguer dans cette théorie deux parties,
dont la liaison était des plus lâches :

1° Partie arithmétique, appelée encore « théorie d'idéaux », qui était basée sur les
notions de la divisibilité et de l'idéal, dont les fondateurs ont été Kummer, Dedekind,
Kronecker, Dirichlet;

2° Partie algébrique, dite encore « théorie de Galois », un peu plus ancienne que
la précédente, basée sur les notions de Tisomorphisme et du groupe, dont les fonda-
teurs ont été Lagrangeet surtout Ev. Galois.

Ce fut M. D. Hubert (*) [et dans les cas les plus simples, en même temps,
Dedekind (2) et Frobenius (3)] qui, dans sa Théorie de corps galoisiens, étudia pour la
première fois la liaison très profonde qui existe entre les propriétés arithmétiques
d'idéaux premiers de ces corps et les propriétés de structure de leur groupe. Il attacha
pour cela à chaque idéal premier d'un corps galoisien une suite caractéristique des
sous-groupes du groupe de Galois de ce corps. On sait quels grands services a rendus
la théorie de M. Hubert dans l'étude des corps de nombres algébriques. Elle était

i1) Gött. Nachr., 1894, pp. 224-236; Jahresb. d. Deutsch.-Math. Ver., t. 4, 1894-1895,
pp . 175-546.

(2) Gött. Nachr., 1894, p p . 272-277.

(3) Sitz.-ber. d. Akad. zu Berlin, 1896, pp. 6, 13, 124, 129, 130.
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devenue l'instrument indispensable et, très souvent, l'étoffe même de toutes les
recherches postérieures, aussi bien de celles de îa théorie générale de corps galoisicns de
nombres algébriques, que de celles qui se rapportaient aux corps de nature particulière.

La théorie de M. Hubert est très simple pour les idéaux non ramifiés des corps
galoisiens. Par contre, elle se complique et devient très intéressante pour certains
idéaux ramifiés. Elle leur fait correspondre une suite caractéristique d'entiers positifs,
dits nombres de ramification. Les travaux qui ont suivi celui de M. Hubert sont
surtout consacrés à l'étude de cette suite ; ce sont :

1° Les travaux de MM. Fueter (4), Speiser (5) et Ore (6), qui sont consacrés à
l'étude de congruences, inégalités et égalités auxquelles satisfont les nombres de ramifi-
cation, et de la liaison qui existe entre les valeurs de ces nombres et la structure des
groupes caractéristiques d'un idéal. M. Ore étudie, de plus, dans ces travaux, la
structure d'équations d'Eisenstein définissant un corps |î-adique, et, en particulier,
il étudie dans certains cas simples la forme qu'on peut donner à ces équations par une
transformation de Tschirnhausen.

2° Travail de M. Herbrand (7), consacré à l'étude du rapport entre les groupes et

les nombres caractéristiques d'un idéal premier d'un corps galoisien K et ceux de

l'idéal premier correspondant d'un sous-corps galoisien Kde K, ainsi qu'aux questions

analogues pour les idéaux des corps composés.

3° Travail de M. Hasse (8), consacré au cas particulier de corps abeliens et basé

sur la théorie de corps de classes locaux.

Le but du présent travail est la construction de la théorie, analogue à celle de
M. Hilbert, pour les corps non-galoisiens de nombres algébriques. Pour conserver à

(4) Vierteljahrschr. d, naturf. Ges. in Zurich, 1917, pp . 67-72.

(5) Journ. ƒ. d. reine u. ang. Math., t. 149, 1919, pp . 174-188.
(6) Acta math. : t. 44, 1923, p p . 219-314; t. 45, 1924-1925, pp . 145-160, 303-344; t. 46,

1925, p p . 363-392; Math. Zeitschr., t. 18, 1923, pp . 273-288; t. 19, 1924, pp . 276-283; t. 20,
1924, p p . 267-279; t. 25, 1926, p p . 1-8; Math. Ann. : t. 95, 1925, pp . 239-246; t. 96, 1926-1927,
p p . 313-352; t. 97, 1926-1927, p p . 569-598; t. 99, 1928, pp . 84-117; t. 100, 1928, pp . 650-673;
t. 102, 1919-1930, p p . 283-304; seuls les deux derniers mémoires des Math. Ann. se
rappor ten t directement à la théorie de la ramification.

(7) Journ. d. math, pures et appl., t . 96, 1931, p p . 481-498.

(s) Journ. / . d. reine u. ang. Math., t. 162, 1930, p p . 169-184.
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la méthode un caractère autonome j'ai voulu la développer sans me servir des résultats
de la théorie de M. Hubert pour les corps galoisiens et sans jamais procéder par exten-
sion du cas galoisien au cas général.

Antérieurement au travail actuel, Dedekind (2) avait déjà cherché à généraliser
pour les corps non-galoisiens la théorie de M. Hubert. Il l'avait fait dans les cas les
plus simples (les ensembles qu'il a introduits sont des généralisations du groupe de
décomposition et du groupe d'inertie), mais d'une manière peu appropriée à la nature
du problème. Les notions qu'il a introduites, même convenablement généralisées aux
cas supérieurs, n'ont pas de signification intrinsèque dans le corps non-galoisien étudié
(sauf dans un cas, où elles coïncident avec les nôtres) ; elles ne permettent pas de
trouver les résultats les plus importants de la théorie.

M. Ore s'est occupé aussi, dans ses mémoires de la Mathematische Zeitschrift et
aussi dans certains de ses mémoires des Mathematische Annalen, des corps non-galoi-
siens de nombres |î-adiques. Mais ses recherches, très intéressantes, n'ont qu'un rap-
port indirect avec l'objet de ce travail.

Dans le premier chapitre de ce travail, je construis pour les corps algébriques
non-galoisiens un appareil analogue à celui que fournit le groupe de Galois pour les
corps galoisiens, un tel appareil étant nécessaire pour pouvoir formuler d'une manière
claire et pour pouvoir démontrer, sans se servir des résultats de cas galoisiens,
les résultats de la théorie de la ramification d'idéaux des corps non-galoisiens. Il
est commode d'utiliser pour cela une notion introduite récemment (1934) par
M. F. Marty (9) : celle de l'hypergroupe ; je développe un peu la théorie de M. Marty
dans le cas particulier (hypergroupes de classes) qui intéresse ce travail.

Rappelons d'abord les définitions de M. Marty :

Un hypergroupe est un ensemble K organisé par une loi de composition ab de
tout b < % par tout a < % telle que

1° ab < % et n'est pas vide;
2Ü S xc= E ax\

(9) Comptes rendus du Congrès de Stockholm, 1934, p. 45; G. R., t. 201, 14 octobre
1935, pp. 636-638; Ann, de VEc, norm. sup., t. 53, 1936, pp. 83-123.
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3° a, c étant éléments quelconques de X, il existe x < X tel que ax s> c et xf < x

tel que xfa > c.

h < 3£ s'appelle un sous-hypergroupe de E s'il est un hypergroupe par rapport à

la loi de composition de x.

Deux hypergroupes x et xT s'appellent isomorphes {xc^x') s'il existe une

correspondance biunivoque c-^é entre x et xf telle que pour tous a,b<2i on ait

(ab)f = a'6r.

On vérifie facilement que les classes à droite (par exemple) dans un groupe G

suivant un de ses sous-groupes g, composées suivant la loi de composition de G,

forment un hypergroupe que M. Marty appelle l'hypergroupe de classes (à droite)

de G suivant g, et que je désigne par (Gfg)D.

Cela étant, j'appelle hypergroupe^ tout hypergroupe isomorphe à un hypergroupe

de classes à droite. Je démontre que tout sous-hypergroupe d'un hypergroupeD est

encore un hypergroupeD. Soient x un hypergroupeD et h un sous-hypergroupe de x*

Si c <z je, j'appelle ch la classe de c suivant h. Je démontre que les classes suivant h

dans x, composées d'après la loi de composition de x, forment un hypergroupeD, que

je désigne par (%lh)D et que j'appelle hypergroupe quotient droit de % par h. Je

démontre que si %i9 %%i h sont hypergroupesD tels que %i > K2 > h, on a

(1) ( C W D / ( W D ) D = ( W V

Si h est un sous-hypergroupe d'un hypergroupe %, M. Marty l'appelle invariant, si

pour tout c < % on a hc = ch. x étant un hypergroupeD, j'appelle son sous-hyper-

groupe h semi-invariant, si pour tout c < x on a hc ̂  ch.

Soit Kjk un corps algébrique et Kjk un de ses sous-corps. GR/ft, GKlh désignant

l'ensemble de tous les isomorphismes resp. de Kjk, K//c, soit o-<GK/ft. J'appelle

ô- < GKjhJ tel que pour tout a < K on a ï à = <ra, correspondant de c- dans K (corr.^ <J),

soit a- < G /̂ft. J'appelle l'ensemble de tous les <r<GK/ft, tels que corr.^ar^ï, Uensemble

générateur de v dans K (gen.K S). Je donne des définitions analogues pour les ensembles

des 7 et des S.

Soit K*/A un surcorps galoisien de K/ft. La correspondance o-^gen.K+<r (<r<GKjh)

applique d'une manière bi-univoque GKjh sur l'ensemble de classes à droite dans le

groupe GR+/7t suivant son sous-groupe GK+/K. Si l'on organise GKjh par la loi de
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composition telle que le composé de deux éléments de GKlh correspond, dans la
correspondance précédente, au composé d'éléments correspondants de (GK*/ft/GK*/K)D

(composés dans le même ordre), c'est-à-dire telle que, si <7if a2 < GKlh,

(2) ^o-g = corr.K \ gen.K* cr4. gen.R* <r21

GKiK devient un hypergroupeD isomorphe à (GK*/fc/GK+/K)D. On vérifie facilement que
la loi de composition de GKjh ainsi organisé ne dépend pas du choix de surcorps
galoisiens K*/& de Kjk. GK/fc avec cette loi de composition s'appellera l'hypergroupe de
Galois (ou simplement l'hypergroupe) de Kfk.

Le théorème fondamental de la théorie de Galois peut se traduire ainsi : si K/k est

un sous-corps de K/k, GK/K est un sous-hypergroupe de GKjh; si h est un sous-hyper-

groupe de GKIK, il existe un et un seul sous-corps K/k de Kjk tel que li=GKl^;

GR/A c^. (GK/ft/ G K /K)D-

Soit U* un sous-groupe de GK*/A et soit U = corr.K U*. Si <J < U, gen.K*<r A U*
n'est pas vide et est, par conséquent, une classe à droite suivant GK*/K A U* dans U*.
Donc, si Ton organise U par la loi de composition, qui sera dite induite par U*,
donnée par

(3) <J^2 = corr.K {(gen.K* ^ A U*) • (gen.K* <r2 A U*) \ (o-^ < U),

U devient un hypergroupe, qui sera désigné par U(U*}, isomorphe à (U*/(U* A GK1|(/K))D.
On vérifie facilement que la loi de composition de U induite par U* ne dépend que du
correspondant de U* dans le corps de Galois de Kjk.

Je démontre un certain nombre de propriétés d'hypergroupesD, et de GKlh,\j
{V*] en

particulier, qui sont nécessaires pour les démonstrations des chapitres suivants. Je
n'en parle pas, parce que ces résultats ne jouent dans ce travail qu'un rôle auxiliaire.

• •

Le deuxième chapitre est consacré à la construction pour les corps non-galoisiens
de la théorie qui correspond à celle de M. Hubert pour les corps galoisiens et la
comprend comme un cas particulier. Voici un tableau confrontant les définitions et les
résultats de ce chapitre avec les définitions et les résultats correspondants de la théorie
de M. Hubert. J'écris à droite les définitions et les résultats pour les corps non-
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galoisiens et j'écris à gauche les définitions et les résultats correspondants pour les
corps galoisiens. Si un résultat, une définition ou une hypothèse se formulent de la
même manière pour le cas général et pour le cas galoisien, je supprime la raie verticale
au milieu de la page et j'écris comme d'habitude :

Soient k un corps de nombres algébriques (de degré fini) et K

une extension galoisienne j une extension

de k (de degré fini)

so i t JJJ

un idéal premier de K

P, p

idéal correspondant de

k et le premier rationnel correspondant»

soient K*/k un surcorps galoisien de K/&,
et |jj* un idéal premier de K*

| idéaux correspondants des resp. K,

Soit JTa la contribution de $* dans |3.

L'ensemble de tous les <x < GKjh tels que

cr|J = |J s'appelle groupe | <x|J == 0 (rnod |1*) s'appelle ensemble

de décomposition de

ÎP ir
dans Kjk et se désigne par

Je démontre que si <y < Zm(fJ*), la
contribution de |J* dans <r|l est |J*a

une forme fondamentale de K. L'ensemble de tous les <r «s GKlh tels que

? (mod |1) s'appelle groupe | <*£ = Ç (mod|î*) s'appelle ensemble
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d'inertie de

dans Kjk et se désigne par

9

soit <J < TK/fc (|J). L'ordre de

diminué d'une unité

—• £ pour |J,

, on aJe démontre que si <r <g TK/A

«xÇ = ? (mod |J*«)

soit <r<TK/ft(fT). Si l'ordre en | T de

s'appelle nombre caractéristique de <r pour

fl et se désigne par v(<r;|ï). Soit |J*. Soit

l'ensemble de tous les nombres caractéristiques positifs distincts, rangés dans l'ordre
de grandeurs croissantes, des

(̂  = 0, 1, ..., m) s'appelle le q-ième nombre de ramification de

f) ir
dans K/A. On pose, de plus, par convention spéciale,

v_± (K/A; ||I) ^^ 0. Le nombre de ramifica-

tion

i;_1 (K/A;; |J*) = 0. Le nombre de ramifi-
cation vq (K/A; |p*)

est dit impropre si 9 = — 1 ou q = m] sinon, il est dit propre. L'ensemble de tous les

lJ*)^^ (K/A;|l*)*< Timm tels que v(*;$)^vq (K/A; |1
s'appelle groupe s'appelle ensemble

de ramification d'ordre q (q = — 1,0, 1, . . . , m) de
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dans K/k et se désigne par

(q) (-D (0)

VK,ft(#). On a TK/A (||) = VK/ft fil). VK/,4

((7)

V )• On a
(0)

). YK,h (fl* )

est encore appelé l'ensemble de ramification de

|J dans K/fc tout court et noté VK/fc (|J).

On voit que
( - 11 (0) (1)

v
V

fj* dans K/A tout court et noté VK;fc (|J*).

On voit que
(0)

(m)

où 1K est l'isomorphisme identique de K. Désignons par

le nombre d'éléments resp. de 2Klk (|ï),

VK/ft (fll), et posons

le nombre d'éléments resp. de ZK/ft (fJ*),

VK,ft ($*), et posons

Appelons ff*<r, <r* étant dans GK+/ft et a

étant dans CK/ft, l'élément de GKjft tel que

pour tout a< K on a (ff*<r) a — / ( i r a ) . On

vérifie facilement que si <r* < GK+/K, la

correspondance V—*»G*<T est un automor-

phisme de GKjh. Soit|J* un facteur premier

de fl dans K* autre que $* . Il existe

a* < GKncjK tel que <r*|J* = fp*. On prouve

facilement que ZK / ,(fl?) = <r*ZK/Jt(ll*)f

i; (<T*<J; ÎPf) = V((T; |J*). Il en résulte qu'il

existe un automorphisine de GKlh qui trans-

forme la suite caractéristique de |J* dans

K/k dans celle de |J* en conservant les

nombres caractéristiques. En particulier,
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* (K/k; |J*)> », (K/A; fi*), vtt (K/A; fl*) ne

dépendent pas du choix de f)*/fl. Dès lors

on peut les noter et appeler comme dans

le cas galoisien, ce qui sera supposé dans

la suite.

Posons

(Q)

(q = — 1,0,1,..., m)

sont groupes.

II en résulte

«7>

sont hypergroupes.

j et tous les rq (Kjk; $) (7 = — 4, 0, 1, ..., m - 1)

sont entiers. Soient e, f Tordre et le degré de |J dans K/k. Alors z (K/k; |J) = e f et

n_± (K/A;; |J) = e. Soit n la norme absolue de p dans ^.

Si c<ZK/ft(|J*),il existe des entiers i tels

que pour tout entier a de K on a ua = a»1

Si <y<ZK/ft(|J), il existe des entiers i tels

que pour tout entier a de K on a ca = a»'

(modfl).

L'ensemble de tous les i ayant cette propriété est une classe d'entiers rationnels
(mod f). Cette classe, qui est une fonction de a* définie dans ZKlh (fî) (ZK/A (|J*)), sera
désignée par

h W === 0 équivaut à a < TK/fc. On a

| la loi de composition étant induite par Z*,

et iK (ZK/fc) est l'ensemble de toutes les classes d'entiers rationnels (mod ƒ). <r-^ïft (<r)
établit un isomorphisme de

au groupe additif de classes rationnelles (mod f).
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(|3) est invariant dans ZR/fc (|J)

T*,* (II)

est un groupe cyclique d'ordre / .

Soit <y < TKlh (|J). On peut montrer que

si -ri est un nombre de K d'ordre 1 en |J,

Tordre en |J de <nr — n est 1 + v (<*\ $)•

Désignons par p ± (o- ; ||J) la classe de

restes (mod|J) de K qui contient —.

est invariant dans Z'K/ft 1

Soit v< TK/ft(|p*). On peut montrer que

si TT est un nombre de K d'ordre 1 en |J,

T o r d r e e n $ * de <7TT — nesta(i-\-v(<r;$*)).

Désignons par p_1 (a-; |J*) la classe de

restes (mod|J*) de K* qui contient — .

C'est une fonction de G-, définie sur TK/fc, qui ne dépend pas du choix de TT.

(<r) = 1 équivaut à a < VK/fe.

On trouve, si a15 <r2 (|J),

(ÎP) e s t invariant dans TK/A (|l)

Je montre que, la loi de composition

étant induite par T*, on a {<r±9<

Soit F le degré absolu de |J et, a* désignant

une classe de restes (mod | T ) dans K*,

soit < a* > F Tensemble de tous les a*JJ'

(i =t 0, l, ...) distincts. Je démontre que,

si la loi de composition est celle induite

p a r Z * e t si <*i9
K/fc

), on a

P^(^i^; W) - P-iK; r) • < P-i(^; p*) > F

VK,« (V *) (T*} est invariant dans TK/fc (V * )tT*5

et V^^dl*)*2** est semi-invariant dans

P-i (TK/A)» désigné encore par M_A (K//c), est un groupe multiplicatif de classes de restes

(mod | | ) dans K, et si h et son ordre, il

est le groupe multiplicatif de toutes les

(mod |J*) dans K*, et si h est son ordre,

il est le groupe multiplicatif de toutes les
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racines h -ièmes de l'unité (mod |J) . h est
premier à p et divise pv — 1

racines h -ièmes de l'unité (mod |J*) . h est
premier à p et, F0 étant le degré absolu
dans K° de l'idéal premier |J° du corps de
Galois K° de K par rapport à k, h divise

La correspondance <y —»• P_4(ff) établit un isomorphisme de

groupe multiplicatif

TK/fc (V)/VK/it (V) est un groupe cyclique
d'ordre r_1 (K/&; |J) = /i premier à p

soit 0 < q < m et soit er < VK/R (fJ),

Désignons par j3a(<x; TC, |J) la classe des

restes (mod |J) de K qui contient

P7(o-;Tt,|J) est une fonction détinie sur

(TK/ft(r)(T*7VK/ft(ïn<T*% au groupe mul-
tiplicatif M_t(K/A; |J+) et de

(Tw(ï'Hvw(rr)„
au même ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition

ab = a- <b >F

est un groupe
cyclique d'ordre r_4(K/A; |I) = h premier
à p. Il est nécessaire et suffisant pour
qu'un sous-ensemble (A/V^^djl*)'2*^ (iOj
de(TK/,(|l*rVVK/ft(Ç*)«*% soit un hyper-
groupe que ̂ ( A ; |J*) soit un groupe
multiplicatif

(g)

soit 0<q<m et soit <r<=\K/ft(|l*). Si TC
f

est un nombre de K* dont l'ordre pour|J*

est diviseur de avQ(Kfk; |J*), (3(<r; -rc', |J)

désigne la classe des restes (mod |J*) de K*

qui contient

TT TT'

où u désigne le quotient de a par l'ordre

(10) A étant une réunion des classes dans un hypergroupeD K suivant un de ses sous-
hypergroupes h, (Alh)D désigne rensemble de toutes les classes suivant h qui font partie
de A. En écrivant le symbole (A/h)D on suppose implicitement que A est une réunion
de classes suivant h
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(q)

YK/A(|I) et qui se multiplie par une con-
stante non nulle (mod |J) quand on
choisit autrement n . [3f/ (a) = 0 équivaut

(ï+1)

Si ^ 2 < V K / f t ( f ) , on a

*%.!* (ÎP) est invariant dans \Klh (|J).

de 7i' pour | î # . PQ(o-; nf, JJ*) est une fonc-
(9)

tion définie sur VK/A.(|I*) qui ne dépend
pas de n employé pour la former et qui
se multiplie par une constante non nulle
(mod $*) quand on change K .(3a (ex) = 0

(q-H)

équivaut à cr^YIi/;i(f*).
Si o-ls<Tg< V"K/7t(|P*) et si la loi décompo-

sition est induite par Y*,

8̂  étant le dénominateur de vq(Kjk; |J) mis

sous forme d'une fraction irréductible, soit

e5 l'ensemble de toutes les classes a*

(mod p*) tels que a*3«= 1. À étant un

ensemble de classes (mod |1*), désignons

par [À]s l'ensemble A.e$ . Je démontre

que si crlt <r2 < VK/Jt(JI* j et si la loi de com-

position est induite par T*, on a

Soit y la classe de tous les nombres a* de
K* tels que * = aV« (mod |]J*) et soit
y*a = y, Je démontre que si la loi de
composition est induite par Z* et si <r±f

(Q)

V on a

(or,; TT', f * )

est mvariant dans V

sont semi-inva-

riants dans
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($); *.$)• désigné aussi par

est un module dans le corps fini de classes

(mod flj) de R

(V*); *',%*)> désigné aussi par

(mod |J*) de K*. admettant comme opéra-
teurs la multiplication par es? et la trans-
formation

Son nombre d'éléments est une puissance de p, soit p (̂K/fe; |J). On trouve que

La correspondance <J -^ p̂  (<x) établit un isomorphisme de

IQ)

au module M, (K/*; ,

Q) iq+i)

\Klfi (fP)/VK/A (JJJ) est un groupe abelien du
rang lq (K//c; |J) et du type (p, p, ..., p)

au module MQ (K/A;; <K!, ^ * ) , de

au même ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition

et de

(V ) V

au même ensemble organisé en hyper-
groupe par la loi de composition

y*~atV ab = (

(q) iQ+i)

(VK/ft ®T*}IV*i* (ÎP*)(V*% est un groupe
abelien du rang lg (K/k; |J) et du type
(p, p, ..., p). Pour qu'un sous-ensemble

(J3*))D de
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soit son sous-hypergroupe, il est néces-
saire et suffisant que Pff(A, TJ, |î*) soit un
module par rapport au corps fini engendré
par les classes a* (modo |1*) tels que
a * 8 a = l . Pour que le même ensemble
soit sous-hypergroupe de

il est nécessaire etsuffisant queBa(A;TC\Jl*)
soit encore conservé par la transformation

ra(K/A; |1) = pla(K/&; p) est une puissance de p(ç = 0, i, ..., m — 1). Si 0 ̂  q < m et

jQ{Kjk; |J) = E /5 (K/A; fl), nff (K/A ; $) = /^(K/A; |J) et est, ainsi, une puissance dep.
S=Q

r_j (K/A; |I) est le plus grand facteur premier à p de e, et no(K/k; | |) est la contribu-

tion de p dans e.

Il existe les corps Kr/Af Kfl/A, appelés
resp. corps de décomposition, de ramifi-

cation d'ordre q de |J dans K/A

( ç = — 1 , 0, 1, ...,wi) tels que resp. GK/K!r

Pour qu'il existe le corps K3/A, K̂ /A
appelée resp. corps de décomposition, de

ramification d'ordre q

(<7 = — J , 0 , 1, , . . ,m) de |3* dans K/A,

tel que resp. GK/K = ZK/fcfljT), GK/K

= ^K//fc(î'*) ^ es^ nécessaire et suffisant

que resp. ZK/fe(|T), VK/fe(|3*) soit le même

pour tous les }3*||U (il sera désigné dans

cecasresp. V

Il résulte de ce théorème qu'on peut
appeler KJA, KJk resp. corps de décom-
position, de ramification d'ordre q de ]̂J
dans K/A
Si K, existe,
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l'idéal premier p_ de Kg correspondant à fl est $ e et son degré dans KJk est 1.
KJk est le plus grand sous-corps de K/k où l'idéal premier divisible par |J est d'ordre
et de degré 1.

| Si K_! existe,

l'idéal premier p_4 de K_ correspondant à |] est |Je et son degré dans K^/k est/".
&-Jk est le plus grand sous-corps de K/k dont l'idéal premier divisible par |J est non
ramifié et le plus petit sous-corps de K/k par rapport auquel |1 est complètement
ramifié dans K.

La fin de ce chapitre est consacrée au cas de corps locaux. J'étudie d'abord, d'une
manière plus précise qu'on ne le faisait avant moi, la question de correspondance entre
les isomorphismes d'un corps K/& et de son corps local K (|ï)/fe (p). Je montre que,
contrairement à ce qui semble à première vue, cette correspondance dépend du choix
de l'idéal |ï* de K*. J'étends en quelques mots la théorie précédente au cas local où
elle subit des simplifications considérables : en particulier, dans un corps local, le
corps de décomposition et les corps de ramification de tout ordre </ = — 1,0,1, ..., m
de l'idéal premier de ce corps existent toujours. Je démontre pour les corps
locaux le résultat intéressant suivant : pour qu'un corps local Kjk soit primitif il est
nécessaire et suffisant que ou bien son degré soit un nombre premier, ou bien qu'à la
fois son degré soit une puissance de p, qu'il soit complètement ramifié et n'ait qu'un
seul nombre de ramification propre v et que, S étant le dénominateur de v et fQ étant
le degré absolu dans k de son idéal premier £, Mo (K/A) n'ait d'autre sous-module A,
tel que [<A> r o ] s = A, que lui-même ou { 0 {. Pour finir cette partie du chapitre, je
déduis un théorème sur le développement d'un TTC en série de puissances fractionnaires
de TV, 7T étant un nombre de K d'ordre 1 en |J, ce théorème étant nécessaire pour une
démonstration du chapitre IV.

En ce qui concerne la méthode de démonstration des résultats de ce chapitre, il est
à remarquer que 1° la clé de voûte de toute la théorie est le théorème que ZKlh (JI*)*2*'

(q)

et les YKj7t (H*)®** sont hypergroupes; 2° cela établi, on peut suivre assez fidèlement la
méthode qu'employa M. Hubert dans le cas galoisien. Il y a toutefois une difficulté appa-
rente pour la démonstration de ce que z (K/A; |J) = e f et n_i (K/k; |J) = e; M. Hubert
démontre la seconde de ces égalités, se servant du fait de l'existence du corps d'inertie
dans le corps galoisien K//c, et en déduit comme conséquence la première. On ne peut
pas le faire dans le cas général, mais on peut démontrer directement, et d'une manière

3
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plus simple que celle de M. Hubert, la première de ces égalités, en observant quelle
est la contribution de $* dans NK/fc(JI), et en déduire la deuxième; et il y a une
difficulté réelle à justifier la possibilité d'établir dans T, V les lois de composition
induites par T*, V* : il faut pour cela que TK/ft = corr.K T* et YKjk = corr.K V*. Pour
cela il fallait se servir du théorème suivant de Hubert (n° 40 de sa Théorie de corps de
nombres algébriques), d'ailleurs nécessaire pour le chapitre III :

Si K/k est un sous-corps de K/k, S, fêtant resp. les formes fondamentales de K, K,
ï étant un élément de G^lh, • â£— | et n (*!• — £) ont le même contenu. On pouvait

d'ailleurs éviter l'emploi de ce théorème au chapitre II en se servant de ce résultat de
M. Hubert : si Kjk est galoisien, n0 (Kjk; |1) est une puissance de p.

* *

Le troisième chapitre est consacré à la question que Herbrand (7) a résolue pour le
cas galoisien et que M. Hasse (**) explicita un peu plus : celle de la détermination de
Zm (JT). des V^(ÎP*) et des vq (K/Ar; | P ) à partir du ZKjk (#*), des VK/, ($*), des
vq (Kjk; |J*), où Kjk est un sous-corps de Kfk, et à un des problèmes réciproques. La
méthode s'appuie sur le théorème n° 40 de Hubert et sur certains résultats du premier
chapitre. Je me borne à indiquer la résolution de cette question, la réponse à la
question réciproque étant trop longue à formuler.

Soit v = VK/ft A GK/S et va le nombre d'éléments de v. De même, soient Ç=ZK/fc A GK/S

et £ son nombre d'éléments. Alors, d'abord ZKjk = corr. 5ZKJft, z(K/k) =* , *

Si î0» *i« •••* ^_i sont les seuls q parmi les nombres 0, 1, ..., m — 1 tels que

pQ = — 7̂= rq (K/k) et si IM1 = — 1 et i = m, on a

(V ( < 7 ) (*q)
.K VKlk = corr.R VK/ft = - = corr.g VK

(4) nq (Kjk) = - S = _2_i = ... = - 2 et, si A, = —

(5)

Nous disons de vt {K/k) qu'il engendre vQ {K/k) dans K.

i11) La remarque finale de la note des C. i?., t, 197, 21 août 1933, pp. 511-512.
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** *

Le quatrième chapitre est consacré à l'étude de dénominateurs Sg de va(K/k; JjJ)
et à certaines autres questions qui y sont liées du point de vue de la méthode. La plus
grande partie de ce chapitre est basée sur le théorème de Sylow suivant relatif aux
p-groupes : tout sous-groupe d'un p-groupe fait partie d'une suite de composition de
ce groupe» et sur le théorème indiqué du chapitre précédent.

Je démontre d'abord un résultat d'une importance capitale pour mon travail :
hq est premier à p (</ = 0, 1, ..., m — \).

Je donne trois démonstrations essentiellement différentes de ce fait, dont les deux
dernières sont conséquences de théorèmes plus généraux. La première démonstration
est basée sur la théorie de la différente, la deuxième sur l'étude du développement
d'un nombre ?c de K(|J) d'ordre 1 en $ en série de puissances fractionnaires d'un de
ses conjuguée par rapport à k(y), la troisième sur le théorème de Sylow indiqué.
Soient K*/A un surcorps galoisien de K//c, v* = vlq(¥**j!t; $*) le nombre de ramifica-
tion de $* dans K/& qui engendre vQ(KJk\ fJ), et A* = A^(R*, K; |J*). Je démontre que

(6) vq (K/A; îp) A* = *>* (mod. r_, (K*/K ; fl*))

et qu'en particulier

où d(a, b) est le p. g. c. d. de a, 6.

Ce résultat, avec le théorème de Sylow, sert à démontrer le théorème suivant :

Pour que tous les vQ(Kjk; |J) (q = 0, l, ..., m — 1) soient entiers, il est néces-
saire et suffisant que TK+/K(|J*) fasse partie d'une suite de composition de TK+/7 (|J*),

Au cours de la démonstration de ce théorème, on voit que si K/k est un corps
galoisien, il y a des sous-corps KM/& de K/A contenant Ko/A, où ^^(K/k; $ ) , tels
que : 1° tous les vö(K/Ktüï)) sont divisibles par w; 2° aucun des vQ{JL{^jk) n'est divisible
par (o; 3° il existe un sous-corps QM/A; de K(a>)//c tel que KM/QM est de degré w et
complètement ramifié par rapport à |J. Il resterait d'ailleurs à rechercher si le 3° n'est
pas conséquence de 1° et 2°. J'appelle un tel KM a-corps de ramification de K/k pour |3 .

J'ai démontré que : i° il y a dans TK/fc(|J) un élément t d'ordre ' v tel que

GK/KM est l'ensemble w(t) de tous les <r<VK/fe (fll) permutables avec t; 2° inversement,
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si G - = w(t)9 où t<TKlk (fj) est d'ordre ~ ! ' , K est un w-corps de ramification

de K/k pour J); 3° tous les w-corps de ramification de K/k pour |J sont conjugués
entre eux par rapport à Ko.

Le même théorème de Sylow permet de démontrer l'inégalité suivante, démontrée
par M. Öystein Ore (12) dans le cas galoisien : soit E l'ordre absolu de |J dans K
(K/k non-galoisien) et soit <pq = nq(K/k\ |J) vQ(K/k; |J). Alors a lieu

on a ?Q = E - ^ ( Égalité d'Ore) et lq (K/ft; $) = \.

De plus, K* (H*) contient toutes les racines p -ièmes de l'unité.
Théorème du chapitre ïïï : ie fait que les hQ sont premiers à p et l'inégalité d'Ore

permettent de donner certaines inégalités et congruences pour les nombres de ramifica-
tion d'un corps qui sont conséquences d'existence des sous-corps de nature donnée
dans ce corps.

Appelons rang d'un hypergroupe n le plus petit nombre &(3C) tel qu'il existe &(K)
éléments de K de manière que K soit le seul sous-hypergroupe de % qui les contient
tous. Soit D le plus petit commun multiple de tous les hQ (q = 0, 1, ..., m — 1) et
soit cp le p. g. c. d. de tous les Dvq(Kjk; $ ) . J'ai démontré que, e0 étant l'ordre
absolu de p,

(9) SI (YKlh (p*)<z*>) < «o*-i (K/ft ; Ç) • F 5.

Je démontre un théorème qui est l'analogue du théorème de M. O. Ore, que si
vo(K/k; |J) = 0 (mod p), Kjk étant galoisien, YKtk (|I) est cyclique. Ce théorème est :
si vo(Kjk; f ) = 0 (mod p), « ( V ^ f l l * ) ^ ) = 1.

Au dernier chapitre (le cinquième) je m'occupe des corps particuliers, que j'appelle
hassiens parce que M. Hasse montra dans son travail (s) que les corps abeliens sont de

(12) Math. Annalen, t. 102, 1929-1930, p . 000.
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ce type. J'appelle un corps K/A hassien (ou du type %) pour | î si tous les vQ(K/k; |J)

sont entiers (7 = 0, 1, ..., m — i ) et si, clq(K/k; |J) désignant '\ 'J*

(10) vq(Klk; p) = r^(K/fc; Ç) (mod. d, (K/ft ; fl)).

J'appelle un corps du type H' pour $ , si Ton a seulement

(11) va(K/A; y) EEE ^(K/fe; fl) (mod. ^ j ^ ) (? = 0,1,..., m - 1 ) ,

et du type H'f si tous les vff (K//c; Jl) sont entiers et divisibles par rf
= r_j (K//t; P). Je donne les critères suffisants pour que K/A soit du type H, Hf, II"
et je montre ainsi que les corps hassiens forment une catégorie beaucoup plus étendue
que les corps abeliens. Ensuite je donne le théorème suivant sur le rang de VK//e (|J*)(Z*
du corps K//c de type H' :

(12) «(VK/^rV^OSeorfoWAîPJP^-Aj (g = 0,1,...,..., m - 1 ) ;

si Gc désigne le groupe de commutateurs de groupe G et Gin) désigne le groupe
engendré par les puissances n -ièmes de tous les éléments de G, on a, (Glt G2) désignant
le groupe engendré par les groupes Glt G2, que si K/k est de type H' pour JjJ et
galoisien,

/ rd (K/ f t f f ) p

(13)

/ re

\ L

La fin de ce chapitre est consacrée à l'étude des corps hassiens absolus, c'est-à-dire
hassiens par rapport au corps rationnel. Il est inutile d'énumérer ici les résultats que
j'obtiens sur ces corps. On en trouvera une grande partie dans ma deuxième note aux
Comptes rendus de 1935.

Ce travail se termine par deux notes. Dans la première je démontre qu'il existe
effectivement des Kjk et $ tels qu'il n'y a pas de KJk, c'est-à-dire tels que ZKjk (flj*)
dépend du choix de |J*||jJ. Dans la deuxième je démontre l'existence des corps de type
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H par rapport à k arbitraire donné pour un idéal |J, tels que TK/ft(JI*) et même VK/ft(|ï*)
ne soient pas groupes aheliens, et même ne soient pas groupes du tout, ainsi que
l'existence des corps de type H' qui ne sont pas de type H", et inversement.

Un grand nombre des résultats du présent travail ont été déjà indiqués par moi
dans deux notes aux Comptes rendus de 4935 (séances du 27 mai et du 8 juillet) intitu-
lées : Sur la Théorie de la ramification des idéaux.

M. Ghevalley a bien voulu s'intéresser à ce travail et m'a apporté une aide très
précieuse en m'indiquant plusieurs simplifications importantes de notations et de
démonstrations. Je lui adresse ici mes sincères remerciements.

Je tiens à exprimer ma profonde gratitude à l'Académie royale de Belgique, qui
m'a fait l'honneur de bien vouloir insérer ce travail au Recueil de ses Mémoires, et
tout particulièrement à MM. les Profrs Hadamard et de La Vallée Poussin.

Pour terminer, j'adresse mes respectueux remerciements à M. le Profr Montel,
qui a bien voulu accepter la présidence de mon jury ; à M. le Profr Garnier, qui a bien
voulu s'intéresser à ce travail, et à M. le Profr Valiron, dont la bienveillance ne m'a
jamais fait défaut.
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CHAPITRE PREMIER

HYPERGROUPES — ISOMORPHISMES DES CORPS
ALGÉBRIQUES

A. — HYPERGROUPES

1° HYPERGROUPE. — Je me servirai d'une notion introduite récemment

(1934) par M. F. Marty (*), celle d'hypergroupe. La définition que j 'en donne

est en apparence autre que celle de M. Marty, mais lui est, en fait, équivalente.

Définition l. Un ensemble H organisé par une loi de composition de ses

éléments telle que :

a) Le composé c^ct de tout élément c2 de H par tout autre élément c± de

H soit un sous-ensemble non vide de H;

b) La loi de composition soit associative, c'est-à-dire

H cc3= S de (cls c2, c 3 < H),

c) c^ étant un couple quelconque (c± = c2 n'est pas exclu) d'éléments

de H, il existe un élément c de H tel que c2 <c±c et un élément cf de H tel

que c2 < cfcif

s'appelle un hypergroupe.

(*) Comptes rendus du Congrès de Stockholm, 1934, p. 45; C. JK., t. 201,
14 octobre 1935, pp. 636-638; Ann. de VÉc. norm, sup., t. 53, 1936, pp. 83-123.
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Comme dans le cas de groupes, si C^ C2 sont deux sous-ensembles de H,

on appellera composé de G2 par Ci la réunion de tous les CjC2, ci étant dans C l t

c2 étant dans C2. D'après Tassociativité de la loi de composition, (C1C2) C3 = C1

(C2C3) (C1; C t , C3 < H).

Voici d'autres définitions de M. Marty qui seront nécessaires au cours de ce

travail :

Définition 2. Sous-hypergroupe de H : ainsi s'appelle un sous-ensemble

de H qui est lui-même hypergroupe avec la même loi de composition.

Définition 3 . Sous-hypergroupe invariant de H : ainsi s'appelle un sous-

hypergroupe G de H permutable avec tous les éléments c de H, c'est-à-dire

tel que pour tout c < H on ait

(1) cU = Cc(2).

Définition 4. Unité à droite resp- à gauche de H : ainsi s'appelle un

élément e de H tel que pour tout élément c de H ce = { c \ resp. ec = { c \ (2).

Définition 5. Deux hypergroupes H et Hr s'appellent isomorphes (notation :

Hr^FT) si l'on peut établir une correspondance biunivoque c^:cf entre ces

deux ensembles conservant la loi de composition, c'est-à-dire telle que, si

c 1 ^ : c[, c% z^i Cg, au s s i c^ ^ ± c[c'%.

La correspondance biunivoque dont il est question dans la définition 7

peut être réalisée, en général, de plusieurs manières. Chacune de ces corres-

pondances s'appelle un isomorphisme de H à H'.

Si H = H', un isomorphisme de H à H' (c'est-à-dire à H) s'appelle un

automorphisme de H.

2° HYPERGHOUPES DE CLASSES A DROITE. HYPERGROUPESD. — Soit A un

ensemble organisé par une loi de composition de ses éléments telle que le

composé a±a2 de tout a2 < A par tout ax < A soit un sous-ensemble de A. Comme

(2) \c\ désigne l'ensemble formé d'un seul élément c. Plus généralement \a, b,... i
désignera l'ensemble d'éléments a, b,...

Si c < H et C<H, on écrira souvent cG et Ce au lieu de jcjC et (resp.) G\c\.
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précédemment, At, A2 étant sous-ensembles de A, A4A2, désigne £ a±a2

et s'appelle le composé de A2 parAt.
Soit que dans A est établie une relation de classification telle que le

composé 2tt2lg de deux classes quelconques 21^ 2l2 dans A est une réunion de
classes. Alors on peut organiser l'ensemble 21 de toutes les classes dans A par
la loi de composition suivante : Le composé d'un 2l2 < 21 par un 21^ < 21 est
l'ensemble de toutes les classes contenues dans le composé S11̂ HS dans le sens
de la loi de composition de A. L'ensemble A et l'ensemble 21 ainsi organisé
seront dits avoir la même loi de composition. Si A' est un élément d'une famille
de sous-ensembles, disjoints deux à deux, de A, et 21' est un élément d'une
famille de sous-ensembles, disjoints deux à deux, de 21, A' et 21' seront consi-
dérés comme identiques si A est la réunion de toutes les classes dans A qui
sont éléments de 21' et l'on dira par extension de la définition précédente que la
loi de composition de deux ensembles A et Q est la même s'il existe une chaîne
B, C, ..., P d'ensembles tels que la loi de composition est la même dans le sens
précédent dans A et B, dans B et C, dans C et ..., ..., dans P et Q. On vérifie
facilement que cette manière de parler ne peut pas conduire à une contradiction»

II est évident que si une loi de composition est associative dans A, la
même loi de composition est encore associative dans 21 (supposant que 21 peut
être organisé par cette même loi).

Ceci posé, soient G un groupe et g un sous-groupe de G* Le composé de
deux classes à droite gx = axg et g2 = a2g (a±f a2 < G) suivant g dans G est
encore la réunion a1ga2g de telles classes. Donc l'ensemble de toutes les classes
(à droite) suivant g dans G peut être organisé par la même loi de composition
que celle de G. Montrons que cet ensemble ainsi organisé est un hypergroupe.

Il suffit de démontrer pour cela que : 1° y±, g2 étant deux éléments de cet
ensemble, g±g2 n'est pas vide; 2° git g2 étant deux éléments de cet ensemble, il
existe un élément g0 et un élément g'o de cet ensemble tels que g±g^ > g2 et
gl$t>g%* le reste étant la conséquence de généralités qui précèdent. Or, 1°
et 2° expriment les propriétés bien classiques de classes (à droite) dans un
groupe.

Définition 6. L'hypergroupe qu'on vient d'introduire s'appellera l'hyper-

groupe de classes à droite suivant g dans G et sera désigné par {G/g)D.
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Soient 21 un sous-ensemble de {G/g)D et A la réunion de toutes les classes
dans G qai sont éléments de 21. On désignera 21 encore par le symbole (A/#)D.
A remarquer que quand on écrit le symbole (A/gr)D on pose comme hypothèse
que A est une réunion de classes (à droite) suivant g.

Théorème i. Condition nécessaire et suffisante pour que (A/</)D soit un
sous-hypergroupe de (G/gr)D est que A soit un sous-groupe de G.

Démonstration. Si A est un sous-groupe de G, {Ajg)D est, d'après ce qui
précède, un hypergroupe avec la même loi de composition que (G/gr)D. Inverse-
ment, soit que (A/g)B est un sous-hypergroupe de {Gjg)B. Alors (A/^)D=(A/gr)D

• (Ajg)B = (AA/gr)D, c'est-à-dire AA = A, et, si ag < A, on a d'abord que
{agA/g)D = {ag/g)D (A/gr)D > {agjg)D, c'est-à-dire agk ^ ag. Il en résulte que
A ̂  I, ï étant l'unité de groupe G, et que (A/^)D > g. Donc a<Aetag< A
signifient la même chose et A = AA^gA. Il en résulte que (aAjg)D'^(agAjg)I)

= (ag/g)B • (A/gr)D > gr, c'est-à-dire aA ^ g > I et A 5> a"1. A est un groupe.

C. Q. F . D .

Conséquence 1. Si le groupe G a un nombre fini d'éléments, l'égalité
2121 = 21 est nécessaire et suffisante pour qu'un 21 ̂  {Gjg)B soit un hyper-
groupe de (G/g)B.

Démonstration. En effet, si 21 = (A/gf)D, l'égalité 2121 = 21 équivaut à
AA = A et cette dernière égalité est justement la condition nécessaire et suffi-
sante pour que A soit un groupe quand G est d'ordre fini.

Théorème 2. (G/gf)D est un groupe si g est un sous-groupe invariant de G
et dans ce cas seulement.

Démonstration. Si g est invariant dans G, {Gjg)B est évidemment le groupe
quotient de G par g; soit, inversement, que (G/gr)D est un groupe. Alors, si
a<G> gag doit être une classe (à droite) suivant g. Donc, puisque gag ^ ag,

on doit avoir gag = ag = agg, c'est-à-dire ga = ag et g est invariant dans G.

Définition 7. Si 21 est un sous-hypergroupe de {Gjg)D et c<(G/g)D,

l'ensemble c2t s'appelle la classe à droite de c suivant 21 dans (G/gr)D.
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Si pour tout c<(G/g)B on a 2lc ^ c2l, 21 s'appelle sous-hypergroupe
semi-invariant de

Théorème 3. Si 21 == (A/gr)D est un sous-hypergroupe de (G/#)D et

si a < c < (G/gf)D, on a

(2) c3l

Démonstration. A est un groupe et «7 est un sous-groupe de A. Donc

c% = (ag/g)jy (A/g)D = {agkjg)» = {a A/g)D. c. Q. F . D.

Donc la réunion de classes dans G qui sont éléments d'une classe dans
(G/g)D suivant 21 = (A/</)D est une classe suivant A dans G. Il en résulte, en
vertu des propriétés classiques des classes (à droite) dans un groupe, que

1° Les classes de la définition 7 sont classes au sens de la théorie des
ensembles, c'est-à-dire deux classes ou bien coïncident, ou bien sont disjointes;

2° Une classe est la classe de tout élément qu'elle contient et contient tous
les éléments dont elle est la classe;

3° Toutes les classes suivant 21 dans {Gjg)B ont le même nombre d'éléments
égal à celui de 21, c'est-à-dire, si 21 = (A/</)D, à l'indice de g dans A. Le nombre
d'éléments de {Gjg)B est multiple de celui de 21.

Théorème 4. L'ensemble de classes à droite dans (G/a)D suivant un sous-
hypergroupe ti = [A.lg)J) de % = (G/gr)D organisé par la même loi de composition
que celui de (G/</)D est un hypergroupe, désigné par (3f//t)D et appelé l'hyper-

groupe de classes à droite suivant h dans X ou, mieux, l'hypergroupe quotient à

droite de Kparh; (Ttjh)» = (G/A)D.

Démonstration. En vertu du théorème 3 les éléments de (Kjh)B doivent
être considérés comme identiques à ceux de (G/A)D dans la manière de parler
dont il était convenu au commencement de ce paragraphe. Avec la même
manière de parler, la loi de composition est la même dans (Xfh)v et K = {G/g)D

et est la même dans (G/gf)D et dans G. Donc elle est la même dans fâlh)D et
dans G, ce qui démontre le théorème. Comme précédemment, si 21 est un
sous-ensemble de (3C//i)D et A est la réunion de toutes lés classes dans % qui
sont éléments de A, 21 sera noté (A/A)D.
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Théorème 5. La condition nécessaire et suffisante pour que (À/A)D soit un
sous-hypergroape de (*£//&)D, où X est un hypergroupe de classes à droite, est
que A soit un sous-hypergroupe de 2îm

Démonstration. Soient K= (G/<jr)D, h= (gojg^B et A = (B/gr)D. On a, d'après
le théorème 4, que (K//i)D= (G/gro)D et {Ajh)D = (BjgQ)D. Pour que (A//t)D soit
un sous-hypergroupe de (3C/A)D il faut et il suffit, d'après le théorème 1, que B
soit un sous-groupe de G. Mais c'est aussi la condition nécessaire et suffisante
pour que A soit un sous-hypergroupe de %. c. Q. F. D.

Théorème G (Loi d'isomorphisme). Si % est un hypergroupe de classes et
h\ h sont deux sous-hypergroupes de % tels que h' > A, on a

(3)

Démonstration. Soit que

x = (Gig)»* h' = (sw <7)D, h = (gQig)D,

où G est un groupe. Alors g[9 g0, g sont sous»groupes de G et g[ > g0 > g.
On a

donc
( W / ) / ( * 7 ^ ) ) (ö /Ö W f t V G. Q. F . D.

Théorème 7. Si Aj, A2 sont deux soushypergroupes d'un hypergroupe de
classes à droite % : 1° hf A h2 est un sous-hypergroupe de K; 2° si c ̂  3C,
cAj A ch2^c(hi A A2).

Démonstration. Soit que

3C = (^/y)D, ^ = (gjg)», hz(g2lg)jy,

où G est un groupe. g±% g2 sont sous-groupes de G, donc £d A g2 est groupe et

hiAhz = (gjg)» A (^ /^D = (Oi A ^ / ^ D

est un hypergroupe, ce qui démontre 1°. Soit c = (flglg)^. Alors

cA4 == (agjg),» ch2 = (agjg)
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et

ch, A ch2 = (agJg)D A (ag2lg)D = ((agt A ag^/g)» = (a (^ A &)/flOD = c(hiA h),

parce que 04 et g% sont groupes, ce qui démontre 2°. c. Q. F. D.

Conséquence 2. En particulier, c/^ A /̂ 2 est où bien vide, où bien une classe
à droite suivant h± A h2. Le nombre d'éléments de c/^ A h2 est 0 ou le même
que celui de hi A h2.

Démonstration. Si chi A h2 n'est pas vide, soit c''<ach± /\h2. On a ch = c'h
et Ii2 = c1 h2, d'où chi A h2 = c'ht A cf hç> = c'(h± A h2). c. Q. F. D.

Théorème 8. Si Alf h2 sont deux sous-hypergroupes d'un hypergroupe
de classes à droite Jt9 le nombre d'éléments de (hi^/h^Q est égal à celui

^ A A 2 ) ) D .

Démonstration. Le nombre d'éléments de (hih2/h2)D est égal au nombre
de classes à droite suivant h2 contenues dans hih2> c'est-à-dire ayant une
intersection non-vide avec hx* Or, une intersection non-vide d'une classe
suivant h2 avec hx est une classe à droite suivant hi A h2, ce qui démontre la
proposition.

Définition 8. Un hypergroupe % isomorphe à un hypergroupe (G/gr)D de
ciasses à droite s'appeiie un hypergroupe^ (hypergroupe droit).

Si {Gjg\ ^?£ peut être pris de manière que G soit d'ordre fini, % sera
dit un hypergroupeD fini.

Toutes les propriétés intrinsèques, c'est-à-dire ne faisant intervenir que
les éléments et la loi de composition de l'hypergroupe regardé, des hyper-
groupes de classes à droite, restent, manifestement, vraies pour les hyper-
groupesD. Les définitions de la classe à droite suivant un sous-hypergroupe et
du groupe quotient droit, ainsi que celle de la semi-invariance, s'étendent aux
hypergroupesD sans changer un mot.

En particulier, le théorème 1 se formule ainsi : tout sous-hypergroupe
d'un hypergroupeD est un hypergroupeD. Quant aux autres théorèmes on n'a
qu'à y remplacer l'expression « hypergroupe de classes à droite » par celle
d' « hypergronpeD » et, parfois, le signe = par le signe ^ .
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Remarque. Les seuls hypergroupes dont il s'agira dans la suite de ce
travail seront hypergrôupesD, Pour cette cause on supprimera toujours les
termes « droit », « à droite », et l'indice ïD, dans les énoncés et dans les
démonstrations.

B. — HYPERGROUPES DTSOMORPHISMES DES CORPS ALGÉBRIQUES

1° NOTATION. — Dans cette partie B du chapitre I ainsi que dans tous les
chapitres suivants on employera la notation et Ton fera les conventions
suivantes :

k désignera un corps de base.
Les surcorps algébriques de k (qui seront toujours supposés de degré fini

par rapport à k) seront notés par la lettre K accompagnée ou non de signes
(par exemple K,K,K',K*,KZ).

Avec M. Hasse, au lieu de dire qu'il s'agit d'une propriété dans K par
rapport à un de ses sous-corps K, on dira qu'il s'agit de cette propriété
dans K/K.

Il s'agira presque toujours des propriétés par rapport à un corps k qui
restera le même au cours d'un chapitre. Pour cette cause on n'indiquera jamais
dans les démonstrations et dans les énoncés le corps par rapport auquel est
prise une propriété quand ce corps est k} une exception à cette règle étant faite
pour les seuls cas des définitions où k intervient d'une manière essentielle.
Donc, l'absence de toute indication sur le corps, par rapport auquel une
propriété est prise, signifie qu'il s'agit d'une propriété par rapport à k.

Les isomorphismes d'un corps désigné par la lettre K surmontée ou non
de signes seront désignés par la lettre <J surmontée des mêmes signes et, éven-
tuellement, accompagnée d'indice (par exemple les isomorphismes de K seront
notés <r±, <x8, etc.) (3).

L'isomorphisme identique d'un corps K sera noté 1K.

L'ensemble de tous les isomorphismes d'un corps algébrique K/R sera

noté GK/K- On dira que K appartient dans K à GK/K.

(â) J'ai arrangé les notations des chapitres suivants de manière que les isomor-
phismes des corps notés K̂  ne soient jamais employés au cours de ce travail.
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S i K ^ K > C les symboles K/R et (K/K)/(K/K) doivent signifier la même
chose. Je dois ajouter à cela encore deux conventions d'un caractère général :

1° Si dans tous les symboles d'une même nature, employés au cours d'une
démonstration, un objet qui entre dans l'expression de ces symboles reste
toujours le même» et s'il est clair, d'après l'énoncé, quel est cet objet, on
supprimera cet objet dans l'expression de tous ces symboles.

Par contre, on ne fera une telle suppression dans les symboles employés
dans les énoncés qu'en vertu des conventions explicitement formulées,
analogues à celle pour k,

2° Si X est une fonction, transformation, correspondance, etc., qui fait
correspondre à un objet a un objet b ou un ensemble B (X (a) = b resp. B) et
si A est un ensemble d'objets a pour lesquels X (a) est défini, A (A) désignera
l'ensemble resp. la réunion de tous les X («), a < A.

Si A est un ensemble de transformations X tel que X(a) est défini par tout
a <$ A, À (A) désignera l'ensemble (si les X (A) sont éléments) ou resp. la
réunion (si les X (A) sont ensembles) de tous les X (A), X < A.

Au cours de cette partie B du chapitre I seulement, a surmontée ou non de

signes désignera l'élément arbitraire du corps désigné par K surmonté des

mêmes signes (par exemple â désigne un élément arbitraire de K).

2° CORRESPONDANTS ET ENSEMBLES GÉNÉRATEURS. — Soient K un corps algé-

brique, K un sous-corps de K :
• K

• K

i
La théorie de Galois montre que tout isomorphisme de K appliqué aux

éléments de K produit un isomorphisme de K et que tout isomorphisme de K

peut s'obtenir de cette manière. Ceci nous permet de poser les définitions

suivantes :

Définition 1. 5 s'appelle correspondant (dans K) de a-, si ââ = crâ (nota-
tion : ï = corr.E <r).
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Définition 2. L'ensemble A de tous les «r tels que corr.ïï * = ï s'appelle

l'ensemble générateur (ou simplement générateur) de <r dans K (notation :

A — gen.KS).

Définition 2a. Si U est un ensemble de <y tel que corr.^ U ̂  ï (ce qui sera
noté U *- Ö-), gen. K or A U sera désigné par gen.„ör et appelé l'ensemble généra-

teur de <r dans U.

Les définitions de corr.^, gen.K, gen^ et de j - seront étendues aux ensembles
de «y et de ï , comme cela a été indiqué dans 1°.

Si K > K > K, d'après les définitions précédentes on a

(1) corr.g A -= corr.f corr-g A (A < GK),

(2) gen.u A -= gen.,, gen.corr.£U X (K < Gf),

.K A.

(A < GK),

3° HYPEUGUOUPE DE K. — Considérons un corps K et une extension galoi-
sienne K* de K. La correspondance a* -*• corr.K c?* fait correspondre un même <?
à tous les éléments d'une même classe à droite suivant GK+/K, et à ces éléments
seulement. Donc, cette correspondance applique d'une manière biunivoque
(GK*/GK*/K)D sur GK. Si, de plus, on organise GK par la loi de composition
telle que ̂ o-g soit le correspondant dans K du composé de classes suivant GK+/K

auxquelles correspondent c^, <r2, c'est-à-dire

(6) C T ^ = corr .K

et,

(3)

(4)

(5)

en particulier,

II est évident que

gen.K A -

corr.K gen.u A

= gen.K

= Â

;/R = g e

GK devient un hypergroupeD isomorphe à (GK+/

Définition 3. L'hypergroupeD précédemment défini s'appelle l'hypergroupe

de K/k (4).

(4) Ou l'hypergroupe de Qalois de K/À\
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II est visible que Thypergroupe de K ne dépend pas du choix du K* employé

pour le définir. GK est groupe si K est galoisien et dans ce cas seulement

(théorème 2 de A). GK a une et une seule unité à droite : c'est 4K.
Il suit du théorème 1 de A que la condition nécessaire et suffisante pour

quun ensemble A des a soit un sous-hypergroupe de GK est que gen.K* A soit un

groupe d'automorphismes de K*.

Orf si gen.K* A est un surgroupe de GK#/K, il existe un sous-corps K de K
tel que GK#/g- = gen,K* A et inversement. Mais alors

(7) A = corr.K gen.K* A = corr.K £ K * /K = GK/K.

Ce résultat montre que le théorème fondamental de la théorie de Galois
peut s'exprimer ainsi :

Chaque sous-corps K de K appartient à un sous-hypergroupe de GK; à

chaque sous-hypergroupe A de GK appartient un sous-corps K de K.

On a, si K est un sous-corps de K,

(8) ( 0 K / GK/K)D ^ ((GK* /

Donc, Gs esf isomorphe à l'hypergroupe quotient de GK par GK/5. Comme
le premier isomorphisme de (8) est réalisé par a-* -^corr.K<r*, et le deuxième
par <x* -* corr.gtr*, l'isomorphisme (GKjGKf^)D ̂  G^ se réalise par o- —̂  corr,^^.

Donc, /es classes suivant GK/̂  dans GK soni /es ensembles générateurs des 5.
Introduisons un nouveau symbole <T*<T qui sera utile dans la suite du

travail : c'est un isomorphisme de K défini par

(9) (<r*ff)a = <r*(«ra),

c'est-à-dire

(10) cr* d = corr.K | <r* • gen. K * or},

Si C est une classe suivant GK/1 et si corr.s C = S, on a

o-* G = corr.K j <x* . gen.K* G } = corr.K { d* • gen.K* "ï ï = gen.K (<r*â).

Soient a un élément de K et Ffoa) une fonction symétrique des transformés
5
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de a par tous les éléments vt d'un sous-hypergroupe A==GK/^ de GK. Si <x<GK

et a* < gen.K* <x, on a que

o-F (cy.a) = <x*F (<r«a) = F (a* (cr,a)) = F ( a * ^ . a)

est la même fonction symétrique des transformés de a par les éléments de

0 * • 1R) = gen.K

4° Lois DE COMPOSITION INDUITES. — Soit U* un groupe d'automorphismes de
K* et soit U = corr.KU*. Il existe une correspondance biunivoque entre les
éléments <7 de U et les éléments de (U*/(U* vGK*/K))D réalisée par c-^gen.u+a.
Cette correspondance bi-univoque permet d'organiser U en hypergroupeD d'une
manière analogue à ce qui était fait dans 4° pour GK. La loi de composition
sera donc

cr±<72 = corr.K S gen . u + <r±. gen . u + <r2 \ (<T±, <T2 < U)

et s'appellera la loi de composition induite dans U par celle de U*. L'hyper-
groupe ainsi obtenu sera désigné, s'il y a lieu, par IF**; si W est l'un de ses
sous-hypergroupes, on le désignera par W(Us|eï si l'on veut rappeler l'origine de
la loi de composition qu'on y considère. L'hypergroupe quotient de U par W
sera désigné par (U/W)(U*>.

Soient K un sous-corps de K et 5 un isomorphisme de K tel que UJ- ï.
Alors

.u cr = corr.R gen.u* <r = corr .K \ gen.K* <r A U* j .

Comme gen.K)tc â est une classe à droite suivant GK+/S, gen.K+ï A U* est
une classe à droite suivant GK+/̂  A U* = gen.u+ 1^ qui est un groupe. Donc,
d'après le théorème 1 de A, corr.K gen^* lTi = gen.n 1^ = GK/1 A U est un

sous-hypergroupe de U(U*} et gen.^ ôr = corr.K(gen.Kt â A U*) est une classe à

droite suivant GK/̂  A U.
Il en résulte que si A est un sous-hypergroupe de UtU¥), le nombre

d'éléments de corr.^À (c'est-à-dire le nombre de classes suivant gen^ l^ qui
ont une intersection non vide avec A) est égal à celui de
donc à celui (théorème 8 de A) de

(A / (A A gen.XJ l * ) ) ^ = (A / (A A Ö K /K A U))<ü*> = (A / (A A ffK/K

c'est-à-dire au quotient du nombre d'éléments de A par celui de A A
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Remarque 1. Il est facile de montrer que la loi de composition dans 13
induite par U* ne dépend que du correspondant de U* dans le corps de Galois
K- de K.

Remarque 2. Il est évident, d'après la conséquence \ du théorème 1 de À,
que si un ensemble W de a- est un hypergroupe par rapport à la loi de compo-
sition induite par U* et si U* est un sous-groupe de U* tel queeorr.KU* ^ W :
1° W est un hypergroupe par rapport à la loi de composition induite par U*;
2° le composé de deux éléments a1or2 de W d'après la loi de composition induite
par U* est contenu dans le composé de mêmes éléments d'après la loi de
composition induite par U*.
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CHAPITRE II

ENSEMBLES DE DÉCOMPOSITION, D'INERTIE
ET DE RAMIFICATION

A. — CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

Dans cette partie A du chapitre II le corps de base k sera supposé être un
corps de nombres algébriques (de degré fini). K étant une extension finie de k,

on désignera par K* une extension gaioisienne de k contenant K.
Soient p un idéal premier de k, divisant un premier rationnel p; |J un divi-

seur premier de $ dans K; |î* un diviseur premier de |J dans K*. Soit | } * a la
contribution de |J* dans |J. Nous allons montrer qu'on peut attacher à |J* une
suite de sous-ensembles de l'hypergroupe de Galois de K/k qui généralise la
suite définie par Hubert (*) dans le cas où K = K*.

Soit (alf a2, . . . , aK) une base minima de l'anneau des entiers de K.
xxy x2, . . . , #N étant N indéterminées, la forme linéaire

s'appelle une forme fondamentale de K. A chaque base se trouve attachée une
forme fondamentale, et l'on passe de Tune de ces formes à une autre par une
substitution linéaire de déterminant =b 1 sur les indéterminées.

1° DÉFINITIONS ET ÉTUDE PRÉLIMINAIRE D'ENSEMBLES DE DÉCOMPOSITION ET D'INERTIE.

Définitions 1. On appelle ensemble de décomposition de |J* dam K/k et l'on
désigne par ZKlk (|J*) l'ensemble des isomorphismes c de K/k tels que

<r|î = 0 (modfl]*).

(4) Gött. Nachr., 1894, pp. 224-236; Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., t. 4,
1894-1895, pp. 175-746.
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On appelle ensemble d'inertie de |I* dans K/k et Ton désigne par TK/ft (|J*)

l'ensemble des o- tels que

Théorème 1. Si <x < ZK (|J*), on a non seulement <rfj = 0 (mod |J*), mais

encore
vty = O (modfl)*a).

Démonstration. Soit

la décomposition de p en idéaux premiers de K.

Puisque ^ J l ? , -.,Wss e s t premier à | ) , or(|IJ|I?f . . . , #? ) est premier
à <T|Ï, donc aussi à |J*. II en résulte que la contribution de |ï* est la même
dans (<r|[J)e et dans <rp = ;p; la dernière contribution étant |J*ac, on a le
théorème. c. Q. F. D.

Lemme 1. L'ordre en |J* de <T£ — £ est le minimum de Tordre en fî* de

ca — a, a parcourant les entiers de K.

Démonstration. En effet, tout entier a de K peut être obtenu en donnant
aux indéterminées qui figurent dans £ des valeurs entières rationnelles; donc
Tordre de <ra — a est au moins égal à Tordre de o-Ç — £. D'autre part, Tordre
de <T? — ? est le plus petit des ordres des o-a, — ai$ où al9 as, . . . , aM sont les
éléments de la base qui a servi à former £. Donc Tordre de <r£ — Ç est au moins
égal au minimum de Tordre de cra — a. c. Q, F. D.

Désignons par p une racine primitive (mod |J) dans K. Si <r<TK (f)*), on
doit avoir, en vertu du lemme précédent : 1° a|J == 0 (mod |J*), c'est-à-dire
<x<ZK (fJ*); 2° <rp = p (mod |J*). Inversement, supposons ces conditions
réalisées. Tout entier a de K est congru (mod JjJ) à une puissance pff de p ou à 0 :
d'où, si a =/= 0 (mod fl), <ra = vpg (mod a|J), donc aussi (mod |J*)
et

G-a^trp^^p^ — a (mod f) *).

La même congruence a évidemment lieu si a = 0 (mod |J). II en
résulte, en vertu du lemme i, que ar< TK ($*). Nous allons montrer mainte-
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nant que la condition a < TK (fî*) entraîne <r!- = £ (mod f)*a). Pour cela, nous
avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2. Soient F le degré absolu de |J dans K et c = pF— 1 ; soit n un
entier positif quelconque. Il existe une racine primitive pn (mod p) telle que

Pi = l (modfl*).

Démonstration. La proposition est vraie pour n — i. Nous la démontrerons
par récurrence sur n. Supposons-la vraie pour n — 1 ; n étant un nombre de K
d'ordre 1 pour p , on a

(modpn),

où a est un entier de K. p étant un entier que nous déterminerons, posons

p* = p^A + c p 7t«-i = 1 + (a + c P) it""1 (mod îf).

Il suffit donc de choisir p de telle manière que a-f cp = O (mod JJ), ce qui
est toujours possible, puisque CE/EO (mod p).

Remarque. D'après la manière même dont nous avons construit pnf on a

Lemme 3. prt étant une racine primitive (mod P) dans K satisfaisant à la
condition du lemme 1, on a, pour tout or < TK (|J*),

Démonstration. En effet, on a

^ - p£ = (̂ pn - pn) (pr1 + pr2 ^pn + - + *pn-

On a pj = 1 (mod f n ) ; d'où ufn = 1 (mod <y|F), et, puisque <r < TK

donc aussi <r < ZK (|l*), on a a-fl" = 0 (mod |l*an). Il en résulte que

D^autre part, on a o-pn = pn (mod f!*), et par suite

pr1 + pr2 • *pn + - + «xpj-1 = cfn1 =/= 0 (mod II*),

ce qui démontre le lemme.
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Théorème 2. Si <y «̂  TK (fli*), on a non seulement <*!• = Ç (mod |J*) f mais

encore
ai s i (modfl**).

Démonstration. Un entier a de K est congru (mod |J) à une puissance pf

de PJ ou se divise par |J. Dans le premier cas on a

cra = <r pf = pi = a (mod |î* a).

Dans le deuxième cas o n a c a = 0 (mod <y|J), c'est-à-dire <ra = 0 = a

(mod |J*a) ; d'où le théorème.

2° DÉFINITION D'ENSEMBLES DE RAMIFICATION ET LEUR ÉTUDE PRÉLIMINAIRE.

Définitions 2. a- étant un élément de TKlk (|J*), on appelle nombre

caractéristique de <r powr |J* et Ton désigne par v(<r; |J*) le nombre 1,

où ^ est Tordre en |J* de cl — i.

On appelle ensemble de ramification de |J* dans K/A; et Ton désigne par

VK//e (|J*) l'ensemble des éléments a de TK//£ (|ï*) pour lesquels l'on a

*> (*;$*)><>•

Les nombres de ramification de |J* darcs K/A; sont les nombres carac-

téristiques d'isomorphismes <r< VK/^(|J*). Soient

ces nombres supposés rangés par ordre de grandeurs croissantes; vç( |3*; K/A)

s'appelle /e q — ième nombre de ramification de |J* dans K//c. Il est, de

plus, souvent commode de poser v^ijfji* ; K/A) = 0 (3).

On appelle niveau d'un élément ff^TK/ft(|l*), et Ton désigne par XK/fc((7;|J*)

l'entier q > — 1 défini par la formule

(2) Î; (<T; |)*) n 'est égal à -f- oc que si or •= 1K .

(3) On appel lera parfois t?_ t (|3*; K/&) et ^ m ( J I * ; K/Â) nombres de ramif icat ion
impropres de |J* dans K/A, et les au t res vq(ty*; K/fe) nombres de ramif icat ion
propres.

0) Cette définition ainsi que la suivante sont justifiées par le théorème 2 de
ce chapitre.
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On appelle ensemble de ramification d'ordre q (— i < q < m) de ffl*

dans K/k et Ton désigne par y¥Jik(W) l'ensemble des éléments <x deTK/ft(fl*)

pour lesquels on a

II résulte de ces définitions que Ton a

(-1) m
XC i 7* l 111 J ==^- V rr / î? 1 1 J ) * V tr / h \ 4w i ^ ^ V ÏC / h l 1 J /

f - D

La suite d'ensembles écrite dans la ligne précédente s'appelle la suite

caractéristique de |J* dans K/km

Théorème 3. cr étant un élément de TK(|J*) et n étant un entier de K

d'ordre 1 en |Jf l'ordre pour |1* de dît — n est a[l - j - V{71 V*)]-

Démonstration. En vertu du lemme 1, Tordre en |J* de am — u est au

moins égal à te; = a [1 -J- v(cr; | l*)]. Nous allons montrer qu'il ne peut être

plus grand.

En effet, en vertu du lemme 1, il existe dans K un entier a tel que

or a — a soit d'ordre w en | 1 * . Posons u = 2 -f- E {v(e; P*))» où E (a;) désigne

le plus grand entier tel que E(UÎ) < x < E (a?) + 1-

D'après le lemme 3 on peut choisir dans K une racine primitive (mod |))p

telle que l'on ait, pour tout *<TK(fl*),

<yp = p (mod $*aw); donc, à fortiori, (mod tl**0*1)*

On sait que a est congru (mod fî") à un nombre de la forme

aQt ai9 ...,aê étant des entiers rationnels» uo,u±% . . . , u$ étant des entiers

rationnels tels que 0 ^ u0 < u± < . . . < w5 < M. On en déduit

p + p - j (- P^<JTC»S

d'où
<ra — a = p°«(<Tîino — ix^) + pa* («TTÏ»* _ TC»*) + ... + f s (<nzn

s — nns) (mod

(a)
(5) On définissait YK/^ comme l'ensemble des s- tels que v(^)^vq+i(Klk). Sur le

conseil de M. Glaude Ghevalley, j'ai adopté la notation présente, qui est plus
commode,
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Or, pour tout entier / ;> 0, vnl — nl est divisible par <rn — 7t. Donc, si w'

désigne l'ordre en fJ* de *TC — n, le second membre est d'ordre ^ wf en fî*. Si
Ton avait w' >w, on aurait <ra = a (mod p*"**1), ce qui n'est pas. C.Q.F.D.

3° INFLUENCE DU CHOIX DE fi*. — Remarquons d'abord que si K** est une
extension galoisienne de k contenant K* et si JI** est un diviseur premier de fl*
dans K**f les ensembles de la suite caractéristique de fî** dans K/k sont
les mêmes que ceux de la suite caractéristique de fl*, et que Ton a, pour

Il en résulte que la suite caractéristique de fj* dans Kjk et les nombres

caractéristiques des <y<$TK/ft ($*) pour fl* ne dépendent que de l'idéal pre-

mier |T du corps de Galois K- de K qui est divisible par |î*.

Soit maintenant Jï* u n autre diviseur premier de |î dans K*, Puisque le

produit des conjugués de fl* par rapport à K, c'est-à-dire la norme de fl*

dans K*/K, est une puissance de |J, il existe un automorphisme ** de K*/K

tel que

La correspondance a--̂ <T*cr est un automorphisme I de GKfk. En effet,
on a, si a± f <r2 < GK,

•= c o r r . K S s * . g e n . K+ <r4. g e n . K^ <y2} = or* (<r4 <r2),

parce que, <r* étant dans GK+/KI on a gen.K3lc tr± .<r* = g e n . ^ ^ .

Il est clair que

De plus si <r < TKjk (fl*), on a

et par suite I transforme la suite caractéristique de fJ* en la suite caractéris-
tique de |J*. Donc a lieu

Théorème 4. Si fJ* est un autre facteur premier de |î dans K*f la suite
caractéristique de fî* se déduit de celle de |1* par un automorphisme de

6
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Thypergroupe de Galois de K//L En particulier, le nombre d'éléments des
ensembles correspondants de suites caractéristiques de |J* et de |jj* est le
même.

De plus, on a

vq($*;Klk) = vq($ï;Klk) (q = - 1, 0,1,..., m).

Il résulte de ce théorème qu'on peut remplacer dans la notation des
nombres de ramification l'indication de J]J* par celle de f], et les désigner par
vff(Jl; K/A). Aussi la notation suivante se trouve justifiée :

2(|J; Kfk) désigne le nombre d'éléments de ZK//.(fP);

na (|J; Kjk) {q = — 1, 0, i, . . . , m) désigne le nombre d'éléments

de (\L(W*Ï.

4° ENSEMBLE Z. — Désignons par e, f resp. l'ordre et le degré de fJ
dans Kfk.

Théorème 5. z($; Kfk) = ef.

Démonstration. Puisque NK/fe(|J) = ff, la contribution de |J* dans najp

= NK/ft(ÎP) e s t Waer- D'autre part, la contribution de f)* dans <r|J est |I*a

ou fj*°, suivant que a- est dans ZK/fe(|J*) ou n'y est pas. D'où le théorème.

Théorème 6. Si K > ÏT> k,

Démonstration. Comme NK/^(|J) est la puissance de l'idéal premier |J de K
divisible par | )* , ? est ou n'est pas dans Z^(|J*), suivant que 5 NK/S(|J)
estH=ou=/=0 (mod|J*).

Or, d'après 3° de B du chapitre I, âNK/S (fJ) = 5 n ^ | J = n

cr |J et a est ou n'est pas dans Z^(|J*), suivant que dans gen.Ko- il y a ou
il n'y a pas de a tel que <r|J = 0 (mod fJ*), c'est-à-dire tel que <y < ZK (|I*).
Autrement dit, à est ou n'est pas dans Z^(|J*), suivant qu'il est ou n'est pas
dans corr.j^ ZK(|J*). c. Q. F. D.
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Conséquence 1 : corr.K ZK*//S (#*) = ZKlk (flp).

^KikiW) n e s t Pas> e n général, un sous-hypergroupe de GKlk (6). Mais

le théorème précédent permet de montrer l'existence d'une loi de composition

par rapport à laquelle non seulement ZKjk ( |T ) , mais aussi tous les ensembles

de la suite caractéristique de |J* dansK/A; sont hypergroupes. Pour cela désignons
(-1) (0) (m)

par Z* l'ensemble ZK*/fe(|P); Z, V, V, . . . , V désigneront les ensembles de la

suite caractéristique de |J* dans K//c.

Théorème 7. Z(Z*) est un hypergroupe et les V (q = — 1, 0, 1, . . . , m)

sont sous-hypergroupes de Za*\

Démonstration. Il est évident que Z* est un groupe; d'où, en vertu

de 4° de B du chapitre I, il suit du théorème 6 de ce chapitre que Z est

hypergroupe par rapport à la loi de composition induite parZ*. Ceci posé,

considérons le composé d'après la loi de composition de Z(Z*) a4c72de deux
(0)

éléments o-.. o-2 de V. S o i t s ^ ^ c2. Alors, il existent <y* <gen.z* o^, o

tels que vf <x2* < gen. <r. Donc

d É - Ç = <r*<rf*Ç-Ç = <r* (cr*Ç - Ç) + crf 5 — Ç = <r* ( ^ - Ç) + K

Or a j —Ç = 0 ( m o d ^ * ^ + V ) et ^Ç — Ç = 0 (mod | )* a ( l +V). Cette

dernière congruence entraîne la congruence

»* (<y»5 - 5) = 0 (mod <r*|l**(^ri = J)*<M'+ )̂) (car cr*
d'où

et cr < V. Comme Z(Z+) est un hypergroupeD fini, cela démontre le théorème (7).

Conséquence. , ' ? ' et tous les ' ,1. (7 == — 1, 0 , 1 , . . . , m — 1)

sont entiers.

En effet, — et les -— sont resp. les nombres d'éléments (Z/T)(Z*} et de
w 4 n+

(6) Yoir la note 1 à la fin du travail.

(7) Cette démonstration simple et élégante de ce théorème, dont on verra l'im-
portance dans la suite du travail, m'a été indiquée par M. Claude Chevalley, après la
lecture de ma démonstration primitive, qui était beaucoup plus compliquée et
beaucoup moins pure et intuitive. Je l'en remercie.
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. Je désigne l'entier *g(f'*;.*\ (<7 = — 1, 0, \, ...,m — \) par

5° GROUPE (Z/T)(Z*\ — Soient r le corps des restes d'entiers de k (mod p) ;
3t celui des restes d'entiers de K (mod |J) ; a* celui des restes d'entiers de
K*(mod|T) . On a

r ^ SI ̂  91*.

Si p est une racine primitive (mod |J) dans K, on a cR = r (p), où p est
la classe de restes (mod |J) à laquelle appartient p.

Soit pfo la norme absolue de p ; r est un corps de //° éléments et êR est une
extension de degré ƒ de r\

Soit a un élément de Z. Si a + p = y, ou ap = y, ou a =/= p (mod JT),
ocj p, y étant des entiers de K. ces congruences respectives ont lieu (mod |J);
donc on a respectivement <ra -f- o-p = cy, ora . o-p = cy, a-a^/^o-p (mod a-JJ),
donc aussi (mod $*) : o- produit un isomorphisme de ER/r regardé comme un
sous-corps de cR*/r. Comme cR/r est galoisien, cet isomorphisme est un auto-
morphisme et Ton a

<T*P^7^°

où i est un entier rationnel ; c'est-à-dire

orp = ö»Vo (modj)*).

En vertu de la congruence ^m = p (mod |ï*), on peut toujours supposer

i < /. Comme, d'autre part, les nombres p, ffo, ..., p/r°~r° sont incongrus deux

à deux (mod |J*), i est bien déterminé par cette condition. Nous désignerons

par ik(<j; |J*) la classe de restes (mod /) à laquelle appartient i; i(a) est donc

une fonction définie sur Z et dont les valeurs sont dans le groupe additif des

restes (mod ƒ). Nous allons étudier les propriétés de cette fonction :

a) î(<r) prend toutes les valeurs possibles dans le groupe additif (mod / ) .

En effet, soit p un élément de p congru 0 fmod ~ \ Soit <p (x) = 0 l'équation

(8) Autres interprétations de ih(v\ $*) : 1° i(v) est l'ensemble de tous les entiers
i tels que pour tout entier a de K on a c-a = oj?t0 (mod. $*); 2° i{?) est l'ensemble de
tous les entiers i tels que, \{x^ oc2,..., xn) = a^x^ + a2w2 + ••• + %^N étant une
forme fondamentale de K, on a
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irréductible dans k auquelle satisfait p. Il est évident que parmi les racines
de (f (x) = 0, il y en a une qui est congrue à flU (mod |J*), i étant un entier
rationnel arbitraire. Soit p' cette racine et soit <r l'isomorphisme de Kjk tel
que <xp = pf. Supposons que o-|J est premier à |J*. Comme o-p = p se divise

par M*, on a T (-£ ] = 0 (mod ffl*). Il en résulte que orp = 0 mod <r ( — ]
\WJ L \VvJ

est divisible par |J*, c'est-à-dire p' = p^ 0 = 0 (mod | J*) , ce qui est absurde.
Donc ar < ZK(|J*) et z(o-) ̂  î; i étant arbitraire, la proposition est exacte (d).

b) La condition nécessaire et suffisante pour que i(a) = 0 e$£
C'est évident.

c) si fxi9 <x2 < Z ê  /a /oi rfe composition est celle induite par Z*,

E n effet, so ien t ^ < î (a±) et i 2 < i ( < T 2 ) . On a

Or , (x*|J* = | J * et a*p = p ^ ; d 'où *±<rt? = P ^ + l 2 ) r ° (mod | I * ) .
C. Q. F . D .

Théorème 8. Tcz*} est un sous-hypergroupe invariant de Z(Z+), (Z/T)(Z*}

est un groupe cyclique d'ordre f dont l'isomorphie avec le groupe additif
des entiers (mod /) se réalise par la correspondance <r-^ik(a; |J*).

Démonstration. — Si a± < o-ï, on a i{v±) = i{ts) + 0 = i (a). Si i(v±) = i(a),
choisissons cr2 tel que ̂  < ffar2 (cela est possible d'après la définition de l'hyper-
groupe). On a i(<xg) = (î^) — i(<r) = 0, donc <r2 < T et ^ < orT. Il s'ensuit,
d'après a) et c), tout, sauf l'invariance de T dans Z.

Pour la démontrer, considérons T<r; on a i(T<r) = i(T)-f-i(o-) ^i(<r);
d'où T<7 < o-T. Mais la loi de composition des i(or) étant commutative, on a aussi
< T T < T < 7 . D '0ÙT(7=crT. C. Q. F. D.

(9) En particulier, si e = 1, c'est-à-dire T = {1 K |, la condition i(<x) = 1 détermine

un <x<̂ Z qui sera désigné par (~^- J et qui généralise le symbole de Frobenius.

(i0) A et B étant deux ensembles de nombres, j'écris A = B (mod. 2) quand on peut
établir une correspondante biunivoque entre A et B de manière que chaque a ^ A
soit congru (mod. £) à son correspondant ô < B .

Gongruence a = \b\ (mod. £) doit être regardée comme équivalente ka^b (mod.2).
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Théorème 9-

Démonstration. — — est Tordre de (Z/T){Z*) qui est bien f. Comme

z = tfy on a
z

W_4 = - = 0. G. Q. F . D .

6° UN THÉORÈME AUXILIAIRE. — Posons

Nous voulons démontrer que T = corrKT*et V = corrK V*. Pour cela
on va se servir du théorème n° 40 de Hubert, dont on trouve la démonstration
dans sa Théorie des corps de nombres algébriques, p. 39.

Soit cp une forme dans un corps algébrique. Le contenu de <p (c'est-à-dire
le p. g. c. d. de ses coefficients) sera désigné par <p. Le théorème de Hubert se
formule ainsi :

Théorème. Soient K, R' deux extensions finies de k tels que K' > K.
Soient Ç, Ç' des formes fondamentales de ces corps. Si v<GKlk, on a

* ç - ç = n or'?-?).

Nous basant sur ce théorème de Hubert nous allons démontrer le
théorème suivant :

Théorème 10. Si K' > K, TK (|Tï = corrK TK, (|T) et VK (flT) = corr.K

Démonstration, a? — Ç ̂  ou =/= 0 (mod |I*) suivant qu'il existe ou
n'existe pas un <r' < genK, «• tel que <x' Ç' — Ç' = 0 (mod |I*), d'où la première
partie du théorème» Supposons cr < TK.

Alors genK, O-ATK/ n'est pas vide, et comme Tg*} est un hypergroupe,
genK/aATK/ a, en vertu de 4° de B du chapitre I, le nombre d'éléments égal
à celui de GKtjK AT K , = TK,/K, c'est-à-dire égal à Tordre de l'idéal premier |J'
dans Kf/K. Si e, e' désignent les ordres de |J et de |Jf par rapport à k, ce

ef

nombre d'éléments est donc - . Soient |J*a, | T a ' les contributions de |ï* dans|I

et dans |ïr. Si genK/<rAVKf est vide, la contribution de |J* dans a£ — Ç est
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(|J*a')e = | J * « et a n'est pas dans VK. Si genK, <TAVK, n'est pas vide, Tordre
ë

de v\— \ en |J* dépasse a' — = a et <x < VK. c. Q. F . D.
e

Ce théorème entraîne T = corr.KT* et V = corr.KV* si l'on pose K' = K*.

7° FONCTION ^(e). GROUPE (T/V)(T*> ET HYPERGROUPE ( T / V ) Œ * ) . — Soit TC

un nombre de K d'ordre 1 pour |J. Faisons correspondre à chaque <?<T la

classe de restes de K* (mod $*) qui contient — (on remarquera que— est

entier pour |J*, pu i squea<Z) . Nous définissons ainsi une fonction (3_i(<r; |J*)

dont les valeurs sont dans cR*, et dont nous allons étudier les propriétés :

a) La valeur de $_x (<r) ne dépend pas du nombre TC qui a été choisi pour
la définir.

En effet, soit TC' un autre nombre de K d'ordre 1 pour |J . OnaTt' = aTc

(mod fl2), où a est un entier de K premier à |J. D'où, si <r < Tf

<7TÎ' = <ia - TC . — = — — TC' (mod a-|J2).
TC a TC

Or, on a — = \ (mod|J*) et |J* [ o-|jj ; d'où

CTTC CTC

b) La condition nécessaire et suffisante pour que a- < V est que p_x(<r) = 1.

En effet, la condition — = 1 (mod |J*) équivaut à la condition <TTC — T C ^ O

(mod |J*a+1), donc à la condition v(<*; |J*) > 0 .

Considérons deux éléments t r ^^de T et soient o-f

Soit a- = corr.K(ff* <r2*). On a

<T*TC
2 TC .

= o r * f - . = C7*
TC y TC

F étant le degré absolu de |J dans K, désignons par 3 l'automorphisme

â + i ? Fö* - ^ â+i?F de a* / a (où â* est élément arbitraire de a*) .

D'après théorème 10, gen.z* a± = a* ( G K + / K A Z * ) = ff*ZK+/K contient un

élément <r*0 de T*. Donc

OU
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II en résulte, en vertu de la propriété c) de i(a), que ift(<r*) = i & (
= f • iK {<**). Donc si i < tK(a*), on a

d'où il résulte que

De ce résultat on déduit successivement :

Cj) La /oi de composition étant celle de T(T*\ on a, si *±9<*t< T,

En effet ô og est l'ensemble de tous les corr.K(ff*<rg), où af <gen.T*<j,
c'est-à-dire iK(<r*) = 0 .

a* étant un élément de a*, désignons par < â * > F l'ensemble de tous

les 3lâ* distincts; on a :

c2) La loi de composition étant celle de T(Z*\ on a, si <xx, <r2 < T,

P-4 (^o-J = ^ (<r4) • < p_, (<rf) >F.

En effet, à présent <rf parcourt gen.2*^ = ffi*0ZK)((/K et «•* parcourt ZK+/K.
Donc iK(<r*) parcourt le groupe additif entier des restes (mod ƒ*), où/* est
le degré de |J* dans K*/K, et i peut prendre toute valeur. c. Q. F. D.

Ceci posé, la propriété cx) donne :

Théorème l i . V(T+) est un sous-hypergroupe invariant de TCT*}; (V/T)(T*)

est un groupe et la correspondance a —• (3_x (a) établit un isomorphisme entre
ce groupe et un sous-groupe M_1(K/A;; |J*) (ce groupe, à isomorphie près, ne
dépend pas du choix de|I*j |J) du groupe multiplicatif de classes (^ 0) de
restes (mod |J*) dans K*.

Démonstration. Analogue à celle du théorème 8. Il faut seulement rem-
placer l'addition par la multiplication et 0 par i.

Conséquence 1 • On sait que le groupe multiplicatif de classes (^ 0) de
restes (mod |J*) dans K* est cyclique d'ordre premier à p. Donc le groupe
(V/T)(T*) est cyclique et son ordre, égal à r_x(K//c; |J), est premier à p.
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De plus, K°jk désignant le corps de Galois de K/k, fî0 un idéal premier
de K° divisant f), F0 le degré absolu de $ 0 dans K°, on peut poser K* = K°.
Le groupe multiplicatif de classes (^ 0) de restes (mod |J°) dans K° est
d'ordre pFo — 1. On a donc

Conséquence. pF0 — 1 = 0 [mod r^fK/A; fl)].
La propriété ct) de p_j (or) donne

Théorème 12. V(Z+) est sous-hypergroupe semi-invariant de T(Z*) ; ex—>J3_1(<T)
établit un isomorphisme de (T/V)(Z*} à M„j(K/A:; p*) organisé en hypergroupe
par la loi de composition

Démonstration. La deuxième partie de ce théorème est évidente d'après
le théorème 10 et c2). Quanta la première, soient (a-V)(Z*\ (Vo-)( *} les composés
d'après la loi de composition de T(Z*} de V par cr et de o- par V, et soient («xV)(T>(t)

et (Vff)(T*) ceux d'après la loi de composition de T(T*} (on suppose * < T ) .
D'après une remarque de 4° de B du chapitre I on a

(V<x)<z*> > (VffV™; (<rY)52*' ^ (crV) (T* J .

Or (<rV)(Z*} et ((yVj(T*} étant les classes suivant V dans un hypergroupeD,
ces deux ensembles ont le nombre d'éléments égal à celui de V. D'où
(^(z*) _ (aV)W*\ Comme (aV)(T*} = (V<x)<T*>, on a

(V<T) ( Z * ) ^(V<T) ( T *^ = ( ( T V ) ( T * ) - - ( ( T V ) ( Z * ^ C. Ü. F. D.

Conséquence. Si fiL^A) est un groupe multiplicatif, on a, la loi de
composition étant celle de T(Z*} et a étant dans T,

Démonstration. En effet, si

â* < P-i(A)t on a 3*â* = a**hF < ?^(A);
d'où

< P^(A)>p=p^(A) et p (̂orA) —P»±(»). <p-i(A)>F=p^(<r)P^(A). G. Q F. D.

7
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Théorème 13. La condition nécessaire et suffisante pour que (A/V)(Z*} soit

un sous-hypergroupe de (T/V)(Z*) est que p_j(A) soit un groupe multiplicatif.

Démonstration. On a < p_i(A) > F > p_j (A). Si p_x(A) est groupe multi-

plicatif et (A/V)(Z+) a un sens, on a < (3_X(A) > F = (3^ (A) et p_x(AA) = p4 (A).

. p_x (A) = p_x (A) ; d'où AA = AAV = AV = A. Inversement, soit AA = A.

Alors
(A) < p^(A). < p^(A) > F = P_,(A A) = p^(A).

Comme A => iK quand AA = A, p_x(A) > 1 et p_x(A) . p.^A) > p_i(A).

Il en résulte que P-^A) est un groupe multiplicatif. Le théorème est démontré.

02) (<?)

8° L'ÉTUDE DES V (ç = 0, 1, . . . , m). — Soient q ̂  0 et <y ^ V. u ayant la

même signification que dans 7°, choisissons dans K* un nombre TJ dont

Tordre u pour |J* est diviseur de avq(K/k; |J) . En particulier, si cet ordre est

égal à 1, TE' sera noté TT*.
Désignons par pQ(cr; TJ, | )*j la classe de restes (mod|J*) dans K* à laquelle

appartient 0 ^ ' On constate facilement que cette classe ne dépend pas du
u

choix de TC, qu'en changeant TT' on fait subir aux Pff(<r; it', |3*) de tous
(g)

les e > V la multiplication par un même facteur non nul. Je me borne

à étudier le symbole pa(<r; it*, |J*) (c'est-à-dire, je me borne au cas u = 1) et

à déduire de cette étude la seule propriété du symbole plus général PQ(<r; rc', |J*)

qui sera nécessaire pour une démonstration du chapitre IV. Pa(c; **, $*) est
(g)

une fonction définie dans V et à valeurs dans âR*. Elle jouit des propriétés

suivantes :

a) La condition nécessaire et suffisante pour que a- < V est que (3Q (?) = 0 '
c'est évident.

(a)

Soient <rlf a-2 deux éléments de Y; soient <x* <s g e n . z + c l f <?£ < gen. z* a2 et G-

= corr.K(<7* (72*). On a

(7 TU — 7C arf a^ 7T — TT

(mod |3*).
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D'après ce qui a été dit dans 7° de ce chapitre il existe des i tels que

et quand cr* parcourt gen.2*c, i parcourt l'ensemble de tous les entiers.

Comme <r± < V, ona ™ = 1 (mod |J*). Donc, si ^(o-f) est la classe de

restes (mod flj*) dans K* à laquelle appartient f ~^ - J *, on a

Nous allons nous occuper de la question : Quel ensemble parcourt X(<r*)
quand <r* parcourt l'ensemble de tous les <T*< gen.z*^ pour lesquels i a une
valeur donnée?

(ci)

Pour résoudre cette question il faut d'abord étudier la structure des V en
(</) (Q+1) (a)

se servant des hypergroupes (V/ V)<v*>. Envisageons V(V*\ On a

6J Si <r1( <T2< V ĉ  /a /oi ^e composition est celle de V(V*\ o?i a

En effet, si a^^o-g, on a, dans l'hypothèse de l'énoncé, o-*-^V*; d'où

On déduit de là

(Q) (q)

Théorème 14. V(V*} est un sous-hypergroupe invariant de V(V*) et la
(g) (a+D

fonction [3a(a-; n*9 |jl*) établit un isomorphisme entre (V/V)(V*} et un sous-

groupe MQ (K/k; ir*, |J*) du groupe additif des classes d'entiers de K*

(mod p*)-
Démonstration. Analogue à celle du théorème 8.

Conséquence, MQ(Kjk; V, ||*) = p (V; uf, |J*) est un module et la
(</) (a+D

correspondance Œ - ^ P ^ Œ ; TT', |J*) est un isomorphisme de (V/V)(V*} à ce
module

Mg(K/A;; TT*, |J) est un groupe additif de type (p, p, ..., p). Il en résulte

(Q) (O+D

Théorème 15. Si ^ ^ 0 on a : 1°) (V /V)(V*} est un groupe abelien de type
(p, p, . . . ,p) et du rang < F0.



52 M. KRASNER. — THÉORIE DE LA RAMIFICATION DES IDÉAUX

2°) rq (K\k ; fjl) et nQ (Kik ; fJ) sont puissances de p.
Je désigne

rq (K/A; ))) = plq(Klk'> V) ; nq (K/A; Ç) = pù(Klkl V) (q ^ 0).

On a /a(K/A;|l)£F<>.

On tire du théorème 15 la

Conséquence. no(K//c; |J) est une puissance de /Kr^K/ft; |J) est le plus
grand facteur de e premier à p.no(K/A;; |ï) est la contribution dep dans e.

Maintenant nous sommes en état de résoudre le problème posé précédem-
ment. On a

7ï = a~*a = a7i*r-i ( K * / K î V*) no (K*/K ; Ç*)^ o ù a E/-_

Donc

On a -*- = a"1'"1. Posons a = <**". On trouve que

OÙ

On a

Il en résulte que l'ensemble de tx*<^gen.z* ^ ayant le même i que <r* est

Or, si <r*<TK]|r/K, on a

Mais, le reste de —- parcourt le groupe de racines r_1(K*/K; |J*) — ièmes

de l'unité (mod |)*) quand or* parcourt TK+/K. Donc le reste (mod |J*) de

f —- V Ç parcourt aussi le même groupe.

il en résulte, lq étant le plus grand facteur premier à p du dénominateur

de vQ, que a*"0^1-»1^ X(<r*) (ix) parcourt le groupe de racines ltî — ièmes de

(") a* désigne la classe (mod |3*) à laquelle appartient a*.
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l'unité quand <r* parcourt tous les u* <gen.K* a1 avec un i donné. Désignons le

groupe des racines §„ — ièmes de J'unité dans 3t* par &$ et posons, si â* < Si*,

On a immédiatement les deux théorèmes suivants :

(a) m (a)
b2) Si <3"i^2^ V et si la loi de composition est celle de \(-T*\ on a

En effet, si cr^a^a^, on a, sous l'hypothèse de l'énoncé, que c"*

d'où 3l = 3°, a* -°Vi-* lF) = 1 (mod $*) ; donc l'ensemble de tous les

a ^ g e n . ^ ^ , est <§§ et

Pa O W = ^ (̂ i) + ^ P, ^8) = Pq W + LP, (^)]»ff- c. Q. F.

On en tire

Théorème 16. V(T*) est un sous-hypergroupe semi-invariant de V°* ) et

a^P7((7) établit un isomorphisme de (V / V)tT*) avec l'ensemble Mo (K/A)

organisé par la loi de composition donnée par

Démonstration. Analogue à celle du théorème 11.

On voit d'après ce théorème que MQ (K//c) admet comme opérateur la

multiplication par toute racine lQ — ième de l'unité dans cR*. Donc, c'est un

module par rapport au corps fini que ces racines engendrent dans cR*. Il en

résulte facilement que ra(K//r; |J) ^ I (modBJ.

(a) (</)

b3) Si <Ji o-2^ V, et si la loi de composition est celle de V(Z*\ on a

En effet, on a
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Quand <y parcourt v±v%, d'après ce qui précède l'expression du côté droit

de cette égalité parcourt

«* " avv P5 (*0 + I 3' (a* " «*<r (3, (a2)) ! (fcOi ,,M( n,.., &'Bq = â* -w
ff pff(ffl) +

+ [< â*-«uff P,(T2) >¥]Bq c. Q. F. D.

On en tire

(a+« (a)

Théorème 19. V(Z*} est un sous-hypergroupe semi-invariant de Ytz+). La
(ï>) w+l),

correspondance cr —^Pff(<r) établit un isomorphisme de (V/V)(Z*) à l'ensemble

a*"rtlJa Mg(K/A:) organisé par la loi de composition donnée par

â*~avQ MQ{Kjk) admet comme opérateur la transformation 3 .

Démonstration. Analogue à ceiie du théorème i i .

On tire de ce théorème le

(<7+i) (a)

Théorème 20. Pour que (A/V)(Z+) (A < V) soit un sous-hypergroupe de
(G) (g+1) _

(V/V)(Z*) (</^0), il est nécessaire et suffisant que a*-avQ.$Q (À; «*, |J*)soil un

module admettant comme opérateurs la multiplication par es et la transfor-

mation 3 .

Démonstration. Analogue à celle de la conséquence du théorème 12.

9° SOUS-CORPS CARACTÉRISTIQUES de K/k POUR | ) . — Si Z ou V est un sous-

hypergroupe de GKlk, il existe resp. un sous-corps K ^ ^ ou K ^ ^deKappar-
(o)

tenant resp. à Z ou à V dans K.

Définitions 3. S'il existe un sous-corps Kl" ̂ /A de K/k appartenant

à ZK/ft(|J*) dans K, il s'appelle corps de décomposition de JJJ* dans K/A.

S'il existe un sous-corps K^" > jh de K/k appartenant à VK/7e^|J*) dans K,

il s'appelle cor/95 de ramification d'ordre q de |J* Ams K/A; ( ^ = 1 , 0 , 1, . . . , m).

En particulier, Kif ^ et Kj* ̂  s'appellent, s'ils existent, resp. corps

d'inertie et corps de ramification de | I* dans K/A.

Je noterai ps et pa les idéaux premiers de resp. K$ ' et K ^ ^ divisibles
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Théorème 21. Pour qu'un nffl^/k ou K^*^//c existe il faut et il suffit que

Vresp. ZK//e(|J*) ou VK/fe(|3*) soit le même pour tous les JJ*|#.

Démonstration. Si U est un sous-hypergroupe Z(Z+), on a, d'après 4° de B
du chapitre I,

gen.K* U = gen.z+ U •

Pour que cela soit un groupe il est nécessaire et suffisant, étant donné
que gen.z* U et GK+/K le sont, que gen.z*U • GK+/K = GK*/K • gen.z*U, c'est-
à-dire que pour tout <r*< GK+/K on ait er* U = U.

(G)

Quand IT = Z ou V, c'est précisément, d'après le théorème 4, la condition
de notre théorème. c. Q. F. D.

Conséquence. Si K^ ' ou K$ ^ existe, il est le même pour tous les |J*||J.
On peut Tappeler corps de décomposition, resp. de ramification d'ordre q
dans K/A et désigner par K ^ ou $\

Théorème 22. ;pz = |I* = |)n-i. pz est d'ordre et de degré 1 dans K ffi jk et
tout entier az de Kz^^ est congru (mod pz) à un entier de fe.

Démonstration. Si K ^ existe, Z(jjJ*) est le même pour tous les |J*||J.

Donc, si a<jZ(|J*), la contribution de tout facteur premier dans K*, |J*, de |J

est la même dans |) et dans o-|J. Il en résulte que crfjj = | J et NK/KZ (|J) = II (o-fl)
est une puissance de |jj. pz qui divise NK/KZ(|I) est aussi une puissance de |J dont

il s'agit de déterminer l'exposant.

Pour cela remarquons que

ZK,KZ(P*) = ZK/fc(ll*) A GK!Kz = ZKlk(r) A ZK/^(fl*) = ZK/ft(Ç*)

et

Fl s'ensuit que l'ordre et le degré de |J dans YLjk et dans K/Kz sont les mêmes.
D'où ;pz = | ] e = |J"-i et est d'ordre et de degré 1 dans Kz/A;. c. Q. F. D.
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Théorème 23. p = |Jrt(?. p7 est de degré ƒ et d'ordre — = dQ dans K^ / f t .

Tout entier a de K est congru (mod |J) à un entier de K J ^ .

Démonstration. Pour la même cause que dans le théorème 22 on a T|J = | J ,

si fy<V(|J*). Donc p^est une puissance de | I . On a ici

donc |J est de degré 1 et d'ordre nq dans K/Ka, ce qui démontre le théorème.

10° DIFFÉRENTE DE K/&. — L'idéal

s'appelle la différente de K//c. C'est un idéal du corps K. Calculons la contri-

bution de |J dans 3K//e. Si T n'est pas dans TK//C(|I*), cr£ — ? ne se divise pas

par |J*. Supposons que o-<TK/fe(|J*) et que \tk(v; |J*) = </. La contribution

de |ï* dans o-i- — ? est|J*a(1+V. Comme dans (i'K/feil y a nq—«Q+1 de <Jde niveau qy

si — 1 ?Lq<m, et aucun <r de niveau m, l'exposant de la contribution de $*

dans 5K/ft est

m-i f 7n—i

S K — w,+1) • « (1 + t?g) = a j (n_i — 1) + £ (nq — nry+]) Ü

(parce que v_x = 0 et «m = 1). Donc on a le

Théorème 2 i . L'exposant de la contribution de |J dans SKfk est

(t»,(K/A;||) — Vq^(Kik;

(12) La différence de cet exposant et de e — 1, c'est-à-dire 1 («„ — nq+i)vqi est ce
5 = 0

que MM. Hensel et Ore appellent •< le nombre supplémentaire » (•< Supplementzahl »).
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B. — CORPS LOCAUX

1° ISOMORPHISMES DES CORPS LOCAUX. — Soit k un corps de nombres algé-

briques, K* >K>/c, K*/& étant galoisienne.

Considérons un automorphisme de K* ($*)//<: (p). Comme K* < K* ($*),
cet automorphisme produit un isomorphisme de K*. D'autre part, il laisse
invariants les éléments de k. Il donne donc un isomorphisme de K*//c, et,
puisque K.*jk est galoisienne, un automorphisme de K*/k.

Nous pouvons, par conséquent, faire correspondre à tout automorphisme
de K*(|T)/A;(p) un automorphisme de K//c. Il est évident que cette correspon-
dance conserve la multiplication (dans les groupes). D'autre part, il est évident
que si un automorphisme de R* (|[J*)//f (p) laisse invariants les nombres
de K*(|T), il laisse aussi invariants ceux de K* : c'est l'automorphisme
identique. Notre correspondance est donc un isomorphisme du groupe de
Galois de K*(|I*)/A;(p) avec un sous-groupe g du groupe de Galois de K*//c.

Les éléments de g laissent |J* invariant. En effet, un élément TT de |J* est
caractérisé par la propriété suivante : on a lim izn = 0, propriété qui est

évidemment conservée par tout automorphisme de K* (|J*). Donc g est contenu

dans le groupe de décomposition Z* de |J* dans K//c.

Inversement, soit cr*<Z*. On a **$* =$\ Tout nombre a de K*(fî*)
est la limite (|J* — adique) d'une suite de nombres an de K*. Comme <x*
conserve |J*, la suite de <r* <xn est encore convergente. Soit <r*a sa limite (elle ne
dépend que de a). La correspondance a—>• <j*a conserve évidemment l'addition
et la multiplication dans K*(|l*). De plus, si une suite de nombres at de
K* (JjJ*) tend vers 0, il en est de même de la suite des «y* .̂ Donc a-* <**a est
un automorphisme de K*(|J*)//€ (p) et cet automorphisme produit <r* dans K*.
Donc a* est dans g et l'on a Z* = g.

Soit maintenant K une extension de k contenue dans K*. L'isomorphisme
précédent fait correspondre le groupe ZK+/K(|J*) avec GK*(|)*)/K(fV Or>
l'hypergroupe de décomposition Z de |J* dans Kjk (avec la loi de composition
qui y est induit par Z*) n'est autre que le quotient Z*/ZK+/K. Notre corres-
pondance établit donc un isomorphisme entre Z et l'hypergroupe quotient
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G K* ($*)/& (V)/** K*(î3*)/K (M)- Ce dernier bypergroupe est isomorphe à
V l'isonaorphisme étant établi par

a*( Î ) (

Donc

L'hypergroupe de décomposition de |J* dans K//c es£ isomorphe à l'hyper-

groupe de Galois de K(|J)//c(p).
(a)

De plus, Tisomorphisme indiqué fait correspondre aux éléments T, Vde
la suite caractéristique de |J* dans K/k des sous-ensembles de l'hypergroupe
G K($)/&(?) ? u ^ e n v e r t u du théorème 4, sont des sous-hypergroupes de
Thypergroupe de Galois. Ces ensembles sont appelés hypergroupe d'inertie

et hypergroupes de ramification (d'ordre q) dans K (f))/A;(;p).

Les sous-corps de K(||J)//c(p) qui appartiennent à ces hypergroupes sont

appelés rcsp. corps d'inertie et corps de ramification d'ordre q de K(ffl)/4(p).

On peut encore définir directement, exactement comme pour les corps de
nombres algébriques, ces notions ainsi que celle de nombre caractéristique et
des nombres de ramification. On montre facilement qu'on arrive ainsi aux
mêmes ensembles et que les éléments correspondants de Z et de GK(Î|I)/&(P) on^
les mêmes v(<r; JjJ*) et, éventuellement, les mêmes îA(<r; |J*), ^ ( o - ; JJ*),

Dans la notation des symboles qui expriment les notions en question on

n'a pas, dans le cas local, à indiquer l'idéal |J* ou |J, puisqu'il n'y en a

qu'un seul.

Tous les résultats démontrés dans la partie A de ce chapitre s'étendent

aux corps de nombres |J — adiques, mais certains d'entre eux deviennent

triviaux dans le cas local (par exemple, théorème 21).

2° PRIMITIVITÉ DES CORPS LOCAUX. — On appelle primitif un corps K//r tel

qu'il n'existe aucun corps, contenu dans K et contenant k, autre que K ou k.

Soient k un corps local de degré fini, K une extension finie de K/A.

Théorème \. La condition nécessaire et suffisante pour que Kjk soit primitif

est que ou bien K/k soit degré premier, ou bien Kjk soit complètement ramifiée

de degré puissance de p, n'ait qu'un seul nombre de ramification propre

v = v0 (K/A) et soit tel que, S étant le plus grand facteur premier à p du déno-
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minaleur S de v et f0 étant le degré absolu de l'idéal premier p de k dans k,
S

M(K/fc) = M (K/A; \n) (où ?i est un nombre de K d'ordre 1 en |J) n'ait de

sous-modules M, tels que [<M> A J S = M, autres que M(K/A) lui-même et }0J.

Démonstration. On a vu que tous les corps caractéristiques JLJk de K/k

existent (q = — 1,0, 1, ..., m).

Soit n le moindre entier tel que Kn 4= k. Certainement n ^ 1. Si rn > n ,

Krt est un corps intermédiaire entre K et A; et inégal à aucun d'eux et Kjk n'est

pas primitif. Donc» si Kjk est primitif, on a m = n et m .< 1. Il se présente

trois cas :

a) m = — 1. Dans ce cas GK/̂  = ZK//S et TK//£ = 1, Donc GK//e ~ ZK, JTK ,A

est un groupe et K/A est Galoisien. Il n'est primitif que si (K : k) est premier;

b) m = 0. Dans ce cas, puisque n = m, on doit avoir K^ = k, Ko — K.

Donc CK | f cïTK /JVK / f t . D'après la conséquence du théorème H de A de ce

chapitre, la condition nécessaire et suffisante pour que A/VK//C soit un sous-

hypergroupe de TK//fi/VK//c est que P_x(A.) soit groupe multiplicatif. Donc, pour

que K/k soit primitif il faut et il suffit que M_1(K/&) n'ait d'autres sous-groupes

multiplicatifs que lui-même et \ l}, c'est-à-dire soit de degré premier, c'est-à-dire

que (K : k) soit premier;

c) m = = l . Dans ce cas on doit avoir Ko = k, K j ^ K ; Kjk est bien

complètement ramifié de degré puissance de p et n'ayant qu'un seul nombre de
(0) (1) Cl)

ramification propre. De plus, F = f0 et GKlkc^ VK/ft/VK/A:. Pour queÀ/VK/ft soit
(0) (1)

un sous-hypergroupe de VK/JVK//£, il faut et il suffit, d'après théorème 20 de A
s _

de ce chapitre, que (30(K/&; \At) satisfasse à la condition de l'énoncé (on vérifie

facilement qu'ici a* = 1), ce qui achève la démonstration.

J'ai consacré à la question de primitivité de corps locaux un travail, dont

la première partie doit paraître cette année au tome XIII du journal Matematica.

J'y mets la condition pour le cas c) sous deux formes très curieuses, à

l'aide de certaines expressions symboliques.

3° DÉVELOPPEMENT D'UN ÉLÉMENT LOCAL EN SÉRIES DE PUISSANCES FRACTIONNAIRES

D'UN AUTRE ÉLÉMENT LOCAL D'ORDRE POSITIF. — J'ai besoin de faire ici une étude brève

de cette question à cause d'une démonstration du chapitre IV. Soient donc
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a un élément local et it un autre élément local d'ordre positif. J'appelle déve-

loppement normal de a suivant n l'expression de a sous forme d'une série locale

+ CO

où les pq sont des racines de l'unité (locales) d'ordre premier au nombre

premier p du corps local rationnel et les uQ sont des fractions rationnelles

croissantes avec q et tels que lim uQ = -{-oo. Il est évident que si un déve-

loppement normal de a suivant u existe, il est unique. Il s'agit d'en prouver

l'existence dans un cas particulier. Pour cela on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1, Si un polynôme f(x) est irréductible dans un corps local k,
p étant l'idéal premier de ce corps, le polynôme f(x) ne peut pas se décom-
poser (mod 11) en deux facteurs premiers entre eux (mod #).

Démonstration. Supposons que f(x) = g (x) h (x) (modp) et que g (x), h(x)

sont premiers entre eux (mod f). Supposons plus généralement que cela a lieu
(mod $n) et que le coefficient de la plus grande puissance de x dans f(x) est
égal au produit des tels coefficients dans g(x) et h(x). Posons, K étant un
nombre de k d'ordre 1 en p,

g! (x) = g(x) + nng±(x); h' (x) = h(œ) + iznhv (x).
On a

hr (x) g1 (x) = g(x)h (x) + -K}1 (g, (x) h (x) + hx (x) g (x)) = f(œ)

+*• j mh@=m+fh (a0 h {x)+h {x) g «0 j (mod ,»*).

^ a (x) h (x) - f(x) , i l , - i i - i

Or -— est un polynôme de degré moindre que celui de
g(x) h(x) et à coefficients entiers. g(x)t h(x) étant premiers (mod p), on peut
trouver gl(x) de degré moindre que celui de g(x) et h±(x) de degré moindre
que celui de h (x) tels que

g(x)h{x) — f{x)

et alors
f(x) = g' (x) h! (x) (mod f1^)

et
g1 (x) = g (x), h! (x) = h (x) (mod yn
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Par le même procédé on obtient à partir degr(x), hf(x) les polynômes
g"{x)9 hn(x), etc.

Les suites g(x), gf (x), gn(x), ... et h(x), lif(x), hn(x), ... sont conver-
gentes par rapport aux coefficients; si g(x), h(x) sont leurs limites, on a

f{œ) ^g(x)h {x). c. Q. F. D.

Théorème 2. Si K/k n'a qu'un seul nombre de ramification propre, il existe
un développement normal de tout conjugué par rapport à Ko au d'un nombre
7c de K d'ordre l en |J suivant n.

Démonstration. S étant le dénominateur de v = vo(K/A;)f considérons
s

l'équation dans Revît) à laquelle satisfont les - ^ E ^ n o n nuls (o-<VK/ft).

Cette équation a toutes ses racines incongrues deux à deux (mod |)J*). Si Ton
s

adjoint à K (VTT) des racines de l'unité d'ordre premier à p congrues à ces
s

nombres (mod |J*), on obtient un corps Kf dont l'idéal premier est (V71)' e t

où l'équation regardée, en vertu du lemme précédent, se décompose complète-
ment. Donc tous les mz appartiennent à K', et comme chaque nombre de K'

sse met sous la forme d'un développement normal suivant V7^ donc suivant K;

le théorème est démontré.
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CHAPITEE III

ÉTUDE DES CORPS INTERMÉDIAIRES

A. - ETUDE DU SOUS-CORPS
A PARTIR DU CORPS ET DU CORPS RELATIF

1° NOTATION. — Soit K>K>A; (k étant un corps de nombres algébriques
ou un corps local de degré fini). Désignons

vgffl; K/A). nQ($; K/*), rQty; K/*) resp. par V nQ, rQ.

vq($; Kjk), nQ(f; K/k), ra(Ç; Kjk) resp. par Vqt nQt Fq. (flf désigne l'idéal

premier de K divisible par |J) .

vQ(f; K/K), nq(^; K/K), rfl(fll; K/K) resp. par wQ, VJ, ?'Q.

*(fl); K/k), as(ÎT; K/A), * (II ; K/K) resp. par ïf *7 Ç.

On pose
^w = ui* = «V = + oo

v = VK A (ÏK/K» v« nombre d'éléments de /, pq = —î-, A9 = — .

Soient

O£eoW;K9K9k)<B±W;K,K,k) < •» < ef^ (|3; K, K, k)£m - 1

Tensemble de tous les q, 0 < </ ̂  m — 1, tels que pa T
4 1, et

0 <; fo(|J; K, K, k) < i± (Ç; K, K, ft) < ... < V-i (Ç; K,¥, k)^m — ±

Tensemble de tous les q, 0 < </ £ m — 1, tels que pa ̂  rQ.

On pose

£_,($; K, K, A) -= M Ç ; ̂ ^ *) = -!; e., (î?; K, K, A) - Mfl; K, ̂ ft) = w.
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2Ü
 CORPS RELATIFS. — On a un théorème qui était déjà employé implicite-

ment dans les cas simples :

Théorème 1.

». = vS(?; ^ = üeff (g = — 1, 0,1,..., ^).

Démonstration. Par définition, Z K S ( |T) = ZK (||*) A GK/5, T K ^( fP)
(a)

= TK(JI*) A ^K /K et les VK /K(|J*) sont les ensembles distincts de la suite des
<<?') ta') (ffO (</f+D

v = VK (jp*) A GR|i ; or, v e s t = o u ^ v, suivant que pa, = ou ^ 1, c'est-

à-dire suivant que q' est différent de tous les eq ou qu'il est égal à l'un d'eux,

ce qui démontre le théorème.

3° ÉTUDE DES SOUS-CORPS. — On a vu que

Zâ ($*) = corr.K ZK (Ç*) (th. 6 de A du chap. II)

TK(îp*) = corr.KTK(îJ^)
(th. 10 de A du chap. II).

V^(f*) = corr.K YK(f*)

Les deux derniers résultats sont les cas les plus simples du théorème

général suivant :

Théorème 2.

— (q) iiq-i+i) - - (Vl+2> (*«)
m = s"; VK(Ç*) = corr.K YK (fl*) = corr* VK » * ) - - = corr-g VK (Ç*) 0

(1) ^ i ^

(*) II suit de ce théorème que

gen.K ZK = Z K G K / K, gen.K TK = T K G K / K ,
(Q) (n)

et que les gen.K YK sont les ensembles distincts de la suite des YK GK/K-. Dedekind,
pour étudier un sous-corps non-galoisien K d'un corps galoisien K intoduisit les

(a)

ensembles GK/K- ZK et GK/K- TK (qui pourraient se généraliser par les GK/K Y K ) .
Ces ensembles ont le même nombre d'éléments que resp. gen.K ZK, gen.K TK?

(g)
et les gen.K Vg correspondants^et, par ex., le quotient du nombre d'éléments de
GK/K ZR par Tordre de GK/K est ëf, celui du nombre d'éléments de GK/K TK par l'ordre
de GK/K est ë. Mais ces ensembles n'ont pas de signification intrinsèque dans K et ne
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(a) (a)

Démonsfration. Considérons Thypergroupe de K//c. Posons W = VK GK/̂ .
Ï T ^ 1 I T étant un élément arbitraire de T^ = corr.^ TK, on peut trouver
un q,— l<q^m— 1, tel que gen.K â (qui est une classe suivant GK/̂ ,

W) (ff+D

d'après 3° de B du chapitre I) soit contenu dans W et disjoint avec W. Alors
(Q) t (o+i)

gen.K <7 a des élémepts communs avec VK et n'en a pas avec VK. Par conséquent,
(s)

puisque tous les V[J*)(s = — 1 , 0, 1, ..., m) sont hypergroupes, en vertu

du 4° de B de chapitre I, le nombre d'éléments de gen.Ko-A VK est égal à celui
(s) (s)

de GK/K A VK = v, c'est-à-dire est v5 si — 1 < s < q, et est 0 si q < s ̂  m.

D'après le théorème 40 de Hubert le contenu de S f— f (pétant une forme

fondamentale de K) est égal à celui de n (<yÇ - Ç) (!• étant une forme fonda-
CT < gen.K ï

mentale de K). Comme gen.Kï contient, d'après ce qui précède, v_x—v0

éléments de niveau — i, v0 — v4 éléments de niveau 0, v± — v2 éléments de

niveau i, ..., vff_x —=- v̂  éléments de niveau q — 1, vQ éléments de niveau q, et

aucun élément de niveau supérieur, Tordre en |J* du contenu de <ï£ — £, |J*a

étant, comme au chapitre II, la contribution de|J* dans |J, est
a <

i \

= a s- i — vs) )
\

s_i — va) ̂ 5_i + ^
J

V V

car
^-=0 et A = i .

Or v_j = n_x (K/K; |J) étant égal (th. 9 du ch. II) à Tordre de |î par rapport
à K, |lav-i est la contribution de fj* dans l'idéal premier |1 de K qu'il divise et

permettent pas de définir les nombres de ramification et les ensembles M
Pour cette cause je les considère comme mal appropriés à la nature du problème.

(*«) (Q) ({Q)

GK,KZK , GK/K V K coïncide avec resp. gén.K Zg = Z^GrKiK,_gén.K YK — VK GK/K quand
il est un groupe, c'est-à-dire quand il existe resp. Kz/ft, KJk. GK/K^K est l'ensemble
de tous les <? ^ GK/K tels que a|) divise Ç".
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l'expression précédente est, ainsi, égale à etv^fl -\- v(â; fl*)]. Il en résulte que

Pour qu'il existe un â < VE tel que

ta') ta'+O
il est nécessaire et suffisant que corr.^ W ^ corr.^ W; or, le nombre d'éléments

ta') ta') ta')
de corr.^ W = corr.^ VK est égal, d'après 4° de B du chapitre I, puisque Y^*'

0') ta') \ n ,
JJ{VK A GK /K)/Z + )» c'est-à-dire à —, et de même

ta'-M) ^ v<2' ta')
le nombre d'éléments de corr.^ W est égal à —— ; donc, corr.^ W = ou

.R W suivant que — = ou ^ - £ ± î , c'est-à-dire suivant que rg = — = ou
corr.

V+
^ — = p a , c'est-à-dire suivant que qf ne se trouve pas ou se trouve parmi les

nombres i0, i±> ...9isn_v Donc, l'ensemble des nombres caractéristiques des
9 ^ ^K est

Cela démontre la partie du théorème relative aux nombres de ramification
ta) O,)

et démontre aussi que V^ = corr.^ VK. Puisque

on a

et le théorème est démontré.

Définition. On dira que vt est le nombre de ramification de |J dans K/k

qui engendre vq.

Autre expression du même théorème. Soit tQ l'entier tel que

(2) wt <vt < Wi + 1 (^ = — 1,0,1,. . . . m).

v' v
Désignons par Aj, (<y = 4, 0, ... , (*) le nombre -^ = - p . On a
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II s'ensuit

^Vs—Vs-t __ & Vs — Vs-i , ^ A ^ — t>*-i 1 À ^ « ^

"•" Z / i L A' A' "" Zrf A'h
D'où il résulte que

(3) ^ = " ^ n - + T. A, ( g - —1,0,1, . . . , m).

Théorème 3.

^ ; , ^r 'J *

C * v- u V- i o V ' 0

Démonstration, D'après 4° de la partie B du chapitre I, le nombre

d'éléments de corr.^ ZK ou corr.K VK (q = 1, 0, 1, ..., m) est égal à celui de
(a) (</̂  (o) (.Q)

resp. (ZK/(ZKA G'*))*2*' = (ZK/ZK/S)
(Z*> ou (VK/(VK A G^K)) 0*' = (VK/v)«*»t

c'est-à-dire à =- et —, ce qui démontre le théorème.

Dans le cas où K/k et K/k sont Galoisiens, le théorème équivalent aux
théorèmes 2 et 3 fut démontré par Jacques Herbrand dans son travail « Contri-
bution à la théorie des groupes de décomposition, d'inertie et de ramification »,
paru dans Journal des Mathématiques pures et appliquées, 1931, pp. 481-498.
Toutefois, la forme que Herbrand a donnée à son théorème est peu commode
(en particulier, son théorème ne détermine qu'implicitement les vQ à partir des
vq et des vff). C'est M. Helmut Hasse qui a mis (à la fin de sa deuxième note sur les
restes normiques dans les Comptes rendus de 1933) le résultat de Herbrand sous
la forme qui ne diffère du théorème 2 que par une petite différence de notation,
II est à remarquer que le théorème sous la forme de Herbrand n'est vrai pour
K/k, Kjk non-Galoisiens que si tous les vq(q=^ — 1, 0, l , . . . , m — 1 ) et
^ ( — Ï _ 1 ? 0, 1, , m — 1 ) sont entiers. Par contre, sous la forme de
Hasse, il devient dans le cas général le théorème 2 de ce chapitre.

La démonstration de Herbrand est tout à fait analogue à celle du
théorème 2. Toutefois, dans le cas non-Galoisien, certains points, triviaux dans
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le cas Galoisien : détermination du nombre d'éléments de gen.K<x A VK et de

celui de corr.^W — deviennent délicats, et, comme on a vu, exigent l'emploi
de certains résultats sur les hypergroupes, et (point essentiel!) du théorème

(a)
que Z(K*J et les V^*' sont hypergroupes.

Théorème 4. Si 5 = corr.R<r [c?<ZK ($*)] et si f est le degré de |J dans K//c,
on a

(4) iK(u) = ih(ï) (mod/).

Démonstration, n désignant la norme absolue de p dans k et i étant
dans i (<r), on a pour tout entier a de K

(5) cra = a^ (mod|J*).

En particulier, pour tout entier â de K on a

(6)

ce qui démontre le théorème.

Conséquence. Si e = 1, ( ̂ ™ ) = corr.^

T/ieoremeS. Si S = corr.£<r[<r<TK(|l*)],

Démonstration. La contribution de |J dans |J est IJT"1. Donc, si ïc est un

entier de K d'ordre 1 en p , ~ = a=/= 0 (mod |J*) et

T~T-T(T
c'est-à-dire

Ce théorème est le cas le plus simple d'un théorème général que je cite
ici sans le démontrer, à cause de son importance et de l'élégance du résultat.
La démonstration, qui sera donnée autre part, exige l'emploi des méthodes
différentes de celles de ce travail <7<TK étant de niveau q (q = i, 0, l,..., m — 1),
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désignons par (3(<r; n*9 J|*) la classe de restes (mod |tj*) dans K* à laquelle

appartient - ^ 7 — , c'est-à-dire £(a; n*, |J*) = po(<j; **, |J*) quand <7>0,

et = p_a (G ; Jt* ) — I quand 7 = — 1. Alors a lieu l'égalité suivante :sië<^ Tf(,

Il est facile de vérifier que pour lKjh (<r; |)*) = — 1, cette égalité donne le

théorème 5 ; quand \Kjh (^; |J*) >. — 1, elle peut se transcrire ainsi : soit<x un

des éléments de gen.TR â du plus grand niveau possible dans K/k. Si X /̂ft (ï) = q,

on a \ l h (<r) = îff. Posons p = ^ (T; 7c*, |J*). Désignons par 9ît; l'ensemble

Pj (v; 7i*, | |*) et par ©K '̂ le même ensemble sans élément 0. Alors

(9) p« (5; 7i*, $*) = Ao n (aVd) • *n n

(cette formule est encore vraie, si XR/A (ï) >qr. Dans ce cas j3<^R:î et la formule

donne pfl(â) = 0).

On peut écrire encore, si ^ désigne l'ensemble M^K/K; TC*, |J*) sans

l'élément 0,

(10) pfl (â; TV*, f *) = Ao H (aV1) • H n (a"^)

a = p (mod 911,J ^ « < | j i ;

où t'q= tq — 1 ou tqt suivant que tq = ou 4= ir

4° CAS PARTICULIERS DU THÉORÈME 2 :

a. Si K/K n'es£ pas ramifié par rapport à |J, on a v_2 = v0 = vd = ...

= vm_x = \ ; donc
i*^q(<l = — i> 0,1,.. . , m), ^ = £ ' a"A = t?ç et n9 = ^ = n9.

6. Si l'ordre de | I par rapport à K es£ premier à p, c'est-à-dire v_3 •= AOf

on a v0 = v, ... = v m = 1 ; on a encore iq = q {q = — 1, 0, 1, . . . , m).

Ici Afl = — = Ao (7 = 0, 1, . . . , m) ; donc
V

et / ? . = - = - - 9 ou n, suivant, que q = ou ^ — 1
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c. Si K/K est ramifiée d'ordre p par rapport à |J avec le nombre de rami-

ftcation w = vt pour |J on a : a) si rt > p, iq = q et vq = v9 ou £̂' -|— ,

suivant que q ̂  i ou >. i. Mq = — ou nÇl suivant que 7 >. i ou 7 > i ;

P) sz rt = p, îfl = 7 pour q <i9 zt%q = q ~\~ \ pour 7 ̂  i ; donc ^ = vq ou

^ _|—2±î et n? = — ou nfl+1> suivant que q < i ou 7 ̂  i.

B. — PROBLÈMES RÉCIPROQUES A CELUI DE LA PARTIE A

i° La partie A de ce chapitre fut consacrée à la détermination de certains

objets définis dans un corps K (ensembles de décomposition, de ramification

d'ordre q, nombres de ramification, fonction ih{â), etc.) à partir d'objets

correspondants d'un surcorps K cle K et du corps relatif K/K. Ici nous nous

occuperons des problèmes en quelque sorte réciproques de ceux de la partie A.

Nous chercherons à déterminer certains objets dans le corps Kjk à partir d'objets

analogues dans son sous-corps Kjk et dans le corps relatif K/K. Il faut dire

que cela n'est pas possible pour tous les objets dont on s'est occupé dans A :
(Q)

par exemple, les VK ne sont pas déterminés (même à automorphisme près)
(q) (Q)

à partir des Vs et VK/̂ , du moins dans le cas général. Mais, par exemple, les

vQ se déterminant à partir des vQ, wqy nQ(K/K)f on peut déterminer les YK. GK/K<

et Ton peut déterminer les MQ(K/k; TT*, |T ) à partir des Mq (Kjk; n*, |J*)

et des Mq (K/K; TC*, $*) (la solution de ce dernier problème sera exposée dans

le travail consacré à la démonstration de la formule (8) de la partie A de

ce chapitre).

2° Nous conservons les notations de A de ce chapitre. Cherchons à carac-

tériser les tq à partir des vq et des wq. Par définition, wt < vl < wt +1. Donc,

puisque

on a

s
Q /ij* _ ni*

et le signe d'égalité 0 = vq — £ â 3~i n'a lieu que si vl = wt , c'est-à-dire
;=0
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L'égalité (1) définit les tQ à partir des objets définis dans Kjk et K/K.

Lemme 1. Tout q = — 1,0, î m est ou bien un des e_lf e0, . . . , e^,

ou bien un des i_lt i0, .., *m (il P^ut arriver que q fasse partie des deux

ensembles à la fois).

Démonstration. Si q ne coïncide avec aucun des es (s = — 1,0, 1, , )̂>

on a pff => 1 ; si q ne coïncide avec aucun des is ( s = — 1,0, 1, , m),

on a r9 = pfl; donc, si le lemme n'était pas vrai pour un 7, on aurait rq = 1,

ce qui est impossible. c. Q. F. D.

Désignons par tH, te^ . . . , tex tous les tq (écrits dans Tordre des grandeurs

croissantes) tels que et ne soit pas parmi les is(s = — 1 , 0 , 1, ,m) ,

c'est-à-dire tels que vqj^^ à J~i.

Alors a lieu le

Théorème \. m = JJI -|- \ ; si ^ -(- s < q < te -|- s + 1, on a i/Q = ^Q_5 ;

si qf = ê -(- s, on a

^ - 1 "^r^ ) - *\ + *V »* - ^ Z ri
^=0 3 S eS j=0

Si es < q <^ es+1, on a

( f l i ) ( ç i )

(3) V K • GK/K = V K • GK/K ==

si q = es+l9 on a de plus VK . GK/¥ = gen.RY£ .

Démonstration. Par définition, il y a exactement s nombres de ramification

de | î* dans K/A qui ne sont pas parmi les wq et qui sont <wte+1, et parmi

ceux-ci il y eu a un qui est > wte . Donc, il n'y en a aucun qui soit à la fois

= "^+1 e t =wt9 • Donc, si te<qf^tei on a wql = vqt+SJ c'est-à-dire,

en posant q = q' -\- s, vq = wq_s quand te$ -\- s < q < t€s+i - f 5 + 1. On a

Vs = les +
 s> D o n c » s i 9 = rcs + «» o n a

ü„ — Wt
 le«

s ~~ Ai ., "*" ^ A' »
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d'où

s i es < <J ^ es+v h = h + s o u h + s + * » suivant que 7 < ou = e m . Donc,
on a toujours «Vi = 'a-i + 5» e t gen-K^K=VK-^K/K P o u r ^-i + s + 1 Si ^ '<, + *,
et, si 7 = e5+1, aussi pour i = «a + s + 1. Le théorème est démontré.

Théorème 2. Si es <j^ c,+1, et si ^ + 5 < 7 ^ ^ + 5 ou £; + s + 1,

suivant que; < ou = cs+1, on a

nq = n̂  v̂ _s ou n^ v^.^i

suivant que </ < ou = £es+i -]- s - f - 1 .

Démonstration. Si ^ -[" 5 < 7 = ^s+1 + 5 ^ 1 , on a, suivant que 7 < ou
= V«-* ° U

+

ou ^ + 5 - j - î ^ ^s+1 - j - 5 + i, et, si tj_x 4- s < ? ^ ĵr + 5 ou £y + s + 1. suivant

quej < ou = cJ+1> cela signifie que V i + 1 ̂  q S i,, c'est-à-dire corr.lTVK=VK;

d'où le théorème.

3° Autres réciproques des problèmes traités dans la partie A. — On peut

se poser encore le problème suivant, autre réciproque du problème traité dans
la partie A de ce chapitre : Étant donnés içs vq, nq, Mq[Kjk; 71*, Jl*) ; vq, nqt

Mq(Klk; TC*,|J*), déterminer les wq, vj, M4 (K/K); -n*, JI*). Mais ici^çes
nombres et ensembles ne peuvent pas être donnés arbitrairement, et, en fait,
il s'agit dans ce problème plutôt de déterminer les conditions auxquelles doivent
satisfaire les vfl(|J*), ^( | J*) , Mq(n*, |J*) dans K//c et dans Kfk pour que le
problème ne soit pas contradictoire.

Les formules et les problèmes de ce chapitre se trouvent en corrélation avec
certaines formules et problèmes de la théorie locale des corps de classes : ainsi,
par exemple, au théorème 2 de A correspond le Fiihrer-Discriminantensatz de
M. Hasse(2).

Dans cette corrélation le rôle de G^jh joue, en quelque sorte, le groupe

(2) Journ. f. d. reine und ang. Math. 1930, t. 162, p. 169-184.
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quotient du groupe de tous les nombres de k par le groupe de ceux qui sont
normes des nombres de K (K étant supposé local et Àbeîien par rapport à k).

J'ai pu trouver la formule sur le symbole ( -—j de M. Hasse qui correspond à

la formule p (5) = II (3 (or) ; d'autre part, j'ai pu entrevoir, tout au moins en

partie, certaines lois de dualité entre les M9(K/K) et les Mq{Kjk) qui correspon-
dent aux lois de dualité pour les corps Kummeriens que M. Hasse (3) a déduites

de la loi de réciprocité pour le symbole de restes normiques ( — ) de

M. Hubert [ f - ^ ) = ( ̂ — ) \ et j'ai pu ainsi donner à ces dernières lois une
\\ V J \ V J J

forme explicite dans certains cas particuliers. Je parlerai de ces questions dans
un travail futur.

Une question très curieuse est voisine de celle qui a été résolue dans cette
partie B du chapitre III : celle de l'étude du caractère de la ramification d'un
idéal d'un corps composé à partir des caractères de la ramification des idéaux
correspondants dans les corps composants (cette question fut abordée par
Herband dans la deuxième partie de son travail cité du Journal des Mathéma-
tiques pures et appliquées, 1931 ; il a consacré à cette question encore quelques
pages dans la première partie de son mémoire sur les Corps algébriques de
degré infini (« deux lemmes sur les corps de degré fini ») (4) ; malheureusement,
les résultats qu'il y donne sont inexacts, du moins dans cette généralité, comme
on peut le montrer par des contre-exemples simples (5)). Je consacrerai à la
théorie des corps composés un travail spécial.

(3) « Neuere Untersuchungen in der Theorie alg. Zahlen «-. Teil II ; « Reziprozi-
tàtsgesetz ».

(4) Math. Annalen, 1932, t. 106, p. 473-501.
(5) L'inexactitude des résultats sur les corps composés que Herbrand donne dans

son mémoire de Math Annalen a été remarquée aussi par un mathématicien japo-
nais, M. Moriya, qui s'occupe des corps de degré infini. L'analyse des travaux de
M. Moriya a été faite récemment par M. Hasse dans Zentralblatt ƒ". Math,, 1936,
t. 14, fasc. 6, p. 248.
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CHAPITRE IV

PROPRIÉTÉS DES NOMBRES DE RAMIFICATION

1° Nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre les propriétés des

nombres de ramification d'un idéal dans un corps. Dans ce chapitre le corps

à étudier (non-galoisien, en général) sera désigné par K/A et un de ses surcorps

galoisiens sera désigné par K/A; |3, JJ1, p désigneront les idéaux correspondants

de K, K, A.

Quand K/A sera regardé comme un sous-corps de K/A, on se servira des

mêmes notations qu'au chapitre III.
Le théorème que nous voulons démontrer, tout d'abord, est le

Théorème 1. Quand on met vq$i; K/A) sous la forme d'une fraction irré-

ductible, son dénominateur est premier à /?,

Remarquons que dans la démonstration de ce théorème on peut, soit

remplacer K/A par K(|J)/A(p), soit remplacer K par le corps de décomposition

de K/K pour |ï (sans changer A), parce que |[J a (en vertu de resp. 1° de B de

chapitre II et théorème 1 de B de chapitre III) dans ces corps les mêmes

nombres de ramification que dans K/A. Donc, on peut supposer qu'il existe un

surcorps galoisien K/A de K/A où |J n'a qu'un seul facteur premier f); donc,

d'après le théorème 21 de A de chapitre II, on peut supposer existants les

corps de ramification de tous ordres q, — \ < q ̂  m, de K/A pour fJ, soient

(1) K_,, Ko, Ki, . . . , K^_l5 K^ = K.

Je désigne par p"_1} |F0, f̂ , ...f^n-v ¥m l e s idéaux premiers divisibles
par |J de ces corps respectifs.

Lemme 1. Les corps de ramification de K9+1/A (0 <q<m) pour |Jq+1 sont

K_!, Ko, Kt, , K9, Kg+1. Les nombres de ramification finis de $q+i dans
10
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K +̂1/fc coïncident avec les q -f- 1 premiers nombres de ramification d u | J

dans K/A (c'est-à-dire v_1% v0, vit ..., vq).

Démonstration. Le corps K jouant le rôle de K de chapitre III et le

corps K?+1 jouant le rôle de K de chapitre III, on a

e - i = — 1» eo == q + 1, £i = q + 2>.», Sm-g-i = ^ ; z-i = — 1, «0 = 0, . . . , «ff = g, ég+1 = m .

Il en résulte tQ = ^ = = ^ = _ 4 ; d'où

ô (ïWi; *W&) = v0 — o = *)~ ̂ i i Ï " 5 J ^ ^ ~

e t v«+i (îP«+i î K?W/c) = + °°; enfin, si s < q, on a

donc le corps de ramification d'ordre s de Kq+Jk pour |jjç+1 appartient à l'hyper-
groupe

(s) (s) (s) (q-H) (s)

(î+l) (5)

parce que Vg/fc est un sous-hypergroupe de VlT/ft, c'est-à-dire le corps de ramifi-

cation d'ordre 5 de Kç+1/A; pour fllm est K5 (5 = — 4,0, 1, ..., q) ; c'est encore

vrai pour s = q -\- l et le lemme est démontré.

Conséquence. K4+1 est le corps de ramification d'ordre I de Kî+1/Kç pour

IKQ
Première démonstration du théorème 1. Considérons la différente 3^

de Kî+1/K?. La conséquence précédente et l'expression de la différente donnée
à la fin de la partie A du chapitre II montrent que Tordre de 3^ /S en
l^+x est (rq — 4) (1 + v)« Comme rq est une puissance de p, r? — \ est pre-
mier à p, et comme l'ordre en |ïg+1 de 3ÏÏ /g<z est entier, le dénominateur de v,
doit être premier à p.

Remarque. La démonstration précédente donne en même temps une
nouvelle démonstration de ce que rq — 4 se divise par le dénominateur de vr

Deuxième démonstration du théorème 4. Au 4° de la partie B de chapitre III

nous avons démontré que si K//c est une extension locale égale à KJKQ et
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si v est son seul nombre de ramification propre, dont le dénominateur

soit 8, tous les conjugués an d'un nombre ü de K d'ordre 1 en |J se trouvent
s _

dans le corps obtenu par l'adjonction à k de \n et de toutes les racines de l'unité
d'ordre premier à p qui se trouvent dans les classes (mod |J) appartenant à

M0(K//c ; \ü, |J), OÙ Ton suppose que K est choisi de manière à contenir V^-
II existe donc un développement normal de ïû , où â < G^/ft, suivant les

puissances fractionnaires de ïx, soit

(2) ™ = "ù(l + p4S« + p,** + ... + pnü«« + ».),

où ui=^v <u2 < < u n < ... sont des fractions rationnelles dont les déno-

minateurs divisent 8, et où plf p2, ..., pn, ... sont des racines de l'unité d'ordre

premier à p appartenant à un corps circulaire de degré fini. Soit ps la contri-

bution de p dans 8 et supposons que s > 0 . Soit K' le surcorps circulaire de k

qu'on obtient en adjoignant à k toutes les racines de l'unité indiquées, soit
s

K" = (K\ K) = K' (û) et enfin soit K/M = K' (Vu). Il existe un isomorphisme
s

(7fn de K"'/K" qui transforme V^ e n ÊV^» o ù ep = i, mais e ^ l . On a
9npn = pn (n •-= 1, 2, . . . ) , parce que <?'" laisse invariants les nombres de K'.

Comme <rr" laisse invariants les nombres de k, <rtn (ëïz) est un conjugué par
s

rapport à k de «. Or, posant Vu = n, on a

c'est-à-dire, si l'on pose

on a
GK — a"f (ff«) = [(1 — e*») ?iiz

J»+ A]i".

Or, 8Ü est premier à p; donc, si E désigne l'ordre absolu de |J , l'ordre
TJi pT

de 1— eSü en |J est , et celui de (i — eSy) p,*8» est + v, tandis

que l'ordre en | de A est > que 4- u9 > h v. Il en résulte
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que: 1° ën^<j'n (™); 2° ™ = <rf" (âû) (modfJJjH), c'est-à-dire, si a ' ' ' ^ ) ^

ï i ^ ï e t Po(»iî «. V) = Po(ï; TC> $)• D o n c ïi<ff v1/fc = ï. MKI = M e t

Ton a, contrairement à 1°, que ë± = i . Donc s > 0 est impossible et h est
premier à p. Nous avons démontré du même coup que tous les un ont les déno-
minateurs premiers à p.

On n'a maintenant qu'à prendre K9+1 (JJ9+1)/Kfl (jjlç) et lui appliquer le
résultat précédent pour avoir le théorème 1.

2° Dénominateurs des vqt

Lemme 2. Soient K/A un corps galoisien, t < TK/& (|J), cr < VK/ft (|J)

(7 = 0, 1,2, . . . , m — 1 ) .

Alors « (7 i"1 < VK/ft (|(J) et Ton a, -K étant un nombre de K d'ordre 1 en |J,

(3) M ^ 1 ; **$) - P-i(^; WA- fc(ff; ^»)-

Démonstration. On a i a r 1 ÏÏ — TC = t (ar 1 TC — t~3 TC), et comme rxn est
d'ordre 1 en $ et ^|J = |J, Tordre en |J de t <J r 1 ^ — u doit être égal k i-\-vq;

d'Où ta t-1 < V.
On tire de l'égalité précédente

D'où
i ; ic, Ç) = (3. , (/; ||)«ff • ^ («r; 71, fl). G. Q. F. D.

{q)

Conséquence. YK/A (Jjl) est un sous-groupe invariant de TK/ft(|J). Si

e<V K / A ( J I ) , t <r t~l = <J (mod VK/ft(|J)). La première partie est évidente; la

deuxième suit de ce que si f < V, on a (3_x (J) = 1 ; donc (3fl (2 <r f"1) = lVtî.

Désignons r_a (K//c; |1) par /i. Alors a lieu le

Lemme 3. vq(rq — 1) = 0 (mod h).

Démonstration. L'ensemble de tous les p_j (t)y t < T, est l'ensemble de

racines /i-ièmes de l'unité dans cit. Donc, si hq — jr—r, l'ensemble des (3-!^)^,
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t < T, est l'ensemble de toutes les racines /^-ièmes de l'unité dans a . De la

définition de hq il résulte que hqvq == 0 (mod h).

Subdivisons Mq en classes, deux éléments de M^ étant dans la même classe

si leur quotient est une racine A^-ième de l'unité. Puisque, quel que soit Ç tel

que Ç f t«=i, il existe un t de manière que p ^ ($)"« = Ç, si M > p = pa (<r), aussi

M > pa (tfo-r"1) = Çp. Donc, dans chacune des classes ainsi définies il y a

juste hq éléments, à l'exception de la classe contenant 0, qui n'a qu'un élément.

Par conséquent, rq— 1 = 0 (mod hq) et (rq— l)vq = 0 (mod/i). c. Q. F. D.

Théorème 2. Le dénominateur de vq est

(5)

et.

Démonstration. On a

En appliquant le lemme 3 au corps K/K on voit que WJ5 (p̂  — 1 ) ^ 0

-(mod ^r^p-i)-—D'autre part, -—^ e s t l l B e puissance de~p. Done, le dénomi-

nateur de V —-° • l,—« est une puissance de p. Le dénominateur de

r A = — * T7- divise certainement . p~1 . • -—^ et est divisible par . o

^ K p i ^ K ( \p i ) 0̂ V ( V P )

donc est un produit de par une puissance de p. Donc, le dénominateur

de v est aussi un produit de par une puissance de p ; et comme, d'après le

théorème 1, il est premier à p, il doit être -—" x. Comme A,- Yws[ x^~7— )

= 0 (mod p_x)f on a Aî? v4 = ^ (mod p_J. c. Q. F. D.

Conséquence. Si maintenant K ^ K > K > k, iq = iq (|J; K, fT, &),
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P^1 = r_1(R/K; |J), on a évidemment, 89, §q désignant les dénominateurs des

|J) etvq = vq (R/A;Ç), que

En particulier, si ?_x = 1, on a 8f = 84.

Démonstration. En effet, r_j (K/K; fjl) = r„a(K/K; flj) . p_1# Donc

, d i v i s e
(K/K ; H)) ( % ? , r_ (K/K; fl)) (t>«-, r_+ (K/K;

Or, il est bien évident que /̂  (jp; K, K, A;) = ij (|J; K, K, A); d'où la propo-
sition.

3° INTÉGRITÉ DES NOMBRES DE RAMIFICATION. — Nous allons démontrer main-
tenant une proposition très curieuse qui donne la condition pour que tous
les vq soient entiers. La partie directe de ce théorème (le caractère suffisant
de la condition indiquée) nous donnera une troisième démonstration du théo-
rème 1, indépendante de deux précédentes. Dans la démonstration de la réci-
proque seront démontrées, en passant, des propositions sur les corps gaioisiens
ayant de l'intérêt par elles-mêmes. Donc, il s'agit de démontrer

Théorème 3. La condition nécessaire et suffisante pour que tous les
^ ( ^ = 1 , 0 , 1, ..., m — 1) soient entiers est que T = TK/^ (|J) fasse partie de
Tune des suites de composition de T = TK/ft (|J).

Remarque. Dans la démonstration de ce théorème on peut supposer

GK/K = T et GKjK = T. En effet, le corps d'inertie KT de K/K pour |J a les

mêmes nombres de ramification par rapport à k que le corps K, parce que

n_1(KT/K; |l) = 1. Il est évident que ces nombres de ramification restent

encore les mêmes si on les prend par rappport au corps d'inertie KT de K/k

pour y . D'autre part, GK/KT = TK/KT = T et GKjKr£ = TK/KT = T.

Lemme 4. K/k étant tel que Kq et Kq+l existent, s'il existe un corps K,

Kq < K ̂  Kq+l tel que K/K? soit Galoisien, vq est entier.
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Démonstration. On a vu queK^ et Kq+1 sont des corps de ramification d'ordre

respectif 0,1 de Km/K, pour |Jg+1 et que v0 (Kg+1/Kg; ty)=vq. Or, il suit du

théorème 2 de la partie A du chapitre II qu'il en est de même pour K/KQ et que

vo(K/Kq; ||)=i;0(Kff+l/K,; $) = vq. Puisque K/K, est G a l o i s i e n , ^ ^ (I/Kç; $)

est entier. c. Q. F. D.

Démonstration de la proposition directe : si T fait partie d'une suite de
composition de T, tous les vQ (q = — 1, 0, 1, ..., m — 1) sont entiers. Soit
T = * o , ®±, , <£>S = T, *5+1 , | iK \ une suite de composition de ï

_ . (*«+J)

dont T fasse partie. Soit q un des nombres 0, 1, ..., m — 1; soit Wi = &i VK

(i = 0, 1, , 5 , 5 + 1 , . . . ). Les Wt sont des groupes, parce que VK est
un sous-groupe invariant de T. De plus, * i r

m est invariant dans W,-. On a

*¥0 = T ^ VK T = gen.K YK et Ws = VK . T = gen.K V^. Donc, il existe un j ,
(?) (9)

0<j£$, tel que ^ ^ ^ g e n ^ V ^ , tandis que %;< gen.K Ys. D'ailleurs,

puisque quand W ^ ^ ^ , on a W^jWt-^ *i_i/* t, c'est-à-dire W^JWi est

simple, on doit avoir (puisque Wj^ ^ ^.) TJ._1 = gen.K Vg. Donc à W .̂̂

appartient le corps KQ, et le corps K qui appartient à Wj est son surcorps

Galoisien.
Comme évidemment, K ^ K9+1, les conditions du lemme 4 sont satisfaites

et vq est entier. c. Q. F. D.
Nous allons maintenant employer un important théorème de Sylow sur

les p — groupes.

Théorème de Sylow, Le normalisateur d'un vrai sous-groupe y d'un
p — groupe ij est un vrai (c'est-à-dire ^ y) surgroupe de y.

Démonstration, c étant un élément de G, appelons catégorie de c
(suivant y) (4) l'ensemble ycy.

Il est facile de voir que deux catégories, ou bien coïncident, ou
bien sont disjointes, et que le nombre de classes suivant y contenues dans
ycy est égal à l'indice de y Acyc"1 dans y. Puisque y est un p — groupe, cet

(*) Ce nom est de M. F. Marty (Annales de l'École norm. $up. 1936).
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indice est une puissance positive ou nulle (ce qui arrive si, et seulement
si cyc~x = y, c'est-à-dire c appartient au normalisateur N(y) de y) de p. Soit
G = ycAy -f- yc2y -|- .., ... -f~ YcnY u n e décomposition de G en somme de
catégories disjointes. Soit \t le nombre de classes suivant y que contient yc,-y;
alors

(G:y) = \ + X8 + - + Xtt.

Si y est un vrai sous-groupe de G, c'est-à-dire G ^ y , (G : y) se divise
par p. Si le normalisateur N(y) de y était y, parmi les \{ il n'y en aurait
qu'un seul égala 1, et les autres seraient divisibles par p. On arriverait à la
conclusion absurde 0 = 1 (mod p), ce qui démontre le théorème

Conséquence 1. Tout sous-groupe y d'un p — groupe G fait partie d'une
suite de composition de G. G est résoluble (2).

En effet, si l'on pose NJy) = N[N^X (y)], il existe i tel que N;(y) = G,
car autrement, puisque, quand N^y^^G, Nî+1(y) est un vrai surgroupe de
N,-(y), il y aurait dans G des sous-groupes d'ordre aussi grand que Ton veut.

Donc, si G = N i(r)^N î._1(T), N,(T), ^-Ay), .NJy). r , |IJ, est une
suite normale de G, qu'on peut toujours compléter jusqu'à avoir une suite de
composition; ce qui démontre la première affirmation. Soit G = y0, ylf ...,
yn = | I | une suite de composition de G. y jy^ i (i = 0, 1, ..., u — 1) est un
p — groupe simple; donc, d'après ce qui précède, il ne peut avoir de vrai sous-
groupe. Il en résulte que son ordre est p, et G est résoluble.

Conséquence 2. T est résoluble; le degré du corps K, introduit précédem-

ment, par rapport à K̂  est p.

En effet, T/V = (T/V)CT) est Abelien, d'après chapitre II, A, et V est un

p — groupe, donc résoluble, d'où T est résoluble. Comme **>+1/Vî <ï>y_1/<ï>i,

on a (T: Kq) = (W^ : ^-) = (*,_, : *,) = p. c. Q. F. D.

Troisième démonstration du théorème 1. Considérons le corps de ramifica-

tion Kv de K/K pour | î ( appartenant à v = VK/̂  (|J), Kv/K est ramifié d'ordre

p_x premier à p pour |J. D'après le chapitre III, A, les nombres de ramiflca-

(2) Cette dernière partie de cette conséquence est connue sous le nom de la
« deuxième loi de Sylow ».
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tion de K//c se déduisent de ceux de Kv//c en les divisant par p_ r On a TK/ft = T
e^ TK/K = v . La conséquence du théorème du Sylow montre que v fait partie

d'une suite de composition de V = VK/ft et aussi, puisque Y est sous-groupe

invariant de T (lemme 4), d'une suite de composition de T. Il en résulte que

les nombres de ramification de Kv/A sont entiers et que ceux de K/k ont les

dénominateurs premiers à p. c. Q. F. D.

Maintenant nous nous occuperons de la démonstration de la réciproque :

Soit t un élément de T d'ordre h (t) premier à p. Alors (3^ (t) est une racine

primitive h(t) -ièmede l'unité dans &. Il résulte de ce qui précède le

Lemme 5. Pour que les commutateurs de t^T d'ordre h(t) premier à p
(9) (<H-D

par des éléments de VK(q ^ 0 ) soient dans VK, il est nécessaire et suffisant que

(?) v^

(9+D W)

si Vq-J^O [mod h(t)]9 les éléments de VK sont les seuls éléments de VK dont

les commutateurs par t sont dans VK.

Démonstration. Si <r < VK, la condition nécessaire et suffisante pour

que le commutateur de t par a soit dans VK est que P^o-Z"1) = P?(o-). Or
pç (tvtr1) ===== p_x (t)

v« • p̂  (<T). Donc, si 3̂  M ^ 0, c'est-à-dire si <r n'est pas
- w+i) _ „_. _ __

dans VK, la condition écrite équivaut à p_x (*)"« = f, c'esf-à-dirë à v ^ ^ O
[mod h (t)], ce qui démontre le lemme.

Théorème 4. Si t < T est d'ordre A (£) premier à p et si vq ^ 0 [mod h(t)]9
(Q) (flf+1)

il existe dans chaque classe de VK(|J) suivant VK(|J) un élément permutable
(a M)

avec t; si vq=/=0 [mod A(0]» il n'en existe que dans la classe égale à VK(|1)
lui-même.

Démonstration. Supposons que t/a= 0 [mod h (t)]. Soit <r< VK. / étant > q;

nous allons montrer par récurrence sur / qu'il existe dans V un élément ^ tel
(<r+i) (0

que ^ ^ er (mod V) et que tarf^af1 ^ V. D'après le lemme 5, la proposition
est vraie pour / = q -\~ 1.
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Posons tvil~x = -zi^i, T ^ V , et distinguons deux cas :
4° Si vt = 0 [mod h(t)]9 on a p ^ ^ f 1 ) = P,(T,), c'est-à-dire t ^ r 1 = T,
cm)

(mod V). D'où, pour a quelconque,

(8) ta<st t~
a = T? <x, (mod V%

(/+l) (H-D

En faisant a = A (i), il vient <r; = ^ a , (mod V); d'où T?<() = 1 (mod V).
(/) u+i)

Puisque h(t) est premier à p et que Tordre de V / V est une puissance de p,

on a T ^ V , et 1 on peut poser <r/+1 = <7t.
2° Soiti^H/^0 [mod h(t)]. D'après le lemme % M,(K/A; n, |J) est un

module par rapport au corps fini engendré par £*V où Ç est une racine

primitive h -ième de Tunité dans SI, et, à fortiori, puisque h(t) | A, par rapport

au corps fini engendré par ^{t)"1* On a ^1(i)
vi— 1 =^0, et Ton pourra trouver

TJ < V tel que

(9) p.^.-^i-p,^);

d'où

Pi (^; ̂  ^ "O = PÏ (^ ' ^ ) + P* W -1) = (P-i W Vt - 1) P* W) = — Pi (^I).

c'est-à-dire
(H-i)

^ T J ^ T ; - 1 ^ — ^(mod Y );

en posant

on a

i . aj-1 = Tj<r, xfJ a^1 ~ 1K (mod

c'est-à-dire < V, ce qui achève la démonstration de la première partie du

théorème, car orm est bien permutable avec t et = <r (mod V).

Si yff=/=0 [modA(^)J, le commutateur de tpar tout cr^ V qui n'est pas

dans V n appartient pas à V, donc à fortiori n'est pas égal à 1K. Donc un tel

élément ne peut pas être permutable avec t. c. Q. F. D.

Démonstration de la deuxième partie du théorème 3. Si tous les vq

(q = — \, 0, 1, ..., m — 1 sont entiers, x /a& partie d'une suite de composition
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de T. Il existe dans T un élément t d'ordre p_x (pour l'avoir, il suffit, par

exemple, d'élever dans une puissance de p convenable n'importe quel élément

de la classe de T suivant v qui engendre ?/v). Désignons par w(t) le groupe de

tous les éléments de VK permutables avec t. Remarquons que si q n'est pas
(</+!) (?)

parmi les nombres i_lt i0, ii9 .. , i^-v V ^ K 2 VK, parce que dans chaque classe
(?) ( ? + D

de VK suivant VK il y des éléments de v = VK/S. De même, si vq = 0 (mod p_x),

w(0 ' ^K > VK, parce que, d'après le théorème 4, il y a alors dans chaque classe
(?) ( ? + D

de VK suivant VK des éléments de w(t).

D'après le théorème 2, le dénominateur de va est,—^-— • Donc, si tous
l (Vj ,p_i)

les vQ sont entiers, v{ = 0 (mod p_x) pour tou t q; donc , si vq=j~ 0 (mod p_x),

q n 'es t pas parmi les nombres i_ l f z0, iif ..., i - ^ .
( ? + D (?)

Posons W = w (t). v. Montrons que W VK ^ VK. En effet, ou bien vQ ̂  0

(mod p^) , et alors WVK>w;(i)VK>YR ; ou bien q n'est pas parmi les nombres
( ?+D ( ? + D (?) (?+D

i-n io> î̂» •••> *Ï»-H
 e t al<>rs W V K > v V R > V r II s'ensuit que si VK<^W,

(?) (m)
aussi VK < W. Donc, puisque VK = { iK ( < W, on a W = VK.

Par suite, si <ï> est un groupe tel que VK > <& > v, on a t^t~x = 3>. D'après

la conséquence du théorème de Sylow, VK étant un p-groupe, il existe une

suite de composition de VK qui passe par v. Soient VK = $0, ^>4, . . , , * s = v les

premiers^ ter mas de-cette^uite. _ _ _ _ _ _ _

Soit 0 le groupe engendré par t et posons Uz = 0<ï>2. Puisque t^it"1 = O,-,

on a 0*^ =$ î -6 1 , et Û  est un groupe dont ^ est un sous-groupe invariant.

Comme U m A $ i = <f>,-+1 est un sous-groupe invariant de $ t , U i+1 est un sous-

groupe invariant de Uf et (Uf : Uî+1) == (<ï>4 : ^ ^ i ) = p. Uo est un sous-groupe
/y*

invariant de T = TK et T/Uo est cyclique d'ordre — = r_a; Us = 9v = 9VK/R

= TK/^ = T . Il en résulte qu'il existe une suite de composition de T qui passe

par T. c. Q. F. D.

4° LES W-CORPS DE RAMIFICATION. — Théorème 4 nous servira à intro-

duire pour le cas des extensions galoisiennes Kjk certains sous-groupes caracté-

ristiques de \Klh (JJ) autres que ceux de Hubert et les surcorps caractéristiques

de Ko qui leur appartiennent.
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Définition 1. Un corps K(w), w étant un diviseur de h = r_1{Kjk\ |J), tel

que K2:K (ü>)>K0, s'appelle un u>-corps de ramification de Kjk pour $ , s'il

satisfait aux conditions suivantes : a) tous les nombres de ramification de |J

dans K/KM sont divisibles par u>; b) aucun des nombres de ramification propres

de $ dans KM/A: n'est divisible par w; c) il existe un corps KM, KM > ÏÏ"M > k,

tel que (KM : K(w)) = w et que KM/K(ü>) soit complètement ramifié pour |J.

[Il serait d'ailleurs à rechercher si la condition c) n'est pas une consé-

quence des a) et b)].

Théorème 6. Si l'on pose K = KM , on a, avec les notations de chapitre IJI,

?Q
 = r<r si Vg = 0 (mod w) et pq = 1, si vq =j~ 0 (mod w).

Démonstration. Il est évident que p̂  = 1 si vq~j=O (mod w), car autre-

ment jjî aurait dans K/K = K/KM un nombre de ramification non divisible par w ;

supposons que pour un q tel que vq = 0 (mod w) on ait pqj^fq't alors ^ est un

nombre is. Dans K/A = KM/A; |P a un nombre de ramification v$ = V J J"4

engendré par v^. Par suite Jjl a dans KM/A un nombre de ramification, engendré

par vQ, qui est — • Le dénominateur de ce nombre est = - = 1. Donc
_ q » ^ (o9Jw) w
v 5 ^ 0 (mod <o) contre l'hypothèse 6), et p9 ŷ  r4 est impossible. c. Q. F. D.

Théorème 7. Si £^TK | f t est d'ordre w, et si «;($) est le groupe de tous les

éléments de VKlh permutables avec t, le corps qui appartient à w(t) dans K est

un w-corps de ramification de K/k pour |J ; inversement, tout w-corps de

ramification de K/k pour |J appartient dans K au groupe w (t) défini par un

t <T K / A d'ordre w.

Démonstration. 1° Désignons par K le corps qui appartient à w(t). Il est

évident, d'après le théorème 4, que pq = rq ou \, suivant que v a = ou =/ - 0

(mod w). Puisque çq = 1 quand vq=/~ 0 (mod co), la condition a) est satisfaite.

9 étant le groupe engendré par t, puisque t • w(t) • i~1 = ii;(f)f 6 • u;(i) est un

groupe et le corps K qui lui appartient est tel que K/K satisfait à la condition c).

Enfin, si q > 0, t;,- =/zO (mod w). On a

— "sjjJV^i e t ^ ~
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et iq (|J ; K, K, /c) = iq (J| ; K, K, k) = ig; donc le dénominateur de

— est ; > \ et ïL =/= 0 (mod t»)). La condition b) est vérifiée et K est un Kfu)).
(O (G), Vt )

2° Soit Rrw) un «-corps de ramification. Dans le groupe de K/K(w) (qui fait

partie de TK//e), il y a un élément t d'ordre w. Supposons GK/KM ^ w(t). Alors,
(i+i) (7)

il existe un j tel que GK/K<«> A VK/ft ^ u; (/) et que GK,K<»> A VK/ft ne soit pas contenu

dans w{t). Soit v un élément de GK/K/«) A VK/ft qui n 'est pas dans «;($). D'après
(7+D

le théorème 7, Vj = 0 (mod w); donc fa-i"1*-1^ VK/ft. Comme cet élément est

encore dans VK/^M = GK/KM, on a ÊG-J"1 = «rs-i, où c ^ ^ w ^ ) ; mais alors

t%<rt~2= tvV1 • ^(X1^~1= <J<7{ • <r1 = o-cT̂ , et, en général, ia<rt~a= o-̂ f; en

particulier, tr = t1ù<rt~tù = <T<T^ c'est-à-dire cr1 = 1K, contre l'hypothèse que G-

n'est pas dans w(i). Donc G^*» = w (i), et le théorème est démontré.

Théorème 8. Tous les w-corps de ramification de K/k pour ijjj sont

conjugués entre eux par rapport à Ko.

Démonstration. Puisque dans deux sous-groupes cycliques de TK/fe, 8 et 6',

du même ordre c*> premier à p, on peut choisir des éléments t et t' d'ordre w tels

que t = t' (mod VK/ft), il suffît de montrer qu'il existe pour de tels t, t' un

<r<VK/7t tel que t' = a-̂ ar"1.

Montrons, par réccurence, que quel que soit <ƒ ̂  0, il existe un <j tel que

(7fli<yfl-i= f(Tf
q avec ^ ^ V K / f t . Pour ^ ^ 0 la proposition est vraie. Supposons-

h vraie pour q. Distinguons deux cas : — — -
(<7)

1° vq=l^0 (mod w). Alors, si Ç < VK/ft, on a

On a vu dans la démonstration du théorème 5 qu'on peut trouver £ de
(9+D

manière que t l^tf^~1 = o-̂ "1 (mod VK/ft) et, si Ton pose o>
<m = Ç<7 , on a bien

2° vQ = 0 (mod w) ; on a tf<jq = «r^f (mod VK/fe), d 'où 1K = ^ t 1 0 ^ 1 ^ î ' ^
(Q+l) (Q+i)

^ o-̂  (mod VK/ft); donc v'q < VK/ft et l'on peut poser <rQ+J = o-̂ .

9 = <rm satisfait à fo-^1 = i' et existe. Théorème est démontré.

5° INÉGALITÉS ET ÉGALITÉS POUR LES NOMBRES DE RAMIFICATION. — Nous voulons
généraliser aux corps non-galoisiens deux théorèmes démontrés pour le cas
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galoisien par M. Öystein Ore (3). Nous nous basons ici sur un théorème de

M. Andréas Speiser (4), qui servit aussi de base à M. Ore. La démonstration

simple que nous en donnons est due à M. Öystein Ore (5).

Théorème de Speiser. Si K/k est galoisien, le plus grand nombre de

ramification propre vm_^± de | ] dans K/k est < , où E est Tordre absolu

de | J ; si vm_1^0 (mod p), ce nombre est -•

Démonstration. Dans la démonstration de ce théorème on peut supposer

K/fc cyclique, parce qu'on peut remplacer h par le corps appartenant dans K à un
(m-i)

sous-groupe d'ordre p de VK//£. Ceci posé, 5K/A a Tordre (p— i) -f- (p — l)v0

en |J (car m = 1).
D'autre part, si

(10) f(œ) - œp + a,œ^ H h ap - 0

est l'équation irréductible à laquelle satisfait dans k un entier n de K d'ordre 1

en |J, la contribution de |J dans / ' (n) est égale à celle de |J dans 3K/fe.

Mais ƒ ' (*)«= P ^ " 1 + (P — <)<*i^ 2 + (p - 2) a2 TC*-*+... - { - a ^ . Tous

les ai ont les ordres en |J divisibles par p; donc tous les termes (p — i)ai7iî)~i

de ƒ' (ic) ont des ordres en |J incongrus deux à deux (mod. p) ; donc, à fortiori,

inégaux. Il en résulte que Tordre en |J de / ' (n) est le minimum de ces ordres,

donc, en particulier, ne dépasse pas celui de pvP^~1
) égal à (p — 1 ) —[— E ; d'où

E
(p — 1) vQ £ E et i'o < Si v0 = 0 (mod. p), Tordre en |3 de est
= p — l (mod p) ; donc il doit être égal à Tordre de pif \ égal à p — 1 -(- E,

-p
et Ton a v0 = c. Q. F. D.

0 p—1

Je me servirai encore d'un résultat dû à M. Ore : si le corps galoisien K/k

a un nombre de ramification propre divisible par p, K(jp) contient les racines

primitives p -ièmes de l'unité (3).

Théorème 9 (Inégalité d'Ore). Kjk étant un corps algébrique, E étant

Tordre absolu de p ,
(11) vq (K/A ; $ ) • « , (K/A ; f) ^ 1 - ^ - j (g = - 1,0,1,..., m — 1).

(3) Mathematische Annalen, t. 102, 1929-30, p. 283-304.
(4) « Zerlegungsgruppe », Journ. f, d. reine und ang. Math., 1919, t. 149

p. 174-188.
(5) Mathematische Annalen, t. 100, 1928, p. 650-683.
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Démonstration. Tout d'abord, il suffit de démontrer ce théorème, reprenant

la notation de 1°, 2°, 3° de ce chapitre, sous l'hypothèse GKl^ = VK/̂  = v,

parce que si Ton pose Kv = K' et si Ton désigne par E', vqt nq resp. l'ordre

absolu de l'idéal premier $ ' de K' que divise Jl, vq(K'jk; $')> nq(K'lk; $'),

on a E' = Ep_x, n'q = nq et vq = vQp_lf et le théorème est vrai dans Kfk s'il

est vrai dans K'jk. Cela posé, pour 9 = — 1 le théorème est évident. Soit

donc 9 2:0. On a vu que, dans l'hypothèse Kv = K, il existe K, Kg+1^K>KQ,

tel que K/KQ soit cyclique de degré p; K/KQ est complètement ramifié pour |J,

son nombre de ramification propre est vQ et l'ordre absolu de l'idéal premier

p de K que divise |J est évidemment — p. En appliquant le théorème de

_ E p - — E
Speiser, on trouve vn ^ - ; d'où vnnn < . c. Q. F. D.r nQ p—1 q q — p—1

E
Théorème 10 (Égalité d'Ore). Si vq = 0 (mod p) on a l)vqnQ=-— '

2) rq = p. 3). Le corps de Galois K' (|I-) du K f|J) par rapport à k (p) contient
les racines p -ièmes primitives de l'unité (0 ^ q <m).

Démonstration. On se place dans les mêmes conditions que pour le

théorème précédent.

En appliquant la deuxième partie du théorème de Speiser à K/K^ on
Tjl

trouve va nn =
q q p—1

D'autre part, si l'on avait rq = =^~ > p, il y aurait entre Kq+1 et K un

corps K' tel que K'/K soit cyclique de degré p. Le seul nombre de ramification

propre de |J dans K'/K étant vq> on aurait, d'après la deuxième partie du

théorème de Speiser,

(12) V^Ë-^,

ce qui est impossible; en appliquant le théorème d'Ore (évidemment vrai pour

le cas local) au corps K(JÎ) /& (;p), on voit que si vq = 0 (mod p), le sous-corps

du corps Galois K° (|J0) de K (flï) par rapport à k (p) qui appartient à

^K°(«0)/K(MV ^ o n c auss* ^°(V°) lui-même> contient toutes les racines p-ièmes

de l'unité. c. Q. F. D.
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Autre expression du théorème 9 et de 1) du théorème 10. Soit e0 l'ordre

absolu de 9 et soilrf,(K/*; |f) = ^ / ^ î ) . On a ? = cod, (K/ft; $) . D'où

Ton a comme expression du théorème 9 et de 1) du théorème 10 resp.

*«(*/*; f ) S e»dq (K/A; p ) ^ eL », (I/A; f ) - «,«*,(!/*; f ) ^ •

6° CONGRUENCES ET INÉGALITÉS POUR LES NOMBRES DE RAMIFICATION D'UN CORPS,

CORRESPONDANT A L'EXISTENCE DES SOUS-CORPS. — A partir d'ici les notations

employées seront celles des chapitres précédents : le corps, en général non-
galoisien, à étudier sera désigné par K/k (et non par K/k) et K/k désignera un
de ses sous-corps, aussi non-galoisien en général. Les théorèmes précédents
permettent de déduire un certain nombre de congruences et d'inégalités qui
lient les nombres de ramification de |J dans Kjk, si Ton connaît l'existence
d'un sous-corps K/k de K/k caractérisé par les vq donnés.

Congruences suivant les puissances de p.

Théorème 11. a0, ai9 ,.., a^_x étant des fractions rationnelles (pouvant être
nulles) à dénominateur premier à p, si a lieu la congruence

on a

(14)

En particulier, si vq ^ vQ_x (mod px), on a

on a

(15) £ -JS (^ _ ^_l} = 0

Enfin, si pour tout </ = 0, I, ..., m — \ on a ?q<rq et si 5̂  = ^ (mod />x),

on a ^ = ^ (mod~°px) ; on a, si seulement la première condition est réalisée

(c'est-à-dire X = 0),

(16) vq = V i [^od ^ = Popi
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Démonstration. On a

d'où

si cette expression est congrue O (mod px),

En particulier, si a0 = aq = = o ^ = aQ+1 = a^_d = 0,

1, on a

Et, en particulier, sipq<rq pour tout ^ = 0, 1, , m — 1, c'est-à-dire

iQ = iq.± + i = q, on a

— (^ — ^- i) = ^ — Vq-i = 0 (mod ^

Puisque la congruence initiale vq ^ vq_± (mod px) est toujours vraie (d'après

le théorème 1 de ce chapitre) pour X = 0, les deux congruences précédentes sont

toujours vraies pour 1 = 0. Le théorème est démontré.

Congruences suivant p_x. On a vu que pour tout <jr=-O,l, , m — 1,

(17) viq = biq

II en résulte que si un polynôme à coefficients entiers en A- vQ (q = 0y

1» m —\) est = 0 (mod. p^) , ce polynôme prend encore une valeur

= 0 (mod p_j) quand on y remplace chaque A2 va par v{ correspondant.

12
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Autres congruences. Il est à remarquer que si tous les vq (<y = 0,
1, , m — 1) propres sont divisibles par un nombre u premier à p_x et

à p, tous les vq(q = 0, I, , m — 1) propres le sont aussi. L'inverse
a lieu si pour tout q = 0, 1 , m—1 on a pq< rq : alors, de la

divisibilité par u de tous les vq propres suit celle de tous les vq propres.

Inégalités. Nous poserons <pQ = vQnfl. Désignons par E Tordre absolu defl.

Théorème 12.

(18) »,

et, en particulier,

(19)

Démonstration. On a

Vt«

d'où

Or, si E est Tordre absolu de |J, o n a E ^ —, et, d'après le théorème 9,

p—1

Mais, si iq_± < j <iq et si j <. 5 < iQ, on a i)2_1 * s < ?fl et p5 = rs; donc

£i = i et
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D'où

et

7* RANG DE V(Z*>.

Définition 2. Un ensemble j c4, c2, , cn { d'éléments d'un hyper-
groupe 3C s'appelle une base de 3C, si K est le moindre hypergroupe qui le
contient. Le minimum du nombre d'éléments n que peut avoir une base de K
s'appelle rang de K et se désigne par » (# ) . Une base de K dont le nombre
d'éléments est & (K) s'appelle une base de K de rang minimum (à remarquer
que pour les groupes Abeliens notre définition du rang coïncide avec la définition
habituelle).

Les théorèmes exposés au chapitre III et dans ce chapitre permettent, en
se servant aussi du cas particulier d'un théorème dû à M. Deuring (6), d'écrire
une inégalité concernant le rang de V(Z+).

Soit s == GG(pf) le champ de Galois (c'est-à-dire corps fini de caracté-
ristique p) ayant pf éléments.

Soit X(s) = a0 +
 fli5 + -\-Qjij un polynôme dans CG(p) par

rapport à une indéterminée 3. Désignons par ce polynôme l'opérateur de__#

qui transforme tout a < § en a -f- (*i*p + ••• + a,a^*
Le cas particulier du résultat de M. Deuring dont nous avons besoin est :
11 existe un p < 8 tel que pour tout a <= 8 on peut trouver un polynôme

\{l) de manière que a = \($) • p.
F étant un diviseur de (p, posons 3F = 3. Regardons les seuls opérateurs

de 8 qui sont représentés par les polynômes en 3 [dans CG(p)]. Si Ton
pose

(20) P« = 5* • P (**-=0,l,..,,F —1),

tout a < s se représente sous la forme

« = ^a> (3) • & + ^ia) (3) • Pi + - + X£U (3) • PF-1-

(6) Mathematische Annalen, 1932-1933, t. 107, pp. 140-144.
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Soit M un sous-module de § qui admet 3 comme opérateur. Soit q un des
nombres 03 1 , , , F — J. Les éléments de M de la forme

(22) \ (3) Po + \ (3) Pi + - + \ (3) P.

forment encore un module admettant 3 comme opérateur. Il en résulte que

les Va
a)(3) de tels a<M forment un idéal, soit (rfl(3)). Il existe donc un a< M

tel que

(23) H*}(3) = ^ (3) et X?>(3) = 0 si i > q.

Désignons cet a par aq. On vérifie aisément que tout a < M peut se mettre
sous la forme

(24) l0 (3) a0 + \ (3) a, + ... + 1F_X (3) a ^ .

Désignons, comme précédemment, par F le degré absolu de |J dans K. On a

Lemme 7. On peut trouver un sous-hypergroupe G^l de V ^ d l ) du
rang < F tel que i0 > 0.

Démonstration. Soit So le dénominateur de vo\ soit «' un nombre tel

que u's° = nf où « est un nombre de K d'ordre 1 en |J, et soit K* un surcorps

Galoisien de K par rapport à k contenant nr ; alors M0(K//c; n , |J*) admet 3

comme opérateur (car y* = 1) et est un sous-module d'un corps fini de

caractéristique p, par exemple, du corps de classes de restes (mod |)*) dans K*.

Donc il y a F éléments de M0(K/A; TC', $*), <x0, alf , aF-1 tels que tout élé-

ment de cet ensemble se met sous la forme l0 (3) a0 -(- X1 (3) a1 -]-...-(- XF_d (3)aF-i•

Choisissons dans VK/ft(|l*) F éléments <x0, <rx, •» ffF-i te*s (Vie

po(<rt; TC', |I*) = a.. Soit Gif! l e moindre sous-hypergroupe de V(Z*} qui les

contient tous. Donc a ( G ^ | ) < F . M0(K/K; n\ |J*) contient les at (i = 0,

1, , F— 1) et admet 3 comme opérateur. Donc M0(K/K; rJ, |J*) contient
tous les éléments deM0(K//c; u' Jl*), donc lui est égal. Par conséquent, p o =r o

et îo>O. c. Q. F. D.

Théorème 13. a[VK//i (P*)^] < eor_t{K/k; |l) D F + I, où D est le plus
petit commun dénominateur de tous les vq(K/k; |J) (ç = 0, l , . . . , m — 1 ) .
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Démonstration. Tous les nombres de cette formule étant lçs mêmes

pour K/k et K(||J)/&(;p), supposons K/A local. Nous allons déterminer une

suite Ud = {lK}, U2U3, U«+i=VK/fcde sous-hypergroupes de VK/ft tels

que Ui < U2 < U3 < < Un+1, de la manière suivante : U,- étant déter-

miné, soit wy le plus petit indice tel que Uy VK/fc ne contient pas VK/ft.

Soit Uj le plus petit nombre tel qu'on puisse prendre dans VK/7£ Uj éléments <rjlf

ojr2> ..., oj:M. tels que l'hypergroupe U) engendré par U^ et ces éléments
(Wj+l) (u>j)

satisfasse à UJ VK/, > VK/,.

On pose U>+1 = UJ-.

Il est clair que SI (U7) <. «j -(- w2 + - j - Uj_x. Soit R0) le corps

appartenant à Uy dans K et soit vU) = v0 (K
0)/k; | I*) . Il est clair que

i0 (JI; K,K^, &) = w ietquett) i+1>ü)>. Il en résulte que iU) = i0(Ko) ,KW]) ,/c) > 0 ;

d'où

En vertu du théorème 2 de ce chapitre, tous les v(j) ont les dénominateurs

égaux à ceux de i;w correspondants, donc diviseurs de D. Comme, d'après le

théorème 9, v{j) < eodo (KW)/A) - ^ - = eor_x (K//c) ^— et, sauf si v^ = eor^ ^—,

on a v0) =/= 0 (mod p), v0) ne peut prendre que

\cdB p 1

valeurs =/=0 (mod p), et encore, si le corps de Galois K*jk de K/A contient

toutes les racines p-ièmes de l'unité, la valeur eor_! -^—. Donc toujours

»^corfoD+l.
Déterminons w;. Supposons d'abord que j ^ eodoD. On peut choisir dans

YKu)ik un ensemble | â l t S ,̂ ..., S, } avec 5 £ F tel que Thypergroupe U

qu'engendrent les éléments de cet ensemble ait i0 *fi 0. genK U est un sous-

hypergroupe de YKlk et si a,- < gen.K 7,- (i = 1, 2, . . . , 0), gen.KU est engendré

par les <y,. (1 = 1.2, . . . , 3) et l'hypergroupe U7 = GK/K(^; puisque gen.KU.

V o n a % < 5 < F.
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Supposons maintenant j = eoe/oD-|-l, c'est-à-dire (i;U) = 0 (mod p); théo-

rème 10 de ce chapitre montre que r0 (Ka)//c) = /), c'est-à-dire si S est dans
ci)

VKfi?)/;e et non dans VK W )^, i'hypergroupe engendré par <r a p0 = p = r0 et
i0 > 0 ; donc a- < gen.K à- et 11, engendrent Ui+1; d'où «̂  = 1.

Par conséquent, 91 (¥££) ^ eorml D. F + 1. c. Q. F. D.

Complément. Si tous les vg ont les numérateurs divisibles par un même

entier 9 (naturellement (8, D) = 1), 0 divise aussi tous les v{j\ et la démonstra-

tion précédente montre que

(25) êR(V^)<^-iF^+l.

Conséquence. Si K/A; est galoisien, on a D = l ; donc & [YKjh (|J)] £

£()?*_! (K//c ; îjïj F -f- 1 ; le signe d'égalité ne peut avoir lieu que si K (||J)

contient toutes les racines p- ièmes de l'unité.

Théorème 14. Si v0 (K/k; |l) = 0 (mod p), 91 (VK/ft dJ*)(Z*}) = 1.

Démonstration. Soit <r un élément de VK/A de niveau 0 et soit GKj^ l'hyper-

groupe engendré par <r. D'abord, r0 = p et p o > l , on a ro = po. Soit que

Alors K/A a un nombre de ramification propre vo(K/&; |J), et, puisque
êo>O, on a

ce qui est impossible

Donc, GKS = VK/, et 91 (Vgï) = 1.

Conséquence. Si K/A; est galoisien et vo = O (mod p), VK/fc est cyclique.

En effet, les seuls groupes dont le rang est 1 sont les groupes cycliques. Ce

théorème a été démontré pour la première fois par M. Oystein Ore (3).
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CHAPITRE V

CORPS HASSIENS
1° DÉFINITIONS.

Définition 1. Un corps K/A s'appelle Hassien ou de type H (pour |1J, si pour

tout q = 0, 1, ..., m — 1 vq est entier et

(1) ^ ==?;«,_! (mod dQ).

La congruence précédente se décompose en deux congruences : une aiodulo

-y- (qui est une puissance de p) et l'autre modulo d0 (qui est premier à p ) .

Conformément à cela, j'introduis deux notions, dont celle des corps Hassiens

est Tintersection.

Définition 2. Un corps Kfk s'appelle de type Hr (pour |J) , si pour tout

9 = 0, 1, m — \

(2) v(l = 'o

Définition 8. TJn corps K//c s'appelle de type H" (pour |J), si tous les

t/tt (ç = 0, i . •.., m — 1) sont entiers et divisibles par d0.

L'ordre et le degré absolus de l'idéal p de k seront désignés par e0, /"0,

ceux de | î seront désignés par E, F; enfin, comme toujours, e, ƒ désignent

Tordre et le degré de |J dans K/ft. Si K/k est du type H, ou H \ ou H" et e0 = 1,

le corps K sera dit corps de type resp. H, ou H', ou H" absolu.

2° THÉORÈME i . — Si K/A est du type H, ou H', ou H" pour $ et si ~K/A

est un sous-corps de K/A, K/A est resp. du type H, ou H', ou H" pour p .

Démonstration :

^ _ , T _ y VJ — VJ-I_
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Si K/A est du type H', £ * r, J~* a l e dénominateur premier à p; donc

vq = vq_l ( mod r* ), et K/A est du type H'; si K/A est du type Hf', le dénomi-

Q n*. _____ /i*

nateur de _T J j~* est une puissance de p; donc v«— v ^ est, d'après

le théorème de chapitre IV, entier et se divise par d0 et K/A est du type H".
c, Q. F . D.

Théorème 2. Si le sous-corps K/A d'un corps K/A est du type H, ou H',
ou H" et si, pour tout <? = 0, 1, , m — 1, on a p9 < rq; K/A est du type
resp. H, ou H', ou H".

Démonstration. On a, dans l'hypothèse de l'énoncé, pour tout*?, iq=q. Donc

vq — vq^= A ; s\vq — vQ_± = 0 mod=-Qj, on a

et si 59 —vq_± est entier et divisible par rf0, vç — t ^ est entier et divisible par

d0 Ao = rf0. D'où le théorème.

3° M. Helmut Hasse (*) a démontré un théorème [dont une partie a été
démontrée antérieurement par M. Masao Suguwara (2)], conséquence de son
Fuhreî%-Diskriminantensatz, qui peut être formulé ainsi :

Théorème de Hasse. Si TK/A (Jjl*) est un groupe Abelien, K/A est de type H
pour |ï .

Je suis dans l'impossibilité de reproduire ici la démonstration de ce
théorème, basée sur la théorie locale des corps de classes. On pourra la trouver
dans les mémoires cités de M. Hasse.

(4) La première démonstration de ce théorème a été donnée par M. Hasse dans
un mémoire deJourn. f. d. reine und ang. Math., 1930,1.162, pp. 169-184, précédera-
ment cité. M. Hasse Ta mise sous forme plus simple dans un mémoire de Journ. of
Fac ofSc, Tokyo, 1934, t. 2, pp. 477-498.

(2) Proc. Imp. Acad., Tokyo, t. 2, 1926, pp. 366-367.
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G étant un groupe, désignons par Gc son groupe de commutateurs. Alors
a lieu le

Théorème 3. Si K/A est un corps galoisien tel que [TK/A ($)]<. (regardé
comme GK/1) a tous ses ?q<rq(q = 0, 1, m — 1 ) , K/A est de
type H pour | l .

Démonstration, Comme K appartenant à Tc a l\!h ç^. TK/TC groupe Abelien,

K/A est du type H.

Le théorème s'obtient en appliquant aux K/A et K/A le théorème 2.

Conséquence 1. Tout sous-corps du corps K/A du théorème précédent
est du type H : cela suit du théorème 1.

Il est évident, que si K/K est du type Hf pour |J et si Tordre de $ dans K/A
est premier à p, K/A est du type H' pour |J. Il en résulte la

Conséquence 2. Si K/A est galoisien et [VK/ft (|I)]C (regardé comme GKl%)
a tous ses pq<rq, ou si K/A est un sous-corps d'un tel corps, K/A est du type H'
pour |1 .

3° CORPS DU TYPE H".

Théorème-A. Si-KJA est4el que ĵJ± £st 4*ordre puissance de p dans KJk «t
n'a que des nombres de ramitication entiers et si K2/A est tel que | ) 2 est d'ordre
premier à p dans K2/A, K = (K4, Kg) désignant le corps composé de K4, K2

i, |J2), K/A est de type H" pour |J.

Démonstration, HJk est de type H" pour |J, parce que dQ(KJk; JjJJ = 1.
D'autre part, l'ordre de jp dans K/Kj est premier à p, parce que autrement
VK/Ki(îp*) ne se réduirait à { iK \ et V^fflP) >corr .^ VK/Ki (|T) ne se
réduirait pas à { iKJ. Donc pour tout q (si l'on pose K4 = K) on a pq= 1 < rq;
d'où le théorème (3).

(3) Dans le cas de Kjh galoisien, ce théorème a été démontré par Herbrand
(Journ. d. Math. p. et appl, 1931, t. 96, p. 481-498).

13



98 M. KRASNER. — THÉORIE DE LA RAMIFICATION DES IDÉAUX

Dans le cas du K/k galoisien ce théorème admet le réciproque suivant :

Théorème 5. Si Kjk galoisien est de type Hf\ il est composé des deux

corps de la nature indiquée au théorème 4. Le groupe TKlh (|l) n'a qu'un seul

sous-groupe d'ordre r_x et ce sous-groupe appartient à son centre.

Démonstration. Ko est r_x— corps de ramification de Kjk. Donc, il y un
sous-groupe S de TK/ft d'ordre r_19 engendré par un de ses éléments t, tel que
VK/fc = W (t). Les éléments de 8 sont bien permutables avec tous les éléments
de TK/;e = 9VK/fc = 8. W($). Comme tous les sous-groupes de TKjK d'ordre r„a

sont transformés de 9 par des éléments de VK/fe, ils coïncident avec 9. K est le
composé du corps qui appartient à 9 et du corps Ko. Le théorème est démontré.

4° RANG DES Y DANS LE CORPS DE TYPE H',

Théorème 6. Si K\k est de type H', on a, D élant le plus petit commun

dénominateur et 9 étant le p. g. c. d. premier à p des numérateurs de tous

les v,(K/Ar; |I) .

(3) a (VK/ft (V*)'™) â eQr^ (K/* ; p) F ^ ^

Démonstration. Comme dans la démonstration du théorème 13 du
chapitre IV, nous supposerons K/k local.

Considérons le corps K/KQ; dans ce corps l'hypergroupe de ramification
est yKjk. Procédons avec ce corps, comme nous l'avons fait avec K/k dans la
démonstration du théorème 14. Les corps KU) qu'on obtiendra seront, d'après
le théorème 1 de ce chapitre, toujours de type H' par rapport à k; donc,

toujours viJ) = vq_i ( mod ~ ). Distinguons deux cas : 1) vq_t =/:= 0 (mod p); alors

les vU) doivent être parmi les fractions de dénominateur D et du numérateur

divisible par 9 et = Dr 4 (mod -S == -2- ) et v(s) ^ eod ; donc, le nombre

des v{j) ne dépasse pas

p

^ = + 1; donc 91 cfe) ^ eor^ F ̂  - ^ ;

2) vq_i = O (mod p) ; alors vq ^ vq_± l mod -° j , donc aussi (mod p), donc
(9)

1̂  = 0 (mod p). D'après le théorème 14 du chapitre IV, & ( V ^ ) = 1. Théo-
rème est démontré.
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Lemme 1. Si i^ = i0 (fj; K, K01, k), les KO) désignant les mêmes corps
que dans la démonstration précédente (c'est-à-dire relatifs à K/K9 et non
à K//c!), on a

(4) i?£eor^ (K/fc; fl) 5 _ £ _ + g - 1 .

Démonstration. On a, quand on pose K ( n ) = K,

Ai m) j in)
'Q n w ,

car A0 =

Or ^ = 0 (mod A•), ^ " ^ ^ 0 fmod 8 ̂ ; donc * ' - » " > i J et

- g) ~ -4*
V u0

et, puisque ^(n) < e0t/o —— , on a
^ ~ u qp — 1

D go^o . c. Q . F< D ,

Désignons par G(a) le groupe engendré par les puissances a- ièmes de tous
les éléments d'un groupe G.

Théorème 7. K/A étant un corps galoisien de type FT dont tous les
nombres de ramification pour |ï sont divisibles par 8, (6, p) = i , on a

(a) (<?+[V^ij)

, (vK/ft (Wp)) ^ vK/f t (V).
(Q)

Démonstration. YKjh possède une base }arlt cr2, , <JS\ dont tous les
éléments ont les niveaux ne dépassant pas i£° et telle que les éléments <r2 de
cette base ayant le même niveau q ont les figfa) linéairement indépendants par
rapport au corps fini de classes de restes rationnelles (mod |J). Parmi toutes
les bases de V ayant ces deux propriétés, extrayons celles qui contiennent le
nombre minimum d'éléments de niveau q; soit x0 ce nombre; parmi les bases
de V ainsi obtenus extrayons celles dont le nombre d'éléments de niveau q-\- 4
est minimum : soit x± ce nombre; parmi celles-ci extrayons les bases dont le
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nombre d'éléments de niveau 7 + 2 est minimum. Poursuivons ce procédé
jusqu'à niveau Vf (au delà, d'après la première condition à laquelle satisfont
les bases regardées, il n'y a pas d'éléments de bases qu'on a extraites). Nous
arrivons à un ensemble des bases de V dont nous prenons une

( * q ~q

OÙ

Ceci posé, soit que

_ \ iq)

(7) H <rj« = Cff, a v e c *(ff) = lT + i e t G < Vc

(Le symbole n aç, où les a? ne sont pas supposés permutables entre eux

dans la multiplication, signifie a4a2 . . . aK. Voir : Van der Vvaerden : Moderne

Algebra, t. I, p . ).

Montrons qu'alors y t = y2 = ^ ŷ  ̂  0 (mod p). En effet, d'abord,

on peut écrire, p étant un quelconque des nombres 1,2, , TI.

(8) C = C,C2,

où Ci est un produit des commutateurs d'éléments de la base autres que ĉ  et C2

est un produit des commutateurs de ^ par les autres éléments <rQde la base, des
commutateurs de ces commutateurs par les <rgJ des commutateurs d'éléments
ainsi obtenus par les *qf etc., donc, d'après la conséquence du lemme 2 du
chapitre IV, X(C2) ^ ).(<g + \.

Il en résulte que MC2cr) ^ X ^ ) -|- 1 ; on peut écrire l'égalité (7) sous la
forme suivante :

n
Si y^^ /^0 (mod p), <r^ dont Tordre est une puissance de p, est une

puissance de cff. Donc

f <*i, ̂ 2 . « - , ^ - i , ^ + 1 , » . , S , C 2 <7 }

(a)

est encore une base de V; d'ailleurs, si l(C2<j)>if\ d'après la démonstration

du théorème 6 et du lemme 1, \<ri9 a2, . . . , <7^_i9 <JU+1, ^ j est déjà une
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(<7)

base de V (car, autrement, le corps appartenant au groupe engendré par ces

éléments aurait v0 ne satisfaisant pas au théorème 9 du chapitre IV). Par

conséquent, V possède une base satisfaisant aux conditions indiquées et qui a x0

éléments de niveau q, xt éléments de niveau <7 —|— 1, - -., . . . , ooX(tJ )_Ji_q éléments

de niveau X(a[1) — i , et xX{7 )_Çi — 1 éléments de niveau X ^ ) , contre l'hypo-

thèse que Xfa )-a est le nombre minimum d'éléments de ce niveau que peut

posséder une telle base. Donc 7^=/= 0 (mod p) est impossible, et comme cela

a lieu pour chaque ( * = 1,2, , TI, on a bien y1 = y 2 = : ^ ^ ^ = 0

(mod p).

Prenons maintenant un élément quelconque <r de V . Comme

une base de Y, on peut toujours présenter <x sous la forme

(11) a- = G"* J J éfy où G"1, donc aussi G<VC]
9=1

il en résulte J J o>j« = Co-, et d'après ce qui précède, on a y ! = y2 =
q=i

^^ ŷ  ̂  0 (mod p).

Donc
^ L (Q) {G) (?)

Tq ̂  yw> e t o- «£ (Vc, Y{m). c. Q F. D.

5° CORPS HASSÎENS ABSOLUS. — Nous allons maintenant démontrer un

certain nombre de résultats sur les nombres de ramification et sur la structure
{g)

des Y des corps de type H absolus.

Théorème 8. Si K est hassien absolu, a) sauf si à la fois p = 2e t les vq

sont pairs

v* = Zrf ̂  (ï = — l j °'..., m — 1) ô) si_p = 2 et les ^ sont pairs, vq = dq+i = 29+i r_4.

Remarque. Puisque pour ^ > 0 , dq = 0 (mod p), tous les vg propres

d'un corps hassien absolu sont congrus entre eux (mod p). En particulier,

si p = 2, les vq sont ou bien tous pairs, ou bien tous impairs.
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Démonstration du théorème 8. Puisque K est hassien absolu, e o = l .
Donc

(12) vq £ dq - ~ ^ 2 dq {q = 0,1,..., m - 1),

où le deuxième signe d'égalité n'a lieu que si /> = 2. D'autre part, d'après la
définition même des corps hassiens,

(13) 0ff = t?M(modrfa).

Si q > 0, donc vq_i > 0, on a ou bien vq — vq_± = rfg, ou bien vq ^ 2rf
+ *Vi > 2rfQ, ce qui est impossible, parce que contredit l'égalité (12); donc
vq — vq_l = dr Si q = 0, on a t/0 = 0 (mod rf0), donc ou bien v0 = rf0, ou bien,
puisque fo^2rf0, yo = 2c/o, ce qui ne peut avoir lieu, d'après une remarque
précédente, que si p = 2. Si 0̂ = 2rf0, les vq sont pairs et l'on est bien dans
le cas 6). Si p = 2 et i>0 = rf0, v0 est impair, et aussi tous les vq le sont, et
Ton est dans le cas a).

Supposons donc que nous sommes dans le cas a). Alors, pour tout

q =3 0, 1, , m — i , on a v4 — V-i = ^> ^ °^

(14) Vq -= Vq — V_± = ^ yvj — u^j = ^ tfr,

Supposons que nous sommes dans le cas &). Les vq étant tous pairs, on a,
d'après le théorème 10 du chapitre IV, rQ = p = 2 pour tout q^O. Donc
dg = 2?rf0 = 2 V _ r On a v0 = 2d0 et, pour q = i , 2, , m — 1,

t̂  - V i = < = 2ar-i- D > o ù

(15)

Théorème 9. Si K est un corps hassien absolu et K est un sous-corps de K
tel que pQ = r(V à) sauf si q = 0, p = 2 et les vQ sont impairs, pour tout j 5: 7,
on a pj = Tj 2) si q = 0, p = 2 et les vg sont impairs, ou bien tous les p7 = r,
(j = 0, 1, ..., m — 1), ou bien les vQ sont pairs.
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Démonstration. Il suffit de démontrer le théorème en supposant que q est

le plus petit nombre tel que pq = rQ. Supposons qu'il y ait j > q tel que p, ^= r,-.

Alors

q<tq<m et vq-vg^= £ A = £ A > A = Â ^ = d « '

Comme K est hassien absolu, pour q>0 et aussi pour </ = 0, à l'exception du

cas où p = 2 et les vfl sont pairs, t>0 — vq_x = rfg, et Ton a une contradiction.

Supposons 7 = 0, p = 2 ; alors, si les ua sont pairs, on a

contre le théorème que ^ o ^ ^ o î donc, dans le cas a) on a bien, pour j > q,
pj = r, ; dans le cas fe), si cela n'a pas lieu, les vQ sont pairs. c. Q. F. D.

Théorème 10. Si K est hassien absolu, sauf quand q = 0, p = 2 et
les vq sont impairs,

v ( r )(z*o = & ( V

Dans le cas exceptionnel indiqué

(17) a((vK(ç*)/vKdi*)) ( Z* J;^a(vK(#*)«*>)^a((vK( | j*)/ vK

(a) (a+i)
Démonstration. Tout d'abord le rang de (V / V)(Z*) ne dépasse pas celui

(a) , (g)

de V^*0. En effet, si J ^ , y2, . . . , <rr\ est une base du rang minimum de V(Z+)

on a pour chaque a < Y

où orilt ffj-t, . . . , ffit sont certains (non obligatoirement inégaux deux à deux)
(<7) ((7+1) _ W+l)

d e s <rit o-2, . . . , (y,.. S o i t o- u n é l é m e n t d e (V / V ) ( Z + ) e t p o s o n s at = <r,V (la l o i
(Q) (Q)

de composition étant celle de V(Z+)). Si o- est un élément de V qui est dans o-, on

peut écrire

c'est-à-dire
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et \ï±, 52, , ï r | est une basede (V / V)(Z*\ ce qui démontre l'affirmation.

Ceci posé, reprenons la démonstration du théorème 14 du chapitre IV. On

voit que pour K/Kg, on a, d'après le théorème 9 de ce chapitre, K(ti) = KQ dans

le cas général, et que ou bien K(2) = Kg, ou bien K(2)/Ka a les nombres de rami-

fication pairs, c'est-à-dire, d'après le théorème 15 du chapitre IV, u1 = \9 dans
(<?) (<H-D

le cas exceptionnel. D'après la même démonstration, u± < a[(V / V)*2**] < F.

Donc dans le cas général, & (V)(Z>|C) = ut < & [(V / V)(Z*}J; et comme il est
(a) ta+i) (Q) (Q) (<?+0

aussi > a[ (V / Wz*>], on a bien gît (V)(Z*> = a [(V / V)(Z*>]. Dans le cas excep-tionnel on a, si P ^ K , (quand K(2) = K ,̂ on a l'égalité précédente), 3i [V(Z+)]

= u± -f- 4, ce qui démontre le reste du théorème.

Conséquence. Si K/k est galoisien, a ( V / V ) = / Q ; donc, si K est encore

hassien absolu, SI (VK) = /̂  ou (dans le cas exceptionnel) iq -\- 1.

Théorème 11. Si K/A; est galoisien et hassien absolu, sauf si </=0, p = 2,
v g = / = 0 (mod2),

(20) ((vK (»))C, (VK myp)) =- vK m « .

Démonstration. O n a a ( V ) = / f f . Donc, si {<ylt <rgt ,57 { est une base

de V, <x4, or2, ,(7; sont indépendants (mod V), c'est-à-dire^1^2 *rq
(9-H) . iQ+i)

n'est dans V que si tous les ^ * ( i = 1, 2, . . . , /ff) y sont. Soit <J < V. Puisque
(a)

<71? a-2, , <JZ e s t u n e b a s e d e V , ar s e r e p r é s e n t e a = ^ o - g 3 ••• ^ N - ^ c » o ù
{<?) «7+D (?-H)

< 7 C ^ V C . <7C e s t d a n s V . D o n c o-}1?!2 <s\l<i ̂  1 K ( m o d V ) ; d o n c yx ^ Y2 — •••
(9) (9) (9) (?) (g+i)

, , . ^ Y / a = ° (modp) et <r<(Vc,V
00). Comme Vf et V(^ sont dans V, Ie

théorème est démontré.

(Q) («) (a+D
(4) Ce que (Vc, VW) > V est, pour p > 2, un cas particulier du théorème 7

de ce chapitre ; en effet, si Ton y pose e0 = i et 8 •= r_XJ g + e0 -/f ——— devient

q + , qui est égal, quand p > 2, à g + 1.
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NOTES COMPLÉMENTAIRES

NOTE i. (Au théorème 21 du chapitre II).

Théorème. Il existent des corps K//c tels que dans K il y ait un idéal
premier |J de manière que le corps de décomposition de |J dans K/ft n'existe pas.

Démonstration. Démontrons d'abord qu'il existe un groupe d'ordre fini G
ayant un sous-groupe g tel que pour la période 9 d'un certain élément de G on
ait Ô0^<jf8. Supposons que ce n'est pas vrai. Alors, pour chaque groupe G,
chaque sous-groupe g de G et chaque sous-groupe cyclique 9 de G on doit
avoir 9</ = 09. Soit g± n'importe quel autre (égal ou inégal à g) sous-groupe
de G. Si y est un élément quelconque de g1 et si F est la période de cet
élément, on a yg^g = gr<ggt et g y < gT = Y g < gxg ; donc g1g = ggi

et gg± est un groupe.

Il en résulte, par la méthode connue, que (parce que (gi g% : </2)

= (g± : (gt A gf2))»
 sl KJ/c, K2/& sont deux corps quelconques, K = (Klt K2),

KQ = Kj A K2,

(1) (K : K2) = (K, : fto).

Or, prenons pour K4, K2 deux corps conjugués de degré n et sans affect
(il en existe, d'après un théorème de M. Hubert). KA A R 2 = A0 est le corps
rationnel; le degré de K = (K1, K2) est n (n—•<). Donc on doit avoir
n{n — \) : n•= n : 1, c'est-à-dire n — l = n, ce qui est impossible.

La démonstration précédente montre déjà qu'on peut choisir K*/k Galoisien
tel que GK*lk possède un sous-groupe g et un sous-groupe cyclique 9 tels que
ôgr^grQ, c'est-à-dire tels que 8</ ne soit pas un groupe, Posons <7=GK*,K.
D'après une loi des densités de Frobenius, il existe dans K* des idéaux |J* tels
que Z ^ f l l H ^ e . » e n résulte que gen.K+ ZK!k (CI*) = ZK+/, (jp*). g = tg
n'est pas groupe. c. Q. F . D,

14
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NOTE 2, — (Au chapitre V).

Lemme. K étant un corps de nombres algébriques quelconque, k(n) étant

le corps de racines pn -ièmes de l'unité, K(n) désignant (K, k{n))f p(n) désignant

l'idéal premier de k{n) divisant p, |J désignant un idéal premier de K divisant p

et |J(n) désignant l'idéal premier de K(n) divisant $ , il existe un n tel que le plus

grand nombre de ramification propre de |JCn) dans K(n) n'est pas parmi ceux

Démonstration. Soit k = k(m) le plus grand k(n) contenu dans K{1).

K - K

Si n^m, A(n+1)/A(fl) et K(w+1)/K<n) sont cycliques de degré p. /c(n+])//c(7ï) est

complètement ramifié par rapport à ^(n+1), et le seul nombre de ramification

propre de cet idéal dans kin+l) fk{n) est vn^x = pn— l. K(ft+1)/K(m) est cyclique

de degré p**-» . Donc TK(»+i)/K(«> (|IC"+1)) == VK(«+i)/K(m) {${n+x)).

Il est impossible, si p"+1-«>(K« : A) = ( K ^ " : A ^ " ) , que Kc"+ ] )/K«

soit non ramifié pour |J (n+1); car, alors, Tordre de JjJ("+1) dans K(n+x)/k ne

dépasserait pas (K(l) : k) < pn+x~m
y ce qui est absurde. Donc, il existe j0 tel que
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si n > j 0 , K("+°/K(tt) est complètement ramifié pour fj ( n + 1 ) . Soit Vn_x le seul

nombre de ramification propre de |3 ( n + 1 ) dans K(*+1>/K<"\ si K<n+i>/K(n) est ramifié

pour | P + 1 ) , et posons v^ = — 1 dans le cas contraire.

Soit s un entier tel que ps > (KCl) : k) ; alors K{n) fk(n) a au plus s nombres

de ramification différents. Posons n=j0 -f- $(<] + 1) (qr>0). M>0, wi9...,wr

désignant tous les nombres de ramification propres de |Jcn) dans K(n)/&(n) (donc
r S s ) > îl y a h O^i^r tel qu'il y ait q au moins de v'ef c^n — 1 tels que

wt<vr
e<wI+1. Les c satisfaisant à la condition écrite forment, évidemment, un

ensemble d'entiers consécutifs. Soit c un élément de A;(M)/A(m) tel quev(<7; p ( î°)=i (
c .

Alors gen.GK(ByK(m) <* se réduit à l'ensemble contenant un seul élément a' tel

que v(v; |J(n)) = ^ . On a gen.K(«> <j = <J'. GK(?i)jk(n). Il en résulte que le

maximum de v(<r[; |J(n)) pour <r[ < gen.K<n> a- est v'ef car les éléments de GKw/^(»)

ont les nombres caractéristiques qui sont soit > vf
e9 soit < v[. Donc v'c

engendre vc. Il en résulte, d'après les théorèmes de chapitre III, que pour au

moins q — ï nombres consécutifs c on a

Or, soit que wr > vf
n_.r wr engendre sûrement un nombre de ramification

w de |J(1) dans K{l)/k. Ce nombre est

(1) s - ^ -

Si e désigne le degré de KC1), on doit avoir w < . Donc, si l'on prend

n>j0 + s ( —T + M» o n a u n e contradiction qui démontre le théorème.

Généralisation. — Si wr<v'n_2, on en déduit que le plus grand nombre

de ramification de flp-1* dans K(n~1)//c<w~1) est encore wr. (Il suffit d'appliquer c,

de 4° de la partie A du chapitre III). Il en résulte que si pour n0 le lemme

précédent a lieu, il en est de même pour tout n >n 0 , et que wr ne dépend pas

de n quand n > n 0 .

Donc, si c > n0 — 2, on a v[ > wr et, ainsi, v[+1 — v[ 2: (p — 1) pc + 1 . Il en

résulte qu'à partir de n0 les K(n) peuvent jouer le rôle des kin) dans une

démonstration analogue à celle du lemme précédent. Donc, en changeant un

peu les notations on a le
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Lemme. Il existe pour tout corps K//c un nombre n tel que le plus grand

nombre de ramification de Jïcn) dans K{n)/k ne se trouve pas parmi ceux de

| F l ) dans Krt/(A;, k™).

Théorème. Il existe des corps K//c de type H pour un idéal fl tels

TK//£(|J) ne soit pas un groupe abelien.

Démonstration. Les corps galoisiens K/k n'ont pas tous les groupes

"V'Klk (|J), pour tout fj | p, abeliens.

En effet, autrement tous les corps seraient de type H' pour tous les idéaux

premiers de ces corps divisant p. Or, e2 désignant une racine p2 -ième primitive
p

de l'unité, il est facile de vérifier que le corps de V^ — e2 a ^es "ombres de

ramification 0, p — l, p2, -(- oo, donc n'est pas de type H' pour (\l— h)\P-

Ceci posé, on peut choisir un K/ft tel que: 1) K/fe soit galoisien, 2) Kyy = k,

3) V=VK/ /e(|J) ne soit pas abelien; 4) Vc soit d'ordre p et, si <r<Vc, X(<x) > m — 1

(c'est-à-dire v est du plus grand niveau possible; X(a )=m n'a lieu que si <r= 1KÏ;
(Q-l) Ul)

i ) , 2), 3) sont évidentes. Supposons que i) n'a pas lieu. Soit que VKlk >VC^ VK/ft.

Alors, si au lieu de K/k on prend KJk, il est évident (car m = q dans

KJk) que si <J < Vc, 1 (<r) ̂  m — 1.

En vertu de la conséquence du lemme 2 du chapitre IV, Vc est contenu

dans le centre de V et, d'après le chapitre II, Vc est abelien de type (p, p,...,p)«

Donc, si au lieu de K on prend maintenant son sous-corps qui appartient à un

sous-groupe F d'indice p de Vc, toutes les conditions exigées seront vérifiées.

Le corps K//c satisfaisant pour ,un |J \p aux conditions 1), 2), 3), 4) étant

choisi, s'il est de type H \ tout est démontré. Sinon, composons K avec un&Cn),

où n est suffisamment grand pour que le plus grand nombre de ramification

de (K,/c(n))//c ne se trouve pas parmi ceux de (K, k{n))j{k, km), ce qui est possible

d'après le lemme précédent.

Soit K'/k le corps ainsi obtenu. Il est galoisien. Son groupe n'est pas

abelien, car, autrement, son sous-corps lijk serait de type H'. Enfin, il a un

sous-corps K' = (K, k{n)), où K est le sous-corps de K appartenant à Vc, qui

est abelien et tel que (K' : K7) | (K : K) = p, d'où (K' : K') = p. Le groupe

(TK'/fe)c e s t d ° n c cyclique d'ordre p et, de plus, puisque (TK///.)C < GKf/ft<mf on a,

quand <r¥=lK est dans (TK,/ft)c, — 1 <X(<y) < m' — 1. Donc, si <*' est un élément
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de TK,/ft tel que \(o- r)=m' — 1, donc appartenant au centre de VK,/fc, la
période 6 de <r<r' n'est pas un surgroupe de (TK,/ft)r=(VK//Jc, est un sous-groupe
invariant de TK,/fc, et le corps appartenant à 8 a les mêmes pa que celui qui
appartient à (TK,/ft)c, c'est-à-dire le corps abelien K'/A.

Donc ce corps n'a ni le groupe T, ni même le groupe V abeliens, est

galoisien, et a les mêmes vQ et dQ que K'/A, c'est-à-dire est de type H. Le théo-

rème est démontré.

Remarque. Si p ^ 2 , il est certain que le groupe d'un corps galoisien
hassien non abelien K/A n'est pas un groupe de Hamilton (1). Donc il possède
des sous-groupes non-invariants et il y a des corps de type H dont T$*> (et
même V$*}) n'est pas groupe.

La même chose peut être démontrée d'une manière un peu plus compliquée
pour p = 2.

Théorème. Il y a des corps K/A de type H' pour |J qui ne sont pas
de type Hf' pour le même idéal.

Démonstration. Soit A'/A un corps local tel que n_! (A'/A) = tfo(A'/A) > i.
Prenons le plus grand corps abelien K/A' tel que son groupe ait le type
(/?, p, ..., p). n' désignant la norme absolue de $ dans A', d'après le Fiïhrer-
Discriminantensatz de Hasse v0 (K//rf) = 1, vi (K/kr) — vQ (K/k!) = n' =/= 0
(mod d0 (k'/k) = d0 (K/A;)) ; donc, quoique K/& soit de type Hf, il n'est pas de
type H".

Théorème. Il y a des corps K/k de type H" qui ne sont pas de type H'
pour le même idéal.

P

Démonstration. Le corps de y ' — H &e l'avant-dernier théorème est bien
p

de type H" pour (y\ — z2) par rapport au corps de t± = sf, car d0 = 1 et

p — 1, p2 sont entiers, mais n'est pas de type H', car p2=j=p — i (mod - y = p ) .

M. KKASNER.

DEDEKIND, Math. Ann., 1896, t 48.
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