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PREMIERE THESE.

LES

ESPACES METRIQUES QUASI CONVEXES.

INTRODUCTION.

En cherchant a établir les fondements d’une théorie des fonctions
multiformes abstraites d’un argument abstrait, dont I’ébauche se
trouve dans quelques Notes présentées par moi a I’Académie des
Sciences ('), je me heurtai a une difficulté qui fut le point de départ
des présentes recherches.

J'avais cru démontrer qu’une suite convergente d’ensembles C.-M.
de rayon o [un tel ensemble est la.réunion de sphéres ouvertes de
rayon « centrées sur les points d’un ensemble donné (*); c’est ce que
j’appellerai aussi, dans le cours de ce travail, un sphéroide ouvert]

(1) Sur lu structure de certaines lois générales régissant les correspondunces multi-
formes (C. R. .fead. Sc., t. 196, 1933, p. 1769) el Sur les correspondunces multiformes
monotones (ibid., t. 200, 1935, p. 1829).

(2) G. BouLicann, Géométrie infinitésimale directe, p. 31.

THESE E. BLANC. )
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avait pour ensemble limite un ensemble C.-M. de méme rayon. Or ce
théoréme est faux en général dans un espace métrique quelconque. Il
faut, pour qu’il devienne exact, assujettir la métrique de cet espace a
une condition nouvelle que j’ai appelée la quasi-convexité. C'est a
I’étude de cette quasi-convexité et de conditions du méme type qu’est
consacré ce Mémoire.

Il est naturel d’appeler « sphére » dans un espace métrique
quelconque I’ensemble des points dont la distance 4 un point donné
est inférieure (ou inférieure ou égale) 2 un nombre donné. Il est
alors tentant de se laisser entrainer par ce qu'un tel mot peut
évoquer, et d’attribuer & de telles sphéres celles au moins des pro-
priétés des sphéres ordinaires qui paraissent les plus évidentes.

Or, dans certains espaces métriques fort simples, ces spheres
peuvent déja présenter de multiples anomalies. C’est le role de la
quasi-convexité et des conditions analogues que d’empécher ces
anomalies de se produire. Dans ce que j'appelle les « espaces &
distance réguliére » les spheéres sont des étres géométriques sur
lesquels il est possible de raisonner & peu prés comme sur les spheres
de la géométrie euclidienne.

Aprés un Chapitre préliminaire ou sont précisées hypothéses et
notations, le Chapitre I est consacré & I’analyse de la notion de
frontiére d’un ensemble et a I'’expression au moyen de six ensembles
fondamentaux d’ensembles attachés a cet ensemble (intérieur, ferme-
ture, etc.). J'y définis aussi la notion d’ensemble régulier, générali-
sant celles déja connues d’ensemble régulier ouvert et d’ensemble
régulier fermé.

Dans le Chapitre II, je montre, sur des exemples simples, les singu-
larités que peuvent présenter les « sphéres » d’un ensemble métrique
quelconque.

Le Chapitre III est consaceé a la définition de la quasi-convexité et
a sa conséquence fondamentale : La fermeture d’une sphére ouverte
coincide avec la sphere fermée de méme centre et de méme rayon. Les
relations de la quasi-convexité avec la convexité de M. Menger et les
convexités de M. Aronszajn y sont aussi étudiées.

Je définis, dans le Chapitre IV, deux conditions de régularité de la
distance, chacune pouvant se présenter sous une forme faible ou sous
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une forme forte, la premiére condition forte étant la quasi-convexité
elle-méme. Ces conditions, lorsqu’on les impose & la métrique d’un
espace, y suppriment I'une ou I'autre des singularités constatées au
Chapitre 111. Leur mode d’action est en général le suivant : Pour
gu’une des singularités disparaisse, 'une ou I'autre des conditions
faibles est nécessaire, la condition forte correspondante étant alors
suffisante.

J'étudie dans le Chapitre V les sphéres généralisées ou sphéroides
(lieux des points dont la distance & un ensemble est inférieure 2 un
nombre donné) et j’étends a ces sphéres le résultat fondamental du
Chapitre III. Jintroduis, en outre, la notion de sphéroide d’ordre
supérieur A un et montre comment la quasi-convexité intervient pour
en simplifier certains aspects.

Les Chapitres VI, VII, VIII, aprés un bref rappel de résultats connus
sur les ensembles limites attachés & une suite d’ensembles, con-
tiennent une étude des suites de sphéroides dans un espace quasi
convexe et compact. J'y montre comment les ensembles limites
attachés a une suite de sphéroides, se déduisent des ensembles
analogues attachés a la suite des ensembles centres de ces sphéroides.
J'obtiens ainsi, sous les hypothéses énoncées, d’importants théoremes
de passage a la limite, en particulier celui dont il est question au
début de cette Introduction.

Pour finir, un appendice contient deux exemples d’espaces non
(uasi convexes qui n’étant pas compacts présentent des singularités
supplémentaires. J’avais déja signalé dans ma Note : Sur la notion de
distance ('), le premier de ces exemples.

Je tiens, en terminant, & exprimer ma vive reconnaissance i
M. Bouligand qui a donné a mes recherches leur élan initial et n’a
cessé de s’intéresser a4 mes travaux, ainsi qu’a M. Montel dont les
précieuses indications m’ont amené a préciser certains points de ce
Mémoire. Qu'il me soit permis enfin de remercier ici les maitres qui
m’ont formé au Lvcée, a I’Ecole Normale, & la Sorbonne et au College
de France, ainsi que fous ceux qui, 4 un titre quelconque, m’ont
aidé de leurs conseils et soutenu de leurs encouragements.

(") C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 1646.
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CHAPITRE PRELIMINAIRE.

I. — Hypothéses sur I'espace.

Dans tout le cours de ce travail, nous supposerons que I'espace &,
sur lequel nous aurons & raisonner est un espace métrigue, effective-
ment distancié au moyen d’une distance de Fréchet. On sait qu'une
telle distance satisfait aux axiomes suivants :

Quels que soientdeux éléments a et b de I’espace, en désignant par
ab leur distance, on doit avoir :

I. ab> o, si a et b sont distincts;

II. ab=o, si a et b sont confondus ;

III. ab = ba (loi de symétrie);

IV. Quels que soient trois points @, b, ¢, on a : ab<ac + bc (inéga-
lité triangulaire).

Le quatriéme axiome a pour conséquence que, si deux points sont
distants de moins de ¢, leurs distances 4 un troisieme différent de
moins de e. On voit que, d’aprés la définition de la limite dans un
espace métrique, si un point variable « a pour limite un point z,, la
distance ax a pour limite ax,. En ce sens, on peut dire que :

TrEOREME. — St et y sont deux points variables de Uespace la distance
xy est une fonction continue des deux points x ety .

Nous supposerons en outre que l'espace &L est connexe ('), c’est-
a-dire que I’on ne peut pas trouver deux ensembles A et B, non vides,

fermés et tels que
A+B=2g, A.B—o.

(1) Poir, par exemple, KNasTER et KuraTowskl, Sur les ensembles conneres (Fund.
Math., Vol. I, p. 207), ol I'on trouvera une bibliographie compléte el une étude sur les
différentes définitions proposées pour la connexité.

Dans le présent travail, nous appellerons ensemble connexe, un ensemble dont la fer-
meture ne se laisse pas décomposer en deux ensembles fermés sans points communs. Un
ensemble connexe et fermé est un continu.



II. — Notations.

Les majuscules désigneront en général les ensembles, et les minus-
cules les éléments de I'espace ou de ses sous-ensembles.
On désignera par :

A + B, la réunion des ensembles A et B;

A.B, leur intersection;

& — A, le complémentaire de A dans 'espace &;

A’, le dérivé de A;

A, la fermeture de A (réunion de A et de son dérivé);

A, I'intérieur de A ;

A,, Pextérieur de A;

Ay, lafrontiére de A;

A DB, signifie que A contient B et au moins un point étranger a B;

A DB, signifie que A contient B;

acA, signifie que a appartient 2 A;

a non — e A, signifie que @ n’appartient pas 2 A;

ab est la distance des deux points a et b;

d(a, E), la distance du point a 4 ’ensemble E;

(E, F), la distance des deux ensembles E et F (les parentheses pou-
vant étre remplacées par des crochets, si besoin est);

(a), 'ensemble formé du seul point a;

(a), on s(a, «), la sphére ouverte de centre @, de rayon «;

(a); ou s(a, «), la sphére fermée analogue;

a(a, a), la périsphére (') de centre a et de rayon «.
E, étant un ensemble quelconque, on désignera par :

E, ou s(E, «), la sphére généralisée ouverte (sphéroide ouvert);

E; ou s(E, @), la sphere généralisée fermée (sphéroide fermé);

s(E, «), la périsphéroide,

toutes de centre E et de rayon « (*).

(1) Voir § 11.
(2) Voir § 317.
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Pour une suite d’ensembles {E, | :

I, est 'ensemble limite restreint (Borel);

S, en est ’ensemble limite complet;

L, Pensemble limite (s’il existe) au sens de M. Borel;
J, la limite topologique inférieure;

8, la limite topologique supérieure;

2, la limite topologique (si elle existe);

12, la limite métrique (Hausdorff).

Pour la suite des sphéroides { (E,). |,

I*, 8=, L, J*, 8%, £, £'> ont des significations analogues.

CHAPITRE 1.

FRONTIERES.

I. Définitions.

1. On sait que par rapport 4 un ensemble donné A, on peut subdi-
viser I’espace & en trois ensembles s’excluant mutuellement :

L’intérieur de A : A, =& — & —A;

L’extérieurde A : A, =2 — A;
La frontiére de A : A, =A. &L — A.

Ces trois ensembles peuvent dans certains cas étre vides, cependant
le dernier est certainement non vide dans un espace connexe pourvu
que A soit un vrai sous-ensemble non vide de cet espace. S’il n’en
était pas ainsi, & serait décomposé en deux sous-ensembles non vides,

fermés et sans points communs A et & —A et ceci est contraire a
I'hypotheése de connexité de I'espace.
On a bien

A+A+A =2 -K)+(8—T-A)+X.T A =2,
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c’est la loi de De Morgan appliquée aux ensembles Aet T—A.
D’autre part, les relations

A.i 'Ae =0,
(I) }\c.Af:O,
Ai.Af: 4]

résultent du fait que E.(& — E) est vide quel que soit E, combiné
avec l'associativité de 'opération intersection.

2. Nous allons maintenant subdiviser la frontiére elle-méme en
quatre sous-ensembles. Ecrivons

Ap=Ar.2=A; [N+ (- )] [+ (E—K)] (),

Nous désignerons les quatre ensembles qui figurent au second membre
respectivement par Ay, Ay, Ag, As. Il est évident, d’apreés leur ori-
gine qu’ils n’ont aucun point en commun deux 2 deux. Interpré-
tons-les.

On peut éerire, Af, A;, et A, étant sans points communs deux a deux

Ap=As(Ai+Al). (At AL) = A AL AL

A, est donc 'ensemble de ceux des points frontiére qui sont limites 4
la fois de pointsintérieurs et de points extérieurs. De tels points seront
appelés points frontiére réguliers et A, sera la frontiére réguliére. Cest
un ensemble fermé (intersection de trois ensembles fermés).

On montrerade méme que Ay, la frontiére intérieure, est ’ensemble
des points frontiére limites de points intérieurs mais pas de points
extérieurs; que Ay, frontiére extérieure, est I’ensemble-des points
frontiere limites de points extérieurs mais pas de points intérieurs;

(1) Ceci n’est pas autre chose que le développement logistique de la classe A rapport

aux classes A; et A, (voir par exemple CouTuRAT, Algébre de la Logigue, p. 31-32, Paris,
1905).
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que A, frontiére singuliére est 'ensemble des points frontiere qui
ne sont limites ni de points intérieurs ni de points extérieurs (*).

3. Remarque. — 1l résulte évidemment des définitions de A, A,,
Ay Ag, Apy Ay, que ces six ensembles s’excluent mutuellement 'un
l'autre, c’est-a-dire que leurs produits deux 2 deux sont tous nuls et
qu'ils forment une décomposition de ’espace, c’est-a-dire que leur
somme est égale a .

II. — Dualite.

4. Avec un ensemble A considérons son complémentaire B. La rela-
tion qui sert a définir I'intérieur peuts’écrire
A=z —§: B=u—A.
On aura évidemment aussi

B—wa— \: A=,—8B

.

(1) Soit dans le plan ’ensemble de tous les points du carré unitaire OAEF

0oZLS,

oly<t.

Réunissons & cet ensemble ’ensemble des points de coordonnées rationnelles positives
inférieures a 2. L’ensemble réunion posséde :

Une frontiére réguliére formée des segments OE ¢t OA (extrémités comprises);
Une frontiére extérieure EDCBA (les points A et E étant exclus);

7
/%

0 A B

Fig. 1.

Uune frontiére intérieure AFE (A et E exclus);

Une frontiére singuliére constituée par tous les poinls ntdrieurs & « I'équerre »
ABCDEFA.
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in tenant compte de la relation qui sert 2 définir I'extérieur d’un
ensemble, on voit que

(1) A;=B,, A.—B..

La définition de lafrontiére étant symétrique par rapporta A et B, on
aura d’autre part

( 2 ) .(\-/ = B/
En tenant compte de (1) et de (2) on a

(3) BA/,.: B/‘B’:E:A/X:.;i;: ..\A/r’

(39 Bui=B,.Bi(T—B.) =A, A(2— X)) =Ays;
de méme

(3" Bre=2Ay,

et enfin

(3"y  By=B;(T—B)(T-B.)=A,;.(T—A,)(T—A)=Ay,.

En résumé, & chaque élément de la décomposition de 'espace par A
correspond un élément de la décomposition par B, qui lui est égal, les
indices se correspondant de la facon suivante :

J correspond a f,

r » r,

§ » S,
» e,
e » ‘.

Les premiéres égalités écrites montrent en outre que

La fermeture de A est complémentaire de 'intérieur de B;
La fermeture de B est complémentaire de I’intérieur de A.

Si 'on remarque que l'opération du passage d’un ensemble a son
complémentaire est elle-méme sa propre inverse, on peut encore dire
que les opérations de fermeture et de passage d’un ensemble a son inté-
rieur sont transformées Uune de U'autre par U'opération de passage au
complémentaire.

THESE E. BLANC. 2
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III. — Gas particuliers.

5. Ensembles ouverts. — On a, en supposant A ouvert,
(1) A=A;
et par conséquent
Ape= Aj.(&f— I)E:K(&:-— A)(ﬂ: —X).K(.;
d’ou
Age=o,
de méme _
Ap=A(Z=RK)(z—R)(2— A)=o.
Un ensemble ouvert ne posséde ni frontiére extérieure ni frontiére
stnguliére.

6. Ensembles fermés. — Un ensemble fermé étant le complémen-
taire d’'un ensemble ouvert les relations de dualité et 'énoncé précé-
dent entrainent :

Un ensemble fermé ne posséde ni frontiére intérieure ni frontiére sin-
guliére.

IV. - Reégles de calcul.

7. 1l résulte de la remarque faite au paragraphe 3 que le complé-
mentaire de la somme de plusieurs des ensembles A;, A, A, A,
Ay, A, s’obtient en prenant la somme des autres. Geei nous permettra
d’exprimer formellement au moyen de ces ensembles un certain
nombre d’autres ensembles intéressants.

1° Fermetures :

s K:&:——Ae:A,‘-i-Afr—i—A/i’l—Af(‘_i_ Afb
(0 Z—A :&Z—Ai:Ae—i—Aj-r—x—Afi/t—Aj(.—l—Afs.
K}: AJ fround Af,-—l— Afi’{" Aj(:+ Afs;

puis en remarquant que

Ap A=A A K=A;,; A A=Apn A=o,
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on aura
N=A A=A A+ Ap+Au+A+AL);
(Ili) A.::AZ—FA‘/’,WH)— ;Xj'i
et
(1L,) Ne=A,+Ap+ A,
par dualité.

2° Intérieurs et extérieurs :

1. (A=A

(Ae)i—_—'— Ae;
. (A)e=& — A, =A.+ Ao+ Ay
(HI) () (A= — N, =Ai+Ap+Ay

(X)l =~ —T—A=T — A.— A+ Api+ A= (A
(—A—)e =T - A =A..

A A

3° Frontieres :

= (At—l— Ajr—i— A\/,'—{— ‘\./,.—i— A/S) (A<.-+— A/,v+ :\/(,),
(X)/ ::A‘/',-—l— A../',,,
(A); =A.T— A=A, (Z—A,),

(1Vy)

puisque & — A, est fermé. Il vient

(V) (A=t N+ A+ A (A A+ A+ A+ A)=A,+ N/,

et par dualité
(IVy) (Ae)y=AsrtApe=(A)/ (*).

(1) (A;): signifie 6videmment intéricur de l'intéricur de A, (K)i, intérieur de la fer-
meture de A, ete.

(2) 1l est clair que tous les ensembles que I'on obtiendra & partir de A par unc suceces-
sion quelconque d’opérations fermeture, passage a l'extérieur, passage & lintérieur,
passage au complémentaire, s'exprimeront au moyen des six ensembles fondamentaux
relatifs & A. Le nombre des ensemb'es distincts que 'on pourrait ainsi obtenir est done
égal au plus & C} + C§ + C} — C§ — C§ + G§ = 26— 2 = 62. Pour un ensemble régu-
lier, ce nombre est au plus égal & 6 car il n'y a plus que trois ensembles fondamentaux
(voir § 9).



V. — Ensembles réguliers.
8. Par définition, un ensemble sera dit régulier s’il ne posséde que
des points frontiére réguliers, c’est-a-dire si
A=A,
ou, ce qui revient au méme, si
Ap=Ap,=A; =0,

Il est évident, d’aprés les régles de dualité établies, que le complé-
mentaire d’un ensemble régulier est aussi un ensemble régulier.

9. Si A estunensemble régulier les formules établies au paragraphe
précédent deviennent
A=A=A+ Ay
’ &:—-A__: Awg :‘Ap—f‘ .‘\\/,
\ (*Ai)i:(Aa)c:Ai)

(V) (A)e=(Ac)i=A,,
<K>z . *Xz:
o (AN r= (A= (X)), =\,
Ainsi
Tukorime I. — La fermeture d’un ensemble régulier coincide avec la

Jfermeture de son intérieur et son intérieur coincide avec celut de sa
JSermeture.

Réciproquement, si I’on a simultanément
(1) A=A, et A=(R),
il résulte d’apres (I), (11,), de la premiére relation que
Ape=As=o,
et de la seconde, il résulte d’apreés (III,)
Ap=Asp=o,

c’est-a-dire que ’ensemble est régulier.
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Les ensembles réguliers sont donc caractérisés par la réalisation
simultanée des deux conditions (1) qui expriment une lo: d’absorption
de I'une des deux opérations « fermeture » et « passage d’un ensemble
a son intérieur » lorsqu’elle est suivie de 'autre.

TuioriMe 11. — Les ensembles réguliers sont caractérisés par le fait
que les deux opérations « passage d’un ensemble a son intérieur » et
« passage d’un ensemble a son extérieur » appliquées successivement a
un tel ensemble se combinent a la facon des multiplications algébriques
par—1 et —+1.

Cela résulte des relations (V) et de la réciproque suivante :

Sil’on a
(Ai)n: A, et (Aa)e: Ai;
cela entraine
Aje=Ap=o0 et Ap=A ;=o,

c’est-a-dire la régularité de I'ensemble A.

Takorime III. — La frontiére d’un ensemble régulier coincide avec
celle de son intérieur, avec celle de son extérieur, et avec celle de sa
Jfermeture, et c’est encore une propriété caractéristique de ces ensembles.

Cela résulte des relations (V) et de la réciproque suivante :
Si ces quatre frontiéres coincident on peut écrire
AprtApit A+ Ap=Ar+ Are=Ap—+Ap;

d’ou résulte
. App—=Ar—=Ar=o.

10. Ensembles réguliers particuliers. — Pour qu’un ensemble
ouvert soit régulier, il faut et il suffit que I’on ait

Afi: 0,

puisque Ay, et A, sont déja vides. On peut donc prendre comme
définition :

Derivition I. — Un ensemble ouvert est appelé ensemble ouvert régulier
s’tl ne posséde aucun point frontiére intérieur.
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On aura de méme :

Derinition I': — Un ensemble fermé est appelé ensemble fermé régulier
s'tl ne possede aucun point frontiére extérieur.

On sait que pour tout ensemble ouvert on a

A — f\i
et par conséquent
A=A,

D’aprés ce qu’on a vu plus haut, la condition
([) A,:(K)l ou A:(X)l

sera alors nécessaire et suffisante pour que ’ensemble soit régulier.
Un raisonnement analogue a celui de la page précédente montre que la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble fermé soit
régulier est que

Ainsi :
Derinition II. — On appelle ensemble ouvert régulier un ensemble

ouvert qui coincide avec ' intérieur de sa fermeture.

Dernition II'. — On appelle ensemble fermé régulier un ensemble
Jermé qui coincide avec la fermeture de son intérieur.

Remarquons enfin que la condition (1) peut s’écrire
A= (K)l:f@ — & — A,

ce qui n’est autre chose que la définition de ce que M. Kuratowski (')
appelle aussi un ensemble régulier ouvert.
De méme la condition (2) s’écrit

‘\:Kl:ft—ft—r\.

(") L'opération A de I'Analysis situs (Fund. Math., vol. 1II, p. 192). Ces dénominations
ont été aussi employées par M. Zaycki (Fund. Math., vol. IX, p. 3-15). Dans son Traité
de topologie, M. Kuratowski les remplace par celles de domaine ouvert et de domaine
fermé, se conformant a cela & la terminologie de M. Lebesgue qui le premier semble avoir
utilisé de tels ensembles. [Sur les correspondances entre les points e deux espaces
(Fund. Math., vol. 11, p. 273)].
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ce qu1 constitue la définition des ensembles réguliers fermés d’apres
M. Kuratowski. Ainsi il y a identité entre les ensembles réguliers
ouverts ou fermés de M. Kuratowski et les ensembles du méme nom
quiviennent d’étre définis.

CHAPITRE II.

SPHERES .

I. —— Définitions.

11. Etant donnés un point a et un nombre positif a, on appellera
respectivement :

a. Sphére ouverte de centre a et de rayon o, 'ensemble s(a, o) des

points m pour lesquels
ma < a.

b. Sphére fermée de centre a et de rayon a, 'ensemble s(a, o) des

points m pour lesquels
maZla.

c. Périsphére (') de centre a et de rayon «, I'ensemble
o(a., a) _—:s(a, %) — s(a, a)
des points pour lesquels
ma = o.
12. Propriétés des sphéres. — On a:
1° s(a, a) est un ensemble ouvert;
2° s(a, ;) est un ensemble fermé;
3° o(a, «) est un ensemble fermé;
4o sia’>a,onas(a, ) s(a,);
5 5(a,a)Ds(a, «);

6° front. s(a, a) _s(a, «); front. s(a, ) C a(a, «).

(1) Yemploie ici le mot de périsphére pour éviter celui du mot frontiére. Nous verrons
en effet que la périsphére peut n'étre la frontiére ni de la sphére ouverte ni de la sphére
fermée correspondantes. Elle peut méme n’étre pas un ensemble frontiére et posséder des
points intérieurs.



— 16 —

Les propriétés 1°, 2°, 6°, sont des conséquences immeédiates de la con-
tinuité de la distance; la propriété 3° résulte des deux premiéres; la
propriété 4° est une conséquence directe de la définition des sphéres;
enfin 5° résulte de 2° et de ce que s(a, «) contient s(a, «).

13. Dans un espace tel que ’espace ordinaire a trois dimensions les
relations (5) et (6) se réduisent a des égalités et I’on pourrait étre tenté
de croire qu’il en est de méme pour les espaces métriques les plus
généraux. Il n’en est rien et quelques exemples vont nous montrer
combien il serait dangereux de se fier aux intuitions que pourraient
suggérer les faits familiers de la géométrie euclidienne.

Avant de donner ces exemples, nous ferons une remarque, consé-
quence de ’hypothése de connexité de 1'espace.

REMARQUE. — A moins que Uespace ne soit borné, on peut toujours,
étant donnés un point a et un nombre positif «, trouver un point b tel
que ab = a

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, on aura alors
g(a, a)=o, s(a, o:)_—-:s(a, ;)

Il n’y aura donc qu’une sphere de centre a et de rayon o et elle sera &
la fois ouverte et fermée. Appelons S le complémentaire de cette
spheére. Ce sera aussi un ensemble fermé et ouvert. Ainsi & se trouverait
décomposé en deux ensembles fermés sans points communs a moins
que S ne soit vide [puisque s(a, «) contient au moins le point a],
c’est-a-dire & confondu avec s(a, a) et par conséquent borné. Dans
ce cas (’ailleurs il existera un nombre «, tel que o(a, «) existe pour
x < a, et n’existe pas pour o> a,. [Si I'espace est compact s(a, a)
existe certainement aussi pour a = «,. |

Cette remarque constitue en somme dans un espace connexe, non
borné, un théoréeme d’existence de la périsphére de centre a et de
rayon a, quels que soient a et a.

Pour les sphéres un tel théoréme serait inutile; la sphére ouverte
ou fermée de centre a et de rayon « ne peut étre un ensemble vide
puisqu’elle contient au moins le point a.



II. — Singularités des spheéres.

l4. Les exemples qui vont suivre sont destinés a montrer que les
sphéres, au sens trés général o elles viennent d’étre définies, sont
loin de posséder, parmi les propriétés des sphéres ordinaires, celles
qui paraissent les plus intuitives. Voici le principe commun de
formation de ces exemples :

Soit, dans I’espace ordinaire a trois dimensions E, une surface S.
Nous appellerons distance de deux points de cette surface la longueuar
du segment de droite qui les joint. Nous pourrons considérer une
telle surface ainsi distanciée comme un nouvel espace métrique X.
La distance que nous avons définie satisfait bien évidemment aux
axiomes I-1V, car X est un sous-espace de E, (*). Remarquons que tout
sous-ensemble borné de X est compact en soi.

15. ExemeLe I (*). — Nous prendrons comme surface et nous
désignerons par S, celle formée par les faces P et Q d’un diédre aigu
d’aréte A. L’espace obtenu a partir de ce diédre sera désigné par X,.

Soit A un point de P, H sa projection sur Q, @ sa projection sur A;

nous posons
AH =4,

1\(6 :/.

Etudions dans X, les sphéres de centre A; plusieurs cas sont a
distinguer :

Tant que le rayon « de la sphére resteinférieur a £, la sphére ouverte
et la sphére fermée se réduisent respectivement aux cercles ouvert et
fermé Co(A, «) et C,(A, 2) de centre A et de rayon «, tracés dans le
plan P.

Lorsque

a=h,

(') On peut évidemment prendre au lieu d’une surface un ensemble quelconque,
"espace (que 'on obtient alors est compact & condition que cet ensemble soit borné et fermé.
(2) Dans ma Note Sur la notion de distunce (C. R. Aecad. Sc., 1. 200, 1935, p. 1646)
Javais cité un exemple analogue constitué par la surface d’une lentille biconvexe.
Celui-ci est plus simple et présente en outre 'intérét de n’étre pas borné.
THESE E. BLANC. 3
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la sphere ouverte s(A, /) est encore constituée par le cercle ouvert
Cp(A, hA), mais la sphére fermée s(A, k), outre le cercle C.(A, h),
contient le point isolé L. On n’a donc pas ici s(A, k) =s5(A, k). De
plus, la sphére s(A, &) n'est pas connexe. Cette derniére anomalie se
produit d’ailleurs pour 'une et I'autre sphére tant quel’ona A <« <l
Chacune des sphéres se compose de deux cercles séparés I'un dans P,
l'autre dans Q (). Enfin lorsque « >/, les deux spheres sont redeve-
nues connexes.

Une remarque encore :

Supposons

h<<oa<<l

et soit &' la plus petite distance d’un point de Cy(H,ya* —A?) au
plan P. On peut évidemment choisir « assez voisin de 2 pour que

Vot — RN
Alors, ¢tant donné un point quelconque de Co (M, Var — A7) il est
impossible de trouver une sphére contenant ce point, contenue

dans s(A, «) et dont le rayon soit compris entreya*—A* et A'. Ln
d’autres termes il existe des nombres 3 <« et dans s(A, «) des points,

tels qu’on ne puisse les enfermer dans une sphére de rayon 3 intérieure
as(A, a).

16. Exempre 1I. — Nous prendrons comme surface S, la surface de
révolution dont la méridienne comprend :

1° Le segment OA coupant I’axe A & angle droiten O;

2° Un arc de cercle AB moindre queg de centre O;

3° La demi-droite BX qui prolonge OB.

Dans I’espace X, ainsi form¢, étudions les sphéres de centre O. Rien

d’anormal ne se produit tant que « n’atteint pas la longueur a de 04,
ou lorsque « a dépassé cette valeur. Par contre, considérons s(0O, a)

et s(0, a). La premiére de ces sphéres est formée du cercle ouvert

(1) Les centres de ces cereles sont respectivement A et H et leurs rayons « el /a2 — /42,
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engendré par OA; la seconde contient, outre ce cercle, toute la zone
sphérique 7 (cercles limites compris) engendrée par I’arc AB. Ici, non

seulement s(0, @) n’est pas la fermeture de s(O, a), mais encore, la

o

vy

(=]

Fig. 2.

périsphére (0, a) étant formée par la zone Z contient des points
intérieurs. Ce n’est donc pas un ensemble frontiére; encore moins
sera-t-elle la frontiére de 1'une ou 'autre sphere, ces spheéres étant
I'une un ensemble ouvert, 'autre un ensemble fermé (*).

17. Exempere IlI. — Prenons pour surface S, la surface de révolution
formée d’un cylindre illimité dans un sens et se raccordant a une
demi-sphére de méme rayon. Soit A un point du cylindre, O le centre
de la demi-sphére, B le point ou OA coupe cette demi-sphére. On voit
immeédiatement que AB constitue un maximum relatif pour la distance
du point A & un point variable de ’espace X,. Ainsi la sphére s(A, «),
o o est inférieur & AB d’une quantité assez petite, laissera & son
extérieur, d’'une part un petit cercle contenant B, d’autre part une
portion de cylindre s’étendant a I'infini. En d’autres termes, c’est ici le
complémentaire de la sphere s(A, «) qui n’est pas connexe. Pour
o, == AB, s(A, «,) se compose d’une certaine courbe et du point
isolé B. Ce dernier n’est pas point frontiére de s(A, «,). o(4, «,) ne
coincide donc pas avec la frontiére de s(A, «,).

On voit en outre que s(A,«,) ne coincide pas avec l'intérieur

de :(A, Eo), mais posséde en moins le point B.

(1) La frontiére d’un ensemble ouvert ou fermé est toujours un ensemble frontiére.
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18. Les exemples précédents montrent que I'on peut effectivement
définir des espaces simples appartenant 2 une classe d’espaces relati-

Fig. 3.

vement restreinte (') dans lesquels sont en défaut 'une ou 'autre des
propriétés suivantes, propriétés quel’on serait assez tenté de regarder
comme évidentes.

F,. Toute sphére fermée coincide avec la fermeture de la sphére
ouverte correspondante.

F,. La frontiére de toute sphére ouverte coincide avec la périsphére
correspondante.

I,. Toute sphére ouverte coincide avec 'intérieur de la sphére
fermée correspondante.

I.. Lafrontiére de toute sphére fermée coincide avec la périsphére
correspondante.

P. Les périsphéres sont des ensembles frontiéres.

C,. Les sphéres sont des ensembles connexes.

(1) Ces espaces sont en effet des espaces dans lesquels tout ensemble borné et fermé
est compact et se rapprochent par cette propriété des espaces euclidiens. Nous dirons en
abrégé qu'ils sont compacts d distance finie.
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C,. Les complémentaires de sphéres sont des ensembles con-
nexes (').

D. Etant donnés une sphére S de rayon «, un point quelconque A
intérieur 2 S et un nombre quelconque 3 inférieur a «, il existe une
sphére de rayon 3 contenue dans S et contenant A (?).

Nous énoncerons encore les deux propriétés suivantes, vraies dans
un espace euclidien et en défaut dans les espaces que nous avons
formés :

R,. Toute sphére fermée est un ensemble régulier.
R,. Toute sphére ouverte est un ensemble régulier.

Nous verrons dans ce qui va suivre, que toutes ces propriétés sont
étroitement liées 4 deux hypothéses supplémentaires que nous appel-
lerons hypothéses de régularité de la distance et dont la premiére n’est
autre que ’hypothése de quasi-convexité de ma Note citée.

19. Les différentes propriétés que nous venons d’énoncer ne sont
pas indépendantes. Ainsi :

TntoreMe I. — Les propriétés F, (coincidence de la sphére fermée avec
la fermeture de la sphére ouverte) et ¥, (coincidence de la périsphére
avec la frontiére de la sphére ouverte) sont équivalentes.

DeyoNsTRATION. — s(a, «) étant un ensemble ouvert, ses points fron-
tiéres sont, comme on le voit aisément caractérisés, par les relations

(1) mnon e s(u, o),

(2) m & s'(a,2) (°);

de plus, ils appartiennent nécessairement 4 ¢(a, «). Pour que o(a, «)

(1) L’absence des propriétés I;, I, C, apparait dans une certaine mesure comme moins
choquante que celle des autres. Elle peut en effet se produire méme dans un espace
euclidien (E; par exemple) lorsque, au lieu de se borner a des sphéres ordinaires on
envisage des sphéres généralisées, par exemple si 'on considére une sphere généralisée
ayant pour « centre » la surface d’une sphére ordinaire.

(2) Dans un espace euclidien, cette propriété est vraie en prenant les mots contenu et
contenant dans leur sens strict; c’est dans ce sens que nous les prendrons ici.

(3) En désignant par s'(«, a) Vensemble dérivé de s(«, x).
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coincide avec la frontiére de s(a, «), il est donc nécessaire et suffisant

que tout point de 3(a, «) satisfasse 4 la relation (2), car il satisfait

déja a la relation (1). En d’autres termes il faut et il suffit que 'on ait
Glu, ) s'(a, o)

ou

s, 2):5‘(({. ay+ola, 2) s(a, o).

ce qui, étant donné la propriété 5 des spheéres, équivaut &

sCo, 2) =5, =). C.oQ. 1. D,

Puisque ces conditions sont équivalentes, nous dirons si elles sont
remplies, que I'espace posséde la propriété F.

Tutorive . — Les propriétés 1, (coincidence de la sphére ouverte
avec Uintérieur de la sphére fermée) et 1, (coincidence de la périsphére
avec la frontiére de la sphére [ermée) sont équivalentes.

Un point de la frontiére de s(a, z) est caractérisé par les deux rela-
tions

(3) m s s(u, ),

M m nonzint. s(a, 2).

car s(a, o) est fermé. De plus, un tel point appartient nécessairement
a2 a(a, ). Dire que 5(a, &) coincide avec la frontiére de s( «, o) équi-
vaut donc a dire que tous les points de s(a, o) satisfont a (4), carils
satisfont nécessairement i (3). La propriété I, équivaut donc 2 la sui-
vante :

(5) g (., 1).[int. S(a,a)]:u.

Comme 'on a

. s(a, 2)Cint.s(a, 5)(_—3<a,5),
1l vient

int.s(a, o) =s(a, o?).[int. s(a, ;ﬂ

=s(u, a).]int.s(a, 2)]+a(w, 2)[int.s(n, 2)],

ce qui montre que la relation (5) équivaut a

s{r, 2) =1int. s(u. 07) C.Q.F. D,



Comme plus haut, si ces conditions sont remplies, nous dirons que
I'espace posséde la propriété 1.
Tutorime III. — La propriété ¥ entraine R, .

Supposons que
g(a, a) =front. s(n, a);

tout point de 5 est alors limite de points de s(«, «), c’est-a-dire de
points intérieurs a s(a, « ). Tout point frontiére de s(a, «) appartient

a ¢. On voit donc que 'ensemble fermé s( a, ) ne posséde aucun point
frontiére extérieur. C’est un ensemble régulier.

La réciproque n’est pas vrate.
Tukorime IV. — La propriété 1 entraine R,.
Si I'on suppose

o(n, 2) =front. s (a, z).

tout point de 5 est limite de points du complémentaire de s(a, =),
C’est-a-dire de points extérieurs a s(a, «). Tout point frontiére de
s(a, o) appartient nécessairement a . Il ne peut donc étre point fron-
tiére extérieur. L’ensemble ouvert s(a, «) est donc régulier.

La réciproque n’est pas vrate.
La dualité définie dans le Chapitre précédent se poursuit ici et 'on
voit F et R, y correspondre respectivement a I et R,. Nous verrons

plus loin que C, y correspond aussi a C, (avec quelques restrictions il
est vrai).

CHAPITRE III.

LA QUASI-CONVEXITE.

I. — Différents types de convexité.

20. Une propriété importante des espaces euclidiens est la sui-
vante :

PropriTE A. — Deux sphéres ouvertes, dont la somme des rayons
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dépasse st peu que ce soit, la distance des centres, ont au moins un poin?
commun.

On peut encore I’énoncer ainsi :

A’. Quels que sotent o et o, st ab< a—+ ', il existe au moins un

point c tel que
we < o,

ch <o,

Sous cette forme, on peut la rapprocher de la condition de convexité
de Menger ().

M. Quels que sotent les deux points a et b, il existe un point ¢ (inter-
point) el que
e+ be=unab,

21. En général ces deux propriétés sont indépendantes, chacune
pouvant étre satisfaite sans que ’autre le soit. On trouvera dans ma
Note « Sur la notion de distance » I'exemple d’un espace dans la
métrique duquel intervient une sphére singuliére et qui posséde la
propriété M sans posséder la propriété A. J’ai repris cet exemple avec
plus de détails dans I’appendice du présent travail.

La liaison qui existe pourtant entre ces deux propriétés est donnée
par le théoréme suivant :

St l’espace est compact en sot, les propriétés A et M sont équivalentes (*).

1° A entraine M. — Soit le couple de points a, b avec ab = o, et soit
une infinité de nombres «, inférieurs & «. D’aprés A, il existe un
point m; commun aux deux sphéres s(a, ;) et s(b, « — o;+¢;), oU &;
est un nombre positif donné al’avance et tendant vers o lorsque 7 aug-
mente indéfiniment. L’espace étant supposé compact, ces points m;

(1) MENGER, Ueber allgemeine Metrik ( Math. Ann., 100, 1929, p. 76-163).

(2) M. N. Aronszajn a bien voulu me signaler qu'il a introduit dans sa Thése de Var-
sovie (1930), les notions de pleine-concexité (vollkonvexitit) et de presque-convexité
(fastkonvexitiit ). La premiére de ces nolions correspond al'existence pour tout couple de
points, d’au moins un interpoint situé & une distance donnée quelconque (inférieure a la
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ont au moins un point d’accumulation u. Soient r et 7' les distances de
ce point & a et & b; r+r est supérieur ou égal a «; en vertu de la
continuité de la distance r +r' ne peut surpasser a, puisque p. est
limite de points pour lesquels cette somme ne surpasse « que d’une
quantité variable et tendant vers o. Ainsi » + 7/ est égal & a et w est
un interpoint. Si méme on prend une suite «; ayant comme seule
valeur limite une valeur quelconque ¢, nécessairement inférieure 2 «,
on obtient un interpoint situé a la distance ¢ du point a (*).

2° M entraine A. — M. Menger a montré que I’hypothése de
convexité entrainait, dans le cas ol 'espace est compact, 'existence
d’interpoints partageant la distance ab dans un rapport quelconque (2).

Soit alors ab = « et
Oy Oy == ot + 2E;

le point ¢ qui partage ab dans le rapport 21_ * appartient a la fois aux

deux sphéres s(a, «,) ets(b, «,), ce qui prouve que la propriété A alieu.
Aucun des espaces étudiés au Chapitre précédent ne posséde ces

distance des deux points) de I'un quelconque de ces points. La deuxiéme est, sous une
forme un peu différente, entidrement équivalente & la propriété A. M. Aronszajn avait,
démontré P'équivalence de la convexité, de la pleine-convexité et de la presque-convexité
dans le cas o0 I'espace est compact. Sa thése n’ayant pas été imprimée, je conserve ici
en accord avee lui, ma démonstration rédigée avant que j’aie eu connaissance de ses tra-
Vaux.

Dans le méme ordre d’idées, on doit 3 M. Aronszajn le résultat suivant :

Dans un espuce complet, lu convexité entraine lu presque-convezité, mais ln réciproque
n’est pus vraie, comme le montre l’exemple suivant :

Soit 'espace formé des segments (ui joignent, dans un plan cartésien, les points A(1,0)
. I . PP .
el B(—1,0) aux points C, (o, ;) s le segment AB dtant exclu; on définira la distance

entre deux points de cet espace comme la lorne inférieure des longueurs euclidiennes
des chemins unissant ces deux points dans l'espace. Une telle métrique esl bien une
métrique de M. Fréchet. L’cspace ainsi défini est complet mais non compact; enfin il est
presque-convexe comme on le voil aisément. 11 n’est cependant pas convexe, puisqu’il
n’existe aucun interpoint entre A et B.

() Pleine-convexité.

(2) MENGER, loc. cit., p. 8o. Cette expression se comprend d’elle-méme; c’est une
autre facon d’énoncer la pleine-cony exité.

THESE E. BLANC. 4
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propriétés. D’ailleurs, comme ils sont tous compacts a distance finie,
s’ils possédaient I'une d’elles, ils posséderaient les autres.

II. — La quasi-convexité.

22. La propriété M exprime l'existence pour tout couple a, 6 d’'un
interpoint quz peutétre unique; la propriété A n’exprime que [’existence
de ce qu’on pourrait appeler desinterpoints approximatifs et 4 ce point
de vue est plus faible que M. Mais ici il y a de ces interpoints a toute
distance (inférieure a ab) de chacun des composants du couple.

On verrait trés aisément que cette propriété A est suffisante pour
entrainer la propriété F, (et par conséquent F) du Chapitre précédent,
mais elle n’est nullement nécessaire.

1l suffit en effet, comme nous allons le voir, d’assurer 'existence des
interpoints approximatifs au voistnage des points a et b. La nouvelle
propriété ainsi définie est évidemment plus faible que A : ¢’est elle que
nous appellerons la quasi-convexité (*).

23. Etant donnés deux points a et b distants de o, nous dirons que
I’espace est quasi convexe en b relativement 4 a }i, étant donné un
nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre un autre nombre
positif ¢ de telle facon que les sphéres ouvertes s(a, « —¢) et s(b, ¢)
alent au moins un point commun c, et ceci aussi petit que soit 8 (*).

L’application aux points a, b, ¢, de 'inégalité triangulaire montre
que ¢ est au plus égal & ¢. Lorsque a, b, ¢ sont donnés, les nombres ¢
ont une borne supérieure qui dépend de ces trois éléments et qui est

(1) Poir ma Note, Sur la notion de distance (C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 1546).
Etant donné le caractére de la restriction apportée A la propriété A javais cru devoir
nommer cetic propriét¢ « quasi-convexité locale »; j’ai reconnu que le caractére local de
cette définition n’était qu'apparent. La quasi-convexité est en effet une propriété de la
distance et des couples de point dont la distance est finie, et ce n’est pas lui attribuer un
caractére local que de faire intervenir dans sa définition les points voisins des éléments
qui constituent le couple.

(2) Il est & remarquer que, si 'on a pu faire correspondre comme il est dit un nombre ¢
a une valeur &, de 8, ce nombre ¢ correspond aussi a toute valeur de & supérieure a 8,; en
effet s( @, « — ¢) aura certainement des points communs avee s(, 3) si elle en a avec s(2, 3,),
puisque si & > 3, s(b, 8) contient s(2, 3;).
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au plus égale & 2. C’est cette borne que nous désignerons pare(e, a, b)
et que nous appellerons le module de quasi-convexité en b relativement
a@ a. Cette borne peut d’ailleurs étre atteinte ou non suivant le cas.
Ainsi les espaces presque convexes sont caractérisés par le fait que la
borne y est égale 4 ¢ mais n’est pas atteinte, tandis qu’elle est aussi
égale 4 ¢ mais se trouve atteinte dans les espaces pleinement convexes.

La condition de quasi-convexité peut étre interprétée de la maniére
suivante : supposons qu’elle soit réalisée et prenons une suite de
nombre ¢, tendant vers o. Il lui correspond une suite de points ¢, ayant 4
comme point limite, et dont les distances a4 a sont respectivement
inférieures 4 des nombres o — ¢, tendant vers « par valeurs inférieures.
Le point b peut donc étre considéré comme point limite de points
de s(a, «). Réciproquement si & est limite de points de s(a, a),
I'espace est évidemment quasi convexe en b relativement a a.

Si un espace est quasi convexe en un point & relativement a tous
ses autres points, nous dirons qu’il est quasi convexe au point b. Enfin
un espace quasi convexe en chacun de ses points sera dit quasi convexe.

Il est suffisamment clair d’aprés ce qui précéde que :

Il y a équivalence entre la notion d’espace quasi convexe et celle
d’espace possédant la propriété F, (§ 18).

En d’autres termes :

La quasi-convexité est la condition nécessaire et suffisante pour que :

1° Toute sphére ouverte ait pour fermeture la sphére Jermée correspon-
dante;
2° Toute sphére ouverte ait pour frontiére la périsphére correspondante.

24. Aucun des espaces étudiés au précédent Chapitre n’est quasi
convexe. Au contraire I’espace X, obtenu par le méme procédé de for-
mation en prenant comme surface-support la surface d’une spheére est
quasi convexe comme on peut le voir aisément. Il est d’ailleurs facile
d’imaginer un espace quasi convexe, formé lui aussi d’aprées le méme
procédé et homéomorphe a X,. On prendra par exemple comme
support la surface d’une lentille sphérique biconvexe, chacune des
faces étant moindre qu'une demi-sphére. La possibilité d’une telle
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homéomorphie prouve que la guasi-convexité n’est pas une propriété
topologique des espaces auxquels elle appartient.

25. La quasi-convexité est évidemment plus faible que la presque-
convexité et a fortior: que la pleine convexité de M. Aronszajn, mais pas
que la convexité de M. Menger comme on pourrait le croire d’aprés la
terminologie. On trouvera dans ma Note citée un exemple d’espace
convexe et non quasi convexe. On peuts’attendre a ce qu’un tel espace
ne soit pas compact car sinon la convexité entrainerait comme on I’a
vu la presque-convexité et par conséquent la quasi-convexité. (Voir
en appendice une étude plus détaillée de cet espace.)

26. Quasi-convexité uniforme. — Nous dirons qu’un espace (uasi
convexe l’est uniformément, si pour tout nombre ¢ donné et pour
I’ensemble des couples des points a, 6 distants de plus de o, les

N . s . ~N
nombres (3, a, b) ont une borne inférieure ¢(¢) non nulle. Cette
borne sera appelée : module de quasi-convexité de I’espace. 1l est clair
que I'on pourra l'utiliser comme module pour n’importe quel point

h
o)

relativement a n’'importe quel autre point distant de plus de s (*).

TatoriMe I. — Dans un espace compact en sot, la quasi-convexité, st
elle existe, ne peut étre qu’uniforme.

S’ n’en était pas ainsi, il existerait un nombre 3, et une double suite
de point a;, b, tels que I'on ait simultanément

N o3 [
t,b;>0 et e(0, a;, b)) << i

L’espace étant supposé compact, la suite des ¢; posséde au moinsun
point d’accumulation «, et la suite des b, au moins un point d’accumu-
lation & et nous pourrons, sans diminuer la généralité admettre que ce
sont les suites a, et b; elles-mémes qui tendent vers ces points.

La continuité de la distance entraine

b29.

L’espace étant quasi convexe, nous pouvons déterminer un point ¢

(1) Les espaces euclidiens et plus généralement les espaces qui satisfont & la con-
dition A sont uniformément guasi conveses avec pour module 8 Iui-méme.



— 99 —
tel que
be < (?9
2

(1) S
ac<ab—e<5, a, b).

Choisissons d’autre part ¢ assez grand pour que soient réalisées
simultanément les trois conditions suivantes :

(2) 0, ay by <7250 0) O,
3
(3) I)lb<2e<§,a, o)<2,
1 /9
(A) ala/<z‘€<;‘, a, b).

Il résulte de (1), (3), (4) et de I'inégalité triangulaire appliquée un
certain nombre de fois que

bc<<b,b+ be <0,
wo << a,a—+ uc <<ab —a<§, a, b>+alu

0
< wb,+ a,a—|—/),b—s<§, a, /)) +a,a

3 ,0 0 1 /0
< a,b,+ 56(2’ a, b>——e<~2,a, b>:alb,— Zl8<é’ a, b).

L’ensemble de ces deux inégalités est contradictoire avec (2) et le
théoréme se trouve démontré. Il résulte de la que

TueoriMe 1 bis. — Dans tout ensemble borné d’un espace compact
adistance finie, la quasi-convexité, si elle existe, ne peut étre qu’uni forme.

CHAPITRE IV.
LES DEUX CONDITIONS DE REGULARITE DE LA DISTANCE.

I. — Définitions.

27. A la définition par ¢ qui vient d’étre donnée de la quasi-
convexité, nous confronterons dans le présent Chapitre une définition

(1) On a vu que e(«, a, b)<o.
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dont le caracteére plus qualitatif permet des extensions nouvelles et
une étude plus aisée de certains problemes.

Soit @ un point fixe et # un point variable. Lorsque x décrit
I’espace &, la distance ax est une fonction de x définie et continue
pour toute position du point argument. Dire que l'espace est quasi
convexe en b relativement i a, c’est dire que dans tout voisinage de b
existent des points dont la distance a a est inférieure a ab, c’est dire
encore que la distance ax n’a pas au point / un minimdm au sens
large (').

Dire que I’espace est quasi convexe en a, c’est donc dire que ¢ ne
posséde aucun minimum large. Nous sommes ainsi conduits & la
définition suivante :

DeriNrion I — & est dit quasi convexe si, quel que soit le point a, la
distance ax ne posséde aucun minimum méme au sens large.

Il peut étre utile d’énoncer cette définition sous la forme négative
suivante :

DeriNition I'. — Pour qu’un espace ne soit pas quast convexe, il faut
et il suffit qu’il existe deux points a et b tels que ax ait un minimum
large au point b.

Ce qui précéde suggére immédiatement la détinition d’une propriété
moins restrictive que nous appellerons la quasi-convexité faible par
opposition a4 la quasi-convexité étudiée jusqu’ici qui prendra doréna-
vant le nom de quasi-convexité forte (*).

Dermnition 11. — Un espace sera dit farblement quast convexe st, quel
que sott le point a, la distance ax ne posséde aucun minimum étroit.

Ce qu’on peut encore énoncer :

Dermirion Il'. — Pour qu’un espace ne posséde pas la faible quasi-con-

(1) Je dirai qu'une fonction f(.r) posstde en z, un minimum au sens étroit si pour
tout point voisin de xy, on a f(&) > f(r,) et un minimum au sens large si pour tout
point voisin on a f(x)2f(.r,). 1l s’agit bien entendu de minimums relatifs autres que le
minimum o atteint au point a.

(?) Quasi-convexité tout court restant toujours synonyme de (uasi-convexité forte.
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vezité, il faut et il suffit quil existe deux points a et b tels que ax
ait un minimum étroit au point b.

Nous dirons encore d’un espace fortement (faiblement) quasi
convexe (ue ladistance y satisfait a la premiére condition forte ( faible)
de régularité.

Il est naturel enfin pour les espaces non bornés de définir de facon
semblable, mais en remplacant le mot de minimum par celui de
maximum, une deuxiéme condition (forte ou faible suivant qu’il s’agit
de maximum étroit ou de maximum large) de régularité de la distance.
Enfin un espace sera dit @ distance réguliére (ou fortement réguliére)
si les deux conditions fortes s’y trouvent satisfaites simultanément; il
sera a distance faiblement réguliére si les deux conditions faibles sont
remplies simultanément.

Les espaces euclidiens & un nombre quelconque de dimensions,
I'espace de Hilbert et plus généralement les espaces vectoriels, sont
des espaces a distance réguliére.

II. — La premiére condition de régularité.

28. Voici maintenant une série de théorémes relatifs a la quasi-
convexite.

Tueorine I. — Dans un espace fortement quasi convexe, la plus courte
distance d’un point a aux pointsd’un ensemble A ne contenant pas a, ne
peut étre atteinte qu’en des points de la frontiere de cet ensemble.

Soit, en effet, un point 4 intérieur a2 A, ce point peut étre entouré
d’un voisinage V formé de points de A; si la plus courte distance de a
aux points de 'ensemble y était atteinte, cela signifierait que la distance
de a aux points de V serait au moins égale & ab. Le point b serait alors
un minimum large de ax ce qui est contraire i I’hypothése.

29). Ce théoréeme préliminaire va nous permettre d’étudier les rap-
ports entre la quasi-convexité et la propriété C, du Chapitre sur les
spheéres :

TueoreME II. — Pour que toutes les sphéres de lespace soient connexes,
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i suffit que Uespace posséde la quasi-convexité forte, il faut qu'il
posséde la quasi-convexité faible.

Premiére partie. — Supposons donc qu’il existe un point a et un

nombre a tels que la sphére s(a, o) ne soit pas connexe. On pourra
donc la décomposer en deux ensembles fermés disjoints A et B. L’un
de ces ensembles, soit A, contient le point a.

En tout point x de B, on a axSa. Posons C=& -— A —B. En tout
point de C, on a ax > a. En vertu de la continuité de la distance, on
aura donc en tout point frontiére de B, az = a.

La distance de a aux points de B possede donc un minimum 3 au
plus égal & a.

Si B < &, ce minimum ne peut, d’aprés ce qui précéde, étre atteint
qu’en un point intérieur de B et ceci est incompatible nous I’avons vu
avec la-quasi-convexité forte.

Si B=a, c’est que, pour tout point de B, on a ax = «; comme au
voisinage d’un point de B ne se trouvent que des points de B ou de C,
pour lesquels ax2a, tout point de B serait alors un minimum large
pour az.

L’existence d’une sphére fermée non connexe est donc incompa-
tible avec celle. de la quasi-convexité forte. Prenons maintenant une
sphere ouverte; sa fermeture est une sphére fermée (la quasi-conve-
xité forte est, rappelons-le, la quasi-convexité du Chapitre précédent),
donc un ensemble connexe (et méme un continu). La sphére ouverte
considérée est donc aussi un ensemble connexe. La quasi-convexité
forte entraine donc bien la connexité de toutes les spheéres.

Go Q. k. D,

Deuxiéme partie. — Supposons qu’il n’y ait pas quasi-convexité
faible. Il existe donc deux points a et b tels que ax ait un minimum
étroit o lorsque z est en b. 1l existe donc un nombre non nul {3 tel que

bu< B, xFb

entrainent
wr > ca.

La distance entre 6 et le premier ¢lément d’une chaine donttous les
points appartiendraient i s(a, ) est donc au moins égale 2 3. On voit



que cette spheére a un défaut d’enchainement d’amplitude au moins
égale a {3 entre b et un quelconque de ses points. Comme en dehors
de b, elle contient au moins le point a, on voit qu’elle n’est pas
connexe. C. Q. F. b.

30. Il semble méme que si I’on augmente assez peu le rayon d’une
telle sphére, on pourra obtenir encore une sphére non connexe
composée de deux morceaux dont 'un contient a etI'autre 6. C’est en
effet ce qui arrive a condition que l'espace soit compact a distance finie
et nous allons le montrer; cela nous conduira d’ailleurs & un résultat
important relatif & la propriété D (§ 18). Si I'espace n’est pas compact,
il peut ne pas en étre ainsi : on en trouvera un exemple dans I'ap-
pendice.

DimMonsTrATION. — Nous montrerons que, sous cette hypothése
supplémentaire, on peut choisir ¢ assez petit pour que, ce choix fait,
ilsoit possible de déterminer un autre nombre v tel que la « couronne »

YE:s(b: ;_E\ —s(b, €)

ne contienne aucun point de la sphére s(a, « + 7).

S’il en était autrement, on pourrait, quel que soit, ¢ déterminer une
suite de nombres 7, tendant vers o, telle que v, contienne au moins un
point x; de s(a, @+ v;). Nous avons supposé l’espace compact 2
distance finie. Il existerait donc au moins un point d’accumulation z,
pour cette suite qui est évidemment bornée. Ce point appartiendrait
d’ailleurs a vy, qui est un ensemble fermé (différence d’un ensemble
fermé et d’un ensemble ouvert). La distance ax, serait au plus égale
aa puisque ax; < o+ 7,. Ceci ayant lieu, nous I'avons dit, pour toute
valeur de ¢, il en résulterait que dans toute sphere suffisamment
petite de centre b se trouverait au moins un point dont la distance & «
serait au plus égale 4 «. Alors, contrairement a I’hypothése, il n’y
aurait pas au point 6 minimum étroit de la distance.

Soit donc choisi le nombre = (que I'on pourra toujours supposer

« p. e .o s 1
inférieur a E) et le nombre v correspondant. Considérons alors la

sphére s(a, @ +v). Elle contient évidemment a et b et ne contient
aucun point de y.. D’autre part a est extérieur a s(b, 2¢) et b est

THESE E. BLANC. 5
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intérieur a s(b, ¢). La distance d’un point quelconque z de s(d, ) a
un point quelconque y extérieur a s(b, 2¢) est au moins égale a <

puisque I'on a
xy2yb—2b >0 —e=

™

Il en résulte que a et b ne peuvent étre joints par une chaine de
points distants de moins de ¢ sans que cette chaine ne comporte au
moins un point de y. c’est-a-dire au moins un point étranger
a s(a, « +7). Cette sphéere n’est donc pas connexe puisqu’elle
présente un défaut d’enchainement d’amplitude au moins égale a «.

C. Q. F. D.

Remarquons que tout cerclede rayon 2¢ qui contient b contient aussi
des points de v., c’est-a-dire, s’il n’y a pas quasi-convexité faible, des
points étrangers 4 s(a, « + v); 2¢ étant inférieur & « + v, il en résulte
que I’espace ne jouit pas de la propriété D (§ 18) (*). Ainsi :

Tatorime III. — Pour qu'un espace compact a distance finie posséde
la propriété D, il faut qu'il soit faiblement quasi convexe.

34. 11 serait intéressant d’avoir une condition suffisante pour que
la propriété D soit satisfaite. Contrairement a ce que I'on pourrait
attendre, la quasi-convexité forte ne parait étre suffisante que sous
réserve d’une uniformité d’un caractére particulier qui n’est pas celui
du Chapitre précédent. La presque convexité est suffisante, mais ce
n’est certainement pas la condition suffisante la plus large.

32. Je démontrerai enfin les théorémes suivants :

Tutorkme IV. — Pour que toute sphére fermée soit un ensemble régu-
lier, il faut que l'espace posséde la quasi-convexrté faible, il suffit qu'il
posséde la quasi-convexité forte (*).

(1) Je rappelle que cette propriété est la suivante :

Dans une sphére donnée de rayon R, on peut toujours placer une sphére de rayon
donné inférieur & R, de maniére a ce qu’elle contienne un point intérieur donné quelconque
de la premiére sphére. (’est une des propriétés les plus intuitives des espaces eucli-
diens.

(2) De la comparaison des théorémes II et IV, il ne faudrait pas conclure qu'il v a
équivalence entre le fait que les sphéres sont connexes et celui que les sphéres fermées
sont réguliéres.
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1° §’il n’y a pas quasi-convexité faible, il existe deux points a et &
tels que ax passe en & par un minimum strict ab =«. Alors & n’est.
pas point limite de points de s(a, «). D’autre part, b est point frontiére
de s(a, @), puisque b appartient 4 cette sphére et que tous les points
voisins de 6 appartiennent & son complémentaire. On voit que & est
un point frontiére extérieur de s(a, ) qui n’est donc pas un ensemble
régulier.

2° Supposons que s(a, a) admette b comme point frontiére exté-
rieur. Le point b est donc limite de points de & — s(a, ) mais pas de
points de s(a, «)[ puisque cette derniére sphére appartient 4 I'intérieur
de s(a, )|. Il n’existe donc au voisinage de b que des points dont la
distance a a est au moins égale a «, en sorte que & étant un minimum
large, il n’y a pas quasi-convexité forte.

III. — La deuxiéme condition de régularité.

33. Nous démontrerons tout d’abord le théoréme suivant :

TutoriME V. — La deuxiéme condition forte de régularité entraine la
propriété 1.

Bornons-nous a démontrer qu’elle entraine la propriété I, c’est-a-
dire que toute sphére fermée a pour frontiére la périsphére correspon-
dante. 1l suffit pour cela de voir que tout point de cette périsphére est
point {rontiére; soit donc m un point de o(a, o). En vertu de 'hypo-
these faite, ce point est limite de points pour lesquels ax est supérieur
A a, c’est-a-dire de points du complémentaire de s(a, «). D’autre part
m appartient & s(a, @); ceci démontre notre affirmation (').

On pourrait dire aussi que les périsphéres coincident avec les
frontiéres de complémentaires de spheres fermées (que nous appel-
lerons dorénavant les complémentaires ouverts). Sous ce rapport la
deuxiéme condition de régularité entraine pour les complémentaires
ouverts les mémes conséquences que la premiére pour les sphéres
ouvertes. On voit apparaitre entre les deux conditions une dualité qui

(1) On pourrqit comme au Chapitre préeédent démontrer une réeciproque en faisant
intervenir des hypothéses complémentaires de continuité.
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prolonge celle dontil a é6té question au Chapitre surles frontiéres et qui
vasepoursuivredans d’autres théorémes. Des difficultés cependantvont
se présenter du fait que, si les sphéres sont des ensembles bornés, il
n’en est pas de méme en général des complémentaires et ceci
restreindra l'intérét de la deuxiéme condition de régularité. Cet
intérét est d’ailleurs encore diminué par le fait que, si 'on suppose
I'espace borné, la deuxiéme condition forte n’est pas satisfaite, puisque

la distance d’un point fixe & un point variable a certainement un
maximum absolu.

34. A chaque théoréme sur la premiére condition de régularité
correspond un théoréme relatif & la deuxiéme. Au théoréme I corres-

pond le théoréme suivant qui se démontre exactement de la méme
facon :

Tatorime VI. — Si la deuxiéme condition forte est satisfaite, la plus

grande distance d’un point @ un ensemble borné est atteinte sur la fron-
tiére de ensemble.

Comme corrélatif du théoréme II nous aurons le suivant (mais il
nécessite une hypothése supplémentaire).

TukoriMe VII. — St l’on suppose que le complémentaire d’un ensemble
borné contienne au plus un composant non borné ("), pour que la condr-
tion C, soit satisfaite, il faut que Uespace satisfasse a la deuxiéme
condition faible, il suffit qu’il satisfasse a la deuxiéme condition forte.

Rappelons que la condition C, exprime la connexité des complé-
mentaires de sphéres.

Premiére partie. — Supposons qu'il existe un point @ et un
nombre o tel que 'ensemble & — s(a, ) ne soit pas connexe. On
pourra donc décomposer cet ensemble (fermé) en deux ensembles
fermés disjoints M et N. D’aprés I’hypothése supplémentaire que nous
avons faite, 'un de ces deux ensembles, M par exemple, est borné.

(1) Cette hypothése est satisfaite par exemple dans tous les espaces euelidiens, sauf
Pespace & une dimension.
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La distance de @ aux points de 'ensemble a donc un maximum atteint
(puisque M est fermé) en un point & de ’ensemble et ce maximum
est au moins égal a «. Ce point devant étre un point frontiére, d’apres
le théoréme VI, le maximum sera égal 4 «, ce qui entraine que la
distance de a a un point quelconque de M est égale a4 «. Un point
quelconque de M fournit donc un maximum large de la distance,
puisque les seuls points pour lesquels cette distance soit supérieure
a « sont les points de N et que ces points ne peuvent s’accumuler au
voisinage d’un point de M. L’espace ne posséde donc pas la quasi-
convexité forte. Celle-ci suffit donc bien a entrainer la connexité de
tous les complémentaires de spheres ouvertes et par suite celle de
tous les complémentaires de sphéres fermées. La fermeture d’un
complémentaire de sphére fermée est en effet un complémentaire de
sphere ouverte d’apres le théoréeme V.

Deuzxiéme partie. -— La démonstration est exactement analogue a la
démonstration correspondante dans le théoréme II. Si 'on suppose
I'espace compact a distance finie, on pourra méme démontrer exacte-
ment comme plus haut la possibilité (s’il n’y a pas la deuxiéeme
condition faible) de choisir ¢ puis v de telle facon que la
sphére s(a, « — ) contienne entiérement la couronne y.. Or b est
dans le complémentaire de cette sphére, et il résulte de ce qui précede
que le composant de ce complémentaire qui contient b est intérieur
a s(b,e). Si donc I'espace est non borné le complémentaire est
nécessairement non connexe. Si I’on suppose I’espace borné il peut se
faire que le complémentaire soit constitué par ce seul composant

auquel cas s(a, o) recouvre tout l'espace.
Le corrélatif du théoréme III présente un intérét assez faible. Il se
démontre comme le théoréme Il et s’énonce :

TueoriMe VIII. — Pour qu’'un espace compact posséde la propriété V',
U faut qu'il satisfasse & la deuxiéme condition faible.

La propriété D' consiste en ce que m étant un point quelconque du
complémentaire d'une sphere S, il existe une sphére contenant m, ne
contenant aucun point de S et ayant pour rayon un nombre donné
quelconque.
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Voici enfin le corrélatif du théoreme IV :

Tueorime IX. — Pour que tout complémentaire fermé ou, ce qui
revient au méme, pour que toute sphére ouverte soit un ensemble régulier,
Ul faut que Uespace satisfasse a la deuxiéme condition faible, il suffit
qu'il satisfasse a la deuxiéme condition forte.

1° Sila deuxiéme condition faible n’est pas satisfaite, il existe deux
points a et b tels que ax passe en 6 par un maximum strict o. Alors b
n’est pas point limite de points du complémentaire de s(a, «). D’autre
part & est point frontiére de ce complémentaire, puisqu’il en fait
partie. C’est donc un point frontiére extérieur de ce complémentaire
qui par conséquent n’est pas régulier.

2° Sis(a, o) admet un point &6 comme point frontiére intérieur cela
signifie que :

a. ab=u;

b. Un point xvoisin de b ne peut appartenir a I'extérieur de s(a, )
et appartient donc a sa fermeture; on a par conséquent ax<a.llya
donc en b un maximum large de ax. C. Q. F. D.

35. Pour terminer, nous énoncerons le théoréme suivant qui
résulte immédiatement de ce qui précéde :

TueoriMe X. — Dans un espace a distance fortement réguliére les
propriétés ¥, 1, G, D sont remplies, les sphéres fermées ou ouvertes sont
des ensembles réguliers, enfin, sous la restriction énoncée plus haut, la
propriété C, est remplie.

St les propriétés ¥ et 1, ou C, et C, sont remplies, ou st toutes les sphéres
sont des ensembles réguliers, c’est que Uespace est a distance faiblement
réguliére.

CHAPITRE V.
LES SPHERES GENERALISEES.

I. — Distance d’un point & un ensemble.

36. C’est, par définition, la borne inférieure des distances de ce
point a tous les points de I’ensemble. Je désignerai par d(E, a)
ou d(a, E), la distance du point @ a I'’ensemble E.
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Cette distance est nulle lorsque a appartient 3 E et seulement dans
ce cas. Lorsque I’ensemble reste fixe, la distance est fonction continue
de la position du point. Cela résulte sans autre hypothése de I'inéga-
lité triangulaire, 4 laquelle satisfait la distance (')

Si d(E, a) = «, 1l existe dans E, d’apres la définition précédente,
une suite de points m,, my, ..., m, ... tels que la distance am,
tende vers «. Cette suite admet lorsque I'espace est compact, au moins
un point d’accumulation m, qui n’appartient obligatoirement 4 E que
si cet ensemble est fermé. On a évidemment

am —o.

II. — Sphéres généralisées.

37. Etant donnés un nombre positif « et un ensemble borné quel-
conque E, nous considérerons les ensembles suivants :

1° E,ou s(E, a) : Sphére généralisée ouverte de centre E et de rayon o..
— C’est I'ensemble des points dont la distance a E est inférieure a «.
Les sphéres ouvertes ordinaires peuvent étre considérées comme des
sphéres généralisées dont ’ensemble centre se réduit & un point. Pour
simplifier, tout en marquant la différence entre les spheéres étudiées
jusqu’ici et les sphéres généralisées, nous réserverons a ces dernieres
le nom de « sphéroides » dans ce qui suit.

Enfin nous appellerons opération sphérique ouverte de rayon o,
l'opération qui fait passer d’un ensemble E & I’ensemble E, et cons-
truction sphérique ouverte toute construction permettant d’effectuer ce
passage.

2° B, ou s(E, o) : Sphére généralisée fermée ou sphéroide [ermé de
centre B et de rayon o.. — C’est ’ensemble des points dont la distance
a E est au plus égale & «. Nous appellerons opération sphérique fermée
de rayon a«, l'opération qui fait passer de E a E;.

3° La réunion des sphéres ordinaires ouvertes de rayon « centrées sur
les points de E. Il est inutile d’employer une notation spéciale pour

(1) Pour par exemple Hausporry, A[engenle/zre p- 111,
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cet ensemble car il coincide toujours avec E,. Cette remarque fournit
une construction sphérique ouverte ().

4° E, : Réunion des sphéres fermées de rayon =z, centrées sur les
points de E. Cet ensemble en général ne coincide pas avec la sphére
fermée E,. Il n’existe pas une construction sphérique fermée ana-
logue a la construction C.-M.

1l résulte immédiatement des définitions que

o C B < Eg

et que si 3> a, pour un ensemble donné E, les trois ensembles que
I'on vient de définir avec un rayon « sont contenus dans chacun des
trois ensembles analogues de rayon (3.

E.C B, C Bz C FgC Eg < E3.

RemarQuE. — 1l est impossible qu’un ensemble F tel que
E,CFCE;

soit un sphéroide de centre E. Son rayon devrait étre différent de
a, ce qui serait absurde d’aprés la remarque précédente.

Enfin nous avons supposé et nous supposerons essentiellement dans
tout ce qui suit que les centres des sphéroides que nous étudions
sont des ensembles bornés, en sorte que tout sphéroide de rayon fini
est lut-méme un ensemble borné.

38. Cas particuliers. — La définition précédente des sphéres fer-
mées conserve un sens méme lorsque o« est nul; c’est ’ensemble des
points dont la distance 4 E est nulle, c’est-a-dire la fermeture de E.
On conviendra donc de la notation suivante :

i;=T.

Comme il n’existe aucun point dont la distance a E soit négative, il

(') Cest ce que M. G. Bouligand appelle la construction C.-M. (Cantor-Minkowski).
Les ensembles C.-M. de Pespace euclidien ont été étudiés d’une maniére trés approfondie
par M. Bouligand et ses éléves. Poir notamment : G. BouLiGAND, Géométrie infinitésimule
directe (G. I. D.) Vuibert, 1932; G. Durano, Sur une généralisation des surfaces convexes
(Thése, Paris, 1931); L. CaamMarD ( Thése, Poitiers, 1933).



faudra convenir que
E(,: 0.

Que l'espace soit borné ou non, il sera naturel d’appeler sphére de
rayon infini 'espace lui-méme, cette sphére étant considérée a la fois
comme ouverte et fermée

E.=lz=g&,
quel que soit E.
Enfin, toujours en restant dans dans le cadre de la définition géné-

rale, on posera si & est borné,
=8y =Ly =XL.

39. Les spheéres généralisées jouissent des propriétés suivantes :
a. E, est un ensemble ouvert; E; un ensemble fermé.

b. SCIECF, on a E,CF, et E; F5.

c. B,CE;.

d. 1. A tout point de E, correspond au moins un point de E qui en
est distant de moins de «;
2. A tout point de E; et a tout nombre positif ¢ correspond au
moins un point de E qui en est distant de moins de o +«.

e. On ne change pas un sphéroide fermé ou ouvert en remplacant
son centre par un ensemble de méme fermeture

Ea:<E)a, Ea:(E)g.

On peut donc toujours, sans diminuer la généralité, supposer que le
centre E est un ensemble ferme.

Les propriétés b, d,, résultent immédiatement des définitions. Les
propriétés a, ¢, d,, e sont classiques (').

Lorsque l'espace est compact a distance finie, la propriété d,
devient :

d,. A tout point de E; correspond au moins un point de E qui en
est distant de « au plus.

(1) Voir par exemple : Kuratowsk1, Topologie [, Varsovie 1934, p. 34.

THESE B. BLANC. ¢
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Autrement dit, on a dans ce cas

Ez=E,.

40. Soit Eunensemble fermé. Considérons la famille des sphéroides
ouverts ou fermés ayant E pour centre. Il est clair que tout point de E
appartient a chacun des ensembles de cette famille. Je dis que réci-
proquement tout point appartenant 2 chacun des ensembles de la
famille, appartient 2 E.

Soit en effet un point m appartenant & tous les ensembles de cette
famille. Donnons-nous une suite «,, ®;, ..., %, ... de nombres
positifs tendant vers zéro. Le point m appartient & E, quel que soit n;
on pourra donc trouver dans E une suite

M, M, ..., M,

de points tels que
M,m <ay;

ceci prouve que les M, ont m pour point limite et, puisque E est
fermeé, que m appartient & E.

Nous avons raisonné avec des sphéres ouvertes, mais il est évident
d’apreés la fin du paragraphe 37, qu’il y a identité entre ’ensemble des
points communs 4 toutes les spheres ouvertes centrées sur E et
I’ensemble des points communs a toutes les sphéres fermées centrées
sur E.

Le résultat trouvé peut s’énoncer de la maniére suivante :

Tout ensemble fermé coincide avec 'intersection de toutes les sphéres
que admettent cet ensemble pour centre.

Il est remarquable que la seule hypothése faite sur ['espace est qu’il
soit métrique.

11. L’exemple des sphéres ordinaires nous a montré que la ferme-
ture d’'une sphére ouverte ne coincide pas toujours avec la sphére
fermée de méme centre et de méme rayon et nous fait prévoir I'impor-
tance de la quasi-convexité dans cette question. C’est ce que confirme
le théoréme suivant :

THEOREME FONDAMENTAL. — 1° Dans un espace ltnzformélnfnl gll(l-ﬂ.



— 43 —

convexe (), on a toujours, st . > 0,
E;=E,.

2" St cette égalité est vérifiée pour tout ensemble B, et tout nombre
postiLf a, on peut affirmer que Uespace est quasi convexe (*).

DemonstraTiON. — 1° D’aprés la propriété c, il suffira de démontrer

que ’on a toujours
15z C E,.

Soit p un point quelconque de E;, démontrons qu’il appartient a E,.
Soit 3(5) le module de quasi-convexité uniforme, et donnons-nous une
suite de nombres ¢; tendant vers zéro. Posons e(¢;) =¢;. A chaque ¢;
faisons correspondre un nombre positif ¢; tel que ¢, —a <<<¢, <z, ce
qui n’est d’ailleurs possible que si o =% o. Il existe dans E un point m,
tel que

mp < o+ &
En vertu de la quasi-convexité, il existe un point p; tel que

pp.<<0,
mip<<o—+g— < o

La derniére inégalité montre que p; appartient & E,, la premiére
que la suite des points p; tend vers p. Ceci prouve donc bien que p
appartient 3 B, (®).

2° Donnons-nous deux points quelconques m et p de I'espace et
soit a leur distance. Prenons comme ensemble E I'ensemble (m)
formé du seul point m. On devra avotir

(m)z=(m),

et p qui appartient a (m); devra étre point limite de points de (m),.

L’espace sera donc quasi convexe en p relativement a m. Comme p
et m ont été pris quelconques, on voit que ’espace satisfait bien a la
condition de quasi-convexité.

(1) Il s’agit de nouveau ici et dans tout ce qui va suivre de la quasi-convexité forte ou
(uasi-convexité proprement dite telle quelle a été définie au Chapitre III.

(2) II va de soi que lorsque E et Eg sont confondus, ils coincident avec Ew -
(3) Paur rectification & la fin de ’appendice.
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42. Sil'on avait supposé ’espace compact en soi, il aurait suffi de
supposer la quasi-convexité pour entrainer la quasi-convexité uni-
forme, ainsi :

Dans un espace compact en soi, la quasi-convexité est la condition
nécessaire et suffisante pour que lu fermeture d’une sphére généralisée
ouverte sott confondue avec la sphére généralisée fermée de méme centre
et de méme rayon (*).

l.e théoréme reste valable dans un ensemble compact & distance
finie, puisque les sphéroides dont il s’agit sont des ensembles bornés.

III. — Sphéres généralisées d’ordre supérieur.

43. Sur un sphéroide ouvert ou fermé de centre E et de rayon «,
faisons une opération sphérique ouverte ou fermée de rayon 3. Con-
trairement & ce qui se passe dans l'espace euclidien, le résultat ne
sera pas en général un nouveau sphéroide ayant le méme centre E.
Nous appellerons le nouvel ensemble obtenu : sphéroide d’ordre 2 avec
le centre E ct les rayons « et 3. Il y a en général quatre sphéroides
d’ordre 2 ayant un centre et des rayons donnés. Nous les désignerons
respectivement par E, s, E5 g, B, 3, E; 3, la notation se comprenant
d’elle-méme (*).

Nous appellerons sphéroide d’ordre 3 I’ensemble obtenu en faisant
une opération sphérique sur un sphéroide d’ordre 2 et plus généra-
ment sphéroide d’ordre p, 'ensemble obtenu en faisant une opération
sphérique sur un sphéroide d’ordre p — 1 (*). La notation sera ana-
logue a celle des sphéroides d’ordre 2, le 7**™ indice représentant la
*me opération et étant ou non surligné suivant que cette opération est
fermée ou ouverte.

(1) On peut le démontrer directement en se servant de la propriété ¢,, ce qui facilite
(uelque peu les raisonnements de la premicre partie.

(%) Uordre dans lequel on prend les deux rayons n’est bicn entendu pas indifférent.
les sphéres de rayons « et B ne coincident pas en général avec les sphéres de rayons
et «. Les opérations sphériques ne sont pas en général permutables. Un exemple est
donné dans ’appendice.

(*) Les sphéroides d’ordre 1 seront les sphéres généralisées ordinaires.
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44. 11 est clair qu’étant donné un ensemble E et une suite de
p nombres positifs o,, «,, ay, @, . .., «, pris dans un ordre déterminé, il
existe en général 2¢ sphéroides d’ordre p admettant cet ensemble
pour centre et ces nombres pour rayons. Ces 2” sphéroides se
réduisent pourtant 4 deux dont I'un coincide avec la fermeture de
Pautre dans un cas tres général (comprenant celui des espaces eucli-
diens) comme le montre le théoréme suivant :

Tatorime HI. — Si Uespace est quast convexe uniformément, tous les
sphéroides d’ordre p, ayant le méme centre et les mémes rayons se
réduisent & deux d’entre eux, et l'un des deux .est la fermeture de
"Dautre.

Si en effet cette condition est réalisée, il résulte immédiatement
de la propriété ¢ et du théoréeme fondamental que I'on peut, dans le
symbole qui représente le sphéroide, supprimer tous les signes de
fermeture figurant sur les indices autres que le dernier (ou au con-
traire en ajouter de nouveaux) sans changer le résultat final. Toutes
les sphéres se réduisent aux deux suivantes :

- A
f — .
h“n“n'--;ap et Lu,.u!,...,a,,,

il est clair, d’aprés le théoréeme fondamental que la seconde se confond
avec la fermeture de la premiére.

Tucorime 11 bis. — Si les sphéroides d’ordre p ayant un centre et des
rayons donnés se réduisent a deux d’entre eux, I’un étant la fermeture
de lautre, lespace est quasi convexe.

Si, en effet, ’hypothése est réalisée quel que soit p, elle I'est
pour p =1, c’est-a-dire pour les spheroides a un seul rayon ce (ui
d’aprés la deuxiéme partie du théoréme fondamental entraine la
quasi-convexité.

4b. Dans le cas ou lespace est compact a distance finie on peut
réunir ces deux théorémes en un seul :

La condition nécessaire et suffisante pour quil n’y ait que deux
sphéroides d’ordre p distincts, l'un étant la fermeture de Uautre, est que
l’espace soit quasi convexe.
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Lorsque la circonstance énoncée dans les théorémes ci-dessus se
trouve réalisée, cela aura un sens de parler de sphéroide ouvert et de
sphéroide fermé d’ordre p et 'on voit que le théoréme fondamental
leur reste applicable. Il n’en résulte pas que ces sphéroides d’ordre p
se réduisent toujours, comme dans ’espace euclidien, a des sphéroides
de méme centre et d’ordre 1. Ceci exige comme on va le voir I'inter-
vention d’une propriété plus forte que la quasi-convexité.

46. Il suffira évidemment de se borner au cas des sphéroides
d’ordre 2, étant donnce la définition de proche en proche donnée pour
les sphéroides d’ordre supérieur.

TaeorkmE 1V. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’on
ait, quels que soient B, o, 3,
(1) Eg s=Ez 3= Ea.3,
(2) Eo, 3= s 3=Es3,

est que U'espace satisfasse a la condition A.

On sait déja (prop. b, c, ) que

E.g<l Eg s et que E,3<C Ex 3.

Montrons que I’on a toujours

(3) Bz 3T Euip et Ey3C Eam.

Soit p un point de E,; il existe par définition, dans E; un point ¢,
tel que
Py =B.<p.

Donnons-nous une suite de nombres y; tendant vers zéro; il existe
dans E une suite de points m; tels que

mig <<%+ i,
alors
mip <o+ By -+ Yo

ce qui prouve que la distance de p & E est au plus égale 2 o + 3,,
¢’est-a-dire que p appartient a B, 4.
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On démontrera de maniére tout i fait semblable que tout point
de E; 3 appartient & E;.
Nous allons maintenant montrer que, si I'espace satisfait & la

condition A, on a
E. BP_ E:x-t-ﬁy

ce qui, joint aux inégalités précédemment démontrées, entrainera
les égalités (1). Prenons en effet dans ce cas, un point p de E, g} il
existe dans E un point m tel que
mp=o,< a -+ B.
Posons
o< 20 << o+ B — a,.

En vertu de la condition A, les sphéres s(m, o« — ) et s(p, 8 — ) ont
au moins un point commun ¢. Ce point appartient évidemment a E,,
et p appartient a s(q, §), c’est-a-dire 4 E, s.

Soit encore, en supposant toujours la condition A réalisée, p un
point de Ez 5 et soite, une suite de nombres positifs tendant vers zéro;
il existe dans E une suite de points m, tels que

mp <o+ P+

En vertu de la condition A, sil’on se donne une autre suite évanes-
cente ¢, on trouvera au moins un point ¢, commun a s(m,a) et
s(p, B+ ¢ + ¢). Alors ¢,appartient & E,, d’ou il résulte que p appar-
tient 4 E, 3, ce qui joint & (3) entraine (2).

ReciproQues. — Supposons maintenant que I'on ait toujours les
égalités (r). Considérons deux points quelconques a et & distants
de v, et soient « et 3 deux nombres positifs quelconques inférieurs ay
ettels quex—+ 3> v. En prenant comme ensemble E ’ensemble (a)
formé du seul point a, le point b appartient & E,,q; il appartient donc
a E, 5 en vertu de I’hypothése. Il existe donc un point ¢ tel que

ac < a,
rh < B,
et ceci a lieu si petite que soit la différence « + 3 —y. Cela revient

exactement 4 la condition A.
Supposons enfin que les inégalités (2) soient vérifiées pour tout
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ensemble et considérons encore deux points quelconques a et b
distants de y. Soit « un nombre positifinférieur d y et posons § =y —a.
Prenons encore comme ensemble E I'ensemble formé du seul point a.
Le point b appartient 2 E;;5 et par conséquent, d’aprés 'hypothése
a E;3. Il existe donc, quel que soit ¢, un point ¢ de E; pour lequel

cb<ﬁ+§,

< . . . € / €
c’est-a-dire un point commun aux sphéres s<a, o+ ;) et s(b, B+ 5);
la condition A est donc réalisée, puisque les points-a et b sont quel-
conques ainsi que les nombres « et . C.Q.F.D.

CHAPITRE VI.

LES ENSEMBLES LIMITES D'UNE SUITE D ENSEMBLES.

I. — Distance de deux ensembles.

47. Etant donnés deux ensembles quelconques A et B, nous dirons

qu'un nombre positif « satisfait & la condition D relativement a ces
deux ensembles, si ’on a simultanément

A < Bz,
B CAs.
La borne inférieure des nombres qui satisfont a la condition D est

appelée distance des deux ensembles. Nous la désignerons par la notation

(A, B) ou (B,A).

Jai démontré (") que la condition D est satis faite par le nombre (A, B)
lut-méme, en sorte que la relation

«>(A, B)

est équivalente au systéme d’inclusion (D).

(Y) Sur la distance de deux ensembles (C. R. Acad. Sc., L. 202, 1936, p. 1556). —
Jai démontré dans cette Note que cette définition bien que différente dans sa forme de
celle de M. Haussdorff conduit au méme résultat, ainsi d’ailleurs que celle, différente des
deux premiéres, de M. Vasilesco.
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Reyaroue 1. — 8i AU B, la premiére des inclusions D est évidem-
ment satisfaite, quel que soit «, en sorte que la condition D se réduit a

la seule inclusion
B C A;.

En particulier, E étant un ensemble quelconque, on a
(E, Ez )= (E. E;) = a.
Remaroue II. — SiACB(C G, ona

(A, By << (A, Gy,
(B, C) < (A, G).

Remaroue I1I. — Etant donnés deux ensembles A et B, si, quel que
soit le point a de A, il existe un point de B tel que ab<« et si, quel
que soit b, il existe a avec la méme condition, on a

(A, B)go.

48. La distance ainsi définie posséde les propriétés suivantes (') :

(a) (A, By=(B, A) symélrie;

(b)) (A, BY+ (B, C)2(A, O), inégalité triangulaire;
(¢) (A, A)=o;

(d) A=B entraine (A, B)=o;

(e) (A,B)=o entraine (A, C)y= (B, C).

Ces deux derniéres propriétés conduisent a considérer comme
identiques relativement a cette métrique deux ensembles ayant la
méme fermeture; lorsque ce sera utile, on pourra donc sans diminuer
la généralité supposer qu’il ne s’agit que d’ensembles fermés en
substituant au besoin leurs fermetures & ceux qui ne le seraient pas.

II. — Ensembles limites d'une suite d'ensembles.

49. Soit {E,} une suite infinie d’ensembles dont les éléments
appartiennent a un espace quelconque &.

(1) Haussvorrr, Mengenlehie, p. 146.

THESE E. BLAMNC. 7
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~ Les wnsembles limites attachés a cette suite sont de trois espéces
Hiiw p. Je rappellerai en premier lieu la définition des limites de
Bore

Lipurtes bE Borer. — Ce sont :

1° L’ensemble limite restreint : ensemble des points appartenant a
tous les ensembles de la suite sauf au plus un nombre fini;

2° L’ensemble limite complet : ensemble des points appartenant a
une infinité d’ensembles de la suite;

3° L’ensemble limite proprement dit qui n’existe que si les deux
précédents coincident et coincide alors avec eux. Nous dirons, lorsqu’il
en est ainsi, que la suite converge au sens de M. Borel. Un cas classique
de convergence dans ce sens est celui ou les ensembles forment une
suite monotone (') (croissante ou décroissante). La limite est alors,
dans le cas d’une suite croissante, la réunion de tous les ensembles
qui la composent; dans le cas d’'une suite décroissante, leur inter-
section.

Chacun de ces ensembles peut étre vide. Nous les désignerons res-
pectivement par I, S, L.

50. Lmures toporociQues (*). — Leur définition suppose que 'on
est dans un espace ou I’on peut définir des voisinages.

1° Limite topologique supérieure (Iim. top.) : ensemble des points
tels que dans tout voisinage de chacun d’eux se trouvent des points
de tous les ensembles E, sauf au plus un nombre fini. Cet ensemble,
que nous désignerons par J, peut étre vide. Lorsqu’il existe, ii est
JSfermé.

2° Limute topologique inférieure (lim. top.) : ensemble des points
tels que dans tout voisinage de chacun d’eux se trouvent des points

d’une infinité d’ensembles de la suite. Cet ensemble que nous
désignerons par S est fermé. Dans un espace compact en soi il ne

(1) Suite dans laquelle chaque ensemble contient le précédent (croissante), ou s’y
trouve contenu ( décroissante).

(?) Plusieurs terminologies ont été employées pour ces notions. J'adopte ici celle de
M. Kuratowski.
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peut étre vide, que si tous les ensembles de la suite le sont a partir
d’un certain rang. Cette conclusion reste valable dans un espace
compact a distance finie, pour toute suite bornée dans son ensemble.

3¢ Limite topologique (lim. top.) : existe lorsque les deux précédents
coincident et coincide alors avec eux. On dit alors que la suite
converge topologiquement vers cette limite. M. G. Bouligand a donné
un critére général de convergence topologique ('). En particulier,
d’apres ce critére, les suites monotones convergent topologiquement.
Dans un espace compact, une suite convergente ne peut avoir pour
limite un ensemble vide. L’ensemble limite est évidemment un
ensemble fermé; nous le désignerons par £.

Il résulte immédiatement des définitions que
Icy, ICS,
scs,  JCs,
L C £ si ces limites existent.

51. Limite METRIQUE. — Supposons enfin que & soit distancié.

Nous dirons avec M. Hausdorff (*) qu'une suite { E,} uniformément
bornée converge métriquement vers un ensemble fermé (*) et qui sera
nécessairement borné £, si la distance (E,, £') tend vers zéro lorsque
n tend vers Pinfini; £ est alors appelé la limite métrique de la suite.
M. Hausdor{f a démontré les théorémes suivants (*) :

Tuéorime 1. — L'existence de la limite métrique entraine, sans autre
hypothése, celle de la limite topologique et ces deux limites sont égales.

TreoriMe 1. — L’existence de la limite topologique entraine celle de
la bmute métrique a condition que ['espace soit compact. Les deux
limites sont alors égales (*).

(1) Bourteaxp, G. I. D., p. 156.

(") Mengenlehre, p. 146.

(*) Cette restriction est néeessaire si Uon veut que l'ensemble limite soit unique. 8i
I est un ensemble ayant £ pour fermeture (E., /) tend aussi vers zéro.

(*) Mengenlehre, p. 148, 150.

(») Ce théoréme reste vrai dans un espace compact & distance finie, puisque nous nous
bornons & considérer des suites uniformément bornées.
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La démonstration de ce dernier théoréme est basée sur le fait que,
dans un espace compact, on a pour tous les E, sauf au plus un
nombre fini

quel que soit « positif.
Ainsi la convergence métrique apparait-elle comme plus forte que

la convergence topologique, sauf dans un espace compact en sol, ol
elles coincident.

52. On peut en prenant comme ¢éléments les ensembles E non vides
contenus dans ’espace &, construire deux espaces abstraits différents,
suivant qu’'on associe a4 la donnée de ces éléments la limite topolo-
gique ou la limite métrique ().

Dans le premier cas, on obtient évidemment un espace (£°) de
Fréchet, qui n’est pas forcément un espace métrique. Appelons-le <.
Au contraire I'espace obtenu dans le second cas est un espace
métrique & dans lequel la distance de deux éléments est, par défini-
tion, leur distance de Hausdorfl lorsqu’on les considére comme des
sous-ensembles de L.

Dire qu’une suite d’éléments de Y converge, revient a dire que la
suite des sous-ensembles de & dont ils sont constitués converge
topologiquementdans &. Dire qu’une suite d’éléments de % converge,
c’est dire que la suite des sous-ensembles de & dont ils sont formés
converge métriquement dans . Les deux théorémes cités plus haut
entrainent la coincidence de < et de <5 lorsque & est compact en soi.

Citons encore ce théoréme de M. Hausdorff (*) :

St & est séparable (), toute sutte d’éléments de Y contient une suite
partielle convergente, c’est-a-dire que ° est compact.

En particulier, si & est compact en 5o, il est en méme temps sépa-

(") Foir par exemple : C. Kuratowski, Topologie, p. 157-158.
() Hauspor¥F. loc. cit.. p. 148-150.

(3) Qest-d-dire, si Pon peut vy trouver un cnsemble dénombrable partonl dense
(Hausvorrr, loc. rul., p. 125).
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rable, en sorte que les espaces N et 3, puisqu’ils coincident, sont a la
fots métriques et compacts.

CHAPITRE VIL.

LES SUITES DE SPHEROIDES.

I. — Approximation d’un sphéroide par des sphéroides de rayons voisins.

53. Je me propose de rechercher dans quelles conditions un sphé-
roide de centre E et de rayon o peut étre considéré comme la limite de
sphéroides de méme centre dont les rayons tendent vers o.

Placons-nous tout d’abord au point de vue des limites de. Borel en
supposant que les rayons des sphéres tendent vers o par valeurs
inférieures.

Soit une suite de nombres positifs (')

o, < oy <. . < Up<...,

tendant vers «, et considérons la suite des sphéres ouvertes et
fermées :

(S) Eyo Bz oo Ea,, Egx

Cette suite est monotone et croissante; elle admet donc pour limite
de Borel la réunion XE, des ensembles qui la composent. Je dis
que cette réunion n’est autre que le sphéroide ouvert E,. Pour le
démontrer je pourrai évidemment me contenter de considérer la suite
partielle des sphéroides ouverts K, .

En premier lieu, il est évident que

(1) By X1y

(*) Le fait de prendre la suite «, croissante ne restreint pas la généralité. Soit en effel
unc suite 8, de nowbres inféricurs & « ct tendant vers « de fagon quelconque; on
pourra en extraire une sunite partielle eroissante B.,; entre deux lermes consécutifs 3,
et B,,.,, ne se trouve qu'un nombre fini de termes B3,. Les sphires qui correspondent A ces
termes contiennent E3, et sont contenues dans K3 " si done la suite E3, admet une
limite de Borel, la suite Eg, admettra elle aussi celle limite pour limite de Borel. L'énoncé
du théoréme V est done valable lorsque le ravon tend vers « par valeurs-inférieures; mais
d’une facon queleonque.



Soit alors M un pointde E,; il lui correspond dans E un point m tel que
mM=oa,<a;

il est clair que M appartient 2 E, dés que 2; > «,. Ainsi M appartient

a ZE, ce qui prouve que

(2) E,C 3 E,.

De la comparaison de (1) et (2) résulte le théoréme annoncé. Nous
avons donc montré que :

TacoriME V. — Les sphéroides ouverts ou fermés de centre E, dont le
rayontend vers o par valeurs inférieures ('), ont pour ensemble limite de
Borel le sphéroide ouvert de méme centre et de rayon .

Soit maintenant une suite décroissante
Ay > Ay > > o>

tendant aussi vers o, et considérons & nouveau la suite des sphéroides
ouverts et fermés

! _ i ~
(S ) Eoc’u E“V‘, ceay }‘4“;', h@&’

Cette suite est cette fois monotone et décroissante; elle admet
comme limite 'ensemble intersection ME, des ensembles qui la
composent. Je dis que cet ensemble n’est autre que le sphéroide
fermé E;. Je puis évidemment me contenter d’utiliser la suite partielle
des sphéroides ouverts E..

En premier lieu, il est évident que

[e™

(

) ExC @ E,.
Soit maintenant un point M de ME,; il appartient a K, quel que
soit Z, on peut donc trouver dans E un point m, tel que
Mm; << o).
La distance de M a E, c’est-a-dire la borne inférieure des distances

de M aux différents points de E est donc nécessairement au plus égale
a «, puisque a, peut, pour ¢ assez grand, s’approcher autant qu’on le

(1) Poir 1a Note de la page précédente.



veut de «. On voit que M appartient 4 E; ce qui prouve bien que
(%) EzD @,

De la comparaison de (3) et (4) résulte le théoréme annoncé. Il peut
s’énoncer ainsi :

TutoriMe VI. — Les sphéroides ouverts ou fermés de centre E, dont le
rayon tend vers & par valeurs supérieures (*), ont pour limite de Borel
le sphéroide fermé de méme centre et de rayon «.

Le théoréme du n° 40 n’est qu'un cas particulier de celui-ci,
lorsque « = o.

54. Placons-nous maintenant au point de vue des limites topolo-
giques. La suite monotone croissante (S), posséde (critére de Bouli-
gand) une limite topologique. Cette limite est un ensemble fermé,
elle doit contenir la limite de Borel E, ; de plus, tous les ensembles de
la suite étant contenus dans E,, elle est forcément contenue dans E,.
Comme E, est le plus petit ensemble fermé contenant E,, la limite
cherchée sera 'ensemble E, lui-méme. On démontrera d'une maniére
analogue que la suite (S’) a pour limite topologique le sphéroide
fermé E;. En résumé :

Takorime VII. — Les sphéroides de centre E dont le rayon tend vers «
non nul par valeurs inférieures ont pour limite topologique I’ensemble
E,, ceux dont le rayon tend vers o par valeurs supérieures ont pour limite

topologique le sphéroide fermé E;. La seule hypothése faite est la
métricité de lespace.

55. Si I'espace est quasi convexe uniformément et si a£o0, ces
deux limites sont égales :

Tueorkme VIIbis. — Toute suite de sphéroides de centre E dont le
rayon converge d’une maniére quelconque vers «, converge topologique-
ment vers la sphére fermée B,.

Si, en outre, 'espace est compact en sot, la suite des mémes sphé-
roides converge aussi métriquement vers la méme limite.

(t) Poir la Note de la page 53.
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56. Nous allons montrer maintenant que cette condition de compa-
cité n’est pas nécessaire et que la quasi-convexité uniforme suffit a
assurer directement la convergence métrique de la suite considérée vers
sa limite E;.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lemwe. — Etant donnés un ensemble E, dans un espace uniformé-
ment quast convexe, un nombre non nul o et un nombre positif ¢, on
peut trouver un nombre ¢ tel que I’inégalité

oo —oa'| <&
entraine
(Ez, Eg) <d.

Remarquons d’ailleurs qu’il est indifférent dans cette derniére
inégalité de prendre les sphéroides ouverts ou fermés puisque

(Ea) El’) = (]—f‘_:;w I‘:;l') — (P:xy E) = (E—Jz; E_:x'>
et que, 'espace étant ici supposé (quasi convexe, on a

E,—= E;, Ky = Ez.

Ceci posé, nous admettrons pour fixer les idées que a <o/, et
nous prendrons le sphéroide de rayon o ouvert et le sphéroide de

rayon o’ fermé. Comme on a
E,C Ei_':

il suffira (n® 47, rem. I, d’établir que I’on peut déterminer ¢ tel que

o —a<<e
entraine
(1) Fy 52 Bz

Soit, en effet, p un point de E;, et soit ©(2) le module de quasi-
convexité uniforme correspondant & la valeur ¢. Je dis qu'il suffira de

prendre
o' —a=Tm,<<7(0)

pour satisfaire a (1), c’est-a-dire que 'on pourra prendre = égal a =.
Posons vy == (¢)— =,.
Il existe dans E au moins un point 72 dont la distance & p est infé-



rieure & o + 7 (prop. d, des sphéres gén.). En vertu de 'hypothése
de quasi-convexité, il existe au moins un point ¢ tel que I'on ait a la
fois :
rq <39
mg<oa+n—md)=a—rm=2

et ces inégalités signifient, Ia seconde, que ¢ appartient a E,, et la
premiére, que p appartient & s(g, 8), donc 4 E, ;. €. Q. F. D.

Ceci posé, si I'on considére une suite {«,} ayant pour limite un
nombre « non nul ('), on peut énoncer le théoréme suivant :

Treorive IV. — Dans un espace uniformément quasi convexe, la
suite des sphéroides de centre E et de rayon a, converge métriquement
vers B3, st a, converge vers .

On pourra, en effet, ¢ étant donné, prendre n assez grand pour
que |a — a, | soit inférieur & =(8) et que la distance du sphéroide de
rayon o, au sphéroide E; soit inférieure a 3.

Le nombre =(8) ne dépend que de & et pas de E ni de «; nous
serons fondés a dire que, dans leur ensemble, toutes les suites du type
{E,, | ona, converge vers une limite o convergent uniformément vers
leurs limites métriques, le module de cette convergence uniforme étant
au moins égal au module de quasi-convexité uniforme.

Voici maintenant la réciproque :

Tueorkme V. — Si toute suite du type précédent converge métrique-
ment en. méme temps que la suite des rayons, Uespace est quasi convexe;
st cette convergence est uniforme relativement a toutes les suites de ce
type, la quasi-convexité est uniforme, elle ausst, et son module est au
moins égal a celut de la convergence.

Soit K la limite métrique de la suite E, . C’est en méme temps,
d’aprés le n° 51, la limite topologique de cette méme suite. Or, si la
suite des «, comprend une infinité de valeurs aussi bien a droite qu’a
gauche de sa limite «, la limite topologique ne peut exister (th. III)

(1) Remarquons qus si {«, ) converge vers o. lx, aura encore pour limile Ej =E
celte limite n'étant atteintc qu’a droite; on peut faire entrer ceci dans I’énoncé du cas
général puisque la suite { «, | ne peut tendre vers o qu’a droite.

THESE E. BLANC. 8



que sil'on a
K=E,=E;.
Comme on suppose que toute suite du type considéré converge, il en
résulte que I'égalité précédente doit étre réalisée quels que soient
E et «, ce qui entraine la quasi-convexité (n° 44, th. fondamental).
Venons-en & la seconde partie. Supposons que la convergence soit
uniforme et de module =/, ¢’est-a-dire que I'inégalité
oo — o, | < 7'(0)
entraine
(Ea, Eq,) < 0.

Prenons alors deux points m et p et posons

E = (m),
mp —=a,
o —a—¢ (e < ).

Dire que (Ez, Ez) est inférieur a ¢, ¢’est dire que 'on a

Ez < Ea’ta;
Ez C Eqss

alors p appartient a B, ;, c’est-a-dire que I’on peut trouver un point ¢
tel que ‘

geEy © mg<oa'—oa—c¢;

pe(g):  pg<o.

L’espace est donc quasi convexe en p relativement & m avec un
module au moins égal 4 =’, puisque ¢ peut étre pris aussi voisin que
Pon veut de =’. Les points m et p étant arbitraires, on voit que I’espace
est uniformément quasi convexe avec un module au moins égal au
module de convergence. En résumé :

Dans tout espace métrique, compact ou non, la convergence métrique
des suites du type {E, | et la quasi-convexité de l'espace sont liées en
sorte que :

1° La premiére entraine la seconde (*);

(') La simple quasi-convexilé peut ne pas entrainer la convergence.
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2* St on les suppose uniformes (') chacune entraine Uautre et leurs
modules sont égaux.

Il résulte en effet des deux théoremes précédents que lorsque les
deux propriétés coexistent et sont uniformes, chacun des modules est
au moins égal a I'autre.

II. — Les espaces de sphéroides et les correspondances sphére-rayon.

57. Etant donné un espace métrique &, et un ensemble quel-
conque E d’éléments de cet espace, nous appellerons %, ’espace dont
les éléments sont les sphéroides fermés de centre K et de rayon positif
ou nul, la distance entre deux éléments de cet espace étant la distance
de Hausdorff. Un tel espace peut ne pas étre compact en soi, méme
a distance finie. Cela résulte du théoréme suivant :

Takorime 1. — Pour que tous les espaces % sovent compacts a distance
finie, il faut que T sovt quasi convexe, il suffit que T soit uniformé-
ment quast consexe.

Premiére partie. — Soit {«,! une suite croissante et bornée de
nombres positifs. Elle converge vers une limite o. Considérons la suite
correspondante {E, } d’¢léments de %,. C’est une suite bornée, la
distance d’un élément quelconque de cette suite a 'ensemble centre E
étant inférieure a «. Si I’'on suppose tous les %, compacts a distance
finie, on pourra extraire de cette suite une suite partielle (que nous
désignerons par la méme notation) et qui converge dans %, c’est-
a-dire telle que les sphéroides qui en sont les éléments convergent
métriquement dans .

La convergence métrique de cette suite de sphéroides entraine sa
convergence topologique et d’aprés les résultats du précédent para-

graphe, la limite topologique ne peut étre que E,. Mais si I’espace

(") Ce n'est pas d'ailleurs une restriction bien forte : nous avons vu que la quasi-
convexité ne pouvait étre qu’uniforme dans un espace compact. D'ailleurs, des espaces
trés géndéranx comme les espaces A {note (1), § 26] sont uniformément quasi convexes.
IIs comprennent comme cas particuliers les espaces euclidiens.
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n’était pas quasi convexe, c’est qu’il existerait un ensemble E et un
nombre « tels que E, ne soit pas un sphéroide et n’appartienne pas
a 5. Lasuite { E, | correspondante n’aurait donc pas salimite dans %y,
ce qui est contraire & I'hypothese.

Deuxiéme partie. — Soit la suite | E, | d’éléments de ;. De la suite
) @, } on peut extraire une suite qui converge vers «. Si nous supposons
& uniformément quasi convexe, nous avons vu que la suite {Eq, |
converge métriquement dans & vers E;, quel que soit I’ensemble E.
Alors cette suite, considérée comme une suite d’éléments de %,
converge vers un autre élément de %5, qui est donc bien compact a dis-
tance finie.

On pourrait établir des résultats analogues (en excluant le cas a=o0)
pour les espaces %, formés avec les fermetures de sphéroides ouverts.
Ces espaces coincident d’ailleurs avec les précédents lorsque & est
quasi convexe.

58. 1l y a évidemment entre un espace 5, (ou un espace %,) et le
segment (0, + o) de 'axe des «, une correspondance biunivoque.

Les résultats établis dans ce Chapitre prouvent en somme que :

Tutoréme II. — Une condition nécessaire pour que cette correspon-
dance soit continue est que l'espace soit quast convexe.

Treorime III. — La condition nécessaire et suffisante pour que toutes
les correspondances de ce type soient continues, et cect d’une facon
uni forme relativement a « d’une part, a U'ensemble E d’autre part, est
que lespace soit uniformément quast convexe. le module de quasi-con-

CO YOI UL rorr £ns gl £224€

vexité et celut de continuité sont alors égaua.

Lorsque cette correspondance est continue, il sera assez naturel de
dire que les sphéroides sontdes « fonctions » continues de leur rayon (*).
Le théoréme III peut alors s’énoncer :

Tutorime Il bis. — La condition nécessaire et suffisante pour que tous
les sphéroides d’un espace sotent des fonctions continues de leur rayon,

(1) Sur ce sens du mot fonction. woir mes Notes aux Comptes rendus, 198, 1933,
p. 1769, et 200, 1935, p. 1828.



— 6l —

et ceci uniformément par rapport aux centres et aux rayons, est que
Uespace soit uniformément quasi convexe (').

CHAPITRE VIII.

LES SUITES DE SPHEROIDES DANS UN ESPACE COMPACT ET QUASI CONVEXE (suite).

59. Nous venons d’étudier, au point de vue de la convergence, des
suites de sphéroides de centre fixe et de rayons variables; nous nous
proposons maintenant de compléter cette étude par celle des suites de
sphéroides quelconques. Nous supposerons dans ce Chapitre que
Pespace & est compact en sot et quasi convexe. Ainsi nous n’aurons pas
a distinguer (compacité) entre convergence métrique et convergence
topologique, non plus (quasi-convexité) qu’entre sphéroides fermés et
sphéroides ouverts, puisque dans les questions de convergence il est
indifférent de considérer les ensembles ou leurs fermetures.

I. — Sphéroides de centre variable et de rayon fixe.

60. Etant donnée une suite d’ensembles | E,|, nous désignerons
comme il a été dit plus haut par

I, 8, L, J, s, £

2

les divers ensembles limites attachés a cette suite (notation du Cha-
pitre précédent), et par

1, S%, L®, g%, w0
les ensembles analogues attachés a la suite { (E,). | des sphéroides de

rayon o centrés sur les ensembles de la premiere suite.
Les sphéroides de rayon « ayant pour centres 1, S, L, J, S, £2 seront

(1) Yai donné dans la deuxiéme des Notes citées ci-dessus un ¢noncé & peu prés sem-
blable avee nn prinecipe de démonstration que jai depuis reconnu étre faux. Cette
démonstration s’appuyait en effet sur un théoréme de M. Kuratowski qui ne serait appli-
cable que dans le eas od Pon supposerait compacts fous les espaces tels que Sr. Or la
démonstration de cette compacité s’appuie sur le fait que la continuité est déja démontréc.



— 62 —
d’aprés une notation déja indiquée, désignés par
L, Sa, Loy Jay B2y Fa

Nous supposerons dans ce quiva suivre a = o.

61. Tutorime I. — On a toujours

1, € J, 122 02,

Comme IC & la premiére de ces inégalités résulte de la propriété &
des sphéres généralisées (n° 39). La derniére est banale, la limite
restreinte d’une suite étant toujours contenue dans sa limite topolo-
gique inférieure. Il reste donc a démontrer que

I C I,

Soit 7z un point de J,. 1l existe dans J un point w tel que

pm=oa,<a.

Soit = un nombre positif arbitrairement petit et inférieur 4 « —«,.
Dans le sphéroide ouvert de centre u et de rayon ¢, il y a des points
de tous les E,, sauf peut-étre un nombre fini. Ces points seront aussi
dans la sphére s(m, «) en vertu de 'inégalité triangulaire. Le point m
appartient donc & tous les (K, ),, sauf peut-étre un nombre fini; il appar-
tient donc a I*. C. Q. F. D.

62. TueorkMe I}. — On « toujours

8, C 8, C 82 C $*=15,.
La premiére et la troisiéme inégalités sont triviales. Il reste donc
a démontrer :

1° 8,C S
Soit m un point de S,. Il y a donc dans S un point w tel que

pm=o,<a;

soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit et inférieur & o — 2,;
il y a dans s(u, ¢) des points d’une infinité d’ensembles E,; soit p;
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celui de ces points qui appartienta E,, on a

mp;< ay+ & < o,
ce qui prouve que m appartient a (E,),, m appartient donc a S*.

2° $* = 51

La démonstration de ce fait présente un intérét tout spécial, car les
hypothéses de compacité et de quasi-convexité inutiles dans les rai-
sonnements qui précédent vont apparaitre ici explicitement. Pour bien
mettre en évidence le role de la seconde, nous procéderons par étapes.

a. Ona &, 8% et par conséquent, S* étant fermé,

0 C S = 5%,

&
&

b. Soit m un point de S*. Etant donnée une suite {e;} de nombres
positifs tendant vers zéro, il existe une suitc de points m; tels que m;
appartienne a (E,), et que I'on ait

mm;< €
au point m; correspond dans E,, un point p; tel que
mip;<<a, mp; < o + €
I'espace étant compact, ces points p; ont au moins un point d’accumu-
lation p, qui appartiendra, d’aprés sa définition, 4 S, et pour lequel,
d’apres la continuité de la distance,
mp<o.

Il résulte de cette inégalité que m appartient a la sphére fermée S;.

On a done
8o C S5,

c. L'espace étant quast convexe ('), on a

Sa= Sy,

(') Si 'on supprimait cette hypothése, tout ece que I'on pourrait affirmer serait que la
limite topologique supérieure de la suite des sphéroides serait comprise entre la ferme-
ture du sphéroide ouvert et le sphéroide [ermé ayant pour rayon « et pour centre la
limite topologique supérieure de la suite initiale.



on en déduit

$*C S, puis, en vertu de a, $*—=F,.  .Q.F.D.
RemarQUE. — S* est compris entre S, et 8%, donc sa fermeture coin-

cidera avec Ja fermeture commune de ces deux ensembles, ¢’est-a-dire
avec 5%,

63. La relation que nous venons de démontrer peut s’énoncer a part
sous la forme suivante qui fera mieux juger de son importance :

Tueorime Ill. — La limite topologique supérieure d’une famille de
sphéres généralisées de rayon o, centrées sur les ensembles d’une suite {E, },
coincide avec le svhéroide fermé de méme rayon centré sur la limite
topologique supérieure de la suite.

Ou encore :

Le passage a la limite topologique supérieure et I’opération sphérique
Jfermée sont permutables.

Ce théoréme n'a pas d’équivalent en matiére de limites inférieures;
nous nous trouvons en présence d'une rupture assez inattendue de la
symétrie entre les deux sortes de limites, rupture qui, sous les hypo-
théses indiquées, assure aux limites supérieures une suprématie
curieuse sur les limites inférieures.

64. En remarquant que I’on a
I C 8y IS,

on peut grouper dans le tableau suivant certains des résultats préce-
dents :

Supposons alors que la suite | E,} converge vers une limite topolo-
gique £. On aura donc

d’ou

et
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en tenant compte de ce que J* et $* sont fermés, on en déduit

Za:p‘:ﬂ“:}—'zzn—“:‘é’“ e

o2

[0}

L’égalité de J* et S* montre que la suite (E,), est, elle aussi, conver-
gente; on voit en outre que salimite est le sphéroide fermé de rayon «
centré sur la limite de la suite E,. Ainsi :

Tukorine IV. — Les sphéroides de méme rayon centrés sur les ensembles
d’une suite convergente forment aussi une suite convergente. L’ opération
sphérique fermée et le passage a la limite sont alors des opérations per-
mutables.

Cette derniére partie du théoréme, une fois la premiére partie
admise, n’est d’ailleurs qu'une application directe du théoréme II.

Remarquons enfin que 1*=S=, ¢’est-a-dire que les limites de Borel
de la suite des sphéres ont la méme fermeture (*).

65. Remarue. — Avec les conventions adoptées au Chapitre préceé-
dent, les énoncés Il et IV gardent un sens pour les sphéroides fermés
de rayon nul; ils restent d’ailleurs exacts car ils expriment ce fait
classique que les limites topologiques ne sont pas changées si l'on
ferme tous les ensembles de la suite. Ceci nous conduit a adopter les
nouvelles conventions suivantes :

Jo= 1,
50— &S‘)
£Lor=r

66. Exempe. — Etant donnés deux axes rectangulaires Oz, Oy,

e . 1 , .
E, sera le segment de longueur unité, d’abscisse = défini par

) |
€Xr = —
n
La suite { E,} est convergente topologiquement et a pour limite le

segment
S x=o0 (0gy<r).

(*) Il n’en résulte pas forcément que ces limites coincident (woir la note de la page
suivante ).

THESE E. BLANC. 9
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(E.). sera formé d’un rectangle prolongé par deux demi-cercles,
comme le montre la figure (il est indifférent de considérer cette figure
comme fermée ou non).

On vérifiera aisément que :

1° £2, est constitué par la figure EFGHIJ, pourtour non compris;

G
() (2
1 A,
0 E
L/
Fig. 4.

2° L* est constitué parla méme figure, mais cette fois avec la moitié
de droite JEFG du pourtour (');

3¢ 2= existe et est formé de la méme figure munie de la totalité de
son pourtour;

1° 2, et L.* coincident avec 2=,

II. — Continuité des ensembles limites.

67. Les enscmbles limites 1%, S*, L*, J*, 8%, £*d’une suite de sphé-
roides du type précédent dépendent du paramétre «. Mais S et £ sont
des ensembles fixes et nous avons vu au Chapitre précédent que S;

(1) I ne faudrait pas en conelure que L= existe toujours lorsque la snite E, converge.
Si, dans Pexemple c¢i-dessus on donnait aux segments A, B, dos abscisses allernativement
positives el négalives de maniére a approcher AB & la fois par la droile et par la gauche,
l* serait formé de la figure sans son pourtour, et 8% de la figure avece tout son pourlour,
de sorte que L* n’exislerait pas, mais 1% et S* auraient Ia méme fermetlure £2.
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et 175 sont des fonctions continues de I'argument «, I'espace étant
compact et quasi convexe. En confrontant ceci avec les résultats du
paragraphe précédent nous pourrons énoncer les théorémes

Tukorive 1. — La limite topologique supérieure d’une suite de sphé-
roides de rayon fixe o est une fonction continue de o.

Tukoriye II. — Une suite de sphéroides de rayons o centrés sur des
ensembles dont la suite est convergente, converge vers une limite fonction
continue de o (*).

Remaroue. — Ces deux théorémes restent valables a droite pour la
valeur o de «. Cela résulte des conventions faites a la fin du para-
graphe précédent.

68. Nous n’avons jusqu’a présent, dans le cas ou la suite n’est pas
convergente, aucun renseignement analogue pour la limite inférieure.
Nous allons montrer que

Treorkme II. — La limite topologrque inférieure d’une suite de
sphéroides de rayon o est une fonction de « continue a droite pour toute
_valeur positive ou nulle de a.
Nous entendons par la que si la suite
[- - S0 R S R i
a pour limite a,, la suite | J*} converge vers l'ensemble J*. Nous le

démontrerons d’abord pour a, = o (avec la convention J°=J).
En premier lieu on a

JHuDIRD. . DIWmD, DY,

ce qui montre que :

1° La suite { J*%} étant monotone est convergente ;
2° Sa limite contient .

(}) On peut méme dire sans rien supposer sur la convergence des centres : Une suite
convergente de sphéroiiles de rayon « a pour linite une fonction continue de a. La
limite de la suite se confond en effet avee sa limite supérieure et il suffit d’appliquer le
théoréme I.

9,
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Il reste donc & démontrer que cette limite est contenue dans J; il
suffira pour cela de prouver que la limite supérieure est contenue

dans J; c’est-a-dire que si I'on se donne une suite quelconque de
points
xy & I,

tous les points d’accumulation de cette suite appartiennent a 7.
Soit & un tel point d’accumulation; la suite } «;} ayant pour limite oet
la suite | z;| ayant  comme point d’accumulation, il sera possible de
trouver un indice £, tel que 'on ait simultamément
€
Py, < 3,
€
o:i"< §’
¢ étant un nombre positif arbitrairement petit.
Mais dire que x, appartient a J%, c’est dire qu’il existe un nombre N
tel que pour n <N, il existe dans (E,)=, au moins un point m, tel que

&

Ly M < 3
Il existe alors dans E, un point p, tel que

€
Innpn < i, < g s

et 'on a
TP XXy Ly My == My Pp < E.

Ainsi, étant donné ¢, on peut déterminer N tel que dans tout ensemble
E, d’indice supérieur a N se trouve un point distant de  de moinsdec.
C’est dire que « appartient a J. C.Q.F.D.
Venons-en maintenant au cas général o, > o.
Onverra comme plus haut que { J*} converge vers une limite £2 2 J%.
Il reste donc & démontrer que

82 S%

Soit donnée une suite décroissante { 3, } de nombres positifs tendant
vers o. On peut,en vertu de la quasi-convexité uniforme, déterminer ¢;
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tel que, quel que soit n,
. (En)aﬁ—a.g (En)%.,gf
Il en résulte
J%+E C J“o».‘e;}

la notation J*® ayant un sens évident.

Soit o, le plus grand nombre de la suite {«,} inférieur & oy ¢,.
Soit de méme o, le plus grand nombre de cette suite inférieur a lafois
ao,+ ¢ etaa . Nous aurons

J% C Fowd

et, par conséquent,
2 C lim g3

la limite du second membre existe en effet, car la suite { I*® | est du
type étudié dans la premiére partie de la démonstration. J*% est, en
effet, ’ensemble 7% relatif a la suite {(E,),, }. D’aprés ce que nous
avons vu, la limite de J*® sera I'’ensemble J*. On a donc bien

L2 I%, C. Q. F. D,

CoroLLAIRE. — J* ne peut étre vide que st tous les J* a partir d’un
certain rang sont eux-mémes vides.

En effet, I’espace étant supposé compact, la suite convergente { J*}
d’ensembles non vides ne pourrait avoir une limite vide. Cela résulte
d’ailleurs aussi directement duraisonnement employé pour le cas a =o.

Remarquons enfin qu’en général J* n’est pas continu a gauche. En
effet si o' << o, on a

IJEC 1>,

La limite topologique d’une suite { J*}, ou «, tend vers «, ¢ gauche
est donc au plus égale & I* et par conséquent ne saurait, dans le cas
général, atteindre J*. (Il peut méme se faire que I* soit vide, J* ne
’étant pas.)

69. Continuité des limites de Borel. — Pour la limite compléte,
comme pour la limite (lorsqu’elle existe), on a le théoréme :

Tueorime IV. — La fermeture de U'une ou I’autre de ces limites est une
fonction continue de .



70 —

Cette fermeture se confond en effet avec la limite topologique de
méme espéce de la méme suite.

Pour la limite restreinte, il me semble trés probable que sa ferme-
turel* soit continue a gauche, mais on se heurte pour le démontrer &
des difficultés beaucoup plus considérables que pour la continuité a
droite de J*; je ne suis pas parvenu a les surmonter.

III. — Suites de sphéroides quelconques.

70. Soit maintenant une suite
(1) { (En)a, |

de sphéroides dont les centres et les rayons sont & la fois variables.
Désignons respectivement par S et X les limites supérieures des
suites { E,} et (1). Supposons enfin que la suite des nombres o, con-
verge vers le nombre positif «.

TreoriME I. — On a

[ &}

=Sy,

En supposant toujours l’espace compact en soi et quast convexe.
Soit une suite de nombres positifs tendant vers o;

T S

1° D’aprés les résultats du paragraphe 56, les sphéroides de centre
fixe, dont le rayon tend vers une limite «, convergent uniformément
vers le sphéroide de méme centre et de rayon «, le module de conver-
gence ¢tant égal au module de quasi-convexité. On pourra donc, a
condition de rendre o, assez voisin de «, faire en sorte que 'on ait

(4) [(Ep)an (Ep)oc]<i2l’

ceci quel que soit p et en particulier pour p == n. La suite «, converge
vers a. Il existe donc un nombre N; tel que 'inégalité » > N entraine
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I'inégalité ; notons que celle-ci est équivalente aux deux suivantes :
g ) q

(E,)s, S (E)),
(4"

£
)

(Ep)a & (E")a,. &

2° D’aprés les résultats du paragraphe 63, nous savons que la

suite { (E,).} a pour limite supérieure S,.0n pourra donc déterminer
un nombre N; tel que I'inégalité

n>N/
entraine
(5)

(En)aSS e

c’est la une propriété classique des limites supérieures.

3° Enfin, et pour une raison analogue, on pourra déterminer N, tel
que
n> Ny
entraine
(En), C 2.
2
En prenant
n > max(N;, N, N7),
nous aurons (')
(En)oa, S(En) ¢SS ¢ < Sae,
% 3 %35
(En)a S (En), &< 2, < Ze,.

ol

)

Il résulte de ces inégalités que, quel que soit 7, on a

3 =lim. top. (En)a,‘gga,sn

ga:llm . tOp. (En)a _C_ Z‘é‘ 3
d’ou
2Clim Sae,— Sy,
$,Clim 3., =3;
et enfin

3=35,.

(1) En appliquant les propriétés b, ¢, e, des sphéres généralisées.
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74. Taeorive II. — Si {E, | converge vers une limite £2, { (E,),, } con-
verge vers £2,.

D’aprés le paragraphe 64, la convergence de {E,} vers £ entraine

celle de {(E,),} vers £,. On peut donc trouver N, tel que n > N,
entraine

[(En)aa a] < 2’

¢ étant un nombre positif arbitrairement petit.
D’autre part, «, tendant vers «, on peut, comme dans la démonstra-
tion précédente, trouver N, tel que n > N, entraine

[(Ba)a (Ea)a] < -

Pour toute valeur de n supérieure a la fois & N, et a N,, en appliquant
I'inégalité triangulaire, on aura

[(En)dnJ 73:] < EJ

ce qui démontre bien le théoréme énoncé.

IV. — L’espace des sphéres d’un espace métrique.

72. Le théoréme Il du paragraphe précédent montre que, pour
qu’une suite de sphéroides converge, il suffit que les suites des centres
et des rayons convergent séparément. Or, 'espace 9 des sous-
ensembles de & est compact d’aprés les hypothéses faites (théoréme a
fa fin du n°® 52).

Ainsi, étant donné une suite quelconque de sphéroides, on pourra
en extraire une suite partielle dont les centres convergent. De cette
suite partielle, on pourra en extraire une autre dont les rayons con-
vergent. En d’autres termes, de toute suite de sphéroides, on peut
extraire une suite partielle convergente. La limite de cette suite par-
tielle est d’ailleurs elle aussi un sphéroide. On voit que :

L’espace X dont les éléments sont les sphéroides, distanciés par la dis-
tance de Hausdor(ff, d’un espace & métrique, compact et quasi convexe,
est lut aussi compact en sot.



Si I'on suppose simplement que & est compact a distance finie, de
toute suite de sphéroides uniformément bornés, c’est-a-dire, de toute
suite bornée d’éléments de X, on pourra extraire une suite conver-
gente, dont la limite appartient & X, en d’autres termes, X est lui aussi
compact a distance finie.

73. Considérons enfin 'espace Z, produit topologique de %Y et du
segment (0, 4+ %) de [’axe des «. A tout élément de Z correspond
évidemment un élément et un seul de X et nous venons en somme de
démontrer que sous les hypothéses de compacité et de quasi-convexité,
cette correspondance est continue.

Il serait intéressant d’étudier la correspondance inverse qui, elle,
n’est pas univoque, car un sphéroide donné posséde une infinité de
rayons et, méme pour un rayon donné, une infinité de centres. Nous
verrons dans un prochain travail, comment parmi ces centres, il en
existe de privilégiés et comment on peut distinguer, parmi les rayons
celui qui estle plus grand possible. Une fois la correspondance inverse
ainsi réduite, il sera possible d’étudier sa continuité et de la démon-
trer, sous certaines restrictions, ou la quasi-convexité vient encore
jouer son role.

APPENDICE.

I. — Un espace convexe, mais non quasi convexe (‘).

Soit un espace métrique quelconque que nous supposerons en
outre compact a distance finie et convexe au sens de Menger (et par
conséquent pleinement convexe. Voir Chap. II1) (*). Nous désignerons
par ab la distance des deux points a et b selon la métrique propre 4 cet
espace.

Considérons la sphére ouverte S de centre O et de rayon R (nous

(*) J'a1 donné cet exemple (pour le cas ou & est un plan euclidien) dans ma Note :
Sur la notion de distance (C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 1646).

(2) On peut par exemple supposer, comme dans ma Note citée, que & est un plan
euclidien. C'est ce que nous ferons plus loin quand nous voudrons par des figures donner
une idée plus concréte d’un espace de cette sorte,

TRESE E. BLANC. 10
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désignerons par S la sphére fermée de méme centre et de méme rayon

et par Zla périsphere correspondante ). Nous allons maintenant définir
avec les élements de & un nouvel espace ¢Y qui différera de & par sa
métrique. La distance des deux points a et & dans 9 sera désignée
par ab". Nous adopterons les conventions suivantes :

1° Si a et b sont tous deux extérieurs a S, ou s’ils appartiennent
tous deuzx 4 S, on a, par définition,

(1) ab'=ab.

2° Si a est extérieur & S et si b appartient 4 S, on a, par définition,

(2) ab'=a0.

Il est immédiat que la distance ainsi définie satisfait aux trois
premiers axiomes de la distance.

D’autre part, si trois points a, b, c appartiennent tous trois a I'exté-
rieur de S ou tous trois a S, il est évident aussi que I'inégalité trian-

gulaire est satisfaite pour ces trois points. Les seuls cas qui nécessitent
une démonstration sont donc les suivants :

«. a et b sont extérieurs a S, c appartient ¢ S. On a alors

ab®=ab,
act = a0,
bt —=50.

Or, dans I’espace & l'inégalité triangulaire est satisfaite pour les trois
points a, b, O. Elle est donc satisfaite dans ¢ pour a, b, c.

B. a estextérieur @ S, b et ¢ appartiennent @ S. On a

ab'=ac®=a 0 >R,

be*=0bc<0b+ Oc<2R.
On en conclut

be' < ac® + ab®,
ac® < ab®+ be,

ab® < ac® + be°,

Pégalitée étant méme exclue dans les deux derniéres relations,
puisque ab’ = ac’ et que bc’>~ o.



Propriétés de 1’espace Y. — Nous remarquerons en premier lieu
qu’un point de la périsphére X ne peut jamais étre voisin d’un point
de I'extérieur de S, puisqu’il en est distant de plus de R.

Considérons une suite m,, m,, ..., m,, ... de points tels que

Om,=R + X
n

Si 'on considére ces points comme appartenant 3 &, on pourra de

M.+ m;

Fig. 5.

cette suite en extraire une autre (satisfaisant d’ailleurs au critére de
Cauchy) et ayant pour point limite un point M qui appartient forceé-
ment & X.

Dans 9, cette suite partielle (qui reste une suite de Cauchy) ne
peut avoir d’autre point d’accumulation que M. Or M ne peut en étre
un point d’accumulation, puisque I’on a constamment

Mm® =R + % lim Mmd =R o..

Ceci prouve que ¢Y non seulement n’est pas compact, mais encore qu’il
n’est méme pas complet.

Ce qui précéde prouve aussi que ¢ r’est pas connexe. Son défaut
d’enchainement entre un point de S et un point extérieur 2 S est en
effet toujours égal a R.

Un voisinage d’un point M de X est constitué uniquement par des
points intérieurs. Un tel voisinage sera par exemple (dans E,) la
lentille comprise entre X et un cercle de centre M et de rayon e ( fig. 6).

Soient maintenant deux points a et b de &. Si ces deux points sont
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extérieurs a S, ou s’ils appartiennenta S tous les deux, I’espace support
étant convexe, il existera un interpoint ¢, qui sera interpoint aussi
bien par rapport a &, que par rapport a .

Si maintenant b est extérieur & S et si a appartient & S, il existe

P> H
2%

Fig. 6.

dans &, pour le couple O, b, un interpoint ¢ suffisamment voisin de &
pour étre extérieur 2 S ('). On a alors

0b=0c+ cb,
ab'=0b, ac*=0c, be® = bc;
donc
ab® = uc®+ cb;

¢ est donc un interpoint dans 9 pour le couple ab et ceci prouve
que Y est conyexe.

D’autre part, si 'on prend toujours a dans S et b a extérieur de S,
il n’existe @ l’‘ntérieur de S aucun interpoint pour le couple ab,
puisque c étant intérieur a S, nous avons vu que 1’égalité

7,0

n 7.0
Wy —— uCe —+|— Ccu

ne peut avoir lieu.

2 b} g
L’espace ¢ n'est donc pas pleinement convexe.

Il n’est méme pas quast convexe, puisque la distance de & 2 un point
voisin de a est rigoureusement égale a la distance de 6 4 @ en suppo-
sant toujours « et b dans la méme situation réciproque. Tout au moins
cela prouve que l'espace n’est pas quasi convexe fort mais qu’en
revanche il posséde la quasi-concexité faible.

(*) L'existence d’un tel interpoint résulte de la pleine convexité de x.
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Cest méme un exemple d’espace a quasi-convexité faible ne
jouissant pas de la propriété F (nous avons vu au Chapitre IV que la
quasi-convexité faible est une condition nécessaire pour que la pro-
priété F ait lieu et il est intéressant d’avoir un excemple qui montre
qu’elle n’est pas suffisante). Si 'on considére, en effet, un point a
extérieur & S et si 'on désigne sa distance 2 O par «, la fermeture
de 5°(a, a) ne coincide pasavecs®(a, «), s*(a, «)ets°(a, a) désignant
les sphéres ouverte et fermée rélatives 4 I'espace 9.

s°(a, a) est en effet formée de s(a, o) échancrée par S, sa fermeture

Fig. 8.

est s(a:, &) échancrée par S. Au contraire, s°(a, &) est formée de la
réunion de s(a, «) et de S.
L’espace ne satisfait donc pas a2 F. On voit méme que la péri-
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sphére o°(a, o) se compose de la réunion de S et de a(a, a); ce n’est
donc pas un ensemble frontiére, puisqu’il contient des points
intérieurs.

Les figures de la page 77 montrent I’évolution de s°(a, r), s° (a, r),
s*(a,r), o"(a,r) suivant les différentes valeurs de r. Les fronti¢res des
ensembles envisagés sont indiquées en traits plein ou interrompu
suivant qu’elles en font ou non partie.

On voit clairement, en passant de la figure II a la figure III, la
discontinuité a gauche de s"(a, ;') considérée comme fonction de r; de
méme la discontinuité & droite de s°(a,r) apparait dans le passage
de IIT A IV.

Enfin, dans cet espace les quatre sphéroides du second ordre

(@)ar, (@)ip, (@)am (@)zm

ayant pour centre I'ensemble (a) constitué par le seul point «, sont
distincts comme cela ressort de la figure 8. Aucun d’eux ne se réduit
4 un sphéroide du premier ordre. Ils ne coincident pas non plus avec
ceux qu’on obtiendrait en intervertissant les rayons.

II. — Un espace singulier non compact et non quasi convexe faible (!).

Cet exemple est fabriqué suivantun principe analogue au précédent :
pour plus de simplicité je prends un plan euclidien comme espace
support :

Soit le cercle C de centre O, de rayon R, a étant un point extérieur
a ce cercle, je considére le cercle I' de centre a et de rayon «, « étant
compris entre a0 et a0 + R. '

Jappellerai X la région extérieure a C; un point de cette région
sera désigné par la lettre 2 munie au besoin d'un indice. De méme Y
sera la région commune aux deux cercles C et I' et y un point de cette
région. Enfin Z et 5 désignent respectivement la région intérieure a G
et extérieure a I et les points de cette région. Tout point du cercle C
sera considéré comme un point .

(1) Poir nv 30.
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La distance euclidienne de deux points m et n est mn, leur distance
dans le nouvel espace mn® est définie comme suit :

(| J— .
Xy 29 == X Ly,

Y1y S =01

8y 53 = zy &,

2y'=—=20 >R,
250 = rz,
Rie— R.

1l reste 4 considérer les points f de I’arc ouvert KL du cercle I'. Nous

X

Flg’ 9.

les assimilerons a des points y sauf un, le milieu I de I’arc KL qui sera
considéré comme appartenant a Z.

On démontrera aisément, comme dans le premier exemple, que la
distance ainst définie satisfait aux quatre axiomes de la distance.
Etant donné ce qui a été vu dans le premier exemple, les seuls cas qui
demandent une démonstration nouvelle, d’ailleurs trés aisée, sont
ceux ol I’on a deux pointsy et un point 3, ou bien deux points s et un
point y.

Cet espace comme le précédent est non compact, non complet, non
connexe et non quasi convexe au sens fort, il n’est méme pas quasi
convexe au sens faible. En effel, un voisinage de I ne se compose que
de points de Z et pour tous ces points, sauf pour I lui-méme, on a

as>al,



I’égalité étant exclue. La distance de @ 4 un point variable de 'espace
considéré passe donc par un minimum strict au point I. L’anomalie
que nous avons signalée apres avoir démontré la deuxiéme partie du

théoréme II au Chapitre IV se présente ici.La sphére s*(la, al) est

Fig. ro.

non connexe, le point I en formant un constituant, mais si peu qu’on
augmente le rayon on obtient une sphére connexe; il apparait en effet
aussitot une bande de points le long de KL et c’est cette bande qui
assure entre le voisinage I et le reste de la sphére, une liaison qui ne

pouvait étre assurée par les points de KL [bien qu’ils fassent partie
de s(a, al)], puisqu’ils ne sont pas « voisins » de 1.

III. — Rectification a la démonstration du théoréme fondamental (§ 41).

Il suffit de démontrer que 'on a toujours
Eg C E,.
Soit p un point de Ez; s’il appartient 4 E,, il appartient évidemment
a E,; s’il appartient 34 E;—E,, on aura
(p, E)=a,
et par conséquent, pour un point quelconque m de E,

pm2o.

Soit ¢(2) le module de quasi-convexité uniforme, et donnons-nous
une suite de nombres ¢; inférieurs & « (ce qui suppose a£0) et
tendant vers zéro. Posons ¢(¢;) =¢;. A chaque ¢, faisons correspondre
un nombre positif ¢, qui lui soit inférieur. 1l existe dans E une suite

THESE E. BLANC. 1t
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de points m; tel que
almp <o+ z.

En vertu de la quasi-convexité on pourra trouver une suite de
points p; tels que
PPi<< 0

mp< 243 — <] %,

ce qui prouve que p papartient a E,.
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