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APPLICATION DES PROPRIETES DE LA LIMITE

A LETUDE DE DIVERSES QUESTIONS D'ESTIMATION.

INTRODUCTION.

Le probléme de ’estimation est la premiére de toutes les questions qu’est
amené a se poser un physicien expérimental :

De quelle maniére une série de mesures d'une méme grandeur M, ayant
donné des résultats @, @,,..., @, peut-elle renseigner sur sa vraie valeur?
Depuis longtemps, on admettait, et cela était justifié (comme on le verra dans
la suite) par le réle prédominant que joue la loi de Gauss dans le Calcul
des Probabilités, que la meilleure approximation était donnée par la moyenne
arithmétique des résultats obtenus, soit "T“c‘

Le but de ce travail a été d’éclaircir dans une certaine mesure les questions
mathématiques soulevées par ce probléme physique. Signalons, toutefois, que
les procédés employés permettent d’atteindre non seulement la grandeur que
I'on cherche a connaitre, mais également la précision avec laquelle I'instrument
de mesure fournit cette grandeur, et plus généralement un paramétre quel-
conque, figurant dans laloi de probabilité qui donne larépartition des résultats.

Soit, pour fixer les idées, une mesure obéissant a la loi de Cauchy :

1 1 1757

T (2 — m)? s
s?

on pourra tout aussi bien évaluer M, abscisse du centre dela dispersion que s,
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échelle de cette dispersion. Soit encore la loi de Pareto, donnant la fréquence
des individus possédant un revenu fixé d’avance (compris enlre x, et x,) :

] "l
/..‘: (N 77’
. T dx , . .
K étant une constante telle que K —= =1. 7 étant le revenu minimum
v

permettant l’existence). Toute une série d’expériences, c’est-a-dire un certain

nombre de revenus, pris au hasard dans une population donnée, pourra nous
renseigner sur la valeur de I’exposant, et dont la signification est évidemment
plus abstraite que celle des paramétres précédents.

Enfin, envisageons une loi uniforme de répartition (ITw, la variable aléatoire x
étant comprise entre les limites o et /.

Nous étudierons également la meilleure maniére d’arriver a étre fixé sur la
valeur de /. Il ne s’agit plus ici d’une grandeur & mesurer, mais de la limite
que peut atteindre cette grandeur.

Les méthodes que nous emploierons consistent dans la formation d’une suite
de fonctions f,(x,),..., fu(x,,..., z,) des résultats des expériences.

Chacune de ces fonctions a une loi de probabilité, c’est-a-dire qu'a deux
nombres « et $ (« < 3) on peut associer une quantité P, 5, mesure d’ordre ¢ de
I’ensemble des points de 'espace a7 dimensions tels que a </ (,,...,x,)<B,
la mesure d’ordre un ou linéaire de I'’ensemble des points d’abscisses «, tels
que y<x <o, étant, par définition, prise égale a la probabilité du méme
événement, soit F(8) — F(¥y), le signe F désignant la loi de probabilité totale.

Conformément aux notations employées par le statisticien britannigque
Mr. R.-A. Fischer, auteur de nombreux mémoires sur cette question, nous
donnerons & ces fonctions le nom de « statistiques ».

Il est particuliérement intéressant d’étudier le comportement & la limite
quand » croit indéfiniment de la loi de probabilité de f,. C’est ainsi que nous
serons amenés a distinguer entre deux sortes de « statistiques » :

Les premiéres sont tellés que I’on puisse trouver un rang ¢ a partir duquel
P., .. est aussi voisin de 'unité qu’on le désire, ¢ étant choisi arbitrairement
petit. C’est ce que nous appellerons des estimations correctes, ou selon 1'ex-
pression de R.-A. Fischer des statistiques « consistent ». On peut traduire ce
fait en termes physiques, en disant qu’elles sont dépourvues d’erreur systéma-
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tique et, en langage du Calcul des probabilités, en parlant de la convergence
en probabilité de ces fonctions vers 7, grandeur dont on cherche I'estimation.

Les autres seront toutes celles ne jouissant pas de cette propriété, ce qui
peut se produire de deux maniéres différentes :

Ou bien il y aconvergence en probabilité, mais vers une autre valeur que m,
soit une fonction de m, soit méme vers un nombre indépendant de m (dans ce
casil y a erreur systématique), ou bien iln'y a pas convergence en probabilité.

Un exemple classique de ce dernier cas est fourni par la loi de Cauchy. On
sait que la moyenne arithmétique de 2 variables aléatoires soumises a cette loi,

. . . Xx
suit encore la méme loi avec les mémes coefficients : prendre = comme « sta-
tistique » revient donc a choisir I'une des variables x,, au hasard.

Les deux premiers Chapitres de ce mémoire sont consacrés alarecherche des
estimations correctes daus le cas de un ou plusieurs parameétres.

Nous nous sommes, en particulier, efforcé de mettre en évidence les condi-
tions suffisantes sous lesquelles I'estimation par la méthode du maximum de
vraisemblance (maximum of likelihood) converge en probabilité vers m.

Ce fait et un certain nombre d’autres propriétés du maximum de vraisem-
blance avaient été énoncés par R.-A. Fisher.

Le Chapitre T1I est occupé par I’étude des lois limites suivies par ces fonc-
tions statistiques. Il s’agit d’exprimer analytiquement le comportement de ce

L 1ye . . , . 1
ue nous avons appelé 'infiniment petit aléatoire en - : £, — m. Sous une con-
P no

dition de plus que celles qui sont mises en évidence dans les deux premiers
Chapitres, a savoir l'existence, quelles que soient les limites de la variable

B . 12 N .,
aléatoire de la valeur moyenne de [(—)—l%—fd(—q—m—)J > | f(z, m) étant la densité de
ne

probabilité], nous pouvons montrer que I’estimation de R.-A. Fisher suit 4 la
limite une loi de Gauss de la forme

T (6 —m)*
/,_ exp -—'——??2—" y
Varmo _ g

et nous donnons une expression de o.

Mr. J.-L. Doob avait donné de ce théoréme, par des voies différentes, une
démonstration moins étendue.

Y

Une méthode absolument analogue & celle suivie par le maximum de vrai-
semblance nous permet d’obtenir les statistiques gaussiennes & la limite. Nous
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rejoignons icl et nous donnons une extension de certains travaux récents de
MM. Paul Lévy et Richard von Mises.

L’étude des limites des valeurs moyennes de ¢, et de ¢, permet de donner
une solution aux équations de Fredholm et de Volterra de premiére espéce, a
une infinité de variables dans le cas ou le noyau se présente sous une forme
simple.

Il est bien évident (ue toutes ces estimations ne se valent pas.

Dans le cas ou la limite est une loi de Gauss, !'estimation la plus précise
sera celle dont I’écart-type est le plus petit. Nous sommes arrivé au résultat
suivant, qui avait été prévu par R.-A. Fisher et qui est exposé dans le
Chapitre IV :

Toutes les estimations dont la loi-limite est de Gauss et telles que leur écart-
type converge versl’écart-type limite, ont une précision bornée supérieurement
par celle de la méthode du maximum of likelthood.

Cet énoncé peut s’étendre au cas ot plusieurs paramétres sont a estimer. [l
est alors susceplible d’une interprétation géométrique fort simple. Ces résultats
valent 4 la fois dans le cas d’expériences indépendantes les unes des autres, et
dans le cas ou les résultats sont liés en chaines simples ou multiples. Cette
généralisation est fondée sur des travaux de Markoff et de M. B. Hostinsky.

Il est également possible de donner diverses extensions dans le cas ot la loi-
limite n’est pas une loi de Gauss. Comme dans ce cas, il peut ne pas y avoir
d’écart-type, les théorémes porteront sur ce que dans des recherches récentes
on appelle la « dispersion » des variables aléatoires.

On peut démontrer que, pour chaque type de loi-limite, la dispersion est
inférieurement bornée.

Dans le Chapitre suivant sont étudiées les lois de probabilité liée des diffé-
rentes estimations d'un méme paramétre. Soient deux suites de statistiques f,
et g,, toutes deux correctes au sens que nous avons précisé, de m. Sil’on sup-
pose que f, a une valeur numérique comprise entre deux nombres « et 3, il
s’ensuit que z,, ..., , doivent ¢tre choisis entre certaines limites, et par
conséquent la loi de probabilité de g, doit en ¢étre modifiée.

Une des maniéresles plus simples d’observer cette modification est de calculer
la valeur moyenne du produit f, g, ou coefficient de corrélation. Elle est insuf-
fisante en général, mais suffisante si f, et g, suivent & lalimite une loi de Gauss
a deux variables.

On arrive ainsi & mettre en évidence une inégalité limite valable pour rinfini



dans laquelle entrent, outre cette grandeur, les deux écarls-lypes limites
de f, et g,.

On en déduit quesices deux écarts-types sont égaux a I’écart-type minimum,
le coefficient de corrélation est égal & 'unité, ce qui implique que /, et g, ne
doivent différer que sur un ensemble de probabilité nulle.

En résumé, sous des conditions assez peu restriclives qui seront exposées au
long de cette thése, la statistique du maximum de vraisemblance :

1° converge en probabilité vers le paramétre m;

2° a une loi de répartition-limite de Gauss;

3¢ est la plus précise de toutes les estimations gaussiennes;

4° elle est la seule a jouir de cette propriété du maximun de précision.

Cesrésultats avaient été prévus sans démontration compléte par R.-A. Fisher,
qui avait, avec raison, on le voit, donné a cette statisticque lenom « d’optimum ».

Enfin, prend place I'examen des lois de probabilité permettant ce que
M. Georges Darmois a appelé des statistiques eahaustives (« sufficient » selon
I’expression des probabilistes anglais).

Il a été possible de faire une étude approfondie de ces différents cas, et 'on
vérifie que ces estimations fournissent le maximum de précision.

Cet énoncé comporte une réciproque assez curieuse, en ce sens que, pour une
loi quelconque, I’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance est
a la limite une statistique exhaustive. Toutefois, elle n’a pas la propriété d’ex-
traction totale de I'information, elle n’extrait que la partie principale.

Je désire en terminant cette introduclion exprimer ici ma reconnaissance i
M. Georges Darmois qui m’a indiqué le sujet de ce mémoire et a si aimablement
dirigé mon travail, 4 M. Emile Borel qui a bien voulu présenter a I’Aca-
démie des Sciences des notes résumant mes résultats, et & M. Arnaud Denjoy
qui a bien voulu se joindre a eux pour constituer le jury.

Qu’il me soit permis de remercier également I’Administration du Journal de
UEcole Polytechnique qui a bien voulu accepter de publier cet article.

NOTATIONS.

Nous appellerons dans la suite E(z) (espérance mathématique) la
valeur moyenne de la variable aléatoire x, soit fx dF(x). Si m est sa valeur,

on appellera écart-type o de la variable x la quantité yE(x — m)*. La proba-
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Y.y . . y RS v .
bilité pour que la valeur absolue de  —m dépasses estinférieure a - (théoréme

de Tchebycheff). La fonction caractéristique ¢(#) relative & laloide probabilité
totale F(x) est f eite dF ().

On voit facilement qu’a toute loi de probabilité correspond une fonction
caractéristique (la réciproque n’est pas exacte). itant donnée une fonction carac-

téristique, la loi de probabilité est donnée par la formule de réciprocité de
Fourier :

) —F L T e
F(ax)— (O)_;ff_-,, Q(})——Tdt.
Si o, (2) et 9,(¢) sont les fonctions caractéristiques de deux variables indé-
pendantes x, et x,, la fonction caractéristique de x, 4z, est o,(¢)¢.(2);
c’est une propriété fondamentale.

CHAPITRE 1.

CONVERGENCE EN PROBABILITE. STATISTIQUES ‘‘ CONSISTENT .

Nous nous occuperons tout d’abord du cas o I'on a des variables aléatoires
indépendantes les unes des autres et dont les bornes sont des nombres fixes,
certains et connus (pour plus de généralité nous les supposerons infinis).

Tout d’abord, rappelons un théoréme dont la démonstration a été donnée
par M. Khintchine (Comptes rendus de I’Académie des Sciences, séance du
11 février 1929) :

Etant donnée une variable aléatoire = dont la valeur moyenne a une existence
bien déterminée a, la probabilité pour que if—‘ — a soit en module supérieure a e
tend vers o quand n croit indéfiniment, ¢ étant un nombre positif fixé d’avance.

Cette convergence en probabilité de z—;—‘ vers a, pour employer I'expression

utilisée par M. Fréchet (Metron 15-VI-1930), était connue depuis Tchebycheff,
qui supposait toutefois ’existence du moment d’ordre 2 : E(z*). La nouveauté
de I’énoncé de M. Khintchine est qu'il ne suppose que I'existence de E(x).

La démonstration est fondée sur le fait que lorsque dans tout intervalle fini
la fonction caractéristique converge uniformément vers la fonction e, la
variable aléatoire converge en probabilité vers a. La fonction caractéristique
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de =% étant [cp(—)] si o(¢) est celledex, il suffit de démontrer que n logs(£>
n n. ¢ AR
tend vers ¢az uniformément dans tout intervalle borné de ¢ quand 7 croit indé-

o TN [t A
finiment; ou en posant I’égalité cp(;;) =i+ ¢<}:> que ndg(/—) — tat dans les

o . \
t-) o= /' <(f1” — '.) d V(2.
n .

\ -5

mémes conditions.

Partageons cette intégrale I en trois parties |, de — & —zen, I, de —en
a+cnetl,ded+cecna+ =.

| —Zcn l/ .
UJZL[ (7 0) av ()
:sui ’_14 - =Z Y —Zn

<f [e " — | dF () <::,/ dF(r)<<— *nf xrdFr).

—cn

. y_* ) 2 ~ , .
Donc, n|l, | est inférieur & — ;f x dF(x). Comme on a supposé I'exis-

tence de E(), il en résulte que  étant fixé, on peut prendre n assez grand pour

sy ¢ s n A
que n| L, | soit inférieur & un nombre quelconque 5, par exemple. La méme

démonstration s’applique a nj1,|.
{xaminons la valeur limite de [,. On sait que

+En ¢ SN i--l-." 3
l - f [-”- x dF(x) +f (e " 1) dF (a)
—alfriil L e ~&n
<f dW@<C[
—&n Ve n

t
e H
C étant une constante déterminée quand on a fixé les bornes de variation de ¢.

Or,
2 “~En 2 +En 2 -+=&n
C_t)_f x? (ZF(m)<(-i—fen.f [‘1"5(1F(.1~)—_—_Ct Ef‘ |2 dF (2).

n . n

in —&

L, 2 dF (),

-+ ¢
— 11— -2
n n

D’aprés la convergence de E(«x) I'intégrale est bornée. Donc

< Ke

nl;— z'tf‘ x dF(x)
—&n

dans tout intervalle borné de ¢z. On peut donc choisir ¢ de maniére que le pre-
mier membre de I'inégalité soit inférieur a —g Ayant ensuite choisi » >N de
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facon que n|I, i et n|I,Isoient inférieurs également & 3,'. il s’ensuit que I'on a :

“En

/afl,:-{—n:],,]—i—lnl._,—il/‘ adF(z)| <u,

—In

et, par conséquent,

+3in

reaf

v —zn

.1-//!’(.1')’ <.

En prenant encore n> N’ d’aprés les hypothéses /dﬁmxdF(x) est aussi

—in

voisin de a qu’on le désire. Par conséquent ¢ étant choisi et n supérieur au plus
grand des deux nombres N et N/,

[nl—iunt| <+

Par conséquent, nl converge uniformément vers cat dans tout intervalle ou ¢
est borné, ce qui était nécessaire pour établir la proposition. Remarquons que
cette démonstration exige que les lois de probabilité de toutes les variables x;
soient identiques. Nous donnerons plus loin une généralisation, sous certaines
conditions, de ce résultat.

Considéronslaloi de probabilité élémentaire f(x, m) avecff(_.r,_ m)dx==1.

Admettons que ’on puisse dériver sous le signe f,fce qui exige les conditions
suivantes pour la fonction f(x, m) :

1° f(«, m) doit avoir une dérivée par rapport a m dans tout I'intervalle de
variation de x sau [ peut-étre pour un ensemble de probabilité nulle. Cetle derniére
restriction rend valables les résultats que nous allons énoncer pour des lois du
type e| "™ | dzx (premiére loi de Laplace).

Cette condition suffit dans le cas o « est compris entre deux limites finies.
Sinon on doit en plus supposer que :

C
df(x, m . , .. - .
2° f —'[((Tm—-)dw converge uniformément vers sa limite quand |C| croit

indéfiniment, ceci dans tout I'intervalle ot 7 peut étre choisi.

Sous ces conditions on a évidemment

d[(x, m)
f —‘/—({7’—;-)— dr=o,

I df(x, m)| _
£ [/(1,, m)y  om =°

ce qui peut s'écrire
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D’aprés le théoréme précédent il en résulte que
1 " I 0 flx;, m)
n 2 Jla, m) am
i=1

converge en probabilité vers zéro quand n croit indéfiniment.
Soit maintenant 'équation en T

Zﬂ 1 dfla;, Ty
Sflz, T) om =
i==1

Etudions la probabilité pour que | T — m|< ¢ quand n croit indéfiniment.

0 . . , . \
Supposons que f(.:(‘I ) f(:,;lm) soit uniformément continue par rapport a m
s

au point m, pour toutes les valeurs de x. 11 en résulte que ’on peut trouver m tel
que | T — m| soit inférieur & € avec

I d f(a;, m) I df(xi, T) )
Sz, m) om _f(-l‘i, T) am <

¥

ceci pour toule valeur de ;. On aura donc

1 . 1 d flxy, m) -
n Z Sz, m) om < 1_12
i==1

i=1
Réciproquement, mais & la condition de plus que

1 Jf (i, m) I df(z;, T) <1
Sz, m) dm Sz, T) am -

{1 1 d f(x;, m) —
hd [ 21, M) om =
i==1

n’ait qu'une racine en m (ou dans I'intervalle de recherche), la condition

1 - 1 0 flz;, m) .
(1) n 2 Sy, m) am <7
i=1

entraine que la racine T de I’équation

nﬁ 1 Qf(zx;, T)
it f(2;, 1) om -—
=1

est telle que | T —m | <.
La probabilité de cette derniére inégalité est donc celle de I'inégalité (1).

THESE D. DUGUE. 2
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Elle peut par conséquent étre rendue aussi voisine de I'unité qu’on le désire.

On peut encore exclure de toutes les valeurs de =z (ensemble sur
of(x A . , .

- J(# ™) qoit étre uniformément contmue) un ensemble de

Sz, m) om

probabilité nulle; ce qui permet d’étendre le résultat indiqué a la loi de
Laplace.

lequel

Le théoréme de M. Khintchine n’exige aucune hypothése sur la continuité
de F(x). Ses résultats peuvent par conséquent étre appliqués au cas des pro-
babilités discontinues. Dans ce cas, encore la racine de I’équation

n

2 1 dp(T) .
p(TY “dm

i=1

converge en probabilité vers m quand r croit indéfiniment sous les conditions
indiquées, p;(m) étant la probabilité qu’a une variable aléatoire susceptible de
prendre les valeurs «,, ..., x;, ..., d’étre égale a x;. Ces résultats peuvent
s’exprimer simplement si 'on considére I'espace & une infinité de dimensions
dont il a déja été question. Les théorémes que I'on vient de formuler expriment
que ce que I’on peul appeler le voisinage de la surface T(x;, ..., x,, ...)=m
de cet espace occupe presque tout cet espace. Cette propriété assez curieuse de
la mesure dans I’espace fonctionnel est d’ailleurs connue.

Nous venons de mettre en évidence une généralisation du théoréme des
grands nombres formulé par Bernoulli. Il est facile, en effet, de voir que la loi
de Cauchy élle-méme n’y échappe pas puisque

L7 (e —m) dr
nJ_, 1+ (x—m)? 14 (xr—m)
est convergent.

Supposons maintenant que . soit une des limites d'intégration. On aura

donc f J(x, m)de=1. Si, en plus de la premiére condition fixée plus haut

(dérivabilité sous le signe f>, f(x, m) est continue par rapport a
& pour & =1m, on a

Sflm, m) -4—[ ’()'—ﬂd‘i’%—m)dxzo
ou ‘
I 0 f(z, m)| __

E[f(m, /n)+f($) m) dm =
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Il est bien évident que nous avons laissé de coté les lois de la forme if—z;f—b))
avec F(x) —_—farf(w) dx <dans lesquelles la parenthése s’écrit {,L(%% — l{-%)

Leur étude sera faite plus tard.
De la méme facon que dans le cas précédent, on voit que la racine T de
I’équation

monp I . I d./'('lfi’ 'P) J—
(2) ST, 1)‘*",,:2‘/(‘7;1.’ T) om =0

converge en probabilité vers m & la condition que :

1 ()f( &£y, m)

1° Comme plus haut Ty~ m

soit uniformément continue par
rapport a m;
2° f(im, m) soit continue, ce qui est déja réalisé.

Il faut, de plus, que la racine de I'équation (2) soit uniforme tout au moins
dans I'intervalle de recherche.

Nous avons tout & I’heure fait remarquer que le théoréme de M. Khintchine
suppose que toutes les variables suivent ]la méme loi de probabilité. I est pos-
sible de s’affranchir de cette restriction. Toutefois, il est indispensable de faire
sur les lois suivies par les variables aléatoires certaines hypothéses. En repre-
nant les notations du début, on aura & étudier

n n n n
S+ Xn+Tu=a(;)
=1 =t i=1

i=
au lieu de ,
nl+nly+ nly.

En faisant les mémes majorations que ci-dessus, il apparait que
ZRI<zl < 23 wdFe),

On voit que si tous les E(«;) convergent également vers leurs limites respec-

—En
tives, on pourra trouver N tel que pour tout » > N, ¢ étant fixé f z;dF;(x;)

—_

o s py s . o . . S O < pa e .2
soit inférieur 4 a quel que soit Z, et par conséquent | X1 | sera inférieur a - «
<

. A . , . 1
qui pourra étre rendu inférieur & 5-
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De méme pour | X% |
On aura encore

; . t +En
I2-l~’,~ .’L','dF,j(.If,)

et évidemment & cause de 1’égale convergence des E(x)

P Wt 0
1 - i~/ 2y dF, (1)
n —Zn

{ étant un nombre qui peut étre rendu aussi pelit qu'on le veul et qui provient

de la différence E(T,)——-f “acidFi(.z',-). Les E(

—En

t.l ‘3”, _
<c;¢f L dFi(),

—gn

Lo . Ya;
Xl — =X

2 et
no|

<3

{: “+&n
<(l;’)—s§[ "l dEi().

¢ —zn

!
SC;;

existent tous d’aprés

Phypothése initiale. Si, de plus, ils sont tels que

2EU20 Soit borné (il suffit

par exemple que tous les E(|z;|) soient inférieurs & un nombre fini, mais ce

|ZI‘2 R alil

!
A . P P
- peut étre rendu inférieur a — et dans

3

n’est pas nécessaire). — 1L

. . , i - 2a; s e L
tout intervalle ou ¢ est borné on en conclura que ‘ZI.‘_, — 1t =~/ est inférieur ag

: . 2a; . A :
et comme plus haut que lEl’— it==| converge vers zéro d’'une maniére uni-

forme partout ot ¢ est fini.

v . (s 2z Za;
On peut donc affirmer que la variable aléatoire — converge vers =

. Zai . ) ix
Si=- converge au sens habituel du mot vers un nombre A(-}?— étant au plus

ZE(]|2; . . . A\ 3o A
1% doit d’ailleurs étre borne>, = converge en probabilité vers ce

égal a
nombre fixe A.

Il est possible aprés ces démonstrations d’étendre le théoréme des grands
nombres & divers cas.

Soient u;(«x, m) des fonctions telles que
fu,-(a', m) [(x, m)dz=—o.

1° Sitoutes ces intégrales convergent également vers zéro [ il suffit pour cela
que l’on puisse trouver X tel que pour|x| > X tous les u;,(x, m) soient en
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valeur absolue inférieurs a 9(x), 'intégrale / o(x)f(x, m)dx étant con-

—_—

vergente |;
2° Sil’ensemble dec tous les [] u,(x,m)| f(x, m)dx estborné on en déduit que

%Eui(xi, m) converge en probabilité vers zéro et comme précédemment, mais
a la condition que tous les «;(.x, m) soient ¢galement uniformément continues
au point m que la racine en T de Xu;(x;,, T) =0 converge en probébilité
vers zéro,

Supposons que I'on ait u,(x, m) = u;(x) — @, (m), on a donc

fui(.z;)j'(.z:, m)dz=q;(m).

Si les u,(x) satisfont aux conditions précédentes qui sont notablement
simplifiées (les questions d’uniformité de la continuité en m par rapport a x ne
se posent plus)%Zu;(wi)— :—2 Xo,(m) converge en probabilité vers zéro, et
’on en déduira une statistique consistent.

On voit que par ce procédé on peut former une infinité d’estimations cor-
rectes. Un cas particulier intéressant comme forme est celui ol tous les g;
sont indentiques. Les u; le seront aussi. On a une estimation correcte en
prenant la racine (il faut qu’il n’y en ait qu’une) de I’équation

()
n

- Su(x;
o g (Sm),

¢~ désignant la fonction inverse.

o(T)=
soit

CHAPITRE II.

DIVERS COMPLEMENTS DES THEOREMES PRECEDENTS.
Appliquons les résultats obtenus au cas ot les variables se dispersent autour
\ . . 1 TR I . .
du paramétre suivant une loi de Gauss de précision —- On a donc ici

S, m)= L exp[ = m
\ 270 .

‘ 2
i 20
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La solution de I’équation du maximum de vraisemblance est alors

Sa
rl‘ — et Aoy .
! n
C’ l 4 4 b . 7 r .
est le procédé quel’on emploie généralement pour estimer une grandeur dont

. . R . /3 (r,— m)?
on connait les mesures. Si ’on veut connaitre s il faudra former \// :(—’—n——)-

(on suppose alors que 'on sait la valeur de m). Dans le cas de la loi de
‘I — — L 14 . .
Laplace ~ ¢7'"~"!, on a alors a prendre la médiane de n observations. Pour le

cas de la loi de Cauchy, la solution ne se présente pas sous une forme simple.

L r vz : v, — r-l‘/ R A
On aura a résoudre I'équation 2 T a—T =0 (T; ne peut étre obtenu que

par approximations successives). Nous verrons plus loin une maniére un peu
moins compliquée d’arriver a ce résultat. Il est facile de voir que dans tous ces
cas les conditions que nous avons exigées sont satisfaites. Ces statistiques
convergent donc en probabilité vers m.

Nous allons maintenant présenter diverses extensions des théorémes du
Chapitre précédent. Tout d’abord nous avons supposé que I'équation
2} ‘%’E (2, T)) = o n’a qu’une racine en T;. Il est possible de remplacer cette
condition par une autre peut-étre un peu plus restrictive dans la forme, mais
néanmoins assez souvent remplie et dont il est facile de s’assurer si une loi de
probabilité la remplit ou non. Sous des restrictions énoncées au Chapitre 1
(sauf celle qui est en question) nous avons établi que

NI Of
-n-zq-f;d—m(x,,’l)__L(.lv),

une fois fixés x,, x,, ..., x,, est une fonction continue de T. Il suffit donc, pour
que I’équation L (T) = o ait une seule racine en T au voisinage de m, que L (T)
ait une dérivée qui soit d’un signe constant dans ce voisinage. Cette dérivée

sera
NI R 1 O/N)
2|55k (G 5m) e,

af

81 52 est dérivable par rapport & m quel que soit . Supposons cette fonction

continue pour T voisin de m. Si /g’—nf dr =0 <méme condition de limite

d

0

. , . . e o f
uniformément atteinte que dans le Chapitre I, pour I'intégrale f (—mzdx>
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I

. 1 . . , dL
et si E [j—d—] existe, 1l en résulte que =T

— [ o
reste dans le voisinage de m il y a une chance aussi faible qu'on le désire
que L(T)=o ait plus d’une racine; comme la dérivée seconde de Zlog f(x;, m)
par rapport & m converge en probabilité vers un nombre négatif pour la racine
en m de la dérivée premiére, on voit que Xlog f(x;, m) passera trés proba-
blement par son maximum pour cette valeur.

Tous les résultats exposés dans le premier Chapitre sont fondés surle fait que

converge en probabilité vers

J ~+ v (1 étant petit si T reste dans le voisinage de m). Donc si I'on

N
. . [ -~ Lj Yig s
si E(x) a une valeur déterminée, = converge en probabilité vers cette valeur.

Il nous a été possible de donner une condition moins restrictive a cette conver-
gence. Cette condition est d’ailleurs non seulement suffisante mais encore
nécessaire. En effet, pour que — 2z - converge en probabilité vers a, il est nécessaire
et suffisant que la fonctlon caractéristique de cette variable aléatoire,
soit [ag(%)]” converge uniformément dans tout intervalle borné de ¢ vers ei.

. AWK
En écrivant o(¢) sous la forme exp {{(?)}, nous voyons que nxp(;) doit tendre
uniformément vers at (avec [¢| < T), la condition étant suffisante et par con-

4(3)
. . . . ; n
séquent il cst nécessaire et suffisant pour la convergence demandée que ——

n
tende vers iz uniformément pour ¢ compris en module entre ¢ et T (e étant
arbitrairement petit et T arbitraircment grand) pour des valeurs de » augmen-
tant indéfiniment.

Comme (o) est nul, cette condition est équivalente & I’existence & I'origine
d'une dérivée de {(?), donc de ¢(2) égale a za.

Si la variable aléatoire admet une valeur moyenne on voit facilement que
cette dérivée existe, mais la réciproque n’est pas exacte. L’exemple suivant le
prouve; soit X une variable aléatoire susceptible de prendre toutes les valeurs

extérieures a I'intervalle — 2, 4~ 2, avec la probabilité Tg[%y‘%”—a, K étant une
S -2

constante telle que Kf soit égal 4 'unité (*). Sia <1 on voit que E(x)

logi z|]*

(*) Le symbole f veprésente l'intégrale étendue a tout l'ensemble sur lequel la

£
variable aléatoire est définie.
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n’existe pas, l'intégrale f ——————— étant divergente. Kn raison de la symé-
g <llogfzl]
trie de la loi de probabilité élémentaire la fonction caractéristique sera égale
tzd. . (o . (o oA
a2z Kf i?sl(i Ta S’il y a unedérivée al'origine, cette dérivée doit étre nulle

par raison de symétrie. Il suffit donc de démontrer que

™ T cos Al — 1 de o
Ar=0 At kl_fi(log:‘,.’l,')x 0
Nous partageons cette intégrale en deux parties 1, de 2 a et I, de a-+ oo,
[ L] f cosAtm —1 dx <2 Tt dw Y /J * dr
- ,1 a*(loga)* ~ At jm a*(Jogx)* — w J,  a*(loga)*

A

En intégrantde Y a AY, ..., A'Y a A*Y, ... (avec i >1), il est facile de
trouver une majoration de cette intégrale

R
Y S
j; (logz 2 p—— (looar,)gc

(h—1)h"Y
<YZ(/zn—ﬂ()2(log/w—1Y)oc =(h- ')me_ﬂ_«

n=1 n==1

h—1 I 1
W 2 = tend vers o avece Y"

n=—1

De méme I, : on a, avec le méme procédé de majoration,

lm—f

3 t=n ) it
- Ay¢ dv T Yo dw _ TN Ay
2 (log)* Y J, (loga)* ™ oh" &= ], (loga)*
=1 -

Cette quantité étant inférieure a

d.x
£ (logx)*

cosAt:L —1

9

Et

" 27

1 ¢ 2(h — 1)t
WZ[:L_ (1001, )h’lz (logah=")>
=1 7
ho—n fet=t -
< T [10"))7 2(1— 1) (loWl)’J
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n=—l1
I he .
LN tend vers o. Il est facile de s’en assurer.
/L” o g

(=1

Cette quantité tendra vers o si

En effet, en posant n=p + ¢

71.—1/[ 7—1 It 1 / _] ]/ h/ _
¥ 2 1 O I W — 1 v At — 1
J— J— —_— ¢ — P —_ .
h 2 RN VT 2 b+ Pa] T h—1 [ o p> hrrr

=1 =1 i=p

Sil'on s’arrange pour que p et g tendent tous deux vers l'infini, on a démontré
que I, tend vers o. L’existence d’une dérivée de la fonction caractéristique est
donc établie, bien que la loi de probabilité n'ait pas de premier moment. On
peut, en vertu de la remarque faite sur la convergence en probabilité, remplacer
dans le cas de 'étude du maximum of likelihood la condition de dérivabilité
sous le signe d’intégration par l’existence pour ¢ = o de la dérivée delafonction

/.exp g [t}. g;%%fduc.

Cest une condition évidemment compliquée, mais moins restrictive que la pré-
cédente. Revenons a I'étude de cette dérivabilité. Comme il s’agit d’une
convergence d’intégrale il est & prévoir que I’on ne pourra pas donner de cri-
téres nécessaires et suffisants d’aprés le théoréme de du Bois-Reymond. La
dérivabilité a I'origine de la fonction caractéristique est liée au comportement

a l'infini de la loi de probabilité; la transformation de Fourier [el‘”” dF(x)

remplit en effet dans le domaine fonctionnel le méme role que 'inversion en

géométrie. Nous considérerons tout d’abord des lois de probabilité p(x)dx de
Kdr

x*

a examiner les deux intégrales

Ty — costa du Tsintx dx
A t X A t X

quand ¢ tend vers o (on peut se borner au cas de ¢ positif en raison de la
symétrie).

ILe changement de variable tx = u permet de constater le résultat suivant.
Sia < 2, I croitindéfiniment, si @ =2, [ a unelimite non nulle etsia >2,1 a
une limite nulle. J est infini 4 la limite quand « est inférieur ou égal a 2 et nul

la forme

(2 >1) pour x suffisamment grand en module. Nous aurons done

THLSE D. DUGUE, 3
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a la limite quand « est supérieur & 2. On voit par conséquent que
j costep(x)de
a une dérivée nulle si « ~> 2 deux nombres dérivés égaux en valeur absolue et
de signe contraire si « = 2 et une dérivée infinie si a < 2.

Maisj sintzzp(x) dx n’est dérivable au sens précis du terme que s’il y a un

moment d'ordre un (« > 2) ou si p(x) est symétrique pour z suffisamment
grand en valeur absolue, auquel cas on a '

-+ » M
f sintzxp(x)d ':5] sint¢zp(x) dz,

-

cette quantité étant évidemment dérivable.

. 1 , . B
Si pour |« | assez grand on a p(x)= Pt ¢(x) étant une fonction crois-
"1 —costx dx o .1 *?1—cosu
sante, comme n est inférieure & ——du, on
" t zro(x) o(A) J, u

voit quefcostwp(w)da; est dérivable. Si la condition de symétrie énoncée au
paragraphe ci-dessus est réalisée, on voit que fe"‘”p(w) dz est dérivable, la

valeur de la dérivée étant 1. (J1L, est la moyenne au sens de Cauchy). On
peut, en prenant pour (&) une fonction croissant suffisamment lentement,
s’arranger de telle sorte que le premier moment soit divergent. C’est un
exemple de cette fonction que 'on a donné plus haut en prenant

o(x)=(logjz||* avec o<1,

X e 2
Nous avons montré que == converge pourtant en probabilité vers JIt..

Dans le cas ou I’on a affaire 4 une somme de variables aléatoires n’obéissant
pas a la méme loi de probabilité (cas a envisager pour I'étude des estimations
par les fonctions ¢;) il est nécessaire et suffisant pour la convergence en proba-

t
SU (=
2(3)
t
On peut remplacer cette condition assez peu maniable par un ensemble de
conditions suffisantes mais non nécessaires.
Supposons que les §;(z) soient dérivables pour t=o0, les dérivées ayant les

bilité de cette somme que tende uniformément (e < |¢| < T) vers za.
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valeurs za;. Si quel que petit que soit { on peut trouver v, tel que pour |z| <y
on ait

0 0] <o

quel que soit I'indice 7 [nous pouvons appeler cette condition 1’égalité de la

;
ment pour ¢ < |¢|<T. Si la suite a,, a,, ..., a, converge au sens de Cesaro

vers a, la moyenne des variables aléatoires converge en probabilité vers cette
valeur. Il est bien évident qu'un nombre fini de fonctions ¢;(¢) peut échapper
a cette condition de dérivabilité. Il faut toutefois que les nombres dérivés supé-
o[t
(1)

2

—

¢
S
dérivabilité des ¢;(¢)] il est facile de voir que —"/ tend vers i Er? uniformé-

» . , 1 . A

rieurs soient bornés : car alors - tend vers o. On pourrait méme
n

admettre une infinité de fonctions non dérivables a I'origine. Il faudrait alors

leur imposer des conditions de régularité plus compliquées.

Estimation du parameétre figurant dans les limites de la variable aléatoire
..... d¥(z)
F(m)
vu que les procédés généraux ne peuvent s’appliquer. Nous ferons tout de suite
le changement de variable aléatoire F(a)=X et du paramétre F(m)=M.
Si F(m) est continue et a une dérivée non nulle, ce qui permet d’écrire
m=9(M) (¢ étant continue), un théoréme connu permet d'affirmer que si
P(X,, ..., X,) converge en probabilité vers M, ¢o[P(X,, ..., X,)] converge

en probabilité vers m. Nous sommes donc amenés a étudier la loi de probabi-

— Nous avons déja

lité homogéne %(o < X< M). Plusieurs fonctions de X,, . .., X, convergent

en probabilité vers M (le double de la moyenne, le double de la médiane).
Dans le cas général, comme nous le verrons plus loin, la distribution de ces
variables aléatoires tend vers une loi de Gauss. Ce sont, comme nous le défini-

rons plus loin, des infiniment petits aléatoires d’ordre % en % 11 est possible de

donner dans ce cas trés particulier une estimation beaucoup plus précise.
Considérons la plus grande valeur du groupe des » variables aléatoires. Il est
X)/l-——i dX

. . . I . -
facile de voir que sa loi de probabilité élémentaire est n<m A SiPon pose
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n(X —M) =y, on voit que la loi de probabilité élémentaire de y. tend vers
w
xd A . .

e _I\% La probabilité pour que n(X — M) soit compris entre deux nombres

(négatifs évidemment) donnés tend vers une limite finie. Cette estimation est
donc infiniment plus précise que toutes celles dont nous nous occuperons par
la suite et ot la variable yr(X — M) joue le réle que joue ici n(X — M). II est
possible de rattacher cette grandeur au maximum de vraisemblance : la vrai-

semblance de l'expérience (X,, ..., X,) sera en effet L%H Il faudra donc

prendre pour M la plus petite valeur possible, c’est-a-dire le plus grand des
nombres (X, ..., X,).

Estimation de plusieurs paramétres. — Dans le cas ou la loi de probabilité
élémentaire contient plusieurs paramétres (deux pour fixer les idées), il est
évident que sous les mémes conditions que dans le cas d’un seul paramétre on

peut écrire
1[%%]:0 et E[};%]:o.

4

Par conséquent

2 f(x, «, b) ot L 0f (2, , b)

I\ I L
n 2‘ Sz, a, b) de n Zf('lfu a, b) 06
=1 =1

convergent en probabilité vers o. On voit que si le systéme

2 1 dj.('xu Ta; Tb) —o
f('ﬁu Ta, Th) il o

et

> X 9f (@ Tay To) __
F(@y Ty Tp) da =

n’a qu'une racine en T,, T, dans I'intervalle de recherche et si les deux fonc-

. dlogf(x, a, b) . dlog(x, a, b) . ‘ . s
tions Ja et 5% sont uniformément continues par rapport a

I’ensemble (a, b) sur tout 'intervalle de variation de z, au point @, b les deux
nombres T, et T, convergent en probabilité vers a et b. Il sera encore plus dif-
ficile en général de résoudre ce systéme que dans le cas d’'un paramétre. On
peut encore dans ce cas trouver une infinité de statistiques « consistent ».

Nous en donnerons un exemple particuliérement simple. Soient ¢,(x)
et v,(x) deux fonctions telles que : E[ ¢,(x)] = ¢,(a, b) et E[¢,(x)] = 0.(a, )
soient deux fonctions continues en (a, ) au point a, b. Si le systéme

5= 9,(a, b), 2,=9x(a, b)



n’admet qu’une solution « = «(z,, 5,) et b = 3(z,, 3,), les quantités

“ [Evi(ml)’ E(’._‘(.Z‘,)] et B [Evl(xl)’ Zv‘_.(:vl):l

n n n n

convergent en probabilité respectivement vers a et b. On n’a aucune difficulté
a étendre le raisonnement & un nombre fini de paramétres. Il est de méme bien
évident que rien ne serait changé si au lieu d’une seule variable aléatoire x, on
en avait un nombre fini : z,, ..., ,.

Cas d'une infinité dénombrable de paramétres. — Supposons maintenant
que dans la loi de probabilité figure une infinité dénombrable de paramétres.
C’est ce qui se produira si 'on a une suite de résultats dont on ignore la forme
de la loi de distribution, celle-ci appartenant toutefois & un domaine fonc-
tionnel fixé a prior: (on considérera par exemple toutes les lois admettant un
développement infini d'une forme donnée). Trouver la forme de la loi reviendra
alors & estimer une suite de paramétres; soit f(x, a,, ..., @,, ...) une

telle loi. Sous les mémes conditions que précédemment on aura, quel que

soit 7, E [I of

7 d_a-l = 0, et par conséquent chacune des variables

_i1wy1Lof 1§19/
X1—;‘22707h-, LR ] XL—’ZZ'?%’

convergera en probabilité vers o. Mais pour que I’ensemble de ces moyennes
converge en probabilité vers o il faut une condition supplémentaire. On peut
donner une condition suffisante et non nécessaire de cette convergence. On
sait que

VTE o ST
— Ty /el Xl — (/B Lo
x \n\/ [f da, |’ ’ . Vr S oa |’

En vertu de I'inégalité de Tchebycheff, on a

2
X4

h
[’{|X,|>£;<22, o PUXg>ed< Tl

et par conséquent la probabilité que I'une quelconque des quantités X,, ...,

X; soit en valeur absolue supérieure a ¢ sera inférieure 4 —-—- Sila
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iyl 1 Of 1P . . . .
serie Zh[}. 7)2] est convergente, on voil que aussi petit que soit ¢ cette proba-

bilité pourra étre rendue arbitrairement pelite. La fin dela démonstration sera
calquée sur les précédentes. [l faut supposer que le systéme n’a qu’une solution

=0, (Zy, ..y Xiy .. .), e =0 (2, ..oy Ziy L),

of

et de plus que toutes les foncuonsf 5, Sont continues en a,, ..., a;, ..., au

sens suivant : I’ensemble de conditions | «; — a;| <7 (quel que soit ) entraine

1 of L Of

fda(T Oy owuy Oiy o u ~ 7 oa; Ly Wy ooy By o) | <&

(¢ ne dépendant ni de z, ni de 7). C'est ce que I’on peut appeler la continuité
forteen a,, ..., a; .... Ces conditions sont évidemment trés restrictives.

On peut, comme précédemment, évaluer chacun des a,, ..., q; ..., pardes
fonctions auxiliaires sur lesquelles on doit faire des restrictions qui sont exac-
tement du méme ordre que celles faites pour le maximum de vraisemblance.
Mais, de toute facon, en général, on aura a résoudre un systéme d’une infinité
d’équations a une infinité d’inconnues. Le probléme n’est donc pas susceptible
d’étre résolu pratiquement. Nous donnerons un exemple dans lequel il est
particuliérement simple et ol la solution n’exige pas de conditions de validité.
Supposons que ’on sache la loi de probabilité élémentaire développable en
série de fonctions quasi-octogonales; prenons le systéme fourni par la loi de
Gauss G(«). En posant

aG(z) _

da," \’/n‘ G(‘T) Pn(x)a

on sait que

f+”G(:v)Pn(m)l’m(x)dx:%(: sionom,

si m=—n,

on aura alors
S(x)=G(z) [t 4o, P (2) 4. ..+ o, Pr(x) +...],

on voil que : E[P,(z)]=
I3 ) b yal T . 1
Le théoréme de M. Khintchine montre que - ZP;(:p,) converge en proba-
j=1
bilité vers «;. L’estimation par la méthode du maximum de vraiscmblance
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conduit a résoudre le systéme

H

Z P (7)) —o0

v+ Po(e)y - - Pi) 4.0 T

iz

i Pi(z)) .,
s oo Py(x))y +. oo P+,

.......................................

qui est beaucoup moins simple.

Convergence presque certaine. — M. Kolmogoroff a démontré récemment
(la démonstration a paru dans le traité de M. Fréchet : Calcul des probab:-

lités : compléments théoriques) que I'existence de E(x) entraine non seulement
1o, . . Sz
la convergence en probabilité mais la convergence presque certaine de —~

vers E(x). Un des aspects de la convergence presque certaine est la conver-
gence forte. Ce qui signifie que la probabilité de I’ensemble des inégalités

1
W Em;mE(x) <,

=1
1

T
poga Exl—E(.z) <€,

i=1

tend vers 1, aussi petit que soit ¢ quand n croit indéfiniment. Dans le cas ou

I'on prend pour variable aléatoire ; g}%, on voit que si f est dérivable par rap-

\ . S | C 1 of (z;, m) .
port a m sous le signe f la quantité 712/'(-1f,~, m " g converge presque

4 =1
certainement vers o. Le raisonnement fait au début du Chapitre I montre alors
que la probabilité de ’ensemble des inégalités

[ Th— mi<e, | Thosy — m | <3, e | Thap—mi<e,

I vy. .
tend vers 1 avec - tendant vers o, sous les mémes conditions que celles impo-
sées alors.
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CHAPITRE I1I.

LOIS-LIMITES D’ESTIMATION : CRITERES DE « GAUSSIVITE ».

Il est donc établi que sous certaines conditions la racine de I’équation du
« maximum de vraisemblance » converge en probabilité vers le paramétre a
estimer. On a pu également former des estimations convergentes en probabilité
vers ce paramétre quand le nombre d’expériences croit indéfiniment. Propo-
sons-nous maintenant de chercher les lois-limites auxquelles satisfont ces esti-
mations et de calculer les coefficients déterminant ces lois-limites et en parti-
culier leur écart-type.

Examinons le cas de ’estimation T; par la méthode de M. Fisher. T, sera la
racine de I’équation

Z" L Ofa T
S, T1) am -
i=1

quand 7 croit indéfiniment. Ce qui peut encore s’écrire

n n
I () I
2 7 ;)—"{—2(:1:,-, Ti—m+ m):E u{x;, T;- -m -+ m)—=o,
i=1 =1
1 of
J om
Développons le premier nombre d’aprés la formule des accroissements finis;
ona

en posant le changement de notation u =

n

Z w(x, m)—+ (T;— m)zg%u[x,, m—+0(T,— m)]=o avec o< O<i1.

i=1 =1

Donc

n
1
" 2 w(x;, m)

i—=1

I . du
~ 2 Y [as, m—+6(T;— m))

i—1

T)— m—=—-

Si T, converge en probabilité vers m, le dénominateur converge en probabi-
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lité de la méme fagon que /—Il dm(w,, m) a condition que (xl, m) soit uni-

J
formément continue en 72 dans tout l'intervalle de variation de 2. Si F[ )‘;J

du(x,, m)

existe, le théoréme de M. Khintchine s’applique et ~ 2 =

=1

probabilité vers E[ 5 |- % est égal a & 54 — & (L7

converge en

om om

L’existence de F[ I ] est donc liée a I'existence de E[j()f] a la condition

i p)
queg f existe et soit intégrable, auquel cas fd fa’w = o bien entendu; E[ u]

om
est alors égal & — [} (;)fJ =—E[u]*.

Ceci posé, nous allons tout d’abord établir un lemme :

Soit une variable aléatoire z, quotient de y, par x,. Supposons que x,
converge en probabilité vers a, différent de o, alors que la loi de probabilité
totale de y,, ®,(y) tend vers ®(y).

Examinons la limite de la loi de probabilité totale de z,, F.(z,).

Une représentation graphique simplifiera le raisonnement :

Fig. 1.

Appelons P,(z, y,, y,) laloi de probabilité totale de x, avec y, <y,.<y..
S’il y a une probabilité non nulle pour que I'on ait y, <y, < y», il est évident
que méme avec ces liaisons x, convergera en probabilité vers a, et par suite on

THESE D DUQGUY. 4
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pourra trouver N tel que pour n > N on ait
(«) Pu(a-+de, yy, ) — Pula —da, y,, 3,) > ¢

aussi petits que soient da et ¢.

Supposons que 3, et 3, soient deux nombres positifs (z, > z,), cas qui corres-
pond ala figure. La probabilité pour que ’on ait z,< z < z, sera F,.(3,) — F,.(3)).
On voit facilement qu’elle sera supérieure a la probabilité pour que le point de
coordonnées x, et y, soit dans le rectangle ayant ses sommets sur les droites
d’abscisses a — da et a + da et sur celles d’ordonnées z,(a + da) et z,(a — da),
et inférieure a la probabilité pour qu'il se trouve soiz dans le rectangle ayant
ses sommets sur les mémes paralléles & Oy que le précédent et sur les droites
d’ordonnées z,(a — da) et z,(a + da), soit dans la région hachurée. En vertu
de la convergence en probabilité de x, vers a (quel que soit y, cette fois-ci), il
y a une probabilité inférieure & ¢’ pour que I’on ait un point dans cette région
si n est suffisamment grand.

On peut donc écrire I'inégalité

{ P.a+da, z,(a — da), 5,(a+ da))
—~Pyla-—da, 5,(a — da), 5,(a+ da)]} {®,| 5:(a¢ — du)] — Pu[5,(a + da)]}

inférieure a F,(z,) — F,(3)).
Et cette méme quantité sera inférieure a

{ Pnla—+da, z,(a—+ da), 5,(« — da)]
— P.la —da, z,(a + da), 5,(a — da)]|{®,[5,(a+ da)] — ®,[z,(a — da)]} + ¢

Il est évident que si z, était négatif on aurait & écrire des inégalités ana-
logues mais différentes. La relation («) permet d’ailleurs de renforcer ces
deux inégalités en écrivant

D, [z,(0 —da)] — ®,[z,(a + da)] —¢"
SFL(5) — Fu(5) S @[5y (a + da)] — ®u] 5, (@ — du)] + ¢
sin>N.

Si ®,(y) tend vers ®(y), on sait que la convergence est obligatoirement uni-
forme en dehors des points de discontinuité de ®(y). Donc, quel que soit y
pour n > v, on aura |®,(y) — ®(y)| <7 quel que soit 7; » étant supérieur au
plus grand des nombres N et v, on aura donc

O(zy(a—da)] — ®[5,(«+da)] —2n—¢&"
SF,(5:) — Fu(5,)S®@|5,(a + da)]| — P[5 (. — da)| + 2q + &,
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Si donc, pour y = as, et az, P(y) est continue, on aura
m[F,(5,) — F(5)] =®(n5,) — ®(ar3,).

Considérons maintenant la variable aléatoire yn(T,— m) qui est égale &

L_Zu(xt, m)

Vn
L g du . )
7). z‘-d—n—z[wi, nm —+ 9('1[——- l)L)]

Si E(u?) existe la loi de probabilité totale du numérateur £ tend vers la loi de

f "% ¢z dans laquelle o= E(s*). Le dénominateur conver-

(Gauss
\/2 o

geant probablement vers — E(u?), il s’ensuit d’aprés le lemme établi quelaloide

probabilité de = \/n(T,——m) tend vers la loi de Gauss d’écart-type ——== \/h(
)

soit ——-’I—d}—— C’est du moins ce qu'un changement de variables trés simple
VE(G o)
permet de mettre en évidence.

Nous avons donc une expression de la précision du « maximum de vraisem-
blance ». Les résultats précédents peuvent s’étendre aux statistiques obtenues
dans les deux premiers Chapitres. Soient v,(x;, m) les fonctions satisfaisant aux
conditions suffisantes pour former une estimation « consistent » T..

On aura ici encore

\/ 2 vi(xy, m)

Vr(T.—m)= 1=t

I dv,
—_ ;I. Em[wb m -+ G(TC—-— m)]

. adv; , . . .
Si les - sont également uniformément continus en m pour toutes les valeurs

de x;, le dénominateur de \/E(Tc—— m) converge vers la méme limite probable

I dV[ ., .
que — > —— (@, m). Cette convergence a été étudiée dans les deux premiers

Chapitres. Le numérateur est le quotient par y/n d’une somme de variables
indépendantes. Le probléme de sa loi-limite a fait I'objet de nombreuses
études. Si les ¢; sont identiques quel que soit Z, il suffit que E(¢?) existe pour
que la loi limite soit de Gauss.
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Sinon, divers critéres peuvent étre utilisés. Liapounoff a montré que si
I'on a

Jim e

n—a lZ|‘ (V )]1-'0

—=o0,

dans lequel & est un nombre positif aussi petit que 1’on veut, la loi-limite est
2
une loi de Gauss de moyenne nulle et d’écart-type lim \/ZE(" )

Dans ce cas la loi-limite de y/n(T, —m) serait encore une loi de Gauss,
dont I'écart-type serait
lim\/zuv‘-)
o n

lun ZE (g;;)l

En dehors des conditions énoncées il est donc nécessaire pour qu’il y ait une

loi-limite que la fraction indiquée ait une limite pour n infini. Il suffit que
chacune des deux suites E(¢}) et E( ) tende vers une limite finie pour ¢

infini, mais ce n’est nullement nécessaire. Dans le cas particulier que nous avons
indiqué ou ¢(x, m) est identique a u(ax)— o(m), la condition de Liapounoff
est vérifiée (tous les ¢, sont identiques); la formule trouvée donne

\/f (@) (2, m) dz— g(m)*

[¢"(m)]

La condition de la limite de spour n infini est toute résolue.

Nous pouvons maintenant donner plus facilement diverses définitions rela-
tives aux infiniment petits probables.

Une quantité aléatoire X,, convergeant probablement vers o pour r infini
sera dite d’ordre a, si ’on peut trouver deux nombres A et B certains, finis, et
de méme signe, tels que la probabilité pour que I'on ait A <n*X,< B soit une
quantité qui reste supérieure 4 un nombre positif quand » augmente indéfini-
ment. On voit facilement que si n*X, a une loi-limite de probabilité (différente
de la loi caractérisant la convergence vers o), X, est d’ordre «. En particulier

T,— m et T,.— m sont d’ordre 2 Il convient de préciser que si X, estd’ordre «,

il ne saurait étre d’ordre 3 différent de «. En effet, soient F,(«) les lois de
probabilités totales des variables n*X, pour chaque valeur de 7. On sait que
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cet ensemble de loi converge uniformément vers au moins une fonction non
décroissante (qui peut d’ailleurs ne pas étre une loi de probabilité totale). Il
peut également y avoir plusieurs et méme une infinité de fonctions limites;

soit ®(x) I'une d’entre elles. Supposons tout d’abord (> a; la probabilité

pour que C<rfX, <D est égale a F, <,7?:) — F,l(,mcrl) Cette quantité peut

étre rendue inférieure & & pour une infinité de valeurs de n. Pour cela, nous
choisirons tous les n dans la suite rendant F,(x) convergeant vers ®(z). Deux
cas peuvent se présenter :

1° On peut trouver £ tel que pour o<<x< &, ®(x) soit continue.
F.(x) tend alors vers ®(x) d'une maniére uniforme dans cet intervalle et

F"(n’TiQ——a) _F"<n_f-3> trés peu différent de @(%)——@(%) peut étre
rendu aussi petit que I'on veut.

2° Un tel nombre £ n’existe pas. Il y a donc au voisinage de I'origine une
infinité obligatoirement dénombrable de points pour lesquels @ (x) est discon-

. . D . . . ey
tinue. Si-—:— et n—,?_—; sont des points de discontinuité de ®(x), on peut, pour

chaque valeur de n, trouver deux nombres a, et b, avec

l/ ——D G >
On > Ilﬁ""‘ > m = Uy

a, et b, tendant vers o et tels que ® () soit continu aux points a, et b,. On a

D C
— > —F _
Fo(bn) — Fo(an) 2, (MH) F, <n8_1>,

F.(a,) et F,(b,) couvergent uniformément vers ®(a,) et ®(b,). ®(x) étant
une fonction non décroissante, on peut trouver 0 tel que pour o <& <8, on
ait ®(x) —d(+o0)<e. F,(b,)—F,(a,) pouvant étre rendu arbitrairement
voisin de ®(b,) — ®(a,) peut donc étre rendu inférieur a <.

De méme F, —D_— —F, L_ » ceci quels que solent C et D. Si § est infé-
nB—o nB—o

rieur & « la probabilité pour que C<nf X, <D est égale a F,(D n*—#) — F ,(Cn*—F);
le méme raisonnement que pour 3>« s’appliquera, mais cette fois ce sera
autour du point & = o au lieu d’étre autour de 1'origine.

L’ordre d’un infiniment petit ayant une valeur donnée n’est donc pas suscep-
tible d’en prendre une autre. Comme dans I’analyse des variables certaines il
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serait facile de donner des exemples d’infiniment petits probables d’ordre infé-
rieur ou supérieur a tout nombre donné, ou d’ordre indéterminé compris entre
deux valeurs.

On appellera encore infiniment petits probables équivalents, deux infiniment
petits probables X, et Y, tels que I'inégalité | 1 — %’ < ¢ ait une probabilité
tendant vers 1'unité d’étre réalisée. On pourrait déduire de ces définitions
toute une série de théorémes. Les résultats énoncés nous suffisent; nons allons

en donner 'application & deux cas particuliérement intéressants.

1° Résolution de U'équation du maximum de vraisemblance. — Nous avons
déja constaté la difficulté de la résolution de cette équation dans le cas général.
Etant donnée son importance qui sera mise en évidence dans le Chapitre sui-
vant, il est indispensable de fournir de cette équation une solution approchée en
un sens que nous préciserons. Nous savons que nous pouvons avoir une infinité
de solutions consistent; T. est I'une d’entre elles. T, sera donc racine de

Su(z, T/(—T +T.)=o,

avec les mémes notations que celles employées jusqu’ici. Sous les mémes hypo-
théses que celles faites au début de ce Chapitre, on peut développer le premier
membre. On a donc

Su(ay T+ (Ti— '1‘4.)2 g% |2y T4 0(T,— T.)] = o.
D’ou 'on tire

]
; Su ( Ly T,~)

YI‘ —'1 :—
(— T I du

n dm

b
|25, Te+ 0(T;— T.)]

T,— T, est évidemment un infiniment petit probable. Considérons la quan-
,—i Su(xi, Te)
tité — N I1 est facile de voir que le quotient de cette quantité par

5(7 5m)

\ cope Y tes I8\ Ju
T,— T, est trés probablement peu différent del'unité, car EZE}}Z converge

. - 2 . If \?
en probabilité vers — E (} %> - En se souvenant de ce que E G %) est
I'inverse du carré de 'écart-type du maximum de vraisemblance, nous pouvons
donc écrire

G .
T =T .+ TZEH(.L‘“ T.)
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. . . , . . s IR \ .
aux infiniment petits aléatoires d’ordre supérieur a - prés, sous des conditions

identiques & celles exigées pour la gaussivité de T..
Dans le cas de la loi de Cauchy on sait que la médiane u. est une estimation
correcte du centre de dispersion; I'estimation de M. Fisher pourra donc étre
2(zi— )

approchée par la formule p.+ % 2 1+ (2 — p)?

2° Estimation par la méthode du y*. — Prenons le cas d’une variable aléa-
toire discontinue. Soient p,, ..., p;, ... les probabilités qu’a cette variable
de prendre respectivernent les valeurs I, ..., %4 ...;sur N expériences, N,
N,—N
donnent un résultat 1, N, le résultat . On appelle x* la quantité Z (‘—?p—‘)—
z
i=
Si les p; sont fonctions du paramétre 72, une méthode d’estimation consistera
a prendre la valeur de m rendant y* minimum. Soit T, cette estimation;
T, sera racine de

2 N; dPé(Tx) N; —o0.
pi(Ty) om  Npi(Ty)

Nous allons tout d’abord montrer la correction de cette statistique. On voit

facilement que
E(N?)=N(N —1)pi+ Np,,
et

E(N})=N(N—1)(N—2)(N=3)p}+6N(N—1) (N —2)p}+7N(N—1)p?+ Np..

N,‘ dﬂl N,’

(m) am Npu(m) 54 valeur

Si l'on considére la vanable aléatoire —I-Ep
1 ()p,
et son écart-type un infiniment petit en —
p(m) om JP P \/N
Le théoréme de Bienaymé-Tchebycheff montre que la variable aléatoire
()pl

-
moyenne est < 24

converge en probabilité vers 3 2 et par suite vers o quand N augmente

indéfiniment (d condition que Z— ~L s0it convergent) Le méme raisonne-

ment qu’au Chapitre I permet d’en déduire que T, converge en probabilité vers m

Ip:

.o . | 1
sous la condition que les;— 5m, Soient également continus au point m et que

I'équation n’ait qu’une seule racine. D’aprés la formule obtenue au paragraphe
précédent on peut donc écrire
o} N, dp(Ty)

Ti—=Ty= N pi(fy)  dm
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aux infiniment petits aléatoires d’ordre supérieur prés, T, étant la racine de
I’équation

2 N, op(T))
pi(T)) om

Proposons-nous de calculer la loi-limite de probabilité de la variable aléa-
toire \/ﬁ(TZ —m).

Il nous faudra ici encore employer le méme procédé, T, sera racine de
I’équation

N? 1 op;
EN p(T—m—l—m)

pi om
. N? 1 ()Pz ()»PL 2 (9171 * —
_EWﬁd_n;(m)_{_(T m)z Lp—%l—'_ﬁ<m> ][m—{—G(TX—m)]_o
Donc

1 N 1 dp.
Vi (Ty— m) Vﬁzwﬁm(m)
n X—m -_=

1 NZ[ 1 d“p, ap; . ’
_NEW[I)—;’ om*  p} (dm) ][m+0(FX_M)]

Nous supposerons maintenant pour simplifier les hypothéses que le nombre

, . . . N; ez . 4.
de catégories ¢ est fini. [ converge en probabilité vers p;. Donc la quantité aléa-
2

i
Ne
dénominateur sont continues en m quel que soit 7, on voit que ce dernier conver-

1 d’pi sz 2
geraen probabilité vers — X p} [P— o " o7 (dm.) ] c’est-a-dire vers 22 (dm) .

[1 faut maintenant chercher la loi de probabilité de la variable aleatou'e Xy qui
figure au numérateur. Nous écrirons

N;—Np d)l N; 9p;
Xy \/NZ( pi) op: y api

toire converge en probabilité vers p;. Si les fonctions de m inscrites au

Np? am e 1; O

Z (N Npo)? dp‘ a 4 la limite une loi analogue a celle du %*. Donc, la pre-
Np? om
miére partie de X, est un infiniment petit aléatoire d’ordre -; et converge verso.

N: dp:
a our fO[lCthﬂ caracterlstl ue
N < 2pi o 2P q

Sprexp (== L 2N
[.’plexp (t\/N P dm)J
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En prenant le logarithme et en développaunt par rapport a ¢ il est facile de voir
que cette expression converge uniformément pour tout |t| borné vers

exp { a zl[:[(gﬁl) } La seconde partie de X suit donc a la limite une loi de

Gauss d’écart-type 2\/2};‘. (%y Les deux variables dont la somme cons-
titue X sont liées, mais il est facile de voir que la premiére converge en proba-
bilité vers o, quelle que soit la seconde.

Nous établirons le théoréme suivant :

Etant données deux suites devariables aléatoires xy et yy dont les premiéres con-
vergent probablement vers o, les deuxiémes étant telles que leurs lois de probabilités
totales Gy(yy) convergent vers une lot G(y), les lois des variables Xy = xy+ yy
convergent vers G(X), a condition que cette fonction G(X) soit continue.

Si Fy(ay) est la loi de probabilité de xy, la loi de X sera

~+» —& -+ & sk
.—f l“x(x.\')dGN(XN——.%‘N):—— [/ +f —|—-/ l“y(.lf"\')/lGx(xN-—-‘TN)].
-2 —» -3 +3 .

La premiére intégrale pourra évidemment étre rendue inférieure a v en
valeur absolue, la seconde sera comprise entre

(l——‘f,)l‘{‘lx(\,y——&')——Gx(Xy+€)| et ‘I;IGN(XN——-E)—G_\'(XN%—E)],

et la troisiéme sera comprise entre

— (1—7)Gy(Xy—2) et — Gy(Ny—2).
On a donc
7 Gy(Xy+ &) — Gy [Xy—&)] + (1 — 1) G (Xy+¢)
<—f Fy(y) dGy(Xy—ax) <7+ (1—0) [Gy (N5 +¢) = Gy (Xy—2)] 4 G (Xy—2).

Les deux termes extrémes peuvent étre rendus aussi voisins de Gy(Xy+ <)
qu’on le désire. Si G(X) est continue, G(Xy) tend vers G(X) d’une maniére
uniforme, et Gy(X—+ ¢) est arbitrairement rapproché de G(Xy). Le théoréme
est donc établi. En se fondant sur lui et sur le résultat obtenu au début du Cha-

V(o) Z,,, [y

pitre, on voit que T, suivra & la limite une loi de Gauss ot ¢ =

THESE D. DUGUE,
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ce qui est le ¢ du maximum de vraisemblance. Nous établirons au Chapitre V'

que dans ces conditions T. — T, est obligatoirement d'un ordre supérieur é;
Ip. (T, L. .
Donc dans ce cas > 9241y o5t dordre supérieur & -
pl( r/) om 9

Lois-limites dans les autres cas examinés aux Chapitres I et II. — Si le para-
métre m figure dans lalimite dela variable, on voit facilement, T, étant toujours
I'estimation qui dans ce cas joue le role du maximum de vraisemblance, que

v of

f 55, 0n a

siu(z, m)=

—=3Z{ulz, m)~+ f(m, m)]

V(T — m) =

xX

af’ . 1 du .
l (()‘f Trfi} [m—+ 5(T;— m)] + ;Z()—m-[z, m 90T ~ m)]_

[La loi-limite du numérateur est encore une loi de (vauss et son écart type

est F[} :))I{LT — f(m, m)2 .

. dlog f(x, m) . , . . . .
Si ——“(J;n—l—’—- est uniformément continu quel que soit « en m, le dénomina-

teur converge en probabilité vers

a condition que 1'on puisse dériver deux fois sous le signe d'intégration la

5—‘-/—-1 —+ —‘/—(m ny,

~i-

fonction de m f Sf(x, m)dz. L’écart-type de la loi-limite sera donc ici

\/E [} ;r{zT—f(m, /n)2

1 of o f
l{?()?] + 5 (m, m)

g==

Sil'on a /(;m, m)= o quel que soit 7, on voit quel’équation du maximum de
vraisemblance a la méme forme que dans le cas des limites fixes. Si de plus

of

am

Dans le cas de p paramétres a,, .. .. ¢, le maximum de vraisemblance four-

(m, m)=o, I'écart-type de la loi-limite a également la méme forme.
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nissant les estimations A, ..., A,, on peut écrire

QO ()/
e K Z’/ ()”' (o 1y ooy 1ty,)

RN : i 0 (0 oY

P -L_ W ﬂ-(.’l;,, Uiy ooy )
T i 0 (1 0f Iy
= !\ "y \,ma.)-nZTa:</—, 7)(_/,;> - AN (A, ay) 112&()a,,< ()ap)l

Dans les seconds membres on remplace dans les dérivées «,, ..., a, par
a,+08(A,—a,), ..., a,+0(A,—a,). On voit que sous les mémes conditions
de continuité que pour un seul paramétre les coefficients du second membre
convergent en probabilité vers les coefficients du tableau symétrique :

I lﬂT’ r:l_i 9 ‘)fJ o[ LoL o,
J 0a, | /? da, Oa, J*? da, da,

Ao W[ 9 o AT
‘ _‘/.' ()(I/, ()//l ’ ! _'7‘1 (-),,/) ()(1 R § .

D’aprés la théorie des moyennes des variables aléatoires indépendantes définies

sur une méme catégorie d’épreuves, comme E LI o gL 9 OF
jg dal da,

/ oa,
existent quels que soient ¢ et j, la loi de probabilité limite de I’ensemble
£, ..., 5, est une loi de Gauss :

Kexp | G(Z,, ..., %) dz,. . .d2,

dont la fonction caractéristique est :

1()/

5 XY el L _f)_/_ _()_f
/ Ja, I -+ )‘--//,1/,L‘”/,.

? da, da,

e\p — :32’.1/ 1) \

La forme quadratique G(%,, .. .,£,) estlaforme réciproque du logarithme
de la fonction caractéristique. Un raisonnement semblable a celui qui a été
fait pour une variable aléatoire, montre que la loi-limite de I'ensemble

1,=\/71(A1 —a), .. .. a,,:\'/}i(A,,—aP) s’obtient en faisant sur la loi de
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£y ..., &, le changement de variables :
) Lo Lo Af
L=, E i 06&,] I S ) f2 oa, ()dp
. ol of of
y=ol |_/' da, du, ] et 7"r| ¥i ()a,,]

Puisque ce tableau est symétrique par rapport & la diagonale principale, la
fonction caractéristique des ¢; attachés aux «; s’obtiendra en faisant le change-
ment de variable inverse sur les u; (les ¢; correspondant a &; et les u; 4 «;). La
loi de probabilité élémentaire des «; s’obtiendra donc en cherchant la forme
réciproque de celle obtenue en faisant la substitution indiquée. En posant, pour
abréger ’écriture,

wi df . - ‘)./ ‘)./ — N
E [f ox ] =, et E (.f-’ e, =¢y (cij=cu),
on voit que l'on a
RN LY R .
2, — : (//['[/————m (aVeC/——l. .-.,]7)-

j=1
La résolution de ce systéme par rapport a u; donne le systéme suivant :
1
LN ..
”/:KZV:C’[[ /=1, "’31))’
==

C;; étant le mineur relatif & ¢;; dans A déterminant des coefficients. Pour avoir
la forme réciproque de ¢ il faudra résoudre en ¢; le systéme

|-c

=20—¢

i=1

Q,le

(i=1, ..., )

QY

Vi

et remplacer les ¢; par leur valeur dans la forme {(s;) transformée de 4 (u;). Or,

(43

= —y¢;; donc
du; “53

Il
— N G
o Fim—_—l V/"‘:\‘—..«—-Hi.

j=1

Il suffira donc, puisque ¢ est une forme paire, de former {(o;) et la loi de
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probabilité des «,, ..., «, sera

Kexp{d(a) | da .. doy,

. ) . . A
Un résultat bien connu sur la loi de Gauss montre que K = \/(QT)/

o \ : e Y 0y
Les divers moments E(a;), E(«;«;) de cette loi sont les dérivées o ¢t os,

changées de signe.

()KP ’ \ e r 1 o v kY ci/
Comme o est égal a «; on voit immédiatement que E(o;«;) est égal a %

Sil'on veut la loi de probabilité d’'un nombre r de «,(r<p) en supposant les
aulres paramétres connus, il suffira dans la fonction caractéristique de rendre
nuls les p —r, ¢; correspondants des «; négligés. La loi de probabilité des o,
considérés s'obtiendra en annulant les termes qui contiennent les autres «;, la
constante K devenant évidemment \/(Z—Aﬂl)? A’ étant le discriminant de la
nouvelle forme obtenue. La fonction qui figure dans |’exposant de e se cons-
truit douc de proche en proche. Ce fait aura de 'importance au cours du
Chapitre IV.

Nous devrions maintenant examiner le cas de résultats liés en chaines; nous
préférons en réserver ’étude au moment ot nous aborderons le maximum de
précision.

Nous ne nous sommes préoccupé jusqu’a présent que des lois-limites. Nous
allons maintenant étudier certaines grandeurs attachées a ces lois. En parti-
culier, les deux premiers moments et la valeur médiane. Il est facile de voir
que si des lois de probabilités totales convergent vers une loi-limite, les valeurs
médianes 11, de chacune des lois convergent vers la valeur médiane pde la loi-

limite, 4 condition que cette valeur soit unique. En effet, a cause de la conver-
ence uniforme on a l'inégalité |F,(w,)—F(w, ¢ pour n suffisamment
§ p

grand et par conséquent-; — e F(p,)< ; ~+¢. La non-décroissance de la
_fonction F entraine que y, doit se trouver dans le voisinage de p. seule solution
de F(p)= é Dans le cas présent, la loi-limite de yn(T,— m) étant une loi de
Gauss, la valeur médiane de Vn(T.— m) tend vers zéro et la valeur médiane
de T, tend vers m, ceci sans conditions restrictives supplémentaires.

IIn’en est plus de méme dans le cas des moments. M. Fréchet a, dans son
Mémoire de « Metron » déja cité, étudié la question plus générale de la valeur
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moyenne d’une fonction continue d'une variable aléatoire convergeant en pro-
babilité vers une autre variable aléatoire. Nous rappellerons sans en fournir la
démonstration certains de ses résultats qui sont valables en debors du cas de la
convergence, quand une variable aléatoire a une loi de probabilité totale F,(x)
qui tend vers une loi de probabilité F(z) : ¢(2) étant une fonction continue

pour que f m:p(w)(lF,,(:z:) tende vers f Mcp(x)(lF(x), il suffit que les quan-

b
tités f o(x)dF,(x) tendent uniformément quel que soil o vers leurs himites
a

quand a et b croissent indéfiniment. Si ¢(x) est constamment positif, cette
condition d'uniformité est de plus nécessaire.

Dans les estimations que nous avons construites yn(T.— m) se présente
sous la forme d’un produit de deux variables aléatoires y, et x,, y, étant égal

L

|z, m-1-6(T, — m)]

. 1 \
a\7§ Zo(x,, m) el x, a o,

n e dm
de probabilité élémentaire des deux variables est f,(«x,, y.)dz,dy,. Cherchons

la limite de E[yr(T.—m)|*, c’est-a-dire de ﬂaz V2Ll @y ) dudy,.

; €, et y, sont liées et la loi

On sait que ﬂy;"lf,,(w,,, yn»)dx,dy, existe quel que soit n et tend vers une
limite qui est Pécart type de la loi de Gauss suivie a la limite par y,. Donc,
d’aprés le théoréme de M. Fréchet [/n_y;';f,,(wn, ¥.)dx, dy,tend uniformément,
quel que soit n, vers sa limite pou'r. . croissant indéfiniment. On sait d’autre
part que z, converge en probabilité vers FIL

Supposons que x, soit borné supérieurement en valeur absolue par M. Nous
allons dans ce cas montrer que

Lim l/ X3 Vi Xy Yr)ydan dya
tend vers la quantité ’

.

L. >
P fim [/y;,jn(x',,. D) day dy .
Une représentation graphique aidera encore a suivre le raisonnement :
Nous partagerons la quantité

e

// )';')z <Lr.: - ZZJL; >j‘n.(~lf'u) Yn) dwn d}"u,
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en trois parties, [, pour y, supérienr en valeur absolue a N tel que

// Vi Jolxn, yo)daady,

Lx%

soit inférieur a ¢ pour |y, | >N, ceci quel que soit n, I, pour |y,|<N ct @,

| Yn 8 |
|

R e I
1 |
' |
: I3 Iy B |
] |
I |
| |
| i |
1-M 0 a M]
T 1
i | Tn
! I
1 |
i |
| |
' |
|

! N !
}- ———————————— e e s e e i b e s -
i I, [

Fig. o.

, . N 5o 1 . 1 . . N .
extérieur a l’'intervalle =+, I; pour |y,|<N et x, compris dans

. I L c .z L
I'intervalle 7 — T +n. Onales megahtes

a @

. +N 2_7‘ +N
I._,< (1\]2—- E)NE f f fn('l'u-, )'n)dxnd,yn“i'f
—N - M )

< (M"’*‘ _I§>J/ }'/"i‘f;z(‘z‘n, )‘n) day d)’n< (‘1“2—' *‘§> E=¢,
* >N

-+ M
/n (Zns Yn ) d.l‘,, d)'n
+n

1
«

1oL, I
en vertu de la convergence en probabilité de x, vers = Et

Y +N ,71?'”‘ - N .
<N 'I‘+Tl - fn(wn- 'Vn)d*z'na")’n<J‘—‘2 (l ! L
' A\ al) y J, T ‘ X% a?
To=-n
2

: ) . 1 dv, . e
Sous I'hypothése que - 2 o5 Teste quel que soit n supérieur en valeur absolue

I
K
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4 un nombre donné pour toute valeur de x et de m (ce qui est réalisé si l'on a

99,
om

uniformément 3—:; >Aou < B, avec A>oet B <o\), on voit que la
/

limite de E[\/ﬁ(\TU—— m)]2 est I'écart-type de la loi-limite de Gauss correspon-
dante. Cette condition est, bien entendu, loin d’étre nécessaire. On voit immé-

diatement qu’elle entraine que la limite de E[yn(T.— m)] est bornée puisque

cette quantité est en valeur absolue inférieure a VEmE|/r(T,—m)]*. Par
conséquent E(T.)=m.
Considérons I'équation intégrale suivante :

ff c0(Zyy oy Ty ) fly, M) f(Zry, M) dy . dagy . =M

On voit que la méthode que nous avons employée permet d’obtenir toute une
famille de solutions différentes de la solution banale :

lim 3w (z;)

¢ =
n

avec fu(m)f(:z;, m) dz = m.

CHAPITRE IV.

PRECISION DE CES DIVERSES STATISTIQUES.

Dans ce Chapitre sera examinée la précision avec laquelle peul étre atteint
le paramétre inconnu du probléme de I'estimation, ce que 1'on peut appeler la

. . . . . 1 .,
partie principale de 'infiniment petit probable en — qu’est la quantité T,,— m.

Nous introduirons tout d’abord une représentation commode imaginée par
R.-A. Fisher. Il s’agit de la notion d’espace statistique. A une expérience
ayant fourni les résultats z,, x,, ..., z, sera associé dans P’espace 4 n dimen-
sions un point de coordonnées x,, x,, ..., Z,. Cet espace, quand » augmente
indéfiniment, sera ’espace « statistique ». On peut remarquer sa structure ana-
logue a celle de 1'espace de Hilbert, sous certaines conditions : si E(x?) existe

et est égal a 1 pour fixer les idées, la probabilité pour que 2—:’— soit trés diffé-

rente de 1 tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. Par conséquent,
sons la condition indiquée, I'espace dont les points ont pour coordonnées
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2y e, ?ﬁ-converge en probabilité vers 'espace de Hilbert quand n croit
Vo oyn Vn

indéfiniment.

Effectuer une estimation consiste a4 choisir une suite de fonctions
Sz, .., fulzy, ..., x0), ... les résultats fournis par une suite E; de
n expériences étant z}, ..., ), ..., la valeur f, (&, ..., 2z)) sera celle
adoptée pour m. Placons-nous dans le cas de n expériences. Les surfaces
m, = f,(z,, ...,x,) seront appelées surfaces «isostatistiques », ce seront celles
tout le long desquelles I'estimation restera la méme. Surface doit étre pris ici
dans un sens trés large. Il se peut que I'on ait affaire a un ensemble discontinu
de points (ce sera le cas si la variable aléatoire ne peut prendre qu’un nombre
fini, ou une infinité discontinue de valeurs).

La probabilité pour que m, soit une valeur donnée sera d®(m,, m) (m restant
constant). C'est la masse comprise entre deux surfaces 1sostatistiques infiniment
voisines de la surface m,. On aura évidemment :

(A) fd‘I)(m,, m) =1,
quel que soit m.

La position du point M(x,, «,, ..., x,)sur cette surface sera donnée par la
connaissance de n — 1 paramétres £,,&,, ..., £,,, ces n —1 variables pouvant
d’ailleurs étre quelques-unes des coordonnées x,, x,, ..., x,. La probabilité
liée pour que M occupe une position déterminée sur la surface, m, étant
fixé, sera d'H(E,, ..., &, my, m) (m, et m étant constants). On a
également
(B) [ . -/d”"’ H(Z, 2oy ooy Gy iy, m) =1

n--1

pour toutes valeurs de m, et m.
Si 'on suppose pour simplifier I'écriture que ® a une dérivée ¢ en m, et H
une dérivée A d'ordre n —1ené,, ..., £,_,, on peut écrire I'identité suivante :

(1) Sz, m). . f(xn, m) =o(my, m)h(, ..., iney, my, m)

en exprimant de deux fagons différentes la probabilité qu’a le point M d’occuper
une position déterminée. Le passage d'une forme & 'autre s’effectue en substi-
tuant dans le premier membre les expressions de z,, x,, ..., z, en fonction
dem,, %,,...,5,_, eten multipliant le tout par une fonction de m,, §,, ..., &,_,

THESE D. DUGUE. 6
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indépendante de m qui sera dans le cas de variables continues le déterminant
D(z,, @y ..., 2n) .

Dimy, 24y oo 0y Zna)
Supposons que f, ¢, A soient dérivables par rapport a i, quelles que solent
les autres variables (sauf peut-étre en excluant un ensemble de mesure nulle
de tout leur champ de variation). Si, de plus, les conditions de convergence

analogues a celles que nous avons supposées précédemment sont satisfaites,
alors

. df(e,m) , *do(m,, m) o ‘oh . .
(C) f—Tnz—d’l‘_()’ / —()7—(['""_0’ f.../m(/;,...[/__,,-l_n.
N S

n—1

fonctionnel

Prenons la dérivée logarithmique par rapport a m des deux membres de
I'identité (1) et élevons au carré, il viendra, en raison de l'absence de m dans le
déterminant fonctionnel,

n

¥ df(zy m)\? R S s 1 df(ay, m) 0 f(x,, m)
> (_f(a;i, ) dm > 2 2‘1’(&1- m) [z, m)  _om o
=t j=t

=1
(1 do \? (1 d/L>'2 2 do dh
= {—-—5—=) + |57 53] + — 5— =
o om h om oh dm dm

Si nous multiplions membre & membre cette identité par la relation (1), il est
facile de voir en vertu de toutes les égalités (A), (B), (C) que

Zﬁ - 3 0 f(xy, m)*__ _elr e, ok
R [f(xi, m) " om J =nglm)=£ [o mJ k7 ml

=1

car les espérances mathématiques de tous les termes rectangles sont nulles. [l
en résultera le fait important suivant :

o i D __l., ___()(P :

(B) stmyz 8| 252,

vz ta s 9. . . L d/l 2 . a ()iL _
I’égalité n’étant possible que si E (-/; (;-”—J est nulle, ce qui entraine 5~ =o. Ce

cas qui est celui des statistiques exhaustives ou « sufficient » sera examiné plus
loin.

Supposons que quel que soit n la statistique m, suive la loi de Gauss d’écart-

type s,. Il est facile de voir en effectuant les calculs que E LR et par
9 dm 53
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pe - Pour chaque valeur de » 'écart-type de la loi

9
i

conséquent on aura : 5,2 ———

. wgim) | ooarilype ce &
est borné inférieurement. On ne peut dépasser une précision limite. Mais le
caractére continuellement gaussien est trop exceptionnel pour que nous puis-
sions borner la nos résultats. Nous allons nous efforcer de trouver un énoncé

valable pour le cas ol la loi-limite seule est gaussienne, et pour cela effectuons
tout d’abord un changement de variables. Posons p= \n(m,— m), la loi
o(m,, m)dm, devient — rp(m+ £, m) d.

n

v Vn
On a donc
199 199 L0
9 dm @ dm o op.

(le signe ¢ indiquant la dérivation aprés le changement de variables).
Il s’ensuit que

iE[lﬂ l-::H 9_@]4 E[i S 1* _ p[_ 3¢ 23}
n o dm n |9 o © Op \'n Lo® op dm
= "1 69 0 . . c e
Si El—l—g $2 29 | reste borné quel que soit n, le troisiéme terme du second
92 o Om |
membre peut étre rendu inférieur 4 z. On aura donc l'inégalité <puisque
2

E [% 3%] est évidemment positif>
i E [i -@?]zglim L [l 99 1< o (m).
9ol T ledm]|

On peut se dispenser d’exiger la condition de convergence que nous avons
énoncée : il suffit qu'a partic d’une certaine valeur de n, E l—l Q‘ﬂﬁ] soit
i @ O Om_
constamment négatif.

Dans E [{E g—}-ﬂ intervient sculement la dérivée par rapport a la variable et

non plus par rapport au paramétre, ce qui est une notable simplification. Ecri-
vons () sous la forme

1 2 . -
— {exp [M 2L9'2._I}l-‘_‘-{\,'(y\)']:('(“)[l'{— ()] avec fG({J.)!_l-i— \u(p) | dyp=1

Vorme

pour toutes valeurs de 7.
On aura alors I'identité

109 1 0G 1 oA, B . 1 JA,,

9% Gop  THAm) 0 1+A, op
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et I'on verra facilement en effectuant les calculs que

0A, 2
R L Y (9GN] e |
9 61"-] S B ..[7" GAndp. 2 dy. Oy -+ K 14+ A,

N
Y

En intégrant par parties

TG A, , [, 9G] - e 0:G
& L R N B

=

Or,
J:G

_ _ig G
-()—Hz_.-~ GQG(H)—* = G().

Comme fA,lG du.= o quel que soit n, on a, toutes simplifications faites,

0A,
ef200 )=t (77 peadus [~ P ALG “+E[ ok
o) e J_, A a R | 1+ A,

Supposons que le moment d’ordre 2 de p. ait pour limite s*. On aura donc

+ 5
limf PrGAL dp. = o.

Du fait que cette intégrale a un sens a partir d’un certain rang =, il résulte que
le moment d’ordre 1 existe au moins a partir de ce rang, et par conséquent que
la limite de A, G pour p. infini en valeur absolue est nulle. Donc, on a
. 1 09 |?
1 <limE [ é’i] <g(m).
z - @ O‘U- =d!

On aurait, d’ailleurs, encore le droit d’écrire la premiére inégalité, méme si
le moment d’ordre 2 n’avait pas pour limite o*. On peut voir que si, & partir
d’un certain rang, ce moment est inférieur & o*, I'inégalité est encore valable.

I . . I
- Si I'on remarque que cette quantité —— est
g(m) queq 1 g(m)

précisément P'écart-type de la loi-limite de la statistique du maximum de vrai-
semblance, il en résulte le théoréme extrémement important :

On en conclut donc ¢*2

Sous certatnes conditions, les lots-limites des estimations gaussiennes ont leur
précision bornée supérieurement par celle du « mazximum of likelihood » .

C'est donc avec juste raison que R.-A. Fisher a donné aussi & cette derniére
le nom d’optimum.
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Cas de 'estimation de plusieurs paramétres. — On peut également formuler
un résultat analogue dans le cas ou plusieurs paramétres, deux pour simplifier
les calculs, sont ’objet de ’estimation.

Soit f(x, a, b) dans ce cas la loi élémentaire de probabilité avec

(1) ‘[f(w, @, byde=0

et solent a, et b, les deux statistiques
a,=— @y (Xyy Zyy ..., Zp). by=0b,(zy, 23, ..., Z,).

Ici encore nous effectuerons le changement de variablesa,, 6,,£,,&,,...,&.,.

Cela suppose dans le cas ou I'on prend pour & les n— 2 derniers résultats
D(a“ b1)
D(z,, z,) . X
x, et «, sont deux quelconques d’entre toutes, il ne faut donc pas que I'on ait
g(a, b)=o, et cela est suffisant.

On trouve comme précédemment pour la loi de probabilité de la série
d’expériences

Zyy - .y Ty qUE n’est pasidentiquement nul. Comme les deux variables

n

P do):l] S(z @, b)do =@ (ay, by, a, byda,db, [y, - .., in-, @, by, a, b] dwy,

1

dw et dw, étant les deux différentielles appropriées.
On aura encore

(1") ﬂ o(ay, by, a, b)da, db,://L doyy =1 (quels que soient @ et D).

Sil’on pose
df = % da + 3{ db
et les égalités analogues pour P, v et A, on voit que E[%ET = nE[ifj—c]2 a cause
de (1). '
E [:f-l[] " est une forme quadratique en da et db que nous appellerons g(da, db).
A cause de (1), on aura de méme

- T2 - P 12
(R) 1[‘—:)?‘ gL[‘ll',—] = ng,

pour tout da et db, ’égalité n’ayant lieu que pour les statistiques exhaustives,
dans lesquelles ~ ne contient ni @, ni b, et pour celles-la seulement.
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Comme plus haut on effectuera le changement de variables aléatoires

a=\nlu, —a) et 5=\'n(b, - b).

Il convient de faire maintenant complétement les calculs, car ils différent

légérement du cas d’un seul paramétre
d Y - '\’

N

da~ da

et de méme pour b et 3, ¢ ayant la méme signification que ci-dessus

Si I'on pose
? Ao = 9——([{/* 0;;—5([//.
o

On peut écrire

e T
)l (o) 9]
2 %E[[ I¢ O(P]da-}—b [51533%] db* + J*[ (I%Z"Z --+--£%§>]dw/}(,

el 0! da O
-~ [00 ]2

E 3-] étant une forme positive il suffira que les trois espérances mathématiques
coefficients de da?, db*, dadb restent bornées pour que I'on puisse écrire

A“’] <g(da, db).

2 ~

do dp ex { 1 <o:i 5 af )4
Xpy— ————\\ 5+ = — 285 —— .
| 2(r—1r?)\o3 c 7505/ 4

Supposons que o(a, 3) soit continuellement identique a la loi de Gauss

P
4
5

G(e, §)= — =
V1 — 1%a,00

On aura alors

12 [éﬁ]“: S <‘_Zi L4 r4a ‘”’) <glda, db).
@ 1—r\ o3 L 5,08 ) 7

Sinon, nous écrirons g («, 3) sous la forme
(‘ ;6)|1 = ‘\n *J)}y

w“

ole, 5)=
d’ou 'on tire
do AG AAua B
e A
et
: ﬁ)'mu dor d5 + 2 [/ AG AN, dod’ + B | 22T
x ! ! I+ A,‘




— W

en appelant y(da, db) la forme quadratique que nous avons obtenue ci-dessus.

E Li:\,’{ J étant positif, seul nous intéresse le comportement des deux inté-
idn

grales. En se servant encore de 'intégration par parties et en se rappelant que
'on a, quel que soit n, ﬂGAH do.df} = o, il vient

// <A((> G\ dlar 5+ ;/]‘AGAAndadﬁ

j/ < dat~+ - db? + 2 ol da ([[)) GA,, do o3 I
- /' { 13 G‘aag S

~t- o X —rie —+ » e
-+ 2 ; (/a'zf <A,,3—G> ) d5 <+ a’[)-’[ (A,, gg) - do
—n o =2

. B
~+ 2 N —s
dG \ 2 =+= dGN\* == 1|
b [f_,a <A “Jo >Ij:_ t= +f < il )a__—_._-,.d'J]ﬂ
Si E(a?) ~ag;, E(3*)—>a} et E(af) >rao,o5, on voit facilement que la

premiére parenthése tend vers zéro, quels que soient da et db donnés. Exami-
nons les diverses intégrales de la seconde parenthése

e TNE = o + 2 : + o=ta
f ( A,,i‘i> . — / \,Gde - f 5A,Gd5 .
LN de e (L—=1?yoy | O . .

e fait que E(«?) tende vers s entraine l'existence a partir d'un certain
rang n, de E(«*), et par suite celle de E(«). De méme E( 3) converge &

partic d’un certain rang, n,. Donc pour n > p. g. (n,, n,) 1 aGA“ dadf et

/} 5GA, dxd?% ont un sens. Ces deux intégrales peuvent se mettre sous la

forme
REEDA -
/ o //af GA, d3 et f clc/f GA, d5.

[’existence de ces deux expressions entraine, pour « infini en valeur absolue,

la nullité de
% T
” f G\ d% et / 5GA, 5.

—_»

Le coefficient de da* est donc nul, ainsi bien entendu que ceux de db* et de
dadb. ci encore on peut donc écrire

ij—(f—- + & —2r cladb] L& (da, db).
_ O o‘;j

Ty
Ty 5 -

(%) Y (du, ([,}):r—[-

12
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Oun peut, comme dans le cas d’un seul paramétre, exprimer cette inégalité
finale sous des conditions moins restrictives que celles que nous nous sommes
imposées : bien qu’analogues elles seraient toutefois moins intuitives et c’est
pourquoi il nous a semblé inutile de les exposer.

Les conditions exprimées s’étendent maintenant sans difficulté au cas ot 'on
a plus de deux paramétres. Nous allons donner une interprétation géométrique
simple du résultat obtenu. Considérons les deux coniques

o -
g
7493

— 2r

— +

) §

2 23
R 1 I:‘Z i?

';.Cl:! ]

Q
Q.
qQ

et

. 5_24“1%2 29 1 df? [ af 9f )
O(a,,J).-anlfda}+5 E[f,%}fza,sllt’?g%d_bJ_(.

Ce sont deux ellipses en vertu de la relation classique de Schwarz pour la
seconde, et du fait que r est inférieur & 1 en module pour la premiére. <L’exis-

} g—j&J- et de
E [} %T, celle de E [% % 2——{)] découlant des deux premiéres). L’inégalité (A)
exprime que la premiére ellipse ne peut avoir de points intérieurs a la seconde,

tence de la seconde conique est seulement liée a I’existence de Et

™,
: < :

Fig. 3. Frg. 1.

qui représente la distribution du maximum de vraisemblance. On sait

\

que la probabilité pour que le point «, (3 satisfaisant & une loi de Gauss
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K expi— éqa(a, 3) se trouve a l'intérieur de 'ellipse ¢(«, 8)=1, est une
quantité qui ne dépend pas de la forme de o.

Dans I'estimation par la méthode de M. Fisher, le point «, 3 a donc une pro-
babilité de se trouver dans une certaine ellipse égale a celle qu'il aurait de se
trouver dans une ellipse tout entiére extérieure, si l'on faisait I’estimation par
une autre méthode. La proposition de M. Fisher vaut donc pour plusieurs
paramétres.

Le plus souvent d’ailleurs on s’arrange pour qu’une combinaison linéaire de
« et 3, Pa+- Qf fournisse le maximum de précision, et les deux ellipses ont la
disposition de la figure 4.

Cas d'une limite non gaussienne. — [l est possible, dans le cas oul’estimation
ne suit pas a la limite une loi de Gauss (ce qui peut se présenter en vertu de
Pétude faite au Chapitre précédent), d’affirmer néanmoins certains résultats
concernant sa précision. Une fois effectué le changement de variable

u.=n(m, — m), on se trouve sous des conditions assez larges, ramené  1'iné-

galité
1 JF, [« of
ol 5 se=r s o]
Supposons qu'il y aituneloi-limite H telle que E lgﬂ existe et posons encore
PP quily q H ox P
Fn—_—H(l +An>
[ 1 JF, : |1 oHT? 1 0H\*
ol T =E o]+ S (5 5) nane

JH 0A

A, \?
A, ‘(o
T g /(HA) H(1+ Ay) dp.

Le dernier terme étant constamment positif on aura évidemment

v OH 1 oM OH 0A,
r [11 ()u] +f(Hd >m”d“ ou op ss

‘U.
¥, oF
valeurs pour | .| grand quel que soit 2, on voit que I’on peut borner les inter-

valles d'intégration a deux nombres finis et écrire

1 OH M 9HN\: “MHH 9A
. — P du< o
E [” du] —l—f_w (ﬁi,> llAzr(/H+?j;)" d;.a o nSg+ ¢,

THESE D. DUGUL.

Supposons que toutes les quantités F‘ ] tendent également vers leurs
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¢ étant aussi petit qn’on le désire. Si F, tend vers H, de telle sorte que A, tende
uniformément vers zéro dans un intervalle fini de y,

-+M P
' I ()H) 1 0B\?
HA, d <'f)E<'—"‘—>

/_ (it 5 : H p

et
-+M +M
JdH oA, N - I H OH |+M
n A,—d .
.f o dH |A (’H]—M ./_.\ ot P =2 [dM J—.\r
On en déduit donc a la limite que
froH|
(1) E I:'ﬁ —‘)_H] <8

On peut donner des exemples de lois de probabilité obéissant a cette double
condition d’égale convergence et de limite uniforme. Supposons que I’on ait

»
F,—H [1+Z fu(n) A,],

=1

les A; ne contenant pas n, et les /,(n) tendant vers zéro avec /lz A partir d'une

certaine valeur de » tous les f;(n) seront donc inférieurs a+v, etil enrésulte que
les deux intégrales

L;M (% %{II>ZH [é ./‘l(n)Ai‘| dp. et j_j_“()H [Zﬂ Zi]

=1

tendent également en n vers leur limite quand M et M’ croissent indéfiniment
P

el que Ef,(n)A,- tend uniformément vers zéro sur 'intervalle — M’, + M'.
=1
. )
La quantité E [}1 i)ll] joue pour les lois qui n’ont pas d’écart-type le méme

role que cette grandeur joue pour les lois qui en ont. En effet, sil'on effectue
sur la loi un changement de variable y.= av, ce qui conduit alaloil, on a

2F 1 0H _E 1 0172
JHdlu T’

De plus, ¢ étant un nombre donné

(2) f+llldy._fpz

ar
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Donc, pour un type de loi déterminé (nous appelons type un ensemble de
lois dérivant les unes des autres par le changement de variable u. = av) la gran-

ol” . R (e . . R T ;
deur E [H = J croit quand croit la précision, puisque d’aprés I'égalité (2) a
probabilité égale la variable v est contenue dans un intervalle a fois plus petit

que la variable p. L’inégalité (1) prouve donc que pour un type déterminé, la
précision est bornée. En particulier, si le maximum of likelihood ne suit pas &

la limite une loi de Gauss (cela entraine des irrégularités dans la continuité de

af 12

f(x, m), puisqu’on suppose E[} ()—m] existant) les estimations suivant a la
limite une loi de probabilité du méme type que lui, ont une précision moindre.

Il est facile d'étendre ces résultats au cas de plusieurs paramétres, on aura
alors avec les mémes notations que ci-dessus

1 oHT? | 1 JH|?,, -
Eli e | e las o oE w5 o

ad
E[7%]a+l[f i;] o HE[] dld_J’J

Cas o le parameétre figure parmiles limites de la variable aléatoire. — Dans
ce cas encore on a le droit d’écrire 1’égalité fondamentale

-

JH dH] B

O f(x, m)=q(m, m)h(Z, ..., e, m,, m)

en exprimant de deux fagons différentes la probabilité d’unrésultat (z, ..., z,).
En prenant la dérivée logarithmique des deux membres, on a toujours

2 —_122_5_1 oh
f dm %o ©dm  h om’

Mais si on éléve au carré et si 'on prend la valeur moyenne du résultat, on
constate que les termes rectangles égaux a [ f(m, m)]* ne sont en général pas
nuls dans le premier membre. Ce terme est nul dans le second, si les limites de
m, ne dépendent pas de m. Sil'on a f(m, m)=o, le premier membre se réduit

comme dans les cas précédents & une somme de carrés [pour pouvoir prendre
la dérivée logarithmique, il faut que of (m, m) soit nul |-
! om " )
Le méme raisonnement que ci-dessus prouve l’existence d’un maximum de pré-

cision, et sousles hypothéses que nous venons d’indiquer [f(m,m)_—_g’i;(m,m):o,
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et estimation dont les limites ne dépendent pas de mJ » ON VOil que ce maximum

de précision est fourni par le maximum de vraisemblance dont I’écart-type est

alors —:I_—___d——
V)

: of - P
Remarque. — Si f(m, m)= o et 3~ (mn, m)=o,0na ev1demment(—é(m, m)=o,

Yy

— .

a X

Fig. 5.

ce qui signifie que la courbe des probabilités élémentaires f(x, m) doit étre
tangente a I'axe des x au point z = m.

Cas de résultats liés en chaines. — [.’étude que nous avons faite jusqu’icl est
celle du comportement des quantités attachées & la relation (R), quand le
nombre n d’expériences augmente indéfiniment.

Nous ne nous sommes jusqu’a présent préoccupé que des différentes formes
qu’est susceptible de prendre cette relation, suivant la régularité des surfaces
isostatistiques. Les paragraphes qui suivent sont consacrés a I'étude des pro-
blémes que soulévent les divers cas de probabilités en chaines.

Supposons que les résultats «,, .. ., z,, qui jusqu'ici restaient indépendants
les uns des autres, soient liés en une chaine que nous supposerons tout d’abord
simple ; c’est-a-dire que la probabilité d’obtenir le résultat o; 4 la /™™ expé-
rience quand le résultat de i — 1™ a été x,_, est f(x;_,, x;)dx; avec

(1) ff(x;_“ x;) dx;—=1 (quel que soit z;_,).

Le résultat o, a la premiére mesure est fixé a priori. Dans ces conditions, la
probabilité d’une suite de résultats z,, ..., , sera

Sz, ) f(2a, 23) o f(Zney, @p)dxy. . .dz,.
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Appelons &[{(z;, ..., x;)] 'expression suivante, fonction de x,

/ . f"P(Z“ ooy .IL‘/) f(.z:‘“ Z,). . .f(a:.,-_l, x/) dz;. . .d.l‘/,
-

/ étant 'indice le plus élevé figurant dans .

Nous supposerons toujours que chaque probabilité est fonction du para-
métre m & estimer.

En employant la méme méthode qu’au début de ce Chapitre, il est facile de
voir que

i 1 Of(xiyy 2, m) 1 09 I ()i
Sz, 21 m) om T ¢ dm ' hdm
i=1

En élevant les deux membres au carré, en multipliant respectivement le
b

premier par f(x,,x.)...[(x,_,,x,) et le second par ¢/ et en intégrant

entre les limites de variation, on retrouve évidemment au second membre la

9 2 .
quantité E [% :;—7%] +E [% d%l;i] » et au premier, en raison de larelation (1), une

somme d’expressions de la forme

I [ I df(x,;_,, Zi, 'n)J-2

f('rl—li Z;, m) Jdm

et

"8 [ I 0 flzj—y, xj, M) 1 0 f(Zp—ry 2k, m)'J.

Sz, zj, m) am J(@p—yy xf, M) am
Si la relation (1) est dérivable sous le signe f on aura évidemment

fdf(xi—n Liy ’n9) (l$i:0,
am

et par conséquent il est facile de voir que

. 0 f(Zj—y, zj, M) 1 O f (Zi—y, Zky M)
& I
E ]

'(xi—u Zjy m) am f(-z'k—u Zy, M) am

est nul ; comme dans le cas de variables indépendantes, on en déduira que

I 1 09 )2 1 : T 0 f(xiey, i, m)\?
R o < Ve
) n E [(p ()m] =n 2‘ [f(.l?l,_“ Xy M) om ] ’

- 2

1 Of (Limyy2sy M)
J(Zizy, i, M) om

sous la condition que & [ ] existe quel que soit.
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Il a été démontré par Markoff (Bulletin Soc. Physico-Math., Kasan, 2° série,
t. 15, n°4, 1907) et par M. B. Hostinsky (C. R. Acad. Sc.,t. 189, p. 78-80) pour
les variables continues que &[{(x,_,, x,)] tend vers une limite indépendante
de x, quand n croit indéfiniment. Appelons g(m) cette limite au cas ou
d(Z-1, x,) se trouve étre
L——I—— d—f (Zn—y, Zn, m)]i-

J(Zn—y, 0, m) dm

On voit que la relation (2) deviendra & la limite
ox 1 do P
Ipll% < .
lxmnl [_CP dm} <g(m)

L’étude du premier membre ne différe évidemment pas du cas des variables
indépendantes. Il y a donc encore un maximum de précision. Ce maximum est
encore fourni par la méthode de M. Fisher sous les mémes hypothéses que
celles qui suffisent a établir le caractére gaussien a la limite de ’estimation par
les fonctions «,(x;, m), dans le cas des variables indépendantes. En effet, on a,

1 df
en posant 5o (@i, Ty m) = (@i, iy ),
n
1
—= 2 U(Lj—ygy Ty M)
—— \/n —n
yn(T;— m)=— - =2
1 xo du
~ 2“0-’—”7 [Zmss iy m~4- 0(T;— m)]
=2
. du

Si = (x._,, x;, m) est uniformément continu en m quels que soient x;_,, x;, la
am » y Liy

n
limite probable du dénominateur sera la méme que celle de ;Il 2 g—]—i (@i, iy M),
i=2

On a affaire a des variables aléatoires qui suivent des lois de probabilités diffé-
rentes. Sous les conditions du Chapitre I, le dénominateur converge donc en
probabilité vers g(im).

Markoff et M. S. Bernstein ont montré que les résultats de Liapounoff
sont valables dans le cas de variables liées en chaines. Donc, sous les
conditions déja énoncées, la loi-limite du numeérateur est une loi de Gauss

d’écart-lype yg(m). L’écart-type de la loi-limite de yn(T,— m) est donc

bien

Ve(m)



Ces démonstrations s’étendent sans plus de difficulté au cas ot I'on a affaire
a une chaine multiple, chaque variable étant liée & un nombre fini de variables
la précédant.

Cas de résultats contagieux au sens de M. Polya. — M. Polya a imaginé un
schéma ingénieux de tirages dans une urne, dans lequel on a une suite de
variables aléatoires formant une chaine, mais dans laquelle toutes les variables
précédant x,,, figurent dans sa loi de probabilité. Dans ce cas Ly Loy ooy Ty
étant les n premiers résultats, la probabilité pour que x,. soit compris entre

Xy~ 2y

— > Ly )dx,,+, . Nous supposerons

Z,., et x,, +dx,,,,estégale éf<
ici encore que cette fonction contient un paramétre inconnu 7. Ce sera le cas
ou 'opérateur se laisse influencer dans son n -+ 1" résultat par ’allure globale
(représentée par la moyenne arithmétique) des n premiers. On aura, quels que
soient m, z,, ..., x,, la relation
o+
ff(—‘_—l’ Zn 15 m> dZpiy=1.

n

Si cette relation est dérivable par rapport & m sous le signe fel, méme dans

des cas plus étendus, d’aprés I’étude du début du Chapitre 1I, 1'estimation
obtenue en appliquant la méthode du maximum de vraisemblance, converge en
probabilité vers m sous les mémes hypothéses qu’au début. On peut chercher
a étendre a ce cas les résultats relatifs aux lois-limites et au maximum de préci-
sion. Ce qui empéche de le faire directement c’est que le théoréme de Markofl-
Hostinsky suppose que les chaines sont finies. Dans le cas actuel, la premiére
expérience figure par son résultat dans la loi de probabilité de la n"™°. Effec-

tuons le changement de variables Z—:—‘ =£,. Comme un changement de variables

aléatoires quelconque laisse invariant le maximum de vraisemblance, nous
pourrons raisonner sur les variables £,. Ces variables sont liées en chaine
simple, la probabilité d’une valeur &,,, suivant une valeur £, étant

(n+1)f{£m (1) Ensy— Nkn, m]dény,.

Mais la loi de probabilité dépend de n, ce qui crée une différence avec le
cas précédent. En employant la méme méthode qu’au cours du Chapitre
(dérivation logarithmique par rapport au paramétre, de la probabilité d’une
expérience exprimée de deux fagons différentes, ¢lévation au carré et valeur
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moyenne des résultats), on voit que les termes rectangles sont encore nuls.
Appelons A, (x,, m) la valeur moyenne de

BT

() - ot -
I:o_rn log /' [én, (1~ énsy— nEn, m)] | .

> Ada,m)

Le méme raisonnement sera valable si =% tend vers une limite indé-

pendante de x, quand n croit indéfiniment. Ce qui dans ce cas complique les
calculs, c'est que la fonction dont on a & prendre la valeur moyenne change a
chaque valeur de i.

Sous ces restrictions, il y a encore un maximum de précision, et I’on peut, en
imposant & la loi de probabilité des conditions évidemment plus restrictives
que précédemment, faire en sorte que ce maximum soit atteint par la méthode
du maximum de vraisemblance.

Cas d'une infinité dénombrable de paramétres. — Nous nous bornerons aux
lois de probabilités développables en série de fonctions quasi-orthogonales

Sle)=G(x)[1+a, P (x)+ a,Py(x) +...+ «,Pp(x)+...].
Supposons que I'on ait évalué les p premiers coefficients :
1° Par la méthode de M. Fisher qui donne les résultats

/ 7.
Ay, AL

2° Par une méthode quelconque donnant les résultats
1\';, ey A‘/',.
Nous considérerons toujours les variables aléatoires a!=\n(A!—a;) et
af = \/n(Af — a,), n étantle nombre d’expériences.

Le Chapitre III nous apprend que si I'on considére comme connus les autres
coefficients, la loi des «! est

Kexp — :[) {E(a{)‘-’lﬂ /l ;)()—({7]2+1222afa,‘-E l_l L) ﬂ]l

Si la loi-limite des «f est une loi de Gauss

T o, . ‘< e e
K’exp — ;Z{L(o:{‘ e+ 2XZafafey)
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et sicette loi est atteinte avec une régularité suffisante pour que les conditions

énoncées dans ce Chapitre (E[L g—z OTED] borné et moments du second ordre
" i i

tendant vers les moments de la loi—limite) soient réalisées, on sait que l’on a

I'inégalité
. 1 df w1 of 9| __
o= 3XZcy+ 232X, X;c,;< 3X} E[f 5a ] + 222X XE lf da; ?)E,J_“P’
AI
quels que soient les X;, ce qui entraine, puisque K = \/(z et K'= \/2(ﬁ)”

K > K'. Passons en coordonnées polaires dans |'espace a p dlmensmns. Ona:
o= pj sinb,, a4 =pj, sinb,,

o= pg cosh, cosb,. . .sinf,_,, atl, = pl, cos, cosb,...sinb,_,.

Cherchons les lois de probabilité de ¢¢ et de g}, soient P.(¢5) et P,(p)),

eh
P.(ps) = [ (ps)r— dp,‘;f. . .fK/(Ac)¢a(01-..0P—t) db,...ds,_, [Acz exp% — % (ps)? }]
P;(o,,) _f (Pp =t dp,,f [I\ (Ag)uliOp—) ndf [A(:exp{ (P/l % I

Si l'on appelle J.(p7) et J,(¢) les intégrales portant sur 6,, ..., 6, ,, on voit
que J.(¢5) <J.(p,) pour toutes les valeurs de la variable.

Donc P.(p;) < P,(p}). A probabilité égale o, est inférieur 4 p;, quelle que
soit la méthode d’estimation ; il est facile d’avoir une interprétation de ces
deux grandeurs.

Sil'on appelle f,(x) la fonction obtenue en se bornant aux p premiers para-
meétres et f,(x), fo(x) les estimations de f, () obtenues par les deux méthodes,
il est facile de voir que

(P’,;)*:_—nf[f’f ”é(lj)”(’)' dz et (ph)=1 f[/"(“G(dL/"(“J

Les grandeurs sont donc une mesure de 'écart de I’estimation, & la fonction.
On voit que quel que soit p I'écart qui a des chances d’étre le plus petit est
celui donné par le maximum de vraisemblance.

THESE D. DUGUE. 8



— B8 —

CHAPITRE V.

CORRELATION ENTRE DIVERSES ESTIMATIONS.

Du fait que toutes deux convergent en probabilité vers un méme nombre
deux estimations différentes d’'un méme paramétre ne sauraient étre indépen-

dantes I'une de 'autre.
Reprenons les mémes notations. Soient m le paramétre et m,, m, les deux

statistiques. Nous allons calculer
E(m, — m)(my— m)
)
VE(m,— mPE(m,— m)*

et nous verrons dans quelle mesure cette quantité renseigne sur la corrélation

entre deux variables aléatoires. Par suite de 1’égalité
f(xu m).. 'f(xm m)= (?(mu m,, m) h(ZU ey Z,n—‘zy my, my, m),
on aura comme plus haut 'inégalité
L 1 do - af 1
;E[cy dm] <E lf dm] or
Nous effectuerons le méme changement de variables que précédemment

py=\/n(m,— m).

(J..l_—_\/r—z(m,—— m) et
On voit que
19 19 10 ot 09
com =g am VG Ve my
et, par suite,
e CE N
n @ dm n 9 om | Vn @* odm op, Vn @* dm Oy,
2 dg |2 1 09 §9
ve[2 T an|t B[ 2 2]
? S ? Opts ®* Oy Ot

Si donc E —1——6&6—(9] e
Oy
E[I (f:‘] —+ E[-:; ——] + 2F[ -8?‘}1 (%T] est inférieur ou égal a ~—l
Sila limite de p (m 4B e P m) est une loi de Gauss aux coefficients
n n

d0p ¢ . . .
Lo ] sont bornées, il en résultera que
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g% g et r, on en déduit comme plus haut et sous les mémes conditions
1772 ? p

lmE(px?) =03, ImE(p3)=g2, BmE(p @) =ro,0,,
que

I i 1 2r 1
ls+ = — S5
1—r|o? e a5, | o)

Appelons E, et E, efficacité de chacune des statistiques les rapports :—? et Z—é
quotient de ’écart-type optimum par chacun des écarts-types limites. Sous les
conditions énoncées au Chapitre précédent ces deux quantités sont au plus égales
a I'unité. Plus elles en seront voisines et meilleures seront les estimations. Nous

ouvons donc écrire I'inégalité limite de la facon suivante
g

(1) ri—aJE,E,r — [1— (E,+ E,)] <o.

Le discriminant du premier membre étant égal a (1 — E,) (1 — E,) est positif
ou nul. Donc si deux statistiques du méme paramétre sont données, leur coef-
ficient de corrélation limite (la quantité r) devra obligatoirement étre compris
entre deux limites r, et r,. La corrélation pourra étre nulle sil'on a E, + E, <1
(deux statistiques assez éloignées de l'optimum). Supposons que l'on ait
E,=1(g;=0¢}), la statistique m, est pleinement efficace. On voit qu'une seule
valeur est alors possible pour r, soit VE,. Si les deux estimations sont pleine-
ment efficaces, le coefficient de corrélation limite est égal a I'unité. Il s’agit de
trouver quelles conséquences on peut en déduire relativement a m, et m,
et u, et w,. Comme E(u}), E(u)) et E( 1) tendent respectivement vers
o}, g, et ro, o, d’aprés les hypothéses, la limite de —__.E(—fil‘u_—)—: sera astreinte

VE(pi)E(p3)
aux mémes inégalités que r, et dans le dernier cas envisagé elle sera égale
a l'unité. Dans ce cas, la probabilité de I’ensemble des points pour lesquels
(1 — W) est supérieur & ¢ peut étre rendue inférieure a v. En effet, considé-
rons l'intégrale

ﬁ (= 12)" Qalphn, o) dppy dps=E(p7) + E(p3) — 2E(p o).

Elle peut étre rendue inférieure a4 un nombre fixé d’avance pour > N et par

conséquent 0,(%1, Y)di, dp, peut, dans les mémes conditions,
[pi—a [ >E

étre rendue inférieure a4 v. Comme p, — ., est égal a \/n(m{ — m;), on peut
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exprimer ce fait en disant que m, — m, est d’ordre supérieur a . Ces infiniment

petits ont, dans les Chapitres précédents, été considérés comme négligeables.
On peut donc dire qu’il n’y a qu’une seule estimation possédant la propriété
du minimum d’écart-type, I’estimation optimum de Fisher.

Nous allons maintenant étudier la réciproque des résultats obtenus. E, etE,
étant deux nombres inférieurs 4 1 et r restant une quantité inférieure & 1
satisfaisant & la relation (1), est-il possible de construire deux statistiques
« gaussiennes a la limite » d’efficacités respectives E, et E, et ayant une corréla-
tion égale a r?

L.a relation (1) qui entraine la condition |r|<1 est-elle suffisante pour
définir ? Nous allons montrer qu’il en est ainsi.

Soient T, une statistique « consistent » et E, son efficacité. On a, par
hypothése, ‘

Lm E[yr(T,— m)]*= ;i-
1

Soit T, la statistique optimum. Formons I’estimation T;+ «(T;— T,) que nous
appellerons T,. Elle est évidemment « consistent » et gaussienne & la limite.
On voit, en se souvenant de ce que le coefficient de corrélation limite de T, et

de T est \/E, que

limEI_\/;l_(T._,— m)]2: %—2 =0} |.1 — a4 %—1 ]
et '
limE[\/;i(T.z—— m)yn(T, — /n)]:a';’ (a +1— ; >
<1
Donc
o
xS 1—

r— ! .
I - a?
— I — a" 5=
E, K,

A une valeur de E, correspondent deux valeurs égales et opposées de a. Sil'on
exprime « en fonction de E,, on voit que

r=VEE,+V(1—E)) (1—LE,).

Ces deux valeurs sont les valeurs extrémes permises parla formule (1), E, etE,
étant donnés. Pour deux écarts-types donnés, on adonc pu former deux couples
d’estimation ayant leur coefficient de corrélation aussi grand ou aussi petit que
le permet la formule (1).
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Nous allons maintenant construire des estimations donnant des valeurs
intermédiaires au coefficient de corrélation : Soient T, et T, deux estimations
d’efficacité E, et E,, et dont le rapport de corrélation est égal a la plus grande
valeur possible, soit VE, E, + y(1 —E,)(1 — E,). Il s’agit de construire T,
ayant méme écart-type que T, et ayant avec T, un coefficient de corrélation
compris entre

VEE,+V(1—E)(1—E) et VEE—V(i—E)(1—E,).

Nous emploierons toujours la méme méthode et nous définirons T; comme une
combinaison simple de T, et T,. Comme il y a deux équations a résoudre,
nous introduirons deux coefficients et T, s’écrira

T,=T,+ a(T,—T,) + Byn(T,— T,)2.

Sous les conditions indiquées T, — T, et yn(T,—T,)? sont des infiniment

petits aléatoires d’ordre % en % Il faudra donc résoudre en «, (3 le systéme

tim E{y2[T,— m + (T, — T,) + By (T, — Ty )] ' = lim E{ V2 (T, — m) |’

et
lim E{y2[T, — m + a(T, — T,) + Byn (T, — T,)2|Vr(T,— m) }

n—eo

= lim E{yn(T,— m)\/n(T,— m) |+ Po,o,,

o, et 6, étant les écarts-types de T, et T,. En développant, on a

E[Vr(T, — T,)) |+ BE[Vr(T, — T)|* + 22 E[Vr (T, — m)/r(T, — T,)]

+ 2aBE[yn(T,— T)]' + 2BE {Vn(T, — m) [yrn(T,— T.)]’ } =0
et

«B[Vn(T,— T))yn(Ty— m)| + BE{yn(T,— m)[Vn(T,— T,)|]*} = Po,0,.

Si T, et T, sont tels que les moments du troisiéme ordre tendent vers les
moments de la loi-limite de T, et T,, il est évident que les coefficients des

termes en of3 et $ dans la premiére équation, en 3 dans la seconde tendent
vers 0. On voit facilement que

lmE[\/2(T, — T,)?=0¢2 — 2p0,0,+ o2,
HmE[y2 (T, — T)Va(T,— m)| =02 — po, 00,
LmE[V7(T, — T,)Vr(T,— m)| = po, 0, — o3.
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On en tire
B Po,0o,
00,0, — a3
et
Pigiol (0 —2p0,0,+03) 2Pog0,(0]— poy0,)
- (pooy— 03 )* - 00,0y — a3 ’

B2 LimE[ya(T,— Ty ] =

Il est nécessaire que E[{n(T,—T,)]" ait une limite, mais cette limite peut
parfaitement étre différente du moment d’ordre quatre de T, — T, sur la loi-
limite. On peut donc calculer § sous la réserve que l’expression inscrite au
second membre soit positive. Ce qui impose si I'on remplace ¢ par sa valeur

—a/O—E)(1—E) <P <o.

Sous la réserve que le coefficient de corrélation donné soit compris entre les
deux limites trouvées, le probléme est donc résolu; mais il nous a fallu cette
fois supposer la convergence des moments vers les moments de la loi-limite
pour le troisiéme ordre.

CHAPITRE VI.

ESTIMATIONS EXHAUSTIVES.

Tous les résultats des Chapitres précédents supposaient un nombre infini de
résultats x, et étaient relatifs aux limites vers lesquelles tendent les lois de pro-
babilité ou certaines quantités attachées a ces lois.

Nous allons maintenant aborder I’examen de certaines distributions permet-
tant de formuler des théorémes pour un nombre fini d’expériences. I.’étude en
a été faite par M. Darmois dans une Note publiée aux Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences (200, 1935, p. 1265). M. Fisher a appelé les estimations qui
en découlent des estimations « sufficient ». Dans la relation fondamentale du

Chapitre IV _ )
nE| 3 deZzE[‘ %9 ]2,

fom}="]¢0dm
, YT . . 1 Oh7)? ..
I’égalité n’a lieu pour r fini que si l'on a F[Z BE] = o0, ce qui exige que I’on

ait quels que soient &,, &,,, m: % 5 = 0+ La fonction de distribution liée

de&,, ..., £, ne doit donc pas contenir m. On veut donc trouver toutes les
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fonctions f(x, m) telles que
11 /(= my=Flo(@, ..., @), mIH(=, ..., ).

On suppose que les variables &,, ..., &,_, sont identiques aux z,, ..., @\ .
Posons
log f(z, m)=p(z, m), logF (¢, m)=P(9, m) et logH = 2e.

On a donc
N plzym) _ 0P Ppla,m) _ PP dg
pa om ~dm € dmozx, ~— Idmdy dz;

Cette derniére quantité doit donc étre indépendante de x;, quel que soit j; d’ot
0P 99 09 PP e
092 0m dz, dx,  d9 dm Ox;0x;
quel que soit m. Donc, en dérivant par rapport & m

PP do do PP o

T 0a; 9, g om Dmiom;

s 09 0 g . . . .
En éliminant <% 22 et - 22 eptre ces deux équations, on a I’équation aux
d.’t‘,' ox; dw,dxj

dérivées partielles, a laquelle doit satisfaire P

#P P P PP
09 0m’ dg om  dg om dgomr

dont I'intégrale générale est a(¢)b(m) + c(m)+d(9), a, b, ¢, d étant quatre
fonctions arbitraires. Il convient de remarquer que pour que les calculs précé-
dents soient valables, la fonction P doit avoir partout les dérivées dont on
a besoin. C'est encore une différence avec les résultats précédents, pour
lesquels on pouvait admettre que les conditions de régularité exigées ne soient
pas remplies sur un certain ensemble 4 condition que cet ensemble ait une pro-
babilité nulle; a, b, ¢, d doivent donc avoir partout des dérivées d’ordre deux.
La forme de p(x, m) s’obtient maintenant facilement. Comme
?p P Ode
om oz, d9 om oz’

en dérivant deux fois cette égalité par rapport & m et par rapport & z;, on
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trouve que
d'p dp  d'p dp [ oP 0P P 0P ()_(,9)’__
om?dx} dmda,  dmozx; dm*dz,~ | dv*0m? dmdy  dmdo* Im’Jo (dz, =

La loi de probabilité f(x, m) est donc exp. {u(x)v(m)+ r(x) + s(m)}, u,
¢, r, s étant deux fois dérivables partout et étant telles que l'expression
indiquée soit une loi de probabilité.

On peut se poser le méme probléme quand on a affaire a4 plusieurs
variables x,, ..., x, et & plusieurs paramétres o, ...,a,. Sip(@,,...,2;;0,,...,04)
est encore le logarithme de la loi de probabilité élémentaire, il est facile de
vérifier que p satisfait encore 4 'ensemble d’équations

a'p 9*p d'p Jd'p
da; dx} da, ().z, da, dx} dai da,

=0

quels que soient 7 et j. On aura donc
Sy ooy 2y a0, 0 o, o)

—exp 2U,(x1, o)A (ay, o)+ Vi, oo )+ Bay, e a) ),

U, et V ainsi que A, et B sont encore des fonctions dérivables deux fois.

On peut se poser la question de savoir quelle est la forme des lois permet-
tant une estimation exhaustive pour un paramétre dans le cas ol ce paramétre
est, soit un paramétre d’estimation au sens précis du terme, soit un paramétre
de spécification, selon le vocabulaire de M. Fisher.

Dans le premier cas, on aura f(z, m) :_—f(w —m) et dans le second

Sz, 6)=2f(%). En posant £ —m =t ou = =t, on transformera 'équation
g g

aux dérivées partielles trouvée, en équation dlﬂ'erentlelle en ¢. Dans le premier
cas on trouve
dp dip ’d‘p)-’___
T A (W =
et dans le second

—<d_pz+@)[dpt+6dp +6@]

de d dt deb e
d'p a’p d[) d’p dp
+ldt't+?7t—][lz CrhgE ity

L’intégrale générale de la premiére est K “e¢'+At+B. Il y a toute une
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famille d’intégrales singuliéres —,‘it-—}— At+ B. Si z variede — = & + « la

premiére forme est a rejeter, car elle ne pourrait donner une loi de probabilité
que si I'on introduisait la valeur absolue de ¢, ce qui ’empécherait d’étre par-
tout dérivable deux fois. Dans ce cas, la seule loi acceptable pour f(x —m)

est donc exp. { — # (x—m)*+A(x—m)+ B % C’est-a-dire la loi de Gauss.

On peut accepter la premiére forme si « est susceptible de prendre seulement
des valeurs positives (ou si prenant des valeurs des deux signes, il ne peut
devenir infini que pour des valeurs d'un seul signe).

Dans le second cas I'intégrale générale est de la forme

Alogt+ Be*+ D.
Il y a encore une famille d’intégrales singuliéres qui sont

A(logt)>+ ploget + v.

Six varie — o & 4+, la seconde forme est a rejeter; la premiére donne la loi

r\A %
‘(&) onlo(2)
G g
ce qui entraine A 20, B <o et « entier et pair. On voit que si A=0,B=—1/2
et « = 2. On retrouve la loi de Gauss. Si 2 ne peut prendre que des valeurs

positives, d’autres formes sont acceptables. En particulier l'intégrale générale
permet de mettre en évidence les lois

1 —5/z\"'dx
e - —
T(R) 1) l
Dans le cas des estimations « sufficient » la méthode de M. Fisher conduit a
une formule simple pour l'optimum. Il suffit de résoudre

de probabilité

dx
-
g

sS'(T) _ Zu(a)
v'(TY ™ n ’

Considérons une des lois trouvées et faisons le double changement de
variable aléatoire et de paramétre suivant : u(x)==~% et ¢(m)=ua. La loi
deviendra

exp {Za + X(Z) + A(a)} dz.

Il convient de remarquer que en général X (%) ne sera pas dérivable deux fois

THESE D. DUGUE. 9
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partout, car on aura été obligé d'introduire {#/(z)|. On n’aura pas une loi
« sufficient » en &. II est facile de trouver la fonction caractéristique définie
comme E(e®). Ceseraiciexp. {A(a) — A(«—+ t)}. Lafonction caractéristique

de z;n‘i‘ sera exp. {n[A(a) — Al e+ % . Ce sera la fonction correspondant
a la loi de Gauss si A(«)=aa*+ba—+c. (On doit avoir a < o). Si A(«)
n’est pas de cette forme, on peut voir que, & condition que A”(a) soit continue,

la fonction caractéristique de 2EH A 1ond vers exp. { — # 2 }qui cor-
n \

respond a la loi de Gauss d’écart-type — A”(a). Sil'on revient aux anciennes

variables « et m on voit que : la loi de \/r_z[zu(z‘) S:(m)
v'(m)

] tend vers une loi
de Gauss d’écart-type
v'(m)s' (m)—s"(m)v'(m)

P 4

32 (m)=

a condition que cette quantité soit continue en m. Ce quotient doit étre positif.
s(T) __ Zu(x)
o' (T)
I’estimation par.la méthode du maximum de vraisemblance.

Il est facile de vérifier ici que cette estimation a, & la limite, un compor-

Si ’on considére l’estimation obtenue en résolvant : — » on a

V”S/—" sl/ V/ . ..
————; a condilion

31 s | 14 _ < :
tement gaussien dans lequel I'écart-type est égal a -

s . (e . . T , .
que ; ait une dérivée continue en m, ce qui est réalisé étant données les condi-

. ) . , s . , . 1 df )*
tions que nous nous sommes imposées. Cette quantité est égale a E[} d—m]
comme on le voit en dérivant deux fois sous le signe d'intégration.

Sil'on se reporte au Chapitre III, on voit que la condition suffisante pour

Vllsl_ Sl/ ‘)l

que E[Vr(T —m)]* soit a la limite égal a ——— et que E(T) soit a la
limite égal a m, est que ¢s'— "¢’ garde un signe constant quel que soit m, ce
qui entrainera, étant donné ce que nous avons supposé plus haut, que ¢(m)
ait un signe constant.

Une fois fait le changement de variable u(2)=¢§, la probabilité d’une série
de résultats &,, ..., &, devient

evim) X&,+ZX &)+ nsim) déi L .d:

La loi de probabilité de & — 2 sera

exp { rEp(m) + ns(m) + ¢.(Z)} ndE,
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¢.(Z) étant une fonction qui se définit par récurrence
exp [ 9a(2) 1= [exp | gaos() | exp [ X(2 = )| o

Lia loi de probabilité liée des &;, E étant fixé, sera donc exp. { ZX(E;) — 9,.(E))
et ne contiendra pas m. Il en sera de méme pour la loi de probabilité d'une

. z i . . v . .
fonction quelconque de TE L’estimation par la méthode du maximum de vrai-

semblance est donc telle que quel que soit n, on ait dans ce cas

E(z_ﬂ")’:_lg[i 0_4’]’.

f om n |9 dm

Dans le cas des lois n’admettant pas une estimation exhaustive, cette égalité
est encore vraie mais seulement a la limite. C’est en ce sens que I'on peut dire
que P'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance est une esti-
mation exhaustive.

Les conditions que nous avous énoncées pour obtenir la forme générale des
lois permettant une estimation exbaustive sont suffisantes, mais beaucoup trop
restrictives.

L’existence en particulier de la dérivée seconde partout n’est nullement
nécessaire. Un exemple permeltra de s’en rendre compte. Soit la premiére loi
g

l
n’est pas dérivable partout. Néanmoins, elle admet pour / une évaluation
exhaustive. Cherchons la loi de probabilité de la statistique fournie par

1 - s . o
de Laplace: e - Elle n’enlre pas dans la forme générale énoncée puisque ||

. . .. 2 .
le maximum de vraisemblance, ici -% = A. Il s’agit de trouver la masse
comprise entre les deux surfaces Elnﬂ =A\et E% = A -+ dA, la densité étant

>

n
Lril n
. ; 11— . ] .1 =
égale aI l € ' ,soit dansle cas présent a ——e ‘; elle est donc cons-
i=1
2|z

tante dans tout le volume considéré. Les plans =

= sont par suite des

différents signes que peuvent prendre les z;, au nombre de 2*. Considérons la
pyramide formée par 1'un d’eux et les arétes du « triédre » de référence. Son

(nd)"

volume sera —

» celui compris entre deux plans paralléles infiniment voisins

nnjn—1

: . mpnt
-—)ld)\, et le volume total de la région considérée sera 2" ———d\

sera —— (n—1)! 7"
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La loi de probabilité élémentaire de A sera donc

nh
{

e n"
- (———n_l)!x 1 dh.

On vérifiera facilement que sa limite est une loi de Gauss : En revenant a la
formule du début du Chapitre VI on voit que A(x,, . ..,x,), loide probabilité
|z

., . . . =
liée du point @, ..., @, sur la surface isostatistique == ==, est dans ce

(n—1)!  (n—1)!
orprAR 2"(2’.%” )n'
REL

[3

cas : -h ne contient donc pas /. Il n’en aurait pas été de

méme si au lieu de e on avait eu la loi e~'*=*!, [ étant toujours le paramétre a
estimer; / aurait alors figuré dans A, la loi de la forme indiquée n’étant pas
susceptible d’une estimation exhaustive (1’'application de la méthode de
R.-A. Fisher conduit & prendre la médiane des n résultats).

Une autre loi de probabilité permet 'estimation exhaustive. C’est la loi
, .. . dx ca . . .
de répartition uniforme —(o < @ <l). Considérons I'estimation % = plus

grande valeur (@,. ..., ,), nous avons vu qu'elle convergeait en probabilité
: e 214 . n=t g\
vers [. Sa loi de probabilité élémentaire est n <Zl\> -5

Iei Az, ..., x,) sera et par conséquent ne contiendra pas/. On a

_
n a1
donc affaire encore a4 une estimation exhaustive.

M. R.-A. Fisher a signalé une propriété importante dont, devaient jouir les
statistiques exhaustives. Considérons n résultats x,, ..., 2, et A, (x,, ... %)
I'estimation qu’ils fournissent; solent m autres résultats @,.., ..., Zpim
et An(®yity - . oy Tnom) l'estimation qui leur est propre. L'ensemblex,, ..., Zu.n
peut fournir une estimation X,.,; comme X, et A, résument toute I'information
que l'on peut extraire respectivement des ,, ..., Z, et de Z,.4, . . ., Lyim, ON
doit avoir quels que soient m et n, Apn=f (s, An). Dans le dernier exemple
que nous avons cité 'estimation satisfait bien & cette équation de définition. 11
n’en serait pas de méme dans le cas d’une estimation par la valeur médiane.
Les lois dont nous avons donné la forme générale plus haut fournissent bien
Zu(x,))

n

une estimation de ce genre, puisque A,= op( - On a alors

7\m+n=(1? [ncp—-()\n) + m<P—()\m)J,

m-+n

¢~ désignant la fonction inverse de ¢.
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Lia formule générale trouvée fournit donc des statistiques exhaustives, mais
un certain nombre de ces statistiques échappent a la formule générale.
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