SHIH-HSUN KAO

Etude des fonctions analytiques bornées a I’intérieur
d’un domaine donné

Theses de I’entre-deux-guerres, 1936
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1936__182__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1936__182__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

N° d’Ordre

THESES

présentées
A LA FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITE DE LYON
pour obtenir
Le titre de Docteur de I'Université de Lyon
(Mathématiques)

par
SHIH-HSUN KAO
Research Fellow of China Foundation for the
Promotion of Education and Culture.

Premiere These

ETUDE DES FONCTIONS ANALYTIQUES BORNEES
A L’INTERIEUR D'UN DOMAINE DONNE

Deuxiéme Theése

PROPOSITION DONNEFE. PAR LA FACULTE :
SUR LA THEORIE DE LA CORRELATION.

Soutenues le 7 Juillet 1936,

devant la Commission d’examen :

MM. J. SIRE, Président.

H. LONGCHAMBON g Examinateurs
H. EYRAUD '

LYON

{mprimerie P. FERREOL
13. Rue de la Bombarde

1936



UNIVERSITE DE LYON - FACULTE DES SCIENCES

MM.

MM.

MM.

MM.
Mlle
MM.

M.

Doyen

. LongcmamBon, 3%, %, €Y.

Assesseur

. VAnNEY, ¥%, & L., Q.

Professeurs honoraires

Vessior, C. 3%, & 1.
RIGOLLOT ¥, g 1.
(,OUTLRU:R *, 1., .

Professeurs
Durac, 3%, @ 1., Calcul différentiel et intégral.
Beauy FRIE 3%, @ , C. 'K, Botanique.
MEUNIER, O. ¥, & I Chzmle industrielle.
SiRE, & I rI* M ecanlque rationnelle et appliquée.
VANEY, ¥, QV. ., "I, Zoologie.
Carnor, ¥ 1., Physiologie générale.
Rowman, 3%, €& 1., Géologie.
Locouin, ¥, & 1., Chimie générale.
Longeravison, 3%, &, ¥, Minéralogie.
Douin, 3, &, % 1., Botanique.
DEsarpin, ¥ 1., Physique générale.
SorLLaubp, ¥ 1., Zoologie.
THIBAUD, Physzque expérimentale.
LEMARCH-\\DS ¢ 1., Chimie appliquée.
Eyraup, & 1., Mathematzques
FROMAGEOT, !&5, Chimie biologique.
AumERras, &, Chimie physique.

Maitres de conférences adjoints

Bonner, ¥, & 1., Zoologie générale et agricale.
Doncieux, & 1., S. P.C. N

Chargés de cours complémentaires

DCEUVRE, Clumze

Bacmncn, X I, Physiologie.

Duray, 1stronomie et Physique supérieure.
Virer, Etude des roches.

RansonN, Géométrie supérieure.

Maycr, *, g 1., i, Anthropologie.
PeLossk, &Y 1., Sériciculture.

DARestc DE LA CHAVANNE, ¥ 1., Géographie physique.
LevyeweTz, Matiéres colorantes artlflcwlws
THOVERT, Physzque

Pierron, Chimie.

MermET, Mécanique des fluides.

Secrétaire
Roux.



A Monsieur LE Proressevr A. DENJOY

A Monsieur LE Proresseur J. SIRE

A Monsieur LE Proresseur H. EYRAUD



A MA FEMME



-1 -

ETUDE DES FONCTIONS ANALYTIQUES B@BNEES\A
L'INTERIEUR D'UN DOMAINE DOHE$
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Etant données deux suites de nombres a, a&Jf?
b, de modules T, et r! inférieurs & I, conaidé-
rons les probvlémes suivants H

I. Trouver las condition ndcessaire et suffisante
pour qu'il existe une fonection £(2! holomorphe
et bonde pour |&,| <I,telle que £(s,) = b, .

Z. Quelles sont Tes sonditions nécegsaires ot
suffisantes pour que la fonction f£(s8) moit uni-
guement déterminée.

3. Dang le cas d'indétermination, trouver llex-~
pression générale des solutions f.

4, Quaid elle peut représenter par l'intégretion
de Cauchy ?

Ces problémes ont été étudiés par ul. Cara-
théodory, I. Schur, Pick, Walsh, Nevanlinna,Den-
Joy. Le présent travail es? guelques extensions
des résultats de M. Denjoyll

Nous définissons d'aprés MM. R.Nevanlinna,
A.Denjoy une fonction £(z) par l'équaetion.

r'—f(z)g‘” - =% e”"f x o -f, (z)e"¥
I-r'f(z)e* I-r z e'* I~ gf,z(z)e“x

ot étudions quelques propriétésg de cette fone-
tion, nous donnong ensuite une démonstiration du
théordme de M,A. Denjoy,esur la convergence des
sultes normales de fonctions analytiques. O'est
l'objet de la premidre partie de ce travail.
Dang la deuxidme partie, nous démontrons que
8'il existe une suite %, tendant vers un nombre,
~ Lot

e , de fagon que f£(z,) tend vers e ‘P et
I- lz,!  vers A positif fini,e"(-%) £(z)
I- |£(z,)

admet au point e—"'* la dérivée angulaire positi-

(I) Denjoy (A). Sur une classe de fonctions ana-
lytiques (C.R. Ac.Se. t. I88,I929,1930).
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ve L . Considérons les points ¥= e~b* oh

cp&)__.e"("“‘) £ (0'*)& I , @ (%)= __i.. aéri-

vée rectifide, aves f (e™**) = o~ th =M_,4ans
la troisiséme partie, nous trouvons que tous
les points ¥ sont situés sur une meme demi-
circonférence de C, Dans la quatridme partie,
nous avons développé en fraction continue et em
gséries de puissances de notre fonction. Enfin,
nous avons établi la propriété remarquable de
1'ensemble deg coefficients ¢, du développe-
ment asymptotique d'une fonction de E aun voisi-
nage d'un point e'™ du cercle |z|= I.

PREMIERE PARTIE.
PROBLEME D'INTERPOLATION.

Considérons la classe E des fonctions f
analytiques en z, holomorphes, et |f(z)| <I pour
|21<3, Supposant que ses valeurs sont connues en
une suite de points a, a,, a,, By eeeeed ,o00ee

Soit b, = f(a,) avec,

8 = I e ‘%n b, <I,r 41

Posons: ". ot . l "'l ,.n

(I) r1-f o*f = T -3 e p-f, o'¥
I-r'f e“P I-rze* I -p £, ely¥

par hypothdse pour Z.r e ** f_r'e~P (r<I,rKI)
donc si

r'- £ o“P r -2z "%
: = - * N\ (z
I-r'f ‘P I-r g ot )

la fonction A (8) est holomorphe & 1l'intérieur
du cercle unité et de module inférieur & I sur
ce domaine.

En effet Max. |A (z)l pour|z| <I est la
limite d'une suite croissante des nombres |\ (z)].
IA(z&)[. IN(Bg)] everenees |A(2]] |2n | tendant
vers I le module du premier membre a sa limite
au plus égale & I, le module de facteur dAe A (z)
tend vers I. Donec lim |A (3)| £I.

A (z) est dans la classe.

Si A(z) est dans E et A\ (z)= E_‘_fln_e.i'.i- (p< 1)
I-p £ e'7
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£, est une fonction de classe B en méme temps
que A (z).

2. On déduit de (I) que
(2) £(z) _ B (2)+ K (z) £ (z)
R,(z)+ B} (z) £, (3z)

avec
B (2)= (r'-rp)-(rr'-p) 5 ob=
Q(2) = {(r-r' p)-(I-rr'p )z 8%} o'¥
R, (%)= {(I"rr'P )-(1‘-1"? )z ei""} evp
8 (8) = {(rr'-p)-(r'-r o)z o' et -f)

(3)

Telle est 1la forme générale de fonction f de (E),
telle que Lot .
£(r e"**) = ' o-tP

£, étant une fonction quelconque de (E).
Dans (I) changeons £ en I/f, z en I/x,f, en
I/, 1 en -1,
On & ) ™ .
rig etf -1 rze-I X ei’ie"*- I
£ evB - po z e** - 1 f4ei'x-P
en remplagant chaque facteur par son inverse, on
retrouve la relation (I). Celle-ci n'est donec
pas changée par la transformation.
Btudions tout d'sbord un polynome :
P(2) = 8,+ 8 2+8,8%......... e 3™,
On a par définitior
- P(Z)=§°+E‘Z+§ Z"-l-..........-\-imzﬁ.
P(z) est le polynome P(z? ol le signe de i est
changé dans tous les coefficlents.

F(I/2) = I/z'“(§,° z™8 2™ ... +8,, ).

’

Pogona -
(4) P (z) = z™P(I/z) .

Réciproquement: en changeant i en - 1 dans les
coefficients, et z en I/z, on &

P'(g) = a,z™+8 2™ % 2™ Y. ... .. +a, .
P (1/3)=1/z™ (8,+ 8,5 + 8, 5" +....+8 2™)
P (1/z) = I/a™P(z).
Donc

— ]
(5) P(z) o 2™ r'u/m._...fe' (z)] :
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Dang la formule (2) on change f en I/f, z en 1/z,
f, en I/:t‘,, et 1 en -i dang les coefficients des
polynomes.

(0 L. B GERE)E s BE)r: A6

2(z) R, (‘;)+S1(i)-ﬁ z Rd(%)+ z 8§, (‘T)%
avec la notation (4), on trouve les relations
suivantes:

2B (I/2)=E (z), 2z Q(I/2)= @ (2),
zE'(I/z)=R:(z), 2§, (I/3z) _—.S:‘(z) .
la formule (6) devient :
4 4
@) oz = Si(2rR ()2

Q:(z)+P;(z)f1
Or, la transformation faite ne doit pas changer

la relation entre f, £, et z. Done, de (7) et
(2), on obtient :

:) (z)-l-R: (z)£, P (2)+Q,(z)f,

e o i

Q (z) + B} ()£, - R,(z)+ 8, (z)£,
(quel que soit f dans E).
(8) 8y(z) _ Ri(z) _ Q(z) _ B(z) _

P, (z) Q,(z) R,(z) 8, (z)
Les relations précédentes donnent :

8, S,(z)= AR (z), Db, P (z)= AS, (z).
De & on trouve:

8! (1/3) = AR, (I/z)
28, (I/z) = 2 AE, (I/z) = AE(2),
d'aprés (5) 3 s;(I/z)-_-._E»:(z)]’.—_ s, (2),

par conséquent 8, (2) = AP} (2)
d'ailleurs P, (z)= AS,(z) d'aprés (b), done
Ax =I, A = e..'a .

Encore de (8) on a \ ‘e
Q4(3)=.;Ix B, (z) = e*® R(z)

34(55):..1X P:(z) = e-'@ P:(z).
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La formule (2) peut s'écrire comme ci-dessous
£(z)_ B (2) +e”*° R} (2)¢, ()
R,(z) +e-“® P! (3)?, (2)

Enfin, on peut englober e~“® dans £ £,(z); e £, (7)

remplacé per £ (z), qui est encore une :E'onct on
quelconque de 1?.

(9) £(z)_ B (2) + R, (2)%, (2)
R, (z) + 2 (z)£, (8)

Cela montre que 1ls relation entre f £,, z,
change pas psar le changement en I/ f I/ 175
et alors de i en ~i,
Ou encore la relation ne change pas si £,
, sont remplacés par I/f, I/E,, I/Z sans
dianger le signe de i dans les eoefficienta.

3. Pour le probléme de la détermination de f
connmaissant £ (&,),(a,# 0), nous partons de la
relation

4
(9') f(Z)= Pq(Z)'l'R‘(Z)f“(Z)
R,(z)+ B, (z)£,(z)
Posons maintenant z = &, et désignons b] la va-
leur de f,(z) pour z=a,, d'aprés f(a,)="b, on
aursa: )
b, = P, (a,)+R, (a,)D!
R, (a,)+P, (a,)b]
Remplagant dans 1la relation (3) r, o, T, p .-
par T, , o, ,T/ v [ ' P4 ceees. .mettant :

B* (z)= (r]-1,p)-(x, T} -p, )z o™
R* (s)={(I-x, rlp)-(x, -1/, )= e""‘"}e"h
B* () ={(x, -v]p, )-(I-x,vip )z &% ok
B* (z) ={x, v]-p, ) -(r}-1, p, )2 0“4} eWi+if
on peut écrire alors:
(10) £ (3) = Bf(z) +R}*(3)2, (3)

Rl (z) +2,"(3)£, (2)

En substituant dang (9') £(z) par la relation(IO),
on trouve @
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(1II) £ (z) _ Da(2) €RY (5)1, (5)
R, (z) 2% (3)£, (2)

d'ol
?)(z)=RY (2)E, (z) + E¥(2)R,(5)

R}(3) = R* (x)R, (3) + Bf(35)B; (2)
R (2) =R}* (3)R! (3) + B}* (2)E, (3)
Pi(2) =R'*(2)B; (z) + 2,*(z)R, (3)

Désignons par b la valeur de f, (z) pour 5 = &, ,
on & :

(12)

P,(a,)+R; (a,)b}
R,(a,)+ P, (8,)bY
B¥(z) + R ¥(2)1£, ()
Ry(z) + Py*(z)f,(z)

b, =

De m8me :
£,(z) =

d'ol:
P¥ (z)= (r)l-1,0)-(5,TL -9,)2 e°%s
R* (z)={(I-x,vip,)- (r,t -rl p, )z e**a}etPy
R‘*(z), (x, =T} p,) -(I-T, T P2 e"‘z}e*b’z
P‘:(z)={(rz"r' ?f') (1" w?&)z e““GBe"Va,*‘-Pa.
(I3) 2(5) B, (2)+R,(2)£, (2)

Rh(z)-rP;(z)fs(z)

avec
P, (z)=FRE(z)R, (z)+P}3) R} (3)

(14) R, (z)=R:(z)R"(z)+:B;f(z) B} (3)
R, (z) =R} (2)R, (z)+ B}* (2)B, (3)
P, (2) =Ry}* (2)B, (z)+ P}*(2)R, (z)

En continmant ainsi, on peut éorire alors la
formule générale comme la suivante :

4
(15)  2(z)_ Im (B)* B, (2)f, (5)
R, (2)+ B, (2)f, (z)

pour s=T, 0-*%, z_T e ‘% ,...... 5= T, e ""nf(g)
prend dos valeurs données indépendantea de £.(2)
qui est une fonction quelconque de E, en mul-
tipliant au besoin £,(z) par un facteur(-e-‘°w),
gvec
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P“(z)=n* (), @)+P* @R, _, (2)

(16) (2 =R, @R @1, @F, , (=)
R:»(Z)= ™ R, (%)
PX(z)= z" F, (£)

ou B,(z), R,(3), R .2), B, (%), sont des fonec-
tiona rationnelles d'ordre n.
On déduit de (I5) que :

(17) £(z)-F @) __ 2B _R R}

z) 'ﬁ‘ (2) «14-&‘,,.‘-:-.
choisissonspdans (9') de fagon que P‘ 0) =0,
d'olP=r r' ‘et généralement p = r, T} .Alors
P(0)=0 f(z) est une fonction dé clas o E. BEn
faisant £, - O(qul est dans E), on al (I

dans et sur C, |B, (z)\=|1"(z) |R (z)\ |R‘(z)\ sur la
circonférence parce que
Donea:

P (I/z)=E(z) i =1I
[z B (Iﬁ)\_ D.‘?z)l e \zf}z|= I.

Enfin, la condition de détermination de £ pour
Z= 0, est: 4 )
lim P.(0)E,(0)-R (0)R,(0)
R: (0)

.

On met d'aborad

N 4
6 (z) = Bn(2)%a(2)-R, (2)R,(2)

Ry (z)

on trouve facilement ‘
(18) B, (2).E),(2z)-R. (z).R, (z)_rt{(l-r r!¥)(I-r'Y)
(Tp -2 ©'%m)(I-r, 2 et%m )}

(19) @ (0) - Ef(I-ro rid)(T-mi¥ Ir, 8

RY (0)

Dono: " _
(20) 6, (0) = ft LI°T'm )Twm
* I-r>r't

Etudions maintenant le produit infini G_ (O),
mettant son terme général sous la forme - y.n 3
nous avons
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T I-p1?
I - }L'\. = _&_(’.'__.._f"_—_)-
I-.r, i’

12 -

"’“.ﬂ__l-r-:c,g",L % I-r,
I+r,rl, I-r. r!

Le produit G, (0) tend vers une limite positive

ou tend vers zéro, suivant que la gérie = pp

est convergente ou divergente, c'est la divergen-
ce de

I-r,,
I-r, rl,
par hypothé¢se r,<I, on trouve r,r} <r, ,
I -rorl >I-r}

(21) I-r, < I-r,
I-r, T}, I-r},
Donc, si 2-—1-'-—1‘—"-’—- est divergente, S—;i’,‘i— est éga-
I-I‘wl‘}b -Tn
lement divergente, d'aprds (2I)
Réciproguement, si$ I'i':‘ diverge, je dis que
- “tn
2__:_[._1'_"’_.. diverge aussi. En effet,
I-r v},
- 1 Tap! I-r
ThIw B v Th

I. 81 w,= = * ne tend pas vers 0, w, &8 une in-
T+ w

finité de valeur>a > o.
Donec :

I-r a
W= n_&a une infinité de valeur
w I-x'r,, Lp % Irar),
a ~
2. 81 w,=iZt tend vers 0 .
I-r}
W,/w, tend vers I .,
Done,

I-r -
1—————"4,- diverge comme S'-I-'g“-
-r, T I-r},
D'autre part, si = ;L:-r,,:, diverge, 11 en résulte
-r
que f(z) - Pw (2) tend vers 0. Bn effet,

=

Ry (2)
%’_%% tend Vexv'us une limite, donc £(0)tend vers
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une limite indépendante de £,(z). Car, pour z=0,
on & B)(0)/R (0)=0.d"0h (lemme de SCHWARZ)

P (2)
\ R, (z) {lzl=r

ful2z) I

<
Palz) -
I-l-:ti,"(z)R“(Z ‘I T 4
E 'Y d' é P = ] = 14
pg&;r‘eZl =§?r0181 ‘l!rgl(lgé’ IPM'(Z)I ‘RW(Z)l 'RM.(Z)'
Po(z)P (2) - Rm(z)RL(Z)I <z,

R} (z)

Donc, on conc}?u}::)‘ P (2) " \ |
o _ fnlZ P (2)Pn(z)-Ralz)Rp(2) 2
Si ceci tend vers 0, & l'origine, dans tout cer-
cle, |z|<r, il en est de méme de
P, (2z)E,(2) -R, {z)R.(z)
R% (z)
P, (2)E,(2)-R,(z)Ry(2)
Ry, (z)
8 pour zéros &, ,8, ,....&,etI/a, I/, ....... I/&,

tous non nuls, si pour z2=0, cette suite conver-
ge vers zéro. Il en est donc de méme en tout
point intérieur & C.

En effet, deux cas peuvent se présenter ou
bien les a,ontun point limite & l'intérieur du
cerclelz| < I, alors .

Po(2z)Pa(2) -Ralz)Rp(2)
RY(z)
ou bien il n'y & qu'un nombre fini de &, ,dans
tout le cercle|z| <r<1.

Si |a,| tend vers I quand n croit, il y & un

m tel que |&,.pl%r, quelque soit p » I, &,,8,,
tecesese8, BU ﬁus sont dans|zl{=Tr. 81 n > m

§,(3) = o

(z"a1)(2"a%)aooo.(z“a¢n)

n'a aucun zéro dans|z| {r, les G,.(2z) forment une

famille normale, il en est de méme de Y, (z), or
Y.(z) n'a pas de zéro pour |z| &F

log ¢, (2z) est holomorphe, log |Y, (z)| forme une

famille normale pour |z| <r. Or log|¥,(0)| tend

— 0,
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vers - oo .Donc,log‘tyw(z)\ tend vers - oo
pour |z| <r.
Cela quel que solt r. Donc Y (z) tend vers O
quel que soit z, dans|z| <I.
Voici donc le célébre théoréme de M.A.Denjoy:
La condition nécessaire et suffisante pour
que la suite b, = f(a,) détermine f est que la

gérie = -;—'f-?— goit divergente.

-rw

DEUXIEME PARTIE

DERIVEE ANGULAIRE
Soit £ (z) une fonction de (E) telle que

£ (re**) = r'e~"® (r < I, r'<I).

Définissons une fonction f£,(z) par 1l'équation
(1) r'-f(z)eP  r-z e' y rr'-£, (z)e“¥
I-r'f(z)e*? 1-r ze'*  I-rr'f,(z)e’¥
f, (z)donnée par cette équation est une fonction
de la classe B,( |f, (z)] < I, si|z] < I) mais 1, (z)
de z, de r, r',p,Y. f*(z)= f4(z , T, T, By )

I. Faisons r = 0 alors, si £(0)=r'e-‘P(I) de-
vient:

r'-£{g)e‘P i
(2) I-r'f(z)e'l = %e (dW)fd(z) ( |f1(5)’<51)

81 2 6'® ¢ (z)= u,onea uf<r et

r'-f(z)eif
I-r'f(z)etl =t
d'ol .
(3) flz)eth = 22 ‘
I-u r' '|ul €T
Le lieu géométrique du point IE'__"“__,si [l <r
=11 ' !

est un cercle ayant pour diamétre le segment
des points correspondants & m = - r et u=+r.



'-
Lequel des deux nombres T et r+r

est le
I-r ! I+r '
plus grand en valeur absolue ?
T'+ T r'-r _ 2r(I-p¥) >0
I+ 0rr' I-r r'  I-r¥ p'v )
'+ P T'-r 2 r'(I-r¥
f—_—= ( - )>O.
I+r ' I-r ' I-r¥ p'v
Donc:
r's+ T rlr
I+r J-r
on a
I+|z) . |£(0)]|
(o)|+|= I-|f(0)
- Jets) y 1~ © el _ _1-letol (I-12])

"Ixlz| |2(0)  I+]|z] |E(0)l

d'ol en remplacant le dénominateur du dermier
membre par I+ (£(0)| qui lui est supérieur, on
obtient done :

I -|2(2) I-|£(0)|
(5)
I- |5 I+ |£(0)]
Clest-a-dire
(6) I- s <1
1-12 (2) M

¥ ne dépendant que de 1 £00)|
2. Si nous faisons r= r'= I, les trois rapports
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fignrant dans la relation(I) deviennent égaux
a I.
Retranchons I des trois membres de (1) :
r'-f(z)e*? = I (I—r'){I +£(z)e"P}

I-r'f(z)e'f 1-r'f(z)etp
r-z et % _I_(I-r)§1+z e**}
I-vr z ™ I-r z ‘%
rr'-f (z)e"":I _(I-rr') {I+f4§)ew¥
I-rr'f{z)e*‘¥ I-rr'f,(z) e°¥
D'aprés I-rr'= I-r'4 (I-r)r' la relation (I) de-
vient: . .
I+f(z)e°f° I-v I+z e°“+{l+r, I—r% l1+f(z)e'Y
I-P(z)eP ~ I-r' I-rze'+ I-r") I-rr'f, (z)e'
(7) (I-r)(I-rr')‘ I+z o'™ % I+f,,(z)e"* .
I-1' I-rzet® I-rr'f,(z)e"¥

Supposons que pour une certaine sulte de

points r, &% tendant vers e ‘™, Tl e ~Pr tend
vers e op" avec lim I-Tn _ \.
I-r, 1.1 I
A est fini, N < I/M puisque L .
I-r) M

Alors, £, (z)e*¥ qui dépend de T, T e,
tend vers une limite qui est une "fonetion de
classe E. En passant a4 la llmite, on trouve :

(8) I+f(z)eP =\ L+z ‘% + (I+ )\)I+fj(z)e -
I-f(z)e'P I- z ¢ f,(z)et
d'ol on peut déduire encore:

2 -1= 2\ 7\+2(I+M (I+N)
I-2(z)eP  ~ Toz e I-f, (z)e"®
?gr)w' I A . I+
I-f(z)e*f  I-z ei* I-2,(z)et¥
Pour simplifier, faisons ¥ =0, ce qui ne
change pas la proprlété de £, qui noug intéresse
geunle Jjusqu'ici d'appartenir & (B). Nous éori-
vons:
(9') 1 = A . I+A
I-f(z)ep  I-z e'** I-£, (z)
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I-r
Dens cette formule A est la limite de n

I-r}
pour une suite z.=7r, e “*~tendant vers &% |

—~ia I-|2z|
Supposons qu an t b
pprosons que quand z tend vers e ,--[--(—,—-—
ne tende pas vers la limite unique 0. On peut
éerire les mémes formules (8) ou (9) avec toutes
les limites possibles non nulles A pour les di-
verses suites 2z, remplisssnt ces conditions.
Considérons une suite donnsnt & A la plus

grande veleur possible A=1im i l|f| si z tend

vers e~
Faisons d'ahord la transformation:
v L+tu et
I-u e‘f
Elle change le cerclelul<I en le demi-plan
R(v)> 0 I
wehf o ¥oL .,
v+ 1

Donc
lul| < I équivaut 3 | | <I.

La distance du point v 4 I est < 1la distance de
v & -I. v est du méme c0té que I de la perpendi-
culaire au milieu du segment (-I, I). Cette per-
pendiculaire est 1l'axe imaginalre. Done, cercle
|u] <I correspond le demi-plan R(v) >0.

Pour lul =I, posons u = e“(¥-A)

I+ X
= ————> = 1 cot
VE T e °ovE 3
Donc, R(v) = O, pour |u| =1I.
Pour u = O, v -
Done, |u]<I est cha.ngé en R(v) >0,
I
i = -
8 ¥ I-u e‘P
I i I+u efp + I}
b4 I- u e

lal <I changé en R(w) > I/2.

a) 81 2 =pe‘™,p variant seul et tendant vers I
elors (9') devient :
I - A, I+
I-f(z)e? — I-p = I-f (z)
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I
] e et ity .
d'ol R iI-f(z)e‘P % devient oo

Done, £(z)—> o~ P B

Soit une suite z =1, e "™ tendant Vers e’
et telle que f=r!, “"Pn'tende vers e~

Soit M une 1imite de ITn .

I-r},

814 0, nous pouvons écrire la formule (9') en
y remplagant 5 par f’, A par B .

Nous en concluons que:

f tend vers e~ quand 2z = ee““, p tendant vers
I. Done, p'=p .

Donc, si pour une suite de points 3, =T, g “%n
tendant vers e~—** ,f= Tl e-Pr tend vers e-vﬁ :
I. ou bien p'=p

2, cu bien 1—_-;-'-‘-— tend vers zéro.
b) En faigant z= Pe"""’, la formule(9')devient:
I-p _ I+A
(10) I-f(z)e‘ﬁ'_}\P I-f,(z) (1-p)
D'apreés: I
R -—————%>I 2
] {I-f,(Z) /
on a :
I- P R {—I-0 s I‘*)‘ I-
[I- f(z)e~P|> %I-f(z)e"l‘} Ap+ (1-p)
d'ol I
II-f(z)e"H >Ap
Done, I-p )\
1lim |I f{fe-l.ul} 8"”
Or, ?—’I

I-p I-p
|1-£{pe~*} e‘l’*| I-|£(z)]

la plus grande limite du second membre est an
plus A .

i-p
Donec - tend vers A quand p tend

II fi‘:ze 3 ‘P]
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3. Bcerivonsg 1'équation (9')
I-z e'% I+A .
- :A — -)\ I-3 e"‘"
I-£(z)e'P +(I-f1(z) ) ( . )
PFalsons tendre arbitrairement z vers e"'"d' :
a) ou bien £, n'admet pas la valeur limite I,

alors le dernier terme du second membre tend
vers O quelle que soit la fagon dont z (|z2| <I)
tend vers e~‘%*,

——I—'—?—it:‘-)\-l-ﬁ (z)

I-£(z)e*P
€— 0 pour z —» e~‘%,
I -z e A+E& (32)

Nous avons supposé A> O(en excluantA =0).
Il est évident que f(z) tend vers o=tP quand 2z
tend vers e~“™ . Si donec 1'on poge £(e *%.e~*P
et si en chaque point et® de C, on donne &
f(e®) conventionnellement une quelcongue de

valeurs limites de £(z) quand z —» e*® ,1'éga-
1lité (II) sera vérifiée dans C et sur C. Donc,
toujours dans 1l'hypothése ol la fonction £, de
E définie par (8) et (9) n'admet pas la valeur

limite I, quand z — 8—t%, _%:f..e.f{_ tend
,i-2z e*
vers I/A quand = tend vers e~ ot

. —a-'R
et(f-=) f(‘:zci tend vers I/j.

f(z) admet la dériﬁée I/n o=t (P-%),

Nous disons que I/) est la dérivée recti-
fide de f au point e—i*
b) Ou bien f, admet la valeur limite I, mais a-

lors i = ll;" tend vers 0, quand z —» o= ’%,
N 1

sinon, si __:_[_:_._'.E'. avelt une plus grande li-

mite positive X . , ‘on eppliquerait la formule

(o) & £, (&) _ "~
1

e —i——— i
I -ft(z) I-z e I-£!(z) 4
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b

dt'ou

I A+ A(IHN)  (TEN(TN) 5 7,0 A
I-f I -3 e' I -f;(z)

L'ensemble des derniers termes & une partie réel-
le bornée inférieursment, on aurait pour z =Pe""‘"

. I-p
lim T2 =AM, (I+ A )>A

A pourrait 8tre remplacé parA +A,(I+A). Or A
ne peut pes 8tre augmenté par hypothese.

Donc, méme si dans (9') f,admet la valeur limi-
te I,
- I -lzl

I-[%, (2) tend wvers O.
7]

quand 3 tend vers e~‘'*,

En tous cas, supposons que z —» e"m'de fa-
gon & rester dans un angle bissecté par le ra-

yon z = p e=“* et d'ouverture w <—%—-

I- z ** = u e‘'®¥
|I- 2 e|= u
lzZl =V (I-u et® )(I-u e—%)

= VI-Z u cos w +u?
‘I-z e"“l - u .
I -|zl I-\/I-2 u coscw +u?

I
- 2 u cosw+u¥c~ 1 cosw+ u?¥ cos*w

d'ou:

or

on a: ,
l1-7 & _ u _ 2

I-|z| I-(I- %-u cosw) 0oBw

| 1-2 e“‘! < a I-1z]
|1-£, () & I-|2, (2)]
Donc, d'apras 3, b)
I-z a“‘l
| 1-2, (z)e'¥|

= A

tend vers O
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quend z —» e~**, Alors d'aprds (9')
I-z e'*

I-£(z)e'P

la dérivée est angulairs.
Autres conséquences: La dérivée normale -%—

de f(z)ei(ﬁwéest une fonction semi-continme in-

férieurement du point e-*%.(En remplacant _I

par o© aux points de C od |f)ne tend pas radia-
lement vers I.)

Si 1'on & une suite de points e"'ei,e'w" PR
ve. 6On  tendant vers e~'* , 81
A (e-‘av‘ )= A,‘
A=Ae""") est au moins égal & la plus grande
limite des nombres A, . Oar par définition :

I-lz]}

—_— A

—ia
A= TIm -EZWET;)l 2—» ©
A= TIm 21zl .

* I-1£(z)| z—> o=t

Soit £, >0 tendant vers 0. Il y & un point =,

tel que
et
I—lZR]
>\, =&
I-|2(s,)| ® "
si Koo, 5 ~» o—%
et
Lol >TTm A,
I- lf(zK)'
a'od
Tim A\, < A

A est une fonotion semi-continue supérieure-
ment,
—;\— e8t une fonction semi-continue inférieure-

ment,
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TROISIEME PARTIR
REPRESENTATION CONFORME ENTRE
LES DEUX FROKNTIERES.

Considérons les points ¥ — e—‘* ol
@ (2)= o“(*-Der (o) g 1,
( ¢ (o) = I/A dérivée rectifide), avec
£(e-v%) = o=tz y.

S80it u un nombre de module inférieur & I,
Bous désignons par C' le cercle (ul = T.

Je dis que l'équation:

) z -uf (z) =0
a une racine v et une seule intérisure a C,

En effet, si % est dans C,|u f(z!c.: jul.
Donc, sl |ul<r<I, dans le cercle |zl =r, les
deux équations :

=0 et 2 -u f(z) =0
ont le méme nembre de racines, parce que sur
ce cercle jz{ =r, on & |u f(z)|l<|zl. Donc, il
y & une racine v et une seule dans le cercle
(2l=T quel gue soit r>|u|l, {et r<I).

Donc, l'équation(I) a une racine et une seu-
le dans C ( |z|=I), quel que soit u, si|u}j <I.

D'ailleurs v est une fonction de u,

vl = (u |2(v)|<|u| .

Donc, v est en u une fonction de B,

Quand u déorit l'intérieur de C', v décrit
1'intérieur d'un domaine connexe A . Les points
u et v se correspondent chacun & chacun conti-
nfiment. .

si 2 ———> o*(B-2)
liéquation (I) montre que

'?%T' tend vers e*(P-%)
On peut voir que v & une positive limite uni-
e &,
« En effet, I. 8l a est une position limite
de v, et sl & est intérieur &4 C, on a

7 = o (P9

L'équation (I) surait quel que soit u inm-
térieur & C' suffisamment voisin de e*(P-%)
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une racine v voisine de & et par conséquent in-
térieure & C. Comme v est unique, & serait le
soul point limite possible de v, quend u—-g¥(®-)

2. 31 & est sur ¢, il est unique.

Car, la fonction o £(z) de 2z est égale & v
au point z = v. Donec,

u £(z) -v |, zZ -V
— "t <I’

I- u f(2)¥7 I -2 7

4

o.v

Y 7
-~

Cd

Le point u f(z) est intérieur au cercle du

faigceau défini par les points limites v, I/¥
et passant par z.

Quand uw —n e"(‘b-“) gl v tena vers a, le

point e”Uban(z) tend & 8tre dans ou sur le cer-

cle tangent en 8 & C et passant par le point gz.
Cecl montre que & est unique, car s'il y a-

vait un second point limite a' distinct de & ,

£(z). e"(ﬁ'“ devrait &tre dans Ies deux cercles
passant par z et tangents & C en & et & respec-
tivement.

Mais, sl z est sur le cercle orthogonal &
C joignant a et &', ces deux cercles sont tan-
gents au point s. f£(z) e ‘(P-*)egevait Stre dans
les deux cercles, on surait donc z = e‘(P)f(3z),
en tout point de "L1arc a a' orthogonal & C.
Dong, f(z) serait constamment égal A 3z o-t(p-)
quel que soit z dans C.

Donc, a est unique.



Done, quand u — 3 ev(P-*)(u était dans C'),
v tend vers une limite unique & , soit un point
intérieur & C (et oh 1zI=|£(2)] ), soit situé

sur C, Nous le désignons dsns ce second cas par
(- 8
e-

Alors, f(gz) tend vers o-vp quand z — o—'%

et de fagon que o*(®92(z) est non extérieur au
cercle passant en z et tangent & C au point
e =t%

La transformation de u en v, change le cer-
cle C' en la région 1vl<lf(v)| , 80it A ,qui
contient 1l'origine. Quand u variant dans 1'in-
térieur de C' tend vers umn point de C', v tend
vers un point unique' ol |

£(v)
lim —=—— =1
1v)
et ce point est sur la frontidre F deod

Le sens de rotation sur les deux frontieéres
C et F est direct & 1la fois.,

Puisque le point f£(z). e ‘P est intérieur
au cercle passant par le point z. e‘* et tan-
gent au point I au cercle |zl =1,

Posons: .
I¢fe'f I+ze“*+P*iq
I-¢fe'P I -3 e"*

P =20 (voir une Note de M.A. Denjoy, C.R. P.
256, Ier Sem. I1926).

Réciproquement, si p =0, quel que soit s,
sl donc A est la dérivée rectifige normele,
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A> I, et _ .
(2) I+ £(z) 6" _)\ Itz o™ _I- £,(3)
I - f(z) et I -3 e** I4 £(3)

Si z tend vers e~ '™
tend vers une limite.
Les perties réelles du premier membre et du
premier terme du second tendent vers O, la par-
tie réelle du dernier terme tend vers 0. Done,
£,(z) tend vers e~y |
CGomme f(z) & une dérivée rectifiée I/)\, au

point e~** £, (z) aura une dérivée rectifiée

I/p  eu m8me point o=t |

On & d'a”qord :
I+ e-i(ﬁ“ﬁ) A I*e,b@-“)
I - et@A " -e“@("‘)-‘.
d'ou
cotg B,EY)

(I4A)

ot 2(z)—> o=F £, (2)

I+e“‘x

,(1+A)

- e

A cotg X=X L (1+ A)cotg _gl.

et la dérivée normale de (8) donne :

e'f et (I+A)
£'(z) = - + A |
{I f(z)e‘ggz ? {;-z ewtsz g-f‘s(z) 1 (5)

omme . . >
Pr{l’') = ""(ﬁ «) | (e(:).:_L e-"(x-“)
on trouve Trs H b
I oA I+ I

— ” Y
Ay sinz-'é:-'é-— sinl‘i‘:zﬁ‘- > ain"—:‘z—

da'ol: )
" [) i
sin® 2" = A >\4 gin }—-éﬁ-




U

Y .
sin &2&_ est I/2 de la corde o—*P , e=+F

W-" |= 2 ‘sin -E:ZZE—‘
de méme

- % |= 2 ‘sin :‘.":{%.‘
d'ol -

y—5| >VR [w—]
avec = ot 2ot )= e..i.f:' =v

81 §,¥' sont sur la frontidre de A , alors
A > I, XZI'

Done, 1
|‘f’-——‘§ | > lYL’—YLl
On en conclut en particulier que tous les

points Y sont situés sur une méme demi-cir-
conférence de C,.

QUATRIEME PARTIRE
QUELQUE DEVELOPPEMENT EN FRAGTION
CONTINUE ot EN SERIES DE PUISSBANCES.

Soit E 1l'ensemble dee fonctions f{s) holomor-
phes & l'intérieur du sercle |z| =I. et y vé-
rifiant |£(3)| < I.

Posons

(1) r'-2(z)e"  r-z e‘°‘x rr' - 1, (z)e*?

I-r'£(z)e®  I-rzel* I-rr'f(z)e‘®
Supposons maintenant que z —s e~'* radiale-

ment ,£(2)—s e-‘P avec dérivée angulaire I/A,, .
f,,(zf étant dans E, on e -

(2) I+f(z)a;P=}\ I1+2z e""’_'_ I+£(z)ei’(. (4+?\)
I -2(z)e'P I- z o** I -f(z)e"¥
Et, 81 3 —p o—**, _I =5 6*% tena vers O, m8-

I-f4(’)ei‘¥ "
me #i £ (2) admet 18 veleur limite e~vY
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Mettons : . .
I—f(z»:)e"’!"‘_u I-z e°°°__ ¥ Iffi(z)e"y
I+f(z)e‘4°‘ " Itz ov% 7’ Iq»i',‘(z)ew

u et u, sont des fonctions & partie réelle posi-

tive, de méme que § décrit le demi-plan R(¥)>O.

u tend vers 0 quand G tend radiaslement vers C,

(%= e'® /2 +€E<0 <T/2 -¢, € positif quel-

conque invariable, quand P — 0) et asdmet &

1'origine (Y =0) la dérivée angulaire I/5
la relation (2) devient 1

()= u,

I
(3) = DM 4w .
u 1
Quent & u, , yu tend radialement vers O, méme

si u, n'est pes borné quand ¥ —s O(radiale-
ment).

Supposons que POour Z ——sm et £, (2)—> e“'"?
( 3 # x ) . ‘Y
I+f (z) &
= A «~(#)tend vers
I-¢%, (z) o9
I+ e:.(-&-v)‘ . S~
(‘l"'A) mb@"X}(ﬂ% 2 ] 1 h4

de 1a
u, =ih + w) R(u; )>0 et uw —0,81% —»0.
Le relation(3) peut s'écrire :

I
(4) —_——= ——)-‘-1-+ ih + u’
u T; 1 4
u% est dans les mémes conditions que u, quand ¥
tend vers O.
Si w) (ou w,) & une dérivée sngulaire I/5, &u

point ¥ = e~‘* |, on a

(5) I _ 2z 44 R(u,) > O,
u! ¥

de (4) on obtient

(6) I - A1 ,3n,
n by .Y + u,

8l u, —-3 1ih, quend T tend radiaiement vers O,
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goit w, =ih,+ uj, u} —> O avec ¥ .31 en mé-
me temps ufy —> Il}‘s (radialement),alors

I )\3
4 = —— +
Donec, d'aprés (6)
I
(8) I = A +1ih, +
u L4 Ag +ihz+ S I
. 1 4+u
et ainsi de suite, jusqu'a 3 3
(9) I _ Aq
u'q.a % +uq
R(uq ) > 0, lim Y u 0

8i on est arrété, c'est que:

I. Ou bien ugq ne tend pes radialement vers une
valeur déterminée finie de partie réelle nulles.

2. Ou bien LY tend radialement vers une valeur
finie de partie réelle nulle, soit 1 k

Mais si : 1
uq = ikg 4 u'q u"‘& — o0
On trouve:
(I0) = = L :
A vinyg 4 B0
A+ ihz‘§+. gt
A +‘§ uq

I1 peut se faire que l'on ne soit jama.is ar-
r8té, si grand que soit q. La suite des coeffi-
clents ’\R , by , 6éfinit un développement a-

symptotique de u. Meis & priori, rien ne prouve
que ce développement caractérise u.

Posons ¢ .
I~z e"“:z

on peut mettre le développement de f(z) soms
le forme esymptotique :

(II1) f(z)ep I+c"§+c;i+ ceeeCy, "‘.q.cu“%'““
¢l 4 Uendant vers une limite ¢, qua.nd 'i tend
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vers 0. Un développement de cette sorte peut se-
lon les casg n'exister que pour n borné, ou au
contraire 8tre indéfini. Mais encore une fois,
dans ce second cas, il n'est pas certain que ce
développement caractérise f. Nous verrons (d'a-
prés M, Nevanlinna) qu'il peut au contraire con-
venir & une infinité de fonctions f de classe E.
Nous a2llons établir la propriété remsrquable de
l'ensemble des coefficients c¢,, figurant dans
la formule (II) du développement asymptotique
d'une fonction de E, au voisinage d'un point
e'* du cercle |z| = I.

S1 e, , ¢, ,eec... Cpn sOnt connus, le coef-
ficient ¢,,, se place nécessairement et indif-

féremment sur une demi-droite déterminée paral-
léle & 1l'axe rdel négatif si n est pair, sur
une droite indéfinie déterminée parsalléle &
l'axe imaginaire si n est impair,

Calculons tout d'abord les deux premiers
termes du développement de

I~ f(z)et=m

suivant les puissances de . Ces termes se-
ront les mémes que si u étdit donné par
(I2) 0= —

A+ih, %

Car d'aprés, I -f(z)ef=N; I -z o= ?,
on a :

I-fo _ W ;¢ I-ze™™ _ ¥
I+fe'h 2-n I+ze'* 2 -%
(I2) devient

-1
P | dzi[hi’i«.:ﬁ:{ﬂ
2 2 M+ (ih -AST)E 22, 2 A,
Donc, on & :

(13) 1 ih- A+I o2
L vl e N

par conséquent:
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4 c I
onc e v
0y ih- >\1:-I _ I-J\:I h‘»= I-A“_it.
2 X 2N 2N, 2N
| G
¢
x4
“+ A=A,
Ao ‘ 2A?
l

¢,= -I/A est sur une demi-droite, savoir le I/2

axe réel négatif t, comme h, est réel quelconque,
%, est sur une droite indéfinie paralléle &
l'axe imaginaire.

La fraction continue

3
W=
A+ih Yo kg
RALA _l‘\_hﬂ <
..+

2
+w1‘§
donne naissance au systéme de réduites Ar
(p £ q) dont les numérateurs et les

dénominateurs sont déterminées par les équations
récurrentes.

A‘ '

B, A*ih ¥
A, _ T (Ay#4ih,¥)
B, ( A, +in %) (A 4ih, ¥)+¥Y

& _ (I MHBEIA A,
B ( NFIBYIB, 43 B
(p<q), pour p= q, on doit dans la formule
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remplacer 1h*, Per ug .
D'ou .

{Aig’{
B, = A+ 1h¥

{Ai’= T (A +1ih, ¥)

B,= (M4ihy%) ( A ¢ih ¥)ey?
B= ( AHB F)BL +5Y B,

Cette derniére formule(I5) est vraie, m@me

pour p = 2, en falsant
A, _ 0
B, I

On voit que A et B s'expriment linéairement par
les mémes formulies au moyen des coefficients de
méme nom, mals d'indices inférieurs d'une et
deux unités. La méme propriété appartient donc
4 toute combinaison linéaire aA,+ bB, & coef-
ficients a, b cohstants.

Par hypothése @

I-fe'f n A_‘l"_
0= - - ~
I+fe*t 2.n B,
on & \1 2 At 01.,
- L d D
avec A By b
. c, = 0, D=1I
D= A + B =(I+1ih)¥+A,
Cor= 28,= 2% (A 41h,7)
fns aln‘ = A+ B=(A+h,Y) [( )\‘-.1111';)”},.3&
en génér o ¥
s) {01@ (AgHBY) G $5%C, o
2
D= (A¥BRT) D_+FD

pour p = 4, ih1v eegt remplacé par g -
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D'autre pa.rt on a ¢, /D, = 0/I
C " '7"‘"" I A+14’? ioo
D, /\+(I+ih)§ 2 A ’

comme nous l'avons vu plus haut.
Posons :

C » 2
16) = Ly, v ¥% ! poa, r bt P2
(Is6) . A3+ 3+y3; ; ; +[m;_,...

le relation(I5') donne pour p 2
3
Co D= D G =-3 {r' ba = D C«-w}

d'ailleurs C D -D,C=2y . Done, on
trouve l=a relation fondamentale

- 4 2p -4
(17) . Dy,- D.C=(-I) QY

d'ol l'expression de la différence de deux ré-
duites successives par
(18)  _Ce _ Daa _ (g __z_i_..._

I1 en résulte que les coefficients de 7(5:— jus-

qu'h"{ Y% inclus sont les mBmes que pour —l‘r
Done Y"’ , X;‘; sont invariables, dés que

2K\
p = k; on aura donc
= Y""
K<y aK-4
% = X;‘vx
d¢s que p >Kk.
Aingl ¢, =0,¢, , c, , appartiennent &

o/p, pourp > I.
co

— 0, 01 ’ 0,‘ grececcsccece cw‘ appartiﬁnnént
4 tous les C‘jl)“, pour p = s.
Pour trouver comment les coefficients de

% et ‘g W gont modifiés dans le passage de
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C
4/D+| _t_ « I1 suffit d'avoir les deux

premiers terﬁes de Dy, Dy développés suivant
les puissances de ?

Car
L ST ST s
D D, . D, D
on &: * i o TR
C, _ 2% ¥
D, A+ (I+ih,)¥ z)\‘+.I:.%_\_t_i_1_l.\\"
d'ol I-A+1h,
(19) - D= z\4+-~-—i-— ¥
Soit meintensnt
(20) Dp = ot Y4 3t oo

on voit immédiatement que
Xy,o = }‘4

1 - A +1ih,
2

O('A,«l =

de la formule (I5') on a
2
Qp== ()%?1h§7)]{J* D
— (Afj’ih“‘:S)s%_“o*'d’f_‘df*' '''' } e
Mais, en plus hsut nous avons considéré que :
_ Z s!r
; - z + 4 + ® e 00000

en sorte que.

1"- ()\ —-——ﬁ-¥+ S{ f.-io 1..-4,1%"'“--'}"'
per conséquent d'aprés (20)

A% ..
d”a’ *“‘fa, 1+ ----- = f“f" L4 +(A‘P“f_”1+ d’.,,‘)}f.‘
clegst-a-~dire 2
Ry =Ap Sptyo ,  Rp1 =ApSpas +2" Ko
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On trouve facilement :
%Ly o ,AQA,)\,;..A* réel positif, L =A1>\z....7gp, Pyt

I- 1 LA
!b‘h‘ 2 2)\

avec

d'od 1l'on conclut ™
I- i & n
(2I) D = B 4+ BV ‘4 ..:::.%z $ooaeees
rT AT M, 2 ,2 A
avee AA A ( I,2 )
P —_ «aa e P - AR X ]
De méme t v T
I-A, 1 2 h
=P P AL —_
(22) D =R+ _,(2 o S Aw);...
finalement de (2I) et (22) nous pouvons conclu-
re les deux premiers termes de D, , D,  comme
suivante

1~ .
(23) p ,D=E B [.I +(=2 1‘*—‘**"2 m)y +--] .
Dol o
I I (A B oo A
(24) = [I-( 14 Dt LYy T +]
DD, E_ B\ X, a4 )Y
D'sutre part, d'aprés(I8) on & alors:

-l - Al
g™ 2(-1)“ 1 5 _2( 1'.)'L I [ 3 +-«-+}
(N
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Enfin, on peut écrire

. Up-
(35)"%‘%-41)‘” 23 =

Dpw  Dp Dy
Ut 1 = p-v
(4):.,_7_“_&? =* F( P')"Wip H’-tv)i-\. Q'_ 3;
d'ol 1 .
P, By =N A, ... )\*»_4 )\*

On obtient donc :

(26)_._1" c~€+ '§°'+_ %_;{%-"’ a.,;,?z'h""?‘:;?w*-'"-

1\;
el
b '*w a* f“ i "h{ﬂuﬂ&? %M}

D'ou

ot (-1)*
A R A U
4 -1t
27 ——,n———
( ) Y\n (-1 (I I+z1\, By )

W 2NN NeNA 2 .z)\,.
}\1v positif quelconque o, , est sur la demi-
droite paralléle & l'axe réel négatif issue du
point X‘” c,’f est sur la droite indéfinie
paralléle 4 1l'axe imaginaire (h » réel quel-
conque) issue du point Xa’: .
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