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ETUDE DBS FONCTIONS MALYTIQUES
L'INTERIEUR D'UN DOMAIHE

PREFACE*

Etant données deux suites de nombres £^
b^ de module? r^ et r^ inférieurs à I, considé-
rons les problèmes suivants ?
I» Trouver la condition nécessaire et suffisante
pour qu'il exiate une fonction f (s) feolomorplie
et bonée pour |au| <I,telle que ffa^) = b^ .
S. Quelles sont les conditions néceseairee et
suffisantes pour que la fonction f(a) soit uni-
quement déterminée.
3* Dans le cas d'indétermination, trouver l'ex-
pression générale des solutions t.
4* Quaijd elle peut représenter par l'intégration
de Oauchy ?

Ces problèmes ont été étudiés par MM. Oara-
théodory, I. Schur, Piot, Walsh, Hevanlinna.Den-
joy. Le présent travail est quelques extensions
des résultats de M. Denjoy(I),

Nous définissons d'après WL. R.Nevanlinna,
A.Denjoy une fonction f(z) par l'équation*

I-r'ftzJe^ " I-r z elet I- f f^zîe^

et étudions quelques propriétés de cette fonc-
tion, nous donnons ensuite une démonstration du
théorème de M#A« Denjoy,sur la convergence des
suites normales de fonctions analytiques. ö*eet
l'objet de la première partie de ce travail*
Dans la deuxième partie, noms démontrons que
s'il existe une suite %^ tendant vers un nombre,

e"** f de façon que f ( ẑ ) tend vers ©~^ et
„ I- lg*J vers K positif fini^C1-*) f(z)

U(rv)l
admet au point e~ la dérivée angulaire positi

(I) Denjoy (A). Sur une classe de fonctions ana
lytiques (C#R. ÀC.SG. t. 188f1929,1930),
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veJL . Considérons l e s points *̂» e~VCL ou

•a
vée rectifiée, aveo f (e~vct) . é~up T ^
la troisième partie, nous trouvons que tous
les points X" sont situés sur une même âemi-
oiroonférenoe de 0. Sans la quatrième partie,
nous avons développé en fraction continue et en
séries de puissances de notre fonction. Enfin,
nous avons établi la propriété remarquable de
l'ensemble des coefficients o a du développe-
ment asymptotique,d'une fonction de E au voisi-
nage d'un point elot du cercle Jz| « I.

PREMIERE PARTIE.
PROBLEME D'INTERPOL ATIOH.

Considérons la classe E des fonctions f
analytiques en a, holomorphes, et |f(z)| <I pour
|z \ <J, Supposant que ses valeurs sont connues en
une suite -de points a, a1 , a%f &%, an,

Soit b a « ffa^) aveo.

r ' - f e^ _ r - z e""* ^ P -f, el*
I-r»f e'* I - r z e1* I - p f . e ^ '

par hypothèse pour z* r e""tat f = r 'e"^ (r<I , r '<I)
dono si

X (z)r1- f e'*** r - z e 1*
I-r'f e"^ I-r a evot

la fonction A (z) est holomorphe à l'intérieur
du cercle unité et de module inférieur à I sur
ce domaine.

En effet Max. |A (z)| pour|z| <I est la
limite d'une suite croissante des nombres | A ( z)|.
|A (a, )| . |A(z&)| |A(z^| |a„.l tendant
vers I le module du premier membre a sa limite
au plus égale à I, le module de facteur de A (z)
tend vers I. Dono lim |A (z)j 41.
A (z) est dans la classe.

Si X(z) est dans E et X( z ) = P,~f,i eÜ?L ( P < I)
I- p f, e1* X



(r'-r f)-(rr«- p) s elot

-r' f >-(I-rr'p )z e i

- J(I-rr'p )-(r-r'p )z e 1

( ( - f)-(r'-r f)z e ^

- 3 -
fA est une fonction de classe S en même temps
que A (a).

2. On déduit de (I) que

(2) «•)«. 3, (aJ + R^z) f,(g)

avec

(3)

Felle est la forme générale de fonction f de (E),
telle que . _ ,A

f(r e-voC)« r* e - <*
fH étant une fonction quelconque de (S).

Dans (I) changeons f en l/f, z en l/z,f, en
1/t, , i en -i,

r'f e1^ -I r z e^-I pf4e
llf- I

_ _ — — — _ _ _ =B — — — — — — x r < t

f e1? - r' z ec* - r *4e
{'r - P

en remplaçant chaque facteur par son inverse, on
retrouve la relation (I), Celle-ci n'est donc
pas ohangée par la transformation.

Etudions tout d'abord un polynôme :
P(z) = ao+ a^z + V

On a par définition
P(z) — ï0 + âH z +â l w

P(z) est le polynôme P(z) où le signe de i est
changé dans tous les coefficients.

1 (1/z) « i/z^ta z^â; z"^* 4-â^ ) .
Posons . _ ,
(4) P'(z) = rP(l/ï) .
Réciproquement: en changeant i en - i dans les
coefficients, et z en I/z, on a

F' ( s ) » ao
?• (I/B)- i/z^ (a0 + a, z + â z

P1 (I/z) « i/z^Pfz).
Donc _
(5) P(z)s= z^P1



Dans la formule (2) on change f en l/f, z en i/z,
fA en l/fn et î en -i dans les coefficients des
polynômeB•

iet JL-Ai

avec l a notation ( 4 ) , on trouve l e s r e l a t i o n s
suivantes : _ t A _ 4

z^ (l/i)-ïj(a)f z (̂  (I/»)- QJ(B)

zR4(l/2)=:Rj(z)f z§;(l/z) =Sj(z)
formule (6) devient :

; j 4
Or, l a transformation f a i t e ne doi t pas changer
l a relat ion entre f, fH , et z. Donc, âe (7) et
(8) , on obtient :

(quel que soit f âans É).

P, (z) Q4(z) R^z) S, (z)
Lee r e l a t i o n s précédentes donnent :

a , s ; ( z ) = AP„ ( z ) , b , P 4 ( z ) = A S . ( z ) .
De a o n t r o o y e : _

B j C L / i ) = X P .

4

(5) z S < ( l / z ) « [ S ^
par oonséquent S,, ( z ) a XPj
d ' a i l l e u r s P^(z)= A S ^ z ) d'après ( b ) , donc

Encore de (3) on a
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La formule (E) peut s'écrire comme ci-dessous

f(z)_ E, (z)^e^9R;(g)f,(z) ^

^ ( ) ^ j ( ) 4 ( )
Enfin, on peut englober e-10 dans fH(z); e~

tef,.(z)
remplacé par f^(z)f qui est encore une fonction
quelconque de 13*

(9) f(z)^ A (z)^R\(z)±i(z)

Cela montre que la relation entre f, £j , z, ne
change pas par le changement en l/ff I/f̂  , l/a
et alors de i en -i.

Ou encore la relation ne. change pas si f t
f* f z, sont remplacés par l/f, i/f̂  , l/z sans
changer le signe de i dans les coefficients.

3. Pour le problème de la détermination de f
connaissant f (a^J^a^^ 0), nous partons de la
relation

Posons maintenant z — a,, et désignons b̂J la va-
leur de f4(z) pour Z=B^9 d'après ffa^j^b^ on
aura:aura:

m P,

Remplaçant dans l a r e l a t i o n (3) r , ot, r 1 , o
par r, , ^ , r ; , /V, , p̂  mettant :

P* (z)= (r;-r,ft)-(r4r^ -P<|)i e
L ^

Rf
-r,' ft ) -( I-r4 r.J ft ) z

on peut écrire alors:

En substituant dans (91) f(z) par la relation( 10),
on trouve :



(II)

(12)
R*(aUR*
R* (s) } (Z) + r* (s)P< (B)

Désignons par t>̂  la valeur de fa(z) pour z
on a :

Se

a'où:

**<*>

I P» (z>

R* («

p;* ( z) - r i - ç»A) -( z

(z)=Rj(z)R>(z)+P*(z)

(13)

avec :

(14)

En continuant ainsi, on peut éorire alors la
formule générale comme la suivante :

(15) f(z)=: JUt 2: ^
(z)f^(z)

prend des valeurs données indépendantes de £«*,(>)
qui est une fonction quelconque de E, en mul-
tipliant au besoin f^(z) par un facteur( -e-60rv ) f
avec :



(16)

ofo.Pftd), **(*).
 Ri,(«)t pl(«). 8° n t ^es fonc-

tions rationnelles d'ordre n.
On déduit .de (15) que :

(17) +(«)-*

oliDlaissons p dans (9T) de façon que P:j (0) = 0 ,
dfoîif=:r r1 et généralement fr^ r^r^ .Alors
P^(0) = O,f(z) est une fonction de classe B. En
faisant fa=s 0(qui est dans E), on a l ^ I l l f <; i

I R * J z JI
dans et sur C, ^ ( B H - I P ^ I M , | » J • )\-|By « )\ sur l a
circonférence, parce que I / z s f , s i JzJ s I.
Donc : __ .

P. ( I / « ) - P ( B ) , s i \z\ = I
[z P ( l /z) |= tP(z)| s i ! [ B | » I.

Enfin, l a condition de détermination de f pour

Ri (0)
On met d'abord

on trouve facilement
(18) i

(19) flj
" H* (0)

Donc: „, /T r , j , >_
(80) ö (0) = vi r ;r

I-r^r 1^
Etudions maintenant le produit infini ö (0)f en
mettant son terme général sous la forme l- JJL^ ;
nous avons
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r (I-r1* )

T J.T» -f» f Sr T—2

XU r r1 I-r r1

Le produit &„, (0) tend vers une limite positive
ou tenâ vers zéro, suivant que la série S fi>„,
est convergente ou divergente, c'est la divergen-
ce de -

I r

T—T» T*1

par hypothèse r^KI, on trouve r^rj

I-r rk I-r1

Donc, si S "ryvt est divergente, S—j—r- est

lement divergente, d'après (21)
I-r

Réciproquement, si S y diverge, je dis que

2 ~r"" . diverge aussi. En effet,
I-r^r1^

I-r ^
I. Si ŵ -ay i» ne tend pas vers 0, w^ a une in-

i-r n
finité de valeur> a > o.
Donc : T

Ww-
 s-"r^, a une infinité de valeur> J*

I-*r
2. Si wMa= — tend vers 0

w tend vers I .
Donc,

I—r
2 3 ^V diverge comme

Ir r1 I—i

3>fautre part, s i S rv • diverge, i l en résulte

que f(z) - Pyl/ ( Z ) tend1'vers 0. En e f f e t ,
R (*)>^r;- tend vers une l imite , donc f(O)tend vers
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une limite indépendante de fjiz). Car, pour z = O,
on a P^Oj/RjOJ^O.d'où (lemme de SCHWARZ)

Encore, d'après JPjz))
I l I t

I-r

, p J j ) )
pour I s l — I , on trouve

l P ( z ) P ^ ( z ) - B»(g)R4,.(g)

.k^hKH »

Donc, on conclut :
12?) \Hz) g^A)! <lPr,(z)Pl(g)-Rrw(z)Rl(z)l ^ S
(.2) jf(z}- R J l ) | <. (^77)1* (I-r) ^ T ^
Si ceci tend vers 0, à 1 ! origine f dans tout cer-
cle, \z\<r, i l en est de même de

H* (»)

a pour zéros s^ ,a^, a^,etl/af i/â

tous non nuls, si pour z=*0, cette suite conver
ge vers zéro* II en est donc de même en tout
point intérieur à G.

ïïn effet, deux cas peuvent se présenter ou
bien les a^ontun point limite à l'intérieur du
cerclelzl <I, alors

j ) l ( ) ( ) R 4 ( )

ou bien il n'y a qufun nombre fini de aft ,dans
tout le cerclejzl <r<I,

Si |a^| tend vers I quand n croît, il y a un
m tel que |a^+Jul^r, quelque soit p > I, â  ,a^,

a^ au plus sont dans \ z \ = r. Si n > m

(z) =
^ K z - a J (z-ej

nfa aucun zéro dans) 21 <.r, les G^(z) forment une
famille normale, il en est de même de M^J55)» or
4^(z) nfa pas de zéro pour |z| 4r

logiez) ööt holomorphe, logj^îz)! forme une
famille normale pour ]z| <r. Or log|H^( 0)| tend
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.Donc,log|u> (z)| tend vers -
pour |zt <r. 1Trfc

Cela quel que soit r. Donc 4^(2) tend vers 0
quel que soit z, dans|z| <I.

Voici donc le célèbre théorème de M.A.Denjoy:
La condition nécessaire et suffisante pour

que la suite b„,= ftaj détermine f est que la
série S ~T^ soit divergente.

DEUXIEME PARTIE
DERIVEE ANGULAIRE

S o i t f (z) une fonct ion de (E) t e l l e que
f (r e-***)» r ' e - * * (r < I , r ' < I ) .

Déf in i s sons une fonct ion tA[z) par l ' é q u a t i o n
r'-f(z)e^_ r-z eiat rr'-f^ (z)ely

( } I-r'f(s)e^~ 1-r u 1 " X I-rr'f, (z)e^
f.(z)donnée par cette éauation est une fonction
de la classe E>( Jf, (z)J < I, si |z| < I) mais f, (z)
de z, de r, r\/i,y. ̂ ( z ) ^ ±A(z ,r, r''
I. Faisons r « Ö alors, si f(0)= r'e-^Cl) de-
vient :

Si z e 1 ^ f, (z) « u.on a \a\ < r et
r'-f(z)e ils _

I-r'f(z.)e1^ ~ U

d»où
(3) £ ( E ) « V - J ^ i j - . |u| 4r .

Le l i eu géométrique du point rT"TX, > 8 i lui < r
I-u rf

est un cercle ayant pour diamètre le segment
des points correspondants à u = - r et u=r+r.
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Lequel de s deux nombres
I-r r1

plus grand en valeur absolue ?
rf4- r r'-r

rT*r
I+r r!

est le

rr'
r

I-r r'
r'-r

Donc :

On a

U)

r r1 I-r r1

r'4- r

2 r'U-r* )

I-r* rf*

r'-r
I- r r1

1*1< M * I»)
I+I.l • |«o)|

d'où en remplaçant le dénominateur du dernier
membre par I+[f(O)l qui lui est supérieur, on
obtient donc :

(5) ._-— } -s, , = M
I - 1 -es 1

C'est-à-dire

14 |f(0)|

I- \Z\

I-lf (
H ne dépendant que de |f(O)|
S. Si nous faisons r s r1- I, les trois rapports
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figurant dans la relation(I) deviennent égaux
à I.

Retranchons I des trois membres de (I) :

= j

-T'f{z)eLP i~r'f(z)elP
r-z e** _ i (I-ri
I-r z e1* I-r z e iot

r r'-f, ( z ) e l y _ I ( I -rr ' ) j 1 + f4C»)e'»Yl
I - rr ' f^zJe^ I-rr'f^(z) el*

D'après I -rr '= I -r '+ ( I - r ) r ' l a relat ion (I) de-
vient :

Lff(z)eH»_ I-r I+z e** , fc, r , I - r ) l + flzje1*
I-f(z)eLJ*"" I-r ' I-rze** S I-r') I-rr'f4 (z)el*

I+z e'"*
I-r' I-rze i o t

 4 ( )
Supposons que pour une certaine suite de

points rrt e*M'*%' tendant vers e"'CL , r' é " ^ tend
vers é"c" avec lim .f.Trrv. ^ A .

I-r' T r
A est f ini , A ̂ " i/M puisque -1-2: < .

I-r^ M
Alors, fJt(z)e"

y qui dépend de r^.r^ tcc^,f>^
tend vers une limite qui est une fonction de
classe E. En passant a la limite, on trouve :

I-ffzJe1-)* I-z e1-* I-f,,(z)e
d'où on peut déduire encore:

donc: T

(9) I - A
I-z etflt I-^fzJe^

Pour simplifier, faisons "€ •=• O, ce qui ne
change pas la propriété de tAqui nous intéresse
seule Jusqu'ici d'appartenir à (B). Nous écri-
vons: _ v .
(•') T—^X- *i-TT7-+—— ^

I-ftaJe^ I-z e"* 1-1,(8)
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Dans cette formule A est la limite de -=—7

pour une suite z ^ r e'^tendant vers é*c0C . ^
T I \

Supposons que qu*md z tena vers e""w* , v i
I
[ ()|

ne tende pas vers la limite unique 0. On peut
écrire les mêmes formules (8) ou (9) avec toutes
les limites possibles non nulles X pour les di-
verses suites z^ remplissent ces conditions*

Considérons une suite donnant eu X la pluB
grande valeur possible A=*iim T "1^ si z tend
vers e-1* • -H'!

Faisons dTabord la transformation:
v = I-u e ^

Elle change le cercle |u |^I en le demi-plan
( )

" V+I
Donc 1 T

|u| <;I équivaut à —
I VH-11

La distance du point v à I est < la distance de
v à -I. v est du même côté que I de la perpendi
culaire au milieu du segment (-1, I). Cette per
pendiculaire est l!axe imaginaire. Donc, cercle
|u| < I correspond le demi-plan R(v) >()•
Pour lui s i , posons u = eltv-i*O

Dono, B(v) = 0, pour |u| si.
Pour u s 0, T = I.
Donc, |û|<I est changé en R(v) > 0 .
SI W = I

I-u
I
Z S I- U •*!* >

lu| < I changé en R(w) >• l/Z.
a) Si z ̂ pe"1*,? variant seul et tendant vers I

alors (9') devient :

I-f(z)e^ " I-p +
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B \ _• -, , ,A * devient

Donc, f(z)—> e~**
Soit une suite ^ar^e"^ tendant vers

et telle que f s r ^ e ^ t e n ü e vers e"^
Soit W/ une limite de I~v«>

^ p , nous pouvons écrire la formule (Ô1) en
y remplaçant ƒ& par fi* f X par U

Sfous en concluons que:
f tend vers er1^ quand z » P e*fc€tf P tendant vers
I. Donc, /V- j* .

Donc, si pour une suite de points z^= rn,
tendant vers e-tflL,fstr^ e~lA* tend vers e-1/*' :
I. ou "bien (î'̂ /i

I-r
2 # ou "bien ü- tend vers zéro.

I- r lrv

b) En faisant Bspe'1*, la formule(9f )devient:

D1après:

on a :

Donc,

Or, r^^x

_„_I-P^ I-P

l a plus grande l imite du second membre est au
plus A . _ ^

I- P .
Donc -j ( „UU m \ t e n d v e rs A quand ptend

vers I»
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3 . E c r i v o n s l ' é q u a t i o n (9 T )
I - z eioC-

Faisons tendre arbitrairement z vers e
a) ou bien f̂  nfadmet pas la valeur limite If
alors le dernier terme du second membre tend
vers 0 quelle que soit la façon dont z ( |z| <I)
tend vers e"*tot,

I-z elflC_y t £ (z)

6-* 0 pour z —> e~toC.
OU T • :& —

I - z etôt ~
Nous avons supposé K> 0(en excluant A « 0) »

II est évident que f(z) tend vers e""1^ quand z
tend vers e~ooL • Si donc l!on pose f(e~lfl%e~ll*
et si en chaque point e^e de C, on donne à
f(e~CÔ) conventionnellement une quelconque de
valeurs limites de £(z) quand z —*• eie ,1!éga-
lité (II) sera vérifiée dans C et sur 0. Donc,
toujours dans l'hypothèse où la fonction tA de
E définie par (8) et (9) n1 admet pas la valeur

limite If quand z — > e""icC. .,̂ f- .e,^ tend

vers I/A çoand s tend vers e^^et

e1^"06) ^ Z ; T ^ — tend vers I/A*
f(z) admet la dérivée l/s e^^C^"06^

Nous disons que l/\ est la dérivée recti-
fiée de f au point e~lot .
b) Ou bien £ admet la valeur limite If mais a-

I l s ! ' «*.

lors • " j tend vers 0» quand z — ^ e ~ ,

sinon, si — ' avait une plus grande li-

mite positive XA , *on appliquerait la formule

(«M à f, (z) 4 k . a
A,

-z e1*I -ft(z) I-z e1* I-fJ(z)
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d'où
I

I-f I - z e** I -f^tz)
L'ensemble des derniers termes a une paxtie rée.l-
le bornée inférieurement, on aurait pour zspe"»-«*.

A pourrait être remplacé parX+\,(I+M • Or X
ne peut pas être augmenté par hypothèse*

Donc, même si dans (9T) f4 admet la valeur limi-
te I, — -

quand z tend vers e**1**»

En tous cas, supposons que z —* e*"L de fa
çon à rester dans un angle bisseoté par le ra
yon Z s p e~vct et d1 ouverture a> <.-i£~

I - z e l f l t
= u eù<u

\l- z e ^ l - u

= V (I-u ë1"» )(I-u e~ia> f

s= \ / I-E u cos co +ua'
d'où: i . |

l l - z e^l _ u
I - | z | I-VT^ËFu COSCO+U *

or T . .
- B U COSCO + U ^ - U 00S6Ü+X U COS*CO

l l - g efc0Cl u £

- ( I - ± U OOSCo) 008CO
z1-z

Donc, d'après 3, b)

"2 et<t' tend ver» 0
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quand z e ~ l c t . A l o r s d ' a p r è s ( 9 1 )

I-z e uot

la dérivée est angulaire»
Autres conséquences: La dérivée normale - ~

de f (z )e lp~ ' e s t une fonction semi-continua in-
férieureinent du point e~toCc(En remplaçant —ï—
par co aux points de 0 rôt|f|ne tend pas radia-
lement vers I . ) .

Si l ' o n s une suite dö points e~vôS©~i'e*' #•••
. . . e*cerv tendant vers e"*loC , s i

"il'oCA ^A(e"il'oC) est au moins égal à la plus grande
limite des nombres AK . Oar par définition :

X ' ». • • I — |Z I OC

» lim -!Tj

Soit£K>o tendant vers 0. Il y s un point zK

tel que

et

si E
et

d'où
ïïï- X K ^ X

A est une fonction semi-continue supérieure-
ment.
-i- eet une fonction semi-continue inférieure'

ment.

_ _
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ÏROISIEME PARTIE
KSPRBSBHTATION COÎO'OHBSB EHTRB

DEUZ EROUTIERES.

Considérons les points y s, e"coL où
<K«0» •H^*) f f ( e - t i l )^ l .

( cf> (oc) - I /Â dérivée rect i f iée) , avec
Â

Soit u xm nombre de module inférieur à I.
Sous désignons par Cf le cercle |u| = I.

Je dis que l'équation:
(I) z - u f (a) =1 0
a une racine v et une seule intérieure à C,

En effet, si z est dans 0y|u f(zjj<. |*l.
Donc, si |u|<r<cl, dans le cercle Jzl«v, les
deux équations :

2 = 0 et z - u f(s) = 0
ont le même nombre de racines, parce que sur
ce cercle }zt = r, on a |u f(z)|<|z| • Donc, il
y a une racine v et une seule dans le cercle
|z|«r quel que soit r>\u|, (et r < I ) .

Donc, lféquation( I) a une racine et une seu-
le dans 0 ( |z|ssl), quel que soit u, si|uj-<l.

D'ailleurs v est une fonction de u,

ivi *im lf(v)J<|u| .
Donc, v est on u une fonction de B«
Quand u décrit l'intérieur de C1, v décrit

l1 intérieur d!un domaine connexe A . Les points
u et v se correspondent chacun à chacun conti-
nûment*

Si u » eInéquation (I) montre que

s—r— tend vers e
f (v)

On peut voir que v a une positive limite uni-
que ao

En effet, I* si a est une position limite
de v, et si a est intérieur à C, on a

- * a ( A )
f(a)

L'équation (I) aurait quel que soit u in-
térieur à C' suffisaiament vois in de el>(P°O
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une racine v voisine de a et par conséquent in
térieure à C# Gomme v est unique, a serait le
seul point limite possible de Tf quand u—*.elÛ*

Z. Si a est sur cf il est unique»
Car, la fonction u f(z) de z est égale à v

au point z s v. Donc,

I u f(z) - v . . z - v m
I- u f(z)v I - z

Le point u f(z) est intérieur au cercle Au
faisceau défini par les points limites v,
et passant par z.

Quand u *• ©'•'Û5-*} si v tenu vers a, le
point 0*0*"°^ f (z) tend à être dans ou sur le cer-
cle tangent en a à 0 et passant par le point z*

Ceci montre que a est unique, car s'il y a-
vait un second point limite a1 distinct de a ,
fCzKe1^"0^ devrait être dans les deux cercles
passant par z et tangents à C en a et h respec-
tivement.

Mais, si z est sur le cercle orthogonal à
C joignant a et a1, ces deux cercles sont tan-
gents au point z. f(z) e1!?'*)*devait être dans
les deux cerclée, on aurait donc z * el0*-*)f(z) •
en tout point de l'arc a af orthogonal à C.
Donc, f(z) serait constamment égal à z e-H/*-*)
quel que soit z dans C.

Donc, a est unique*
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Donc, quand u ± e'uCP"̂ c3(u. était dans C 1 ) ,
v tend vers une limite unique & , soit un. point
intérieur à C (et oîi iz|^|f(z)) ), soit situé
sur G. Nous le désignons dans ce second cas par

Alors, f(z) tend vers e*v* quand z —*» e-tot

et de façon que e ^ ^ f ( z ) est non extérieur au
cercle passant en z et tangent à C au point

La transformation de u en v, change le cer-
cle G1 en la région 1vl<|f(v)| , soit A ,qui
contient l'origine. Quand u variant aans l1 in-
térieur de C1 tend vers un point de G1, v tend
vers un point unique oîi

lim —
!• 1

et ce point est sur la frontière F ô e ^
Le sens de rotation sur les deux frontières

0 et F est direct à la fois..
Puisque le point f(z). e lP est intérieur

au cercle passant par le point z. eloc et tan-
gent au point Z au cercle ^z| =*I.

Posons:
1 4 f elfi
I - f e^

I + s e let

I - * e oOL

P 5-0 (voir une Hôte de M.A. Denjoy, C.R. p.
256, 1er Sem. 1986).

Réciproquement, s i p ^ - 0 , quel que soit s ,
s i donc X est l a dérivée rec t i f i ée normale,
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, et

(S)
- f(z) I -s e ioc 1+ f<(z)

e ^ ' ff, (z)Si z tend vers e~£o*f et f ( s ) — y e
tend vers une limite*

Les parties réelles du premier membre et du
premier terme du second tendent vers 0, la par-
tie réelle du dernier terme tend vers 0. Donc,
f,j(z) tend vers e~c* .

uomme f(z) a une dérivée rectifiée l/\A au
point e""uoCI ,f^(z) aura une dérivée rectifiée

• • •
i/u au même point e~ .

On a d'abord :

COtg X OOtg «^V^ + (I+X)O0tg

aet la dérivée normale de (S) donne :

£ ^ (I+X)

domme
f'(<**) =

on trouve
I

d'où:

alo'rs :
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A* A i — i-ft
gin r-p eB-t i[z a e la corde o ' ,

8

de même

|

v>_ y U 2 Isin

WT90
ĉ ^ e X\ e /5s e *=" ̂ .

Si >f , ^ ' sont sur la frontière de A , alors
X ^ i . A'r^i.

Dono,

On en oonclut en particulier crue tous les
points ^ sont situés sur une même demi-cir-
eonférenoe de C.

QUATRIEME PARTIS
QUELQUE DEYELOPPEMBKT SïT FRACTION
CONTINUE et BN SERIES PS PUISSANCES.

Soit B l1ensemble des fonctions f(a) holomor-
phes à lfintérieur du eercle |z( si. et y ré-
rifiant lf(»)| ̂  I.
Posons

v^t{z)e^ _ r - z eCot r r 1 - f̂  ( z ) e C y

Supposons maintenant que z —>* e"c* radiale-
ment f(z)—> e-^ arec dérivée angulaire
f^(z) étant dans Bf on a

(2, S ^

me

I - 2 ev* I -
X -z e4cfc

s i f , ( z ) &dfm.eb l a râ leur l i m i t e e"1

Et, si z >« A-l<tJ X -z e
Acfc tAnri vers O,mê-
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Mettons : ,
I-f(z)e*\ I-i e"*

u et u^ sont des fonctions à partie rée l l e posi
t i ve , de même que ^ décrit l e demi-plan R0T)>0
u tend vers O quand y tend raâialement vers C9
(^=r p e l & -nC/S+6<e <:tt/2 - e , 6 pos i t i f quel-
conque invariable, quand p ^ 0) et admet à
l 'origine ( V « 0 ) l a dérivée angulaire l/% ,
la relation (2) devient ^*

,3) i f
Quant k Tii , ^ u tend raâialement vers 0, même

s i u, n ' e s t pas borné quand \ v O(radiale-
ment). . *

Supposons que pour z —> e" ,f. (z)—-> e*v

I-f f. (z) e^. x.
u = ^ t-O+XJtena v e r s

1 I - f , (z) *

^ 8
de là

u ^ i h ^ + u ' R(u')>Oet u
La relation!3) peut s'écrire :

(4) _ i — = -Ai_ + tti+ «•
u* est dans les mêmes conditions que u, quandV
tend vers 0.
Si u{ (ouuj a une dérivée angulaire I/\^ au

point Y » e"icL
 f on a

(5) „I^^

de (4) on obtient

(6) -JL-
u y Av. 4 u«

si u w ih. quand 5" tend radialement Tere O,



-̂so l t Uj » 11^+ u j , u^ —>• O avec S£ .Si en mê-
me tempe u^/ç — ^ 1^3 (radialement), al or s

(7) _ J L - a s - ^ - + Uft

Donc, d faprès (6)

et a ins i de sui te , jusqu'à

(9) * -

R(u, ) > O, lim ^ u . = 0

\ <- °
Si on eet arrêté, o1est que:
1. Ou Men u^ ne tend pas radialement vers une
valeur déterminée finie de partie réelle nulle.
2. Ou bien u^ tend radialement vers une valeur
finie de partie réelle nulle, soit i 11*
Mais si : "

(ta trouve:

(10) u =

ö +

+
V

II peut se faire que lTon ne soit jamais ar-
rêté, si grand que soit q» La suite des coeffi-
cients Afc , b^ , définit un développement a-
symptotique de n. Mais a priori, rien ne prouve
que ce développement caractérise u.

Posons t

on peut mettre le développement de f(z) sous
la forme asymptotique :

c1 4 tendant vers une limite c^ quand % tend
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vers 0. Un développement de cette sorte peut se-
lon les cas n'exister que pour n "borné, ou au
contraire être indéfini. Mais encore une foisf
dans ce second cas, il n'est pas certain que ce
développement caractérise f. Hous verrons (d'a-
près U. Nevanlinna) qu'il peut au contraire con-
venir à une infinité de fonctions f de classe E.
Nous allons établir la propriété remarquable âe
lfensemble des coefficients c^ figurant dans
la formule (II) du développement asymptotique
d'une fonction de B, au voisinage d'un point

e l^ du cercle \z\ = 1 .
Si ô  f ^ , ĉ , sont connus, le coef-

ficient 0̂,+,, se place nécessairement et indif-
féremment sur une demi-droite déterminée paral-
lèle à l'axe ^4el négatif si n est pair, sur
une droite indéfinie déterminée parallèle à
l'axe imaginaire si n est impair.

Calculons tout d'abord les deux premiers
termes au développement % de

I - f( z)e^«X
suivant les puissances de ¥ • Ües termes se-
ront les mêmes que si u était donné par

(12) u=* ^
X H + i h ^

Car d'après, I -f(z)e^ **\; I - z euflC

on a :

(12) devient

_ I-fe;ft = X . y_I-ze

par conséquent:

(14) t(z)e'^



donc

ih-

"K

CjS -l/Â j est sur une âerai-droite, savoir le l/2
axe réel négatif t, comme l^est réel quelconque,
o« est sur une droite indéfinie parallèle à
l^axe imaginaire.

La fraction continue

donne naissance au système de réduites £
(p $ q) dont les numérateurs et les B>^
dénominateurs sont déterminées par les équations
récurrentes.

A. v-

(P < t). pour p s q, on doit dans la fournil*



remplacer lh^, par u„ .
D'où V-

Cette dernière formule(15) est vraie, même
pour p =r 2t en faisant

Cin voit que A et B s1 expriment linéairement par
les mêmes formules au moyen des coefficients de
même nomt mais d

findices inférieurs d'une et
deux unités. La même propriété appartient donc
à toute combinaison linéaire aA^4- bBu, à coef-
ficients a, b cofastants.

Par hypothèse :

1% 22 !

I+fe;/i

011 a p A2 A

aveo

\DiïS A, + B ^ d + lhjï

en général

U5') i

pour p s q,, ih eet remplacé par
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D*autre paart on a Ce/DO » o/l
0. 2 ^ I

comme nous l 1 avons vu plus haut.
Posons :

la relation! I51 ) donne pour p ̂  2

d'ailleurs 0̂  Do - D̂  Co=i 2 ^ . Donc, on
trouve la relation fondamentale

(17) %\-r J
a'ou l'expression ae la aifférence ae aeux ré-
auites successives

(18) c^ V' -

r c

II en résulte que les coefficients de -^- jus

qufà Y inclus sont les mêmes que pour J^^-

, ^ , • y^ sont invariables, dès que
k; on aura donc

c = Y*

dès que p
Ainsi cô= 0 > c4 , cv , appartiennent à

O/D^ pour p 5- I.
c0 =i 0, ci , ĉ  f o ^ appartiennent
à tous lee oj\ pour p ̂  s.

Pour trouver comment les coefficients de

*Het V ^ sont modifiés dans le passage de
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CA

Ĉ .j/j) a _JL- • II suffit a'avoir les a eux
premiers terfies de D̂ ., D^ développés suivant
les puissances de *? .

C CJU. 2

on a: "' *"'

d f OÙ
(19) D ^

Soit maintenant

(20) ^ »
on voit immédiatement que

1 - A.

de la formule (I5!) on a

Mais, en plus haut nous avons considéré que

en sorte que:
3> . ( Y

par conséquent d'après (20)

c'est-à-dire
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On trouve facilement :

avec

d1 où l'on conclut

1211 w
aveo

De même

finalement àe (21) et (22) nous pouvons conclu-
re les deux premiers termes de D.^ D^ comme
suivante

<23) p D . p p fj *(L±- A + . l T ^ Î
B'où

D1autre part, dfaprès(I8) on a alors:
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Enfin, on peut écrire

d'où

On obtient donc

C

positif quelconque oa. -4 est sur la demi-

droite parallèle à lfaxe réel négatif issue du

point Y^ 1 ,c, est sur la droite indéfinie

parallèle à lfaxe imaginaire (h. réel quel-

oonque) issue du point Y
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