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PREMIERE THESE

RECHERCHES

SUR

LES SURFACES PLUSIEURS FOIS CERCLEES

Par M. H.” ADAD

Professeur au Lycée d’Alger

INTRODUCTION

En géométrie euclidienne (ou projective), les surfaces plusients fois réglées sont
celles de degrés 1 et 2.

En géométrie conforme, les surfaces du premier degré (sphéres), et du second
degré (cyclides) sont en général (voir Exceptions, chapitre 1V) plusieurs fois cerclées.
Mais il est facile de voir qu’il existe des surfaces (S) plusieurs fois cerclées, de
degré conforme(') > 2; I'exemple le plus simple est fourni par la surface engen-
drée par la translation d'un cercle dont le centre décrit un autre cercle : cette surface
est en général du quatriéme degré conforme. D’autres exemples ont été indiqués par
Keenigs (*) et par M. Vessiot(’). Dans deux notes insérées aux Comples rendus de
I'Académie des Sciences (*), Cosserat a donné une méthode pour déterminer toutes
les surfaces (8S); il les considére comme engendrées de deux fagons par des coniques
qui rencontrent toutes en deux points une conique fixe C; dans sa deuxiéme note,
il cite un exemple de surface doublement cerclée du huitiéme degré (°).

(*) Jappelle degré conforme d’une surface algébrique, le degré de son équation en
coordonnées pentasphériques; c’est aussi le nombre de points de rencontre (conformes) de
la surface avec unc droite isotrope (conforme) arbitraire.

(*) Voir plus loin, chapitre VIII.

(®) Voir plus loin, chapitre VIIIL.

(*) Comptes rendus, tome 130, 1goo, pages 311 ct 385.

() Il s’agit ici du degré euclidien; cette surface est du quatricme degré conforme; voir
plus loin, chapitre VIII.
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Dans ce travail, aprés avoir exposé, dans les chapitres I a IV, quelques résultats
indispensables pour la suite (et dont la plupart sont'd’ailleurs classiques), je montre
qu’il existe trois grandes catégories de surfaces (S): 1° Surfaces doublement cer-
clées du troisiéme degré (ou surfaces rvéglées-cerclées); 2° Surfaces triplement
cerclées du troisitme degré; 3° Surfaces doublement cerclées du quatriéme degré.
Je prouve, au chapitre VII, que les surfaces des deux premiéres catégories sont
toutes imaginaires ; au chapitre VIII, je détermine et j'étudie les surfaces réelles de
la troisiéme catégorie,

I1 y aurait lieu, plus généralement, d’étudier la classification, en géométrie pro-
jective, des surfaces sur lesquelles existént plusieurs familles de coniques. Mais ce
probléme semble beaucoup plus difficile que celui qui fait I'objet du présent travail.

Je tiens, avant de terminer, a4 exprimer toute ma reconnai‘ssance a M. Vessiot,
qui a bien voulu s'intéresser & mes recherches, et qui n’a cessé de me guider et dé
m’encourager; M. Cartan a bien voulu examiner mon travail et me donner quelques
indications qui m’ont permis d’améliorer sensiblement la rédaction; je le prie de
trouver ici I'expression de mes sentiments de vive gratitude.




CHAPITRE I

Classification des familles linéaires de sphéres. Représentations
paramétriques d'une droite isotrope et d'un cercle.

1. Généralités. — Rappelons d’abord quelques notions classiques relatives aux
coordonnées pentasphériques. Dans un tel syst¢éme de coordonnées, un point con-
JSforme (ou plus simplement un point) est défini par cinq coordonnées x, ... x, noén
toutes nulles, vérifiant la relation :

2 __
St —=o.

Nous dirons que deux points sont distincts si les coordonnées x, du premier ne
sont pas proportionnelles aux coordonnées y, du second (*). Deux points x,, y, sont

(*) La notion de point conforme n’est pas identigue a celle de point euclidien. Passons
en coordonndes cartésiennes par les formules :
@ y z t

@ EmTETw T wre

Nous voyons qu’a lout point euclidien (x, y, z, {) nous pouvons faire correspondre le
point conforme I (o, 0. o, 1, {). Nous dirons que les coordonnées de I sont les coordon-
nées conformes singuliérés du point euclidien. Si on laisse de c6té le point 1, auquel
correspond, réciproquement, tout point de V'espace euclidien, on obtient les résultats
suivants :

1° 8i z,+ ix, &= o, au point conforme (z,, ..., x,) correspond par les formules (C)
un point euclidien unique, situé i distance finie. Réciproquement, 4 tout point euclidien
A distance finie correspond un point conforme bien déterminé, pour lequei x, 4 ix, n’est
pas nul.

2° Lorsque x, 4 wux, = o, on a { == o et le point euclidien est & I'infini; on a de plus
x? + x; + %2 = o, c'est-d-dire 2® 4 y* + 22 = o. Sidonc z,, z,, «, ne sont pas nuls a la
fois, lc point est sur le cercle de l'infini; si x, = x, —= x, = 0, le poinl est indéterminé
dans le plan de l'infini.

Réciproquement, a tout point du plan de I'infini non situé sur le cercle de Vinfini, ne
correspond que le point 1. Soit maintenant un point du cercle de l'infini : © = u* — »?,
y=o2w, z=iW +v¥, t=o0; ona: x, = ru — v?), £, = r.2uv, T, = Ai(u® + v%),
xz, = M, x, =i} (% el ) étant arbitraires). On obtient donc une infinité de points con-
formes dont les coordonnées dépendent linéairement d’un paramétre. [Cf. DarBoux. Prin-
cipes de géomélrie analytique, Paris (1917). p. $87].
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dits orthogonaux lorsque leurs coordonnées vérifient la relation :

Y xy,=o0().

[’ensemble des points 2, qui satisfont a I’équation :

(1) an;,:o,

ol les a, sont des constanles données, est appelé sphére conforme (ou plus simple-
ment sphére).

Une sphére est dite de rayon non nul si Za? == o, de rayon nul dans le cas con-
traire. Lorsque la sphére (1) est de rayon nul, on peut la considérer, soit comme un
point (de coordonnées a,), soit comme le lieu des points orthogonaux au point a,,
que 'on appelle alors le centre de la sphére (*).

Si on considére deux sphéres distinctes de rayon non nul :

Eatx,:o, Eb,w,:o,

() Etant donnés deux points euclidiens A et B, appelons A’ tout point conforme qui
corrcspond & A, B' tout point conforme qui correspond a B, par les formules (C) [chapi-
tre I, note 1]; il est facile de déterminer les cas ot A’ et B' sont orthogonaux : )

a) A et B sont & distance finie; A’ et B' sont orthogonaux si AB = o.

b) A est & distance finie, B a l'infini, hors du cercle ombilical : A’ et B’ ne sont jamais
orthogonaux.

¢) A est a distance finie, B sur le cercle ombilical : un des points B’ est orthogonal
a Al

d) A et B sont & l'infini, hors du cercle ombilical; A’ et B' sont confondus, donc
orthogonaux.

e) A et B sont a I'infini, A étant seul situé sur le cercle ombilical : tous les points A’
sont orthogonaux a B,

) A et B sont sur le cercle oimbilical; s’ils sont distincts, un point A’ n’est jamais
orthogonal a un point B'; s’ils sont confondus, tout point A’ est orthogonal a tout
point B'.

(®) On sait qu’a toute sphére conforme correspond en géométrie euclidienne une sphére
ou un plan. Réciproquement :

a une spheére euclidienne de rayon non nul, ou a un plan non isotrope, correspond une
spheére conforme de rayon non nui;

a une sphére euclidienne de rayon nul ou a un plan isotrope correspond une sphére
conforme de rayomrnul;

au plan de I'infini correspond la sphére de rayon nul x, + i z, = o.

Le centre d’'un plan isotrope est le point ol il touche le cercle de I'infini; le centre du
plan de I'infini est un point quelconque de ce plan (puisqu’en géométrie conforme, c’est le
point T).
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on peut choisir les a, et les b, de fagon que :

Noai=1, yor=r.
L’angle V des deux sphéres est alors défini par :
cos V = Z ab,;

elles sont donc orthogonales lorsque

-
Zalbtzo.

Si maintenant une des deux sphéies est de rayon nul, on ne peul plus définir
leur angle en général ; mais nous conviendrons encore de dire gu’elles-sont orthogo-
nales si :

Eav,b':o.

Une transformation conforme de I'espace équivaut & une substitution orthogonale
effectuée sur les x, :
5
:L'I:EZ,,L.{L'L t=r1,2,..,5).

k=1

Une telle transformation conserve Xz el Zx,y, (x, vy, désignant deux systémes
de valeurs quelconques des variables initiales). Soient a, les coefficients de I'équa-
lion d’une sphére, a, ceux de I'équation de la sphére transformée. On a :

5
N
a: == Z‘ )\zlc N a’k’

=1

ce qui montre qu'une sphéte de rayon nul se transforme en sphére de rayon nul, et
que deux sphéres orthogonales se transforment en sphéres orthogonales.

2. Faisceaux linéaires; intersection de deux sphéres. — Nous classerons les fais-
ceaux linéaires d’aprés le nombre de sphéres de rayon nul qulils contiennent:
Soient :

/
ar =o, bxr = o("),

(*) Nous poserons pour abréger : Xa,x, = ax et la sphére ax = o sera appelée « la
sphére a »; de méme nous poserons Xz} — x*, etc..
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les équations des sphéres de base du faisceau. Une sphére quelconque du faisceau
est de la forme :

na + wb (n, w arbitraires).
Les sphéres de rayon nul sont données par :
(2) W.a'+ 2kpm.ab+ w.b*—=o0.

Si la relation (2) n’est pas une identité, il y a dans le faisceau deux sphéres de
rayon nul, qui sont distinctes ou confondues suivant que le discriminant :

A= (ab)*—a*.b*
est différent de zéro, ou nul.

) A==o. Prenons d’abord les deux sphéres de rayon nul comme sphéres de

base, ce qui revient & supposer :

(3) a =b=o, ab 3= o.

On peut faire en sorte que ab=—=2.
Prenons maintenant comme nouvelles sphéres de base :

a+b a—b
a': ) b': - N
2 21
ona:
a®>="b"=1, ab =o.

Les sphéres a', ' étant de rayon non nul et orthogonales, peuvent étre prises
comme sphéres de coordonnées, et on obtient pour 1'équation du faisceau la forme

réduite :

(4) rx, 4+ wx, =o.

Deux sphéres quelconques du faisceau se coupent suivant la ligne :

('5) J::: - wl =0,
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que nous appellerons cercle véritable. On peut en effet, en utilisant les formules (G)
[I, note 1], transformer cette ligne en un cercle :

mz+ys+zz=l’

Z=0.

Nous dirons que le faisceau (4) est un faisceau de sphéres sécantes. Les sphéres

de rayon nul de ce faisceau ont pour équations :
x4+ ix, ==o0.

Les centres de ces sphéres sont appelés les foyers du cercle (5). Ces deux points

ne sont pas orthogonaux.

£) A = o. Prenons comme sphéres de base la sphére de rayon nul du faisceau et

une autre sphére quelconque. Nous aurons :

a=ab=o, b*Z=o.

On peut toujours réduire I'équation de la sphére a a

x, —ir, =o,

car on peut supposer que son centre est le point (o, o, 0, 1, — t). L’équation de la
sphére b est alors de la forme :

b,x, +b,x, + bx, + b,(x,— ix,) =o0.
On ne réduit pas la généralité en supposant :
b,=b,—=0b,—o0.
L’équation réduite du faisceau est donc :

(6) rx, + w(x, —ix,) =o0.

Deux sphéres quelconques du faisceau ont en commun les deux lignes :

|

x, = x, —ix,=o0,

x, + ix,

n

|

X, — X, — I, =0,

A ox,— i, s
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que nous appellerons des droites isotropes conformes(’) (ou plus simplement des
droites isotropes); les formules (C) les transforment en effet en droites isotropes :

€ - [,y —=z=0.
€—iy=2z==o,
passant par l'origine.

Le faisceau (6) seradit : faisceau de sphéres langenles.
Supposons maintenant que l'équation (2) soil une identité. On a :

a':ab:bz;o.

Deux sphéres quelconques du faisceau sont orthogonales et de rayon nul. On peut
réduire une des sphéres de base'a :

xr, —ir,=o0,
L’équation de l'autre est alors de la forme :
bz, + bx, +bx, + b (e, —ir)=o0

avec :

b; 4+ 6;+6;=o0.
On peut toujours supposer b, = o et réduire I'équation a la forme :
z, +ix,=o.
On obtient pour le faisceau la forme réduite :
8) n(x, + i) + wle,—ir,) =o.

Les sphéres ont en commun la droite isotrope double :

(9) Z, +ir, =z, =%, —IL, =O0.

Le faisceau (8) sera dit : faisceau de rayon nul.
Le centre de la sphére (8) a pour coordonnées : (x, ii, 0w, — wi). Son lieu est

donc la droite isotrope (9).

(*) Cette notion n’est pas identique a celle de droite isotrope euclidienne. (Voir plus
loin, I, note 7).
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TasLeau rEcaprTULATIF(®).

FAISCEAU ) LILU DES POINTS COMMUNS DEFINITION
FORME REDUITE L,
DE SPHERES A TOUTES LES SPHERES GLLOMETRIQUE
Sécantes Cercle véuitable : Sphéres passant par
Az, +yaxr,=o. un cercle véritable
(type I). Ty=1,=0. donnd:
T ) Deux droites isotropes : Sphéres tangentes en
angenies un point donné a
r\x w(x, —1i = 0. X, = X, = —l, = p \ ‘
(type 1I) cFu@—iz)=o |z, +iw, =z, =2, —iw, =0, ypg sphére donnée
: i o — i — rayon non nul.
@, —ix,=x,=x,—iz,=o. derayonno
Sphéres de rayon

Derayonnul| Az, + ix,) + Une droite isotrope double ; nul passant par

une droite isotrope

(type lID. | p(@,—iv)=o0. & + &, =8, =z, —i@,=o0 | = "

3. Applications. — a) Représentation paramétrique d'une droile isotrope (con-
forme). — Considérons les équalions réduites (g9). On peut poser :
(ro) x, =u, T, =1, x, =0, x, =, X, = —1v,

On obtient donc une représentation paramétrique du premier degré. Si on effeclue
ensuite sur les x, une transformation conforme arbitraire :

5
(11) mk:E)\“.x],

1T=1

(°) Sion se place au point de vue euclidien, on constate que deux sphéres (ou plans)
donnés définissent un faisceau de sphéres tangentes dans les cas suivants : sphéres de
rayon non nul tangentes; sphéres orthogonales dont 1'une est de rayon nul; sphére de
rayon non nul et plan non isotrope tangent; sphére de rayon nul et plan non isotrope pas-
sant par son centre; sphére de rayon non nul ct plan isotrope asymptote; deux plans non
isotropes paralleles, ou A intersection isotrope; deux plans dont I'un est isotrope, ainsi que
leur intersection; plan non isotrope et plan de I'infini.

lls définissent un faisceau de rayon nul dans les cas suivants : deux sphéres de rayon
nul dont les centres sont a dislance nulle; sphére de rayon nul et plan isotrope tangent;
deux plans isotropes paralléles; plan isotrope et plan de I'infini. Dans tous les autres cas,
deux spheéres (ou plans) donnés définissent un faisceau de sphéres sécantes.



10 H. ADAD.

on obtient la représentation paramétrique d’une droite isolrope queli:onque :
(12) G = (14, Fin) w4 Gy, —th,) . V.

On peut écrire plus simplemeut :

(13) x,=a,.u+b, .0,
etona:
(14) @' =ab =56 =o.

Réciproquement, étudions le lieu des points dont les coordonnées sont données
par des formules telles que (13) [avec les conditions (14)]. Sile tableau ||a b]| est de
rang 1, les formules (13) définissent un point unique; si ce tableau est de rang 2,
les sphéres de rayon nul a et b sont distinctes et orthogonales, et x; sont les coor-
données du centre d'une sphére quelconque du faisceau (a, b); les formules (i3)
définissent donc une droite isotrope(’).

b) Représenlation paramétrigue d'un cercle véritable. — Considérons les équalions

réduites de ce cercle :

il faut leur adjoindre :

ce qui donmne :

(15) x, = u—, %, = 2uv, x, = i(u" + v%).

En faisant ensuite sur les x, une transformation conforme quelconque, définie
par les formules (11), on obtient la représentation paramétrique d'un cercle vérita-

ble quelconque :

(16) o), =k, (1 — ) + 3,200 4 O, L (w0 4 0T

(") Considérons la droite isotrope conforme définie par les formules ((3) et (14), et
passons en coordonnées cartésiennes par les formules (C); on obtient une droite isotrope
lorsque a, + ta, et b, + ib, ne sont pas nuls a la fois; mais si a, + ia, = b, + ib, = o.
on obtient un point du cercle de I'infini; ceci pouvait étre prévu, a cause des résultats obte-
nus ci-dessus (I, note 1).
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Cette représentation est du second degré; on peut écrire plus simplement :

(17) ) =1, u’ + m w4 n,v*
avec

=X, + i), m, =2k, n, == —h, + ik,
d’ou :
(18) I!=o, Im =o, 2ln + m* = o, mn = o0, n'=o;
on a de plus m* ==/ (donc m® == o).

Réciproquement, étudions le lieu des points définis par une représentation para-
métrique tetle que (17) [avec les conditions (18)].

1 Si m® == o, on peut faire en sorte que m* = 4, et on voit de suite qu'on peut
mettre les formules (17) sous la forme (16); on obtient donc un cercle véritable.
Remarquons que, dans ce cas, le tableau :

(M) b m, nl

est de rang 3 : en effet, il a le méme rang que le tableau ||%, %, A,||, etcelui-ci
est évidemment de rang 3. )

2° Si m* = o,.on ne peut plus réduire les formules (17) & la forme (16). Mais
on voit de suite que dans ce cas, (T) est.de rang inférieur & 3 : en effet, un déter-
minant quelconque d’ordre 3, tiré de (T), est nul, comme on le voil en calculant
son carré.

Alors, ou bien (T) est de rang r, et les formules (17) représentent un point; on
bien (T) esl de rang 2 (*), el on peut ramener les formules (17) & la forme :

L r.
x,=a,.w+b,.w;

on a donc une droite isolrope.

Nous obtenons donc I'important résultat suivant :

Pour que les formules (17) [et (18)] ne représentent pas un cercle véritable, il
Saut et il suffit que m=o.

Nous dirons dans ce cas que le cercle (17) est dégénéré.

(*) Ce qui peut se produire dans deux cas : soit que la représentation paramétrique (17)
soit impropre, soit que dans les formules (17), les z, aienl un facteur commun. On voit
donc qu’une droite isotrope admet des représentations impropres du second degré.
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ror ¢ .

D’aprés ceé qui précéde, un cercle dégénéré se réduit & une .droite isotrope ou i
un point.

Remarquons que les représentations paramétriques (13) et (17), supposées pro-
pres. sont possibles d’une infinité de maniéres; on peut en effet faire subir & u et v
une transformation homographique quelconque.

Géométriquement, 7 est le rapport anharmonique d’'un point variable et
de trois points fixes de la ligne, ces derniers correspondant aux valeurs

u
1,0, 00 de — :
v

u Su
—_——= | —, f, 0, 0 ).
v v

c). Cercles-paraboles. — En géométrie euclidienne, nous appellerons cercle-
parabole un cercle (véritable) dont le plan.est isotrope. Un tel cercle admet un seul
point & 'infini : le point ou son plan touche le cercle de linfini.

Passons en coordonnées pentasphériques par les formules C (I, note 1), et expri-
mons les x, en fonctions du second degré d’un-paramétre u; x, + iz, devra &tre
un carré parféit; on pourra méme le réduire & une conslante, en supposant que le
point & I'infini du cercle corresponde & ueo.

Remarquons qu’étant donné, en géométrie conforme, un cercle sous forme
paramétrique [formules (17),.(18)], on peut toujours passer en coordonnées carté-
siennes de telle facon que ce cercle devienne un cercle-parabole.

En effet, soit

-
(19) }_4 ML, =0
L’équation d’une sphére de rayon nul telle que :

Z Ny (lu' + mu +ony)

soit un carré parfait en «. 1l suffira de prendre des axes cartésiens tels que la
sphére (19) devienne le plan de l'infini.

Il est aisé de trouver des valeurs X, répondant & la question; on peut prepdi‘e
par exemple :

=1,

commé on le vérifie immeédiatement.

Enfin, il y a lieu de remarquer que si tout cercle-parabole peul &tre assimilé i
une parabole & direction asymptotique isolrope, la réciproque n’est pas vraie : une
parabole a direction asymptotique isotrope ne peut étre considérée comme un cercle
que si elle est située dans un plan isotrope.
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4. Réseaux linéaires. — Une.sphére ‘quelconque du réseau est de-lal forme
Xa + b + ve, en désignant par a, b, ¢ les sphéres de base.
On nie peut avoir, quels que soient X, p., v :

Ga+ pb+ ve) = o,

car cela entrainerait :

9

@ =b=c=00=ca=ab=0o0,

el le tableau ||a, &, c,|| seraitde rang <3 (méme raisonnement que plus haut :

I,3, b, 2°); les sphéres a, b, ¢ ne pourraient étre pr'ises comme sphéres de base.
Un réseau l.iAnéaire contient donc toujours des sphéres de rayon non aul. Prenons

I'une d’elles comme sphére de base, on aura par exemple a* 4= 0. Comme on peut

toujours remplacer les autres sphéres de base b. et ¢ par b‘.+ K.a, c+K'.a

(K“ét K' désignant des arbitraires), on' peut choisir K et K'-de fagon & avoir :

(6 +Ka).a=o, (¢ +K'a).a=o.
Autrement dit, on peut supposer :
a":f:o, ab = ac =o.

La sphére a, étant orlthogonale & b et ¢, est orthogonale &4 toute sphére du
faisceau (b, ¢); on peu't done, sans diminuer la généralité, réduire ce faisceau, et

on est conduit aux Lypés suivants, selon que le faisceau est du type I, Il ou I :

. 3 i} POINTS COMMUNS DEFINITION
RESEAUX EQUATION REDUITE . ]
A TOUTES LES SPHERES GEOMETRIQUE

Deux points distincts : .
A Spheres passant par deux
Type L. | Az, + pa, + v, =o0. |2, + i, =2, =z, =—x,=0, points donnés (non

i orthogonaux).
x‘—zmQ=x3:x4:xs;o_
ra, + v, Deux points confondus : | Sphéres tangentes en'un
Type II. . . point donné & un cer-
+v(z,—ir)=o0. |2, =%, =2, =2, —ix,=0.| cle véritable donné.
£z, + ix,) + p, Une droite isotrope : Spheéres passant par une
Type III. . . s droite isotrope don-
: +v(o,—iz,)=o0. |z, ‘+iz,=x,+ iz, =z, =o0. née.
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5. Familles «* — Soient a, b, ¢,d les quatre sphéres de base, Aa + ub+vc+od
une sphére quelconque de la famille.

Il est évident qu’il y a dans la famille des sphéres de rayon non nul; en prenant
I'une d’elles comme sphére de base et raisonnant comme pour les réseaux\, on voit
qu’on peut supposer :

e = o, ab=ac =ad =o.
La sphére a est alors orthogonale & toutes les sphéres du réseau (b, ¢, d) et on

peut réduire ce réseau sans diminuer la généralité. On obtient seulement les deux
types suivants (les réseaux du type III condnisant a une impossibilité) :

—
FAMILLES . . POINTS COMMUNS DEFINITION
EQUATION REDUITE X i
oo? A TOUTES LES SPHERES GEOMETRIQUE
Lz, + vz, Spheéres orthogonales a
Aucun point. une sphére donnée (de
+ve,+ sz, =o0. rayon non nul).
A, + pi, + v, Un point : Sphéres passant par un
+?(.’E‘—I..’B5)=0. T, == Ty3=—= x;: 112‘—1'.?65:0, pOll’lt donné.

Y

RevarQue. — On vient de voir que les sphéres orthogonales & une sphére
donnée forment une famille lindaire oo®, qui est du type I ou II suivant que la
sphére donnée a son rayon différent de zéro ou nul. Réciproquement étant donnée
une famille linéaire oo°, il existe ‘une sphére et une seule orthogonale a toutes les
sphéres de la famille; son rayon est différent de zéro si la famille est du type 1, nul
si elle est du type II.

Il existe de méme une correspondance biunivoque entre les faisceaux et les
réseaux. Les sphéres orthogonales 4 un faisceau du type I (c’est-a-dire & un cercle
véritable), forment un réseau du type I, dont toutes les sphéres passent par les
deux foyers du cercle, et réciproquement. De méme les sphéres orthogonales & un
faisceau du type 11 (ou IlI) Torment un réseau du type 1l (ou IIl), et réciproque-
ment.




CHAPITRE 11

Propriétés des droites isotropes.

4. Propriétés générales. — Soit une droite isotrope (conforme)
x,=a,u+byv.

Une sphére

mx — o,

la rencoutre en un point en général. Donc :

Toute droite isotrope qui a deux points sur une sphére y esl conlenue tout entiére.

Par deux dioites isotropes données, on peut toujours faire passer au moins une
sphére(*). Si on peut en faire passer deux 8, 8, ces deux sphéres définissent un
faisceau de sphéres tangentes, et les deux droites ont un point commun (au sens
conforme). Réciproquement si deux droites isotropes ont un point commun, il
passe par ces droites oo' sphéres(*). Pour que deux droites isotropes déterminent
une sphére unique S, il faut donc (et il suffit) qu’elles soient sans point commun (*)
(conforme); S est alors de rayon non nul (car les droites isotropes d’une sphéie de
rayon nul passent par son centre)(®).

Considérons maintenant trois droites isotropes D,, D,, D,.

a) Si elles se coupent deux a deux, elles passent nécessairement par un méme
point, et sont sur la sphére de rayon nul qui a ce point pour centre.

b) Si D, et D, par exemple n’ont aucun point commun mais rencontrent D,, on
voit que D, est sur la sphére (de rayon non nul) définie par D, et D,; sur cette

(*) Ceci est évident si les droites sont données sous forme paramétrique du premier
degré. ,

(*) Si deux droites isotropes D, A sont paralléles (au sens euclidien), les droites isotropes
conformes qui leur correspondent : D', \’ n’ont aucun point commun lorsque le plan (D, A)
n’est pas isotrope, et sont sécantes dans le cas contraire.

A un point du cercle de I'infini et une droite isotrope correspondent deux droites iso-
tropes conformes qui sont sécantes ou non suivant que le point est ou n’est pas sur la
droite. A deux points du cercle de 'infini correspondent deux droites isotropes sécantes.

(®) Les sphéres de rayon nul qui passent par une droite isotrope donnée, ont en effet
leurs centres sur cette droite
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sphére, D, et D, sont génératrices de I'un des systémes, D, fait partie de 'autre
systéme,

¢) Si deux des droites se rencontrent, mais ne coupent pas la troisiéme, les trois
droites ne peuvent étre sur une méme sphére.

d) Si deux quelconques des trois droites ne se coupent pas, ou bien ce sont trois
génératrices du méme systéme d’une sphére de rayon non nul, ou bien elles ne sont
pas sur une méme sphére. Dans ce dernier cas, il existe une droite isotrope A et une
seule qui les rencontre toutes trois : car la sphére (D,, D,) coupe D, en un point
unique A, et ), devant passer par A, estla génératrice du second systéme de la
sphére (D,, D,), menée par A (en :;ppelant premier systéme celui ‘auquel appar-
tiennent D, et D,).

2. Changements de coordonnées qui conservent une droite isotrope. — Soient

x,, .. z, les coordonnées pentasphériques d’un point. Dans la suite, nous poserons

4

pour abréger :

Py >, JR— Py — Y\ ~ 7 — X — s — —_—
t, +it,=\,, =z, —w,=X,, =z +wx,=YX,, =z, —w, =X, =z =X,.

Les X, sontdes combinaisons linéaires indépendantes des x,, etona:
XX, + X, + X2 =o0.

Une transformation conforme est de la forme :
0 X, = )m,X,,
k

les m, étant tels que :

) XX, + XX, + X2 = XX, + XX, + X2

Cela étant, remarquons que les équations de toute droile isotrope peuvent étre

réduites a la forme :

Les changements de coordonnées qui la conservent sont donnés par les for-

mules (1) dans lesquelles on suppose :

3) m,=m,=m, =m,=m,=m,_ =m,=m, =o.

(*) Cela résulte de la théorie des réseaux linéaires des sphéres (réseaux du type III).
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On montre facilement, en tenant compte de (2), que m,,, m ,m, ., m ,m,,m,
demeurent arbitraires, avec la restriction évidente :

([') A =rm, m,, —m,;m, :‘: o.
Si I'on pose :

[
A=m,m -—m.m,,

®

A =m,m,—mym,,

les aulres coefficients sont donnés par les formules :

A.m,—h.m m
( mw — 54 31 , m, — 13 ,
A : A
m — A.my, — hm,, m o M m 2¢4'
23 — A ’ 28 T K ’ es T A ’
(6) m A"m, 4+ hm,, my
“ A 4 m,, = A ’
_ A'm, +hm,, _m, _2eA
My = —""=7 M= My =—1""1
m,—e==o=17,
h désignant un septiéme paramétre arbitraire.
3. Réduction des équations de deux droites isotropes D,, D,. — a) D, et D,

sont sécantes. — Elles délerminent un faisceau de sphéres tangentes dont on peut
réduire I’équation a :

)\X’ + {J.X,,. == 0,

on a alors :

Da Ay == Ay
D

2

e
ll
4
I
°

@

54
|
4
|
4
|
°

N
-
<

Les changements de coordonnées qui conservent D, et D,(°) s’obtiennent en
supposant, dans les formules (6) :

m,—m,=o (eo® transformalions).

) 11 s’agit de ceux qui conservent individucllement D; et D,; on en déduit facilement
ceux qui échangent les deux droites.
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b) D
(D,, D,) a pour équation :

et D, n'ont aucun point commun. — On peut supposer que la sphére

1

X, = o,

5

et que D, est une génératrice quelconque de cette sphére :

D X, =X, =)A,=o0.

1
D,, génératrice du méme systéme que D,, a pour équations :

)\}x, + P-X‘ = 11’1\5_')‘k; - ks o

. Iy . . h o .
avec i 3= o. En changeant X, en X, + -X_, et X, en X, — -X,, on raméne ces
) 2 2

équations & la forme :

Les changements de coordonnées qui conservent la forme réduile obtenue sont
donnés par les formules (6) ou I'on suppose :

m,=m,=h=o0 (oo* transformations).

4. Réduction des équations d’'une droite isotrope D et d'un point P. — a) Le
point est hors de la droite. — Il passe alors par P une droite isotrope unique D’
rencontrant D, puisque la sphére de rayon nul de centre P coupe D en un seul
point. En réduisant D, D', on obtient pour D et P les équations :

D X5='\J=}‘s=o'
P N, =N, =X,=X,+p) =0o0.

On voit facilement qu’on peut annuler u, et la forme obtenue se conserve par
les changements de coordonnées obtenus en supposant dans les formules (6) :

m,=m =h=o0 (eo* transformatious).
b) Le point est sur la droite. — On obtient immédiatement les équations
réduites :
D A, =)\, =\,=o,
P N, =X, =\, =7\, +u),=o0,
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et on voit facilement qu’on peut annuler w. Les changements de coordonnées qui
conservent cette forme s’obtiennent en supposant dans les formules (6) :

m, =o (eo® transformations).
5. Réduction des équations de trois droites isotropes D,, D,, D,. — a) D,, D,,
D, se coupent deux ¢ deux. — Elles sont sur une sphére de rayon nul :
X =—=o.

1

Les équations d’une génératrice de cette sphére étant :
I
X, =X, + kX = X‘——,; X,=o

(k pouvant étre nul ou infini), on voit gu’on peut réduire les équations de D,, D,
D, 4 la forme :

D, X,=X,=X, =o,
D, ‘:‘(‘—'\‘(":o,
D, X,=\,—X,=X,+X,=o0

Les changements de coordonnées qui conservent cette forme sont donnés par les
formules (6) ou l'on suppose :

m,=m,=—m, —m,=m,, —m,_ —O0O

55 44 55

(eo® transformations).

b) D, et D, ne se coupent pas, mais coupent D,. — Si D, et D, ont pour équa-
tions :
D, X,=X,=X,=o,
D, X\,=X,=X,=o,

D, fait partie de la sphére X, = o0; ses équalions sont donc de la forme :
X, =uX, +vX, =vX,—uX,=0;

on les raméne aisément A :
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La forme obtenue se conserve par les changements de coordonnées que I'on
obtient en supposant, dans les formules (6) :

m,=m,=h=m_ Z6=o0 (e transformations).
c) Seules D, et D, se rencontrent. — Réduisons D, et D, :

Di X‘:XJ"—XS:O,

D, \,=X,=X,=o,

D, fait partie de I'intersection de deux sphéres de rayon non nul contenant respecti-
vement D,, D, :
Xs—l—)\x‘—l-y.xs:o,
X, + XX, +p'X,=0o0.
Ona pp' == o, sinon D,,D,, D, scraient sur une méme sphére. Par un changement

de coordonnées permis (c'est-d-dire conservant D,, D)), on peut annulér X, X.
Comme il faut que les sphéres-qui déterminent D, soient tangentes, on doit avoir :

f I

l}. = .

(}.
On peut supposer p. = 1, et les équalions de D, s’écrivent :
X, =\, +X,=X,—X, =o.

On obtient les changements de coordonnées qui conservent cette forme en faisant,
dans les formules (6) :

m,=m,=m;—t=1m, +h =m, + Ern:n =0

(eo® transformations).

d) Deux quelconques des trois droites ne se coupent pas. — Réduisons D, et D, :
D, X,=X,=X,=o,
D, X,=X,=)\,=o,

D, fait encore partie de l'intersection de.deux sphéres de rayon non nul contenant
respectivement D, et D,.

Ces deux sphéres, nécessairement tangentes, ont en commun une deuxiéme
droite isotrope A qui rencontre forcément D, et D,; on peut donc réduire les
équations de A a la forme :

X=X =X.=o0 [cf. ci-dessus : 11, 5, b)].
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Nous nous bornerons au cas ou D,, D,, D, ne sont pas cosphériques. Alors D

37

se trouvant sur une sphére (D,, A) et sur une sphéte (D,, A), a pour équations :
A+ AN, =A +p\, =0
avec hp. == o. On peut d’ailleurs réduire X et w a I'unité. On a donc :

D, \,+N =\, +N =X\ —X —\ =o.
Les changements de coordonnées qui conservent cette forme s’obtiennent en fai-
sant, dans les formules (6) :

me=my,=h=m,=m,—1=m,—1=0

(oo Lransformalions).

6. Réduction de la figure formée par deux droites isotropes D,, D, et un
point A. — Nous nous bornerons au cas ou ces tiois éléments ne sont pas cosphéri-
ques : pour cela il est nécessaire que D,, D, ne se coupenl pas. Leurs équations sont
donc :

D, A, ==X =
D N\, =)\, =X\,

!
o

l
°

2

On peut mener par A une droite isotrope A ne rencontrant ni D,, ni D,.
D’aprés les résultats du paragraphe précédent, A aura pour équations :

N+HA=N+N=)N—-X—\N=XN—X+p} =0,
et on peut, par un changement de coordonnées permis, les ramener & la forme :

A =‘\e=X3—}x5— ‘\‘+k.‘=0,

1

qui se conserve si, laissant fixes X, \,, \,, on change X, en m,X, et X\ en

I
—X,. (oo, transformations).
m!l

7. Réduction d’'un quadrilatére isotrope. — Si (D,, D,) et (D,, D,) sont les
couples de cotés opposés, on peut réduire D,, D,, D, & la,forme :

D, N\, =)\,=X =o,

D, X,,:X‘:X‘:O,
D AN, =)\, =), =o,

i
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et D, a pour équations :

Xr.:MXA +VX3:VX1—P’XL=O‘

Comme elle ne coupe pas D,, v == 0. On voit facilement qu’on peut annuler u,

etona:

La forme réduite obtenue se conserve par les changements de coordonnées :

X' =m,X,, x':m' X X' =m,X,, N\ =—X, X =X

27 3 33
m”

(eo® transformations).

Remarquons que les figures étudiées dans ce chapitre n’ont aucun invariant con-
‘forme : deux figures de méme espéce sont donc équivalentes, et le sont méme d'une

infinité de maniéres.




CHAPITRE 111

Etude des cercles cosphériques a trois cercles donnés.

Soient G, C', C” les trois cercles donnés, supposés véritables. Appelons ' tout
cercle (véritable) cosphérique &4 G, C', C".

4. Cas général : deux quelconques des cercles G, C’, C" ne sont pas cosphéri-

ques. — Ecrivons les équations des trois cercles :
ar =o, c ax=o, o a'x=o,
bx = o, b'x —=o, b"'x —o.

Soit I' P'un des cercles cherchés; les sphéres (C, I'), (C', I') et (C", 1) doivent
appartenir 4 un méme faisceau linéaire. Les équations de ces sphéres sont respecti-
vement : ' :

(Aa + pb)x = o, (va' 4+ ¢b)x = o, (sa" 4+ b")x = o,

et )\ et p ne sont pas nuls a la fois, v et ¢ non plus, s et = non plus. Pour que les
sphéres considérées fassent partie d’un méme faisceau, il faut que I'on puisse trou-
ver trois nombres A, k, I non tous nuls, tels que l'on ait ;|

h(ha, + ub) + k(va; + pb") + l(cal +<bl) =0

) =1, 2,..,5).

Il faut méme ici hkl! == o0, sinon deux des cercles C, C', C" seraient cosphéri-
ques, contrairement 4 '’hypothése. ‘

Or, les premiers membres des équations de six sphéres n’étant jamais indépen-
dants, il existe au moins un systéme de relations de la.forme :

ad; + ﬁbl + c/_'a: + ﬁ’b; 4+ 0’.”(1;’ + .Bllb;I —o0

) (it=1,2,...,0).

Si le tableau |jla b o b a" b"|| est de rang 5, ce systéme est unique. De
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plusonnapas x=8=0, ni ¥ =% =o0, ni 2" = § —=o0. On peut alors pren-
dre :
AN = 2z, hu =28, kv = 2%, ko=, . le = 4", It =p",

et on voit qu’il existe un cercle I' unique répondant & la question (‘). Ce cercle a

pour équations :

(ea +B8b)r =0, (' +8'bYxr =o. ("a" + [ﬁ”b”)x:o.

Si maintenant le tablean |la & a' & a" 0"|| esL de rang 4, il existe deux

systémes indépendants de relations telles que (2) :

wa, + 8b, +o'al + 8’6 +o"a] + " = o,

® va,+3b, +y'a, + 36, +y'al + 36! =o
(t=r1,2, ..,b).

D’ailleurs on a :
wb—By=Fo, ¥ — @y o, W3 — @1y o,

sinon deux des cercles C, C', C" seraient cosphériques. De 14 résulte que les sphéres :

A=ca+8b, B=vya+3b,

sont distinctes et peuvent servir & définir le cercle C. De méme C' peut étre défini

par:

Alleal_‘_‘{j:bl’ BI_YIal_I_;)IbI,

et C" par:
AII — ‘x"a” + f;!ll)’l' BII o Y” a” + a"b” .

Les équations (3) s’écrivent :
A+ A+ Al =o, B+ B + B/ =o,

et les équations de C, C', C" deviennent :

Az =o, A'z =o, A+ AYz=o,
C C’ ok
Bx = o, Bz —=o, B +BYx =o.

(*) L'existence de ce ceicle a déja ¢té signalée par G. Daksoux, C R Ac Sc. Paris,
tome 9o (1881), p 4475.
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Remarquons que les sphéres A, B, A’, B’ sont linéairement distinctes (sinon C
et C' seraient cosphériques).
Le systéme (1) auquel il faut satisfaire s’écrit alors :

h(AA, + wB) + k(vAl + oB) + I[c(A, + A}) + «(B, + B)] = o,
et on a nécessairement :
hi+le =hpu+lr=hkv+le=ks+ It =0,

ou

Un cercle T" a donc pour équations :

(sA +zB)x =o0, (cA'+ tBYx =o.

Il y a donc oo' cercles I, dont le lieu est la cyclide :

Ax.B'x—Bx.A'zc =o0(%).

11 nous reste & étudier les cas patticuliers ou deux au moins des cercles C, C', C"
sont cosphéiiques. On peut employer pour traiter cette question la méme méthode
analylique que dans le cas général, mais pour abréger, j'exposerai la solution sous
forme géométrique.

2. C et C' sont sur une méme sphére S qui ne contient pas C’. -— Siles
trois cercles ont deux points communs A el B (ou sont tarigents en un point A),
les cercles I' sontles oo® cercles qui passent par A et B (ou qui sont tangents en A
aux trois cercles.)

Dans le cas contraire, soient A et B les points communs (distincts ou confondus)
4 C et C'. Un cercle I'; ou bien passe par A et B, mais alors il ne co'upe C" en
deux points que si A, B, C" sontsur une méme sphére, et il se trouve alors sur
cette sphére S' [on obtient alors oo' cercles I' formant sur la sphére §' un faiscean
linéaire]; ou bien ne passe pas par A et B, et alors il est sur S et passe par les

(®) On trouvera au Bullelin des Sc. Math . {880, p. 348-384, une démonstiralion géomé-
trique de ce théo1eme due a Darboux.
Voir aussi : Devarrres, Bull Sc. Malh.. 1888, p. 156-177.

o
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points de rencontre (distincts ou confondus) de C" avec S [ici encore on a oo' cer-
cles I' formant sur S un faisceau linéaire] (*).

3. G, C', C" sont sur une méme sphére S. — Les «o® cercles I" de la sphére S
répondenl & la question; ce sont en général les seuls cercles qui conviennent. I1 y a
exception si G, C', C" ont deux points communs A et B (distincts ou confondus) :
dans ce cas, il existe une autre famille de cercles [' : les oo® cercles passant par A
et B(Y.

(*) Si les trois cercles ont pour équations :
€ axr=bx=o, CY axr=-cx=o, @ dr=ex=o,
le cas général est celui ot le tableau |ja b ¢ d e]|| est derang 5;si ce tableau est de

rang 4, les points A et B et le cercle G’ sont sur une méme sphére; s’il est de rang 3, les
cercles C, C', G ont deux points communs.

(*) Si les trois cercles ont pour équations :
(C) ex=bx=o, C) ex=cx=o, (C"Y ax=dzx=o,

le cas général est celui ou le tableau ||ja b ¢ d|| est de rang 4; si ce tableau est de
rang 3, C, C', C" ont deux points communs.




CHAPITRE IV

Classification des cyclides (').

Soit la cyclide d’équation :

(1) Ea',‘wzack:o (a,,=a,,).
On peut aussi éctire cette équation :

(2) Ea,hw'w,{+s Zacfzo,

s désignant un parameétre arbitraire.

Le premier membre de (2) est décomposable en une somme de carrés indépen-
dants en nombre au plus égal 4 5. Mais on peut choisir s de facon que ce nombre
ne dépasse pas 4 ; il suffit de prendre pour s une racine de I'équation obtenue en
annulant le discriminant du premier membre de (2). Celte équation sera appelée
dans la suite I'équation en s de la cyclide considérée. v

Si 'on obtient par ce procédé quatre carrés indépendants, I'équation (2) prend

la forme :

3) SY — %8 =o.

S, 8, B, £’ désignant les premiers membres d’équations de sphéres.
Dans le cas de trois carrés, on est conduit a la forme :

3" ST — 2 = o;

c’est la forme (3) ou §'= X.
S’il y a moins de trois carrés, la cyclide se décompose.

(*) Nous ne faisons que reprendre, en nous pla¢ant a un point de vue un peu différent,
une question traitée depuis longtemps par G. Loria (Mem. della Reale Acc. delle Sc. di
Torino, 2° série, t. XXXVI, 1885).
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Uune décomposition telle que (3) met en évidence sur la cyclide deux familles
de cercles :
S =1%, S =p¥8,
r c ¢

S =iz, ¥y =y,

l

I

et tout cercle [' est cosphérique & tout cercle G, la sphére (C, I') ayant pour
équation :

S—iYX—pS 4+ ¥ =o0.

Nous obtenons.ainsi une réciproque du théoréme du chapitre précédent (*).
On sait (°) que si I'équation en s n’a que des racines simples, on peut ramener
I'équation de la cyclide &~

2_—
a,x; = o0,
ou :

Zanxf-l»sExf:o.

Les racines de I'équation en s sont donc égales & — a,; comme elles sont dis-

)

(®) 1l est facile de montrer que récipwquement, tout cercle (véritable) de la cyclide
provient d’une décomposition telle que (3), d’'une maniére plus précise, si le cercle
S = 8" =0 est situé sur la cyclide, I’équalion de celle-ci est de la forme (3). En effet, on
peut toujours ramener les équations du cercle considéré a la forme : X, = X, = o. Ecri-
vons que la cyclide X a,,X,X, = o contient ce cercle; on obtient la relation :

au‘\i + auxz + (L, i + aMXs‘\& + aaz,xnxz + anxtxs =0,
qui doit étre vérifiée pour tous les systémes de valeurs de X, X,, X, satisfaisant a
X, X, + A2=0. Cela donne les relations :

Uyy = Qg = Ay, = Qy = Uy — A3y, = O

L’équation de la cyclide est alors :

au‘\‘i + a:ﬂ‘\'g + assxi + ai‘zklh! + atsxixa + auxixt +

+ a, X, X, + a, X, X, + a N\, +sX
on la rameéne bien 4 la forme :

AE—\S=o0. C.Q. ¥ D.

et en pienant s=—a

3357

.La considération de I'équation en s conduit donc a4 la détermination de tous les cercles
non dégénérés de la cyclide.

(®) Voir G. DarBoux. Principes de géométrie analylique, pages 434-445.
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tinctes, on obtient cing décompositions telles que (3), ce qui fournit les dix familles
de cercles de la surface. Nous dirons dans ce cas qu’on a une cyclide générale.

Il reste & étudier les cas ou I'équation en s a des racines multiples. Darboux a
montré que la cyclide est alors 'inverse d’'une quadrique. On est donc ramené i
chercher une classification conforme des quadriques (autres que les sphéres).

1. Cones. — Prenons des axes de coordonnées cartésiennes passant par le som-
met O du codne. Si on passe en coordonnées pentasphériques par les formules :

X, = — (& + ¥ + 2, X,=1, X, ==+ iy,
) g

X, =mx—1y, \ =z,

I’équation conforme de la surface ne contient que X, X, X, .
Discutons l'intersection du cone donné avec le cone isotrope de sommet O.

1'* CATEGORIE. — (Colne contenant qualre génératrices isotropes distinctes. — Ces
quatre droites étant concourantes, on peut réduire leurs équations a la forme :

D, N, =X,=1}\,=o0,
D, X,=\,=X,=o,
D, x‘=x3+/c,\$,:x‘—lic,\5=o,
D, A =X —-X =X, +kX,=o,

k

et ramener 1'équation du cone 4 la forme :

®) PO+ XX+ X, + 0 = (k=) A% =o.

e 3774

_Racines de '’équation en s :

I [
double); bk ———u; k— —
o (double); e % [T &, k

A la racine nulle correspondent les génératrices rectilignes. A chacune des autres
racines correspondent deux familles de cercles. Il y a donc sept familles de cercles (‘).

(*) Nous considérons les génératrices reclilignes comme des cercles; on peut obtenir
géométriquement les six autres familles en coupant le cone par des plans paralléles a deux
des droites D,.



30 H. ADAD.

2* CATEGORIE. — Cdne langent au cone’'isotrope O. — Soient :
D, X,=X,=X,=o,
D, X,=X,=X,=o,

D X,=X,—X,=X,+X,=o,

-

3

les équations réduites des trois génératrices isotropes du cone, D, étant la généra-
trice de contact. On voit facilement (théorie des faisceaux linéaires. de quadriques)

que I'équation du cone est de la forme :
'+ y + 2+ w(x + Yy — 2"+ 2iyz) = o,
ou en coordonnées pentasphériques :
(6) X —w) + XX+ ) + X, — X)) =o.
Racines de I'équation en s :
o (double); — 1 (double); —1— .

A s = o correspondent le$ génératrices rectilignes; & s —= — 1, deux familles

de cercles passant par le point :
X,=X,=X,—X,=X,+X,=o.
En prenant ce point pour péle d'inversion, c’est-a-dire en posant :

X, = + iy, Xg =ux — iy, X, + X, = 27,

X,—X,—2X, = —2, 2X, =1 —x"—y*—2",

on obtient :
p(@*— 1) — (@ +y) =o,

ce qui montre qu'un cone de deuxiéme catégorie équivaut, en géométrie conforme,
& une quadrique de révolution j centre unique. La surface a cinq familles de cercles.

3* CarEcorie. — Cdne bitangent au cone isolrope- O. — Soient :-
D, X, =X, =X, =o,
D, X,=X,=X,=o0,

les génératrices de contact. Le cone a pour équation :

X —;-yg—:—;’—l-y.zgz—‘o.
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Il est de révolution et a pour équation conforme :
(8) ‘\skt+(l -i-l.L)Xi:O.

Racines de I'équation en s :

o (double); — 1 (double), —— .
s = o dounne les génératrices rectilignes; s = — 1 fournit des cercles passant par
les points :
N\, =)\, =], =o0.

Si on passe en coordonnées cartésiennes par les formules :

X, =o'+ 1y, \, = — iy, A, =1,

(9) ’
X, = — (" +y*+2"), X, =172,

on obtient I'équation :

ml: + yli_ P.ZI! —_ 0,
ce qui donne un deuxiéme cone de révolution, transformé conforme du premier. It
Y a quatre familles de cercles.

4° CATEGORIE. — Cdne osculateur au cone isotrope 0. — Soient :
D, A, =)\,=X,=o0,
D, X,=X,=\,=o,

les génératrices isotropes du cone, D, étanl la génératrice de contact. L’équalion du

cone est :

4y + 2+ z(x+1y) =o,
ou :
(10) X2+ AKX, +3)=o0.

Racines de I’équation en s :

o {double), — 1 (triple).
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A s = o correspondent les génératrices rectilignes. Pour s — — 1, on obtient
deux familles de cercles passant par le point :

En passant en coordonnées cartésiennes par les formules (g), on obtient :
ml?+yls_ZI:o,

c’est-a-dire 'équation d’un paraboloide de révolution, transformé conforme du cone
donné.
Il y a trois familles de cercles.

b Caticorie. — Coéne surosculateur au coéne isotrope 0. — Soit
D X,=X,=X, =o,
la génératrice de contact. Le cone a pour équation :
4y +2+(c+y)=o,
ou :
(11) L\, + X+ \=o.
Racines de ’équation en s :
o (double); — 1 (triple).

Pour s =0, on a les génératrices rectilignes. Pour s — — 1, on obtient une
famille de cercles tangents entre eux au point :

7
K]:XQZXGZ‘\';:O'
Si on passe en coordonnées cartésiennes par les formules (g), on obtient :

Z,::_'_yn_ 1 =o,

équation d’un cylindre de révolution, transformé conforme du cone donné.

2. Quadriques a centre unique. — Prenons comme origine des coordonnées le

sommet du cone asymplote. Soit [(x, v, z) = o 1’équation de ce cdne. Celle de la
quadrique est :

Sflx,y,2)+h=o,
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h désignant une constante, qu’on peut supposer égale & 1 par une homothétie de
centre O.
En coordonnées pentasphériques, on obtient pour le cdne :
(12) FX,, X,,X))=o0,

et pour la quadrique :

(12") F(X,, X,, X,) + X; =o.

Donc aux cing sorles de cones correspondent autant de sortes de quadrigues &
centre unique Dans chaque cas les surfaces (12), (12') ont la méme équation en s.

1** CaTEcorie. — Equation :

(13) y.(ng‘—}—X:)-!—Y,,(XS+X‘)—</£—IL‘_>X1X‘+X::0,

huit familles de cercles.

2¢ CaTkGORIE. — Equation :
(1) X2(r — ) + X, X, (1 + ) + wX,(X, — X) + X2 =o0.
C’est la tiansformée conforme, par les formules (7), de :
w(z® —1)—2ix'y' — 29" = o,

qui est aussi une quadrique & centre de deuxiéme catégorie. 11 y a six familles de

cercles.
3° CaTEGoriE. — Equation :
(1) XX, +0+m\+ X =0

Quadrique de révolution ; transformée conforme, par les formules (g), du cone
de deuxiéme catégorie :

w2 —2iy' (@' —y') =o.

Cinq familles de cercles.

o
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4 Catécorie. — Equation :
(16) AN, +N) + Xi=o0.

Transformée par (g) de la surface :

1

2ly' (' — iy') — z o,

laquelle e-t un paraboloide dont un plan directeur est isotrope, I'intersection des
plans directeurs ne I’étant pas. Il y a quatre familles de cercles.

3¢ CATEGORIE. — Equalion :
(17) AM+AN +XE+A2=0.
Transformée par (g) de la surface :
2y’ (' —iy') — 1 =0,

laquelle est un cylindre dont un plan directeur est isotrope, I'intersection des plans
directeurs ne 1’étant pas.

3. Systémes de deux plans (non paralléles). — a) Les plans sont distincls. — Si
leur inlersection n’est pas isotrone, il y a trois cas possibles.
Supposons que l'intersection soit I'axe des z :

Les deux plans peuvent é&tre isotropes :
(18) X,.X,=o,
ou non isotropes :
(19) O, + X)) <\ + /{x> =o,
ou encore, I'un d’entre eux peut étre isotrope :
(20) AKX, +N)=o0.

8i leur intersection est isolrope, il n’y a plus que deux cas, car il est impossible
que les deux plans soient isotropes. Si I'intersection a pour équations :

%+ 1y —=z=—o,
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ou :

et si un des plans est isotrope, on a :
(21) X,.X,=o0;

si aucun des plans n’est isotrope, on a -

(22) X, + X)X, —X,) =o.
b) Les deux plans sont confondus. — Les formes réduites possibles sont évidem-
ment :
(23) X! =o,
(24) \;=o.

4. Cylindres a centres. — Un tel cylindre a pour équation :
PQ + a =o,

P, Q étant les premiers membres des équations des plans asymptotes, a une cons-
tante qu’on peut réduire & — 1 par une homothétie ayant son centre O sur l'inter-
section de P et Q. (O est L'origine des coordonnées.) On oblient la classificalion
suivante :

1 Catkeorie. — Equation -
(25) LX,—X,=o
Cylindre de révolution. Racines de I’équation en s :
o (triple); — 1 (double).
Les formules (g) transforment ce cylindre en un cdéne de cinquiéme catégorie :
2" 4 2x' (' —1y') = 0.
Il y a deux familles de cercles.

2¢ Catrcorir — FEquation

(26) X,(X, +X)—\?=o.
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Racines de I'équation en s :
o (triple); — 1 (double).

Les formules (g) transforment la surface en une quadrique & centre unique de
cinquiéme catégorie :

2%t ex'(x' —iy)—1=o0.
Il y a tiois familles de cercles.
3* Catécorie. — Equation :

(27) (Xq +kxs) (X, +';;X:>‘—z\::0

Cylindre général. Racines de I'équation en s :

o (triple); ——&;-—l—)—, —(k—-j;(i.
Il y a cing familles de cercles.
4° CATEGORIE. — Equation :
(28) XX, —X*=o:

Racine de I'équation en s :

o (quintuple).

Une seule famille de cercles : les génératrices rectilignes (isotropes). Par les for-
mules (g), on obtient un cylindre parabolique a plan directeur et a génératrices iso-

tropes :
(' —iy'yY —2' =o.
5 Catéconie. — Equation :
(29) X —A—X=o.

Racines de I'équation en s :
o (quadruple); —1.

Deux familles de cercles, en comptant les génératrices rectilignes, lesquelles sont
isotropes.
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5. Paraboloides. — Leur équation est de la forme :
PQ+ R =o,
P, Q, R désignant les premiers membres des équations de trois plans formant un

vrai triédre.
On obtient facilement la classification suivante :

1'* CATEGORIE. -— Equation :
(30) X, X, + X,\,=o.
Paraboloide de révolution; on peut le transformer en cone de quatriéme caté-

gorie. Il posséde trois familles de cercles.
Racines de I'équation en s :

o (triple); — 1 (double). .
2° CATEGORIE. — Equation :
(31) X, (X, +X,)+ X, X, =o.
Racines de I’équation en s :
o (triple); — 1 (double).

On peut transformer la surface en quadrique & centre unique de quatriéme caté-
gorie; elle a quatre familles de cercles.

3° CatEcorie. — Equation.
(32) (X, + kX,) (Xs + /'-fx> + M, =o.
Paraboloide général. Racines de 1'équation en s :

(k=) Gt

o (triple); A ; i

Six familes de cercles.
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4 Caticorie. — KEquation.
(33) X,X.+ X,X, —o.
Racine de I'équation en s :
o (quintuple).

Deux familles de cercles (les génératrices rectilignes).

5* Caticorie. — Equation :
34) X—X;+\,X, =0
Racines de I'équation en s :
o (quadruple); —I.

Quatre familles de cercles.

6. Cylindres paraboliques. — La forme générale de V'équation est
PP+ R =o0,

P, R étant les premiers membres d’équations de plans sécants.

1 Catécorie. — Equation :
(3%) N2+ N, (X, +X,)=o.
Racines de I'équation en s :
o (quadruple); — .

Génératrices non isotropes; trois familles de cercles.

2¢ CaThGoriE. — Equation :

(36) X2+ X\, =o.

Génératrices isolropes. Par le changement de coordonnées :

[N =leran e+, N=X—a
2

Z \, = — (X, 40\, x,:_é(x;_l.\';wz(\;_L\";), X, =Y\,
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on obtient :
2 -2 - 12
AN —XZ—X]=o,

c’est-a-dire un cylindre & centres de cinquiéme catégorie.
Racines de I'équation en s :
o (quadruple); — 1.

Deux familles de cercles.

3° CATEGORIE. — Equation :
37 X+ XX, =o.
Génératrices non isotropes. Racine de ’équation en s :
o (quintuple).

Une seule famille de cercles : les génératrices rectilignes.

4° Catecorie. — Equation :
(38) X2+ X,X, =o.
Génératrices isotropes. Racine de I'équation en s :
o (quintuple).

Une seule famille de cercles : les génératrices rectilignes.

Tableau récapitulatif. — Dans ce tableau, la signification des abréviations em-
ployées est la suivante :

K = cbne; Q = quadrique & centre unique;

Y = cylindre & centres; P = paraboloide; I" = cylindre parabolique.

L’indice indique la catégorie; par exemple K, signifie : cOne de troisiéme caté-
gorie,
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Nombre
Ordres de multiplicité | Nombre Nombre dnva
TYPE des racines de familles| de points riants DEFINITION GEOMETRIQUE
de Véquation en s. |de cercles [singuliers
! conformes
i
] C, I, 1, 1, ¥, 1 10 o 3 Cyclide générale.
l» C, 2, 1, I, 1 8 1 2 Q,
C, 2, 51, 1, I 7 2 2 X,
C, 2, 2, 1 6 2 1 Q,
' C’i 2, 2, 1 5 5 I Qz’ Iiz
R _
2, 2, 1 - 4 4 I K,, cyclide de Dupin.
; 3, 1, 1 6 1 1 P,
3,1, 1 5 I 1 I,
3, 2 4 2 o Q,, P,
3, 2 3 3 o k,, P,.
3, 2 3 2 o Q,, T,
3, 2 2 3 o K,, I, ,
b, 1 4 1 o P, |
4, I 3 1 o ]‘; ‘
4, 1 2 o ) ., r, {
5 2 3 o P,
! C,, 3 I oo o r,r,
| e
C,, 5 I I o T
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RemarqQues. — 1° Les quadriques de révolution équivalent respectivement aux
cones K,, K, K,, K
tournant autour d’une droite quelconque non située dans son plan, équivaut an

On peut monlrer que la surface engendrée par un cercle

-
cdne K,. On a donc le théoréme suivant :

Toule surface de révolution engendrée par un cercle (ou une droite) tournant
autour d'un axe, est la transformée conforme d'un céne & hase curculawre.

2° Les points singuliers (conformes) d’une surface :

S, .., x)=0
(f étant homogéne en z,, ..., x,) sont ceux qui vérifient les équations :
S -
_‘\—E = 0.%, (I, =, y 0),

o désignant un coefficient de propo: tionnalité.
Ces équations expriment qu’an point M(x,) le faisceau des sphéres tangentes i
la surface :

N\ yf .
Z()\ﬁt——{—yac').;ﬂ_o

13

est indéterminé. (%, désignent les cdordonnées courantes).




CHAPITRE V

Généralités sur les surfaces plusieurs fois cerclées.

Dans ce chapitre et dans les suivants, nous déterminerons et nous étudierons
les surfaces sur lesquelles on peut tracer au moins deux familles de cercles. Ces
familles seront supposées simples, c’est-a-dire que par chaque point de la surface
(sauf peut-étre certains points exceptionnels), il passera un cercle et un seul de
chaque famille. Nous connaissons déja des surfaces répondani A la question : ce
sont celles dont I'équation conforme est du premier degré (sphéres) ou du second
degré (cyclides, & l'exclusion toutefois des types C,, et C,). Nous allons donc
chercher les surfaces de degré conforme supérieur & 2, qui sont doublement cer-
clées (au moins).

1. Représentation paramétrique. — Soit donc S une surface plusieurs fois cer-
clée. Nous supposerons pour l'instant les deux familles composées de cercles non
dégénérés (') (sauf peut-étre certains cercles exceptionnels), et nous nous bornerons
au cas ou tout cercle de la premiére famille n'a qu'un point commun avec chaque
cercle de la seconde (*). )

Soient C,, G,, deux cercles «=c", I' un cercle ¢{==c", coupant C, en M, el
C, en M,. Lorsque C, et C, restant fixes, I' varie sur la surface, M, et M, sont en
correspondance biunivoque.

Nous allons montrer que M, et M, se correspondent aussi algébriquement.

Pour cela, remarquons d’abord que S est algébrique. En effet, soient :

(1) ax = bx — o

-3

les équations d'un cercle I' assujetti & rencontrer les cercles C,, C,, ... de la
famille C (pratiquement ii suffit de prendre cinq cercles C, arbitraires). Les «, et

(*) Le cas ou tous les cercles d’'une famille seraient dégénérés sera étudié plus loin
(chapitre-VI).

(*) Si tout cercle d'une famille est bisécant i tout cercle de I’autre, S est une cyclide
(chapitre III).
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les b, sont liés entre eux par des conditions algébriques (la condition pour que deux
cercles se rencontrent est algébrique-par rapport aux coefficients de ces cercles);
soit (Z) le systéme formé par ces conditions, av nombre de cing; on peut leur
adjoindre (puisqu’on suppose le cercle I" véritable) les conditions supplémentaires :

(2) at=r1, b =1, ab=o,

qui expriment que a,, b, sont des coordonnées normales des sphéres a et b, et que
ces sphéres sont orthogonales; mais comme par ' on pent faire passer une infinité
de couples de sphéres orthogonales, on peut ajouter une condition supplémentaire :
par exemple supposer que la sphére a soit orthogonale & une sphére donnée. On
obtient donc pour les a; el les b, un systéme (¥') de neuf équations & dix incon-
nues.

Puisque par hypothése le cercle (1), ot les a,, b, vérifient les conditions (T'),
engendre la surface S, on obtient I'équation de S en éliminantles a, et les 6, entre
les équations (1) et les'conditions (£'). On a bien ainsi une équation algébriqne.

Sur 8, les cercles rencontrant C,, C,, ... ne peuvent former qu'une ou plusieurs
familles & un paramétre(*). On peut donc résoudre le systéme (I') en exprimant
neuf des inconnues en fonction de la dixiéme et d’'un paramétre lié a celle-ci par une
relation algébrique (*); en modifiant un peu le langage, on peut dire que les équa-
tions (r) péuvent étre mises sous la forme :

2 h(,v).x, = o,

=1

(3) ,
Y i) .z, =o,
\ =
avec :
(4) H(t, v) =o,

AL,
rencontre du cercle I' défini par (3) avec C, et C,. Faisons pour cela une repré-

w, el H étant des polyndmes, t et v des paramétres. Cherchons les points de

sentation paramétrique du second degré de chacun de ces cercles :

| C, x, = :p,(w),‘

k3

| c, €, = W, (Ww).

1

)

() On sait en effet (Darsoux, Bull. Sc. Math., 1880, p. 348) qu'il ne peut y avoir sur une
surface (la sphére exceptée), plus de dix familles de cercles.
(*) Cf. J. SERRET, Cours d’Algébre supérieare, t. 1, page 162 (Paris, 1877).
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La valeur de w qui correspond au point M, de rencontre de C, et I' est la
racine (unique) commune aux deux équatioas :

2 W, v) . 0 (w)=o0,
(6)
Yt v) . g,w)=o0.

On la trouve en annulant le P. G. C. D. (qui par hypothése est de premier degré)
des polyndmes (6); ce qui donne une équation de la forme :

(7 a(t, v). w4+ B(, V) =o0 (e, B polynoémes).

De méme la valeur de w' qui correspond au point M, de rencontrede C, et I" |
est donnée par une équation de la forme :

(8) a'(t, v). w' 4+ B¢, v) =o0,

ou =' el {' sont des polyndmes.

Le nombre w défini par (7) dépend du cercle ' choisi; s’il n’en dépendait pas,
C, couperait tous les cercles I' au méme point; on pourrait toujours remplacer C,
par un autre cercle C', ne possédint plus cette propriété; on voit donc qu’on peut
toujours supposer que les valeurs w, w' définies par (7) et (8) ne sont pas des cons-
tantes.

La relation cherchée entre w, w' s’obtient en éliminant ¢ el v entre (4), (7) el
(8); cetie relation est donc algébrique et méme, d’aprés ce qui précéde, homographi-
que. Le'rapport anharmonique de quatre valeurs quelconques de w est donc égal a
celui des valeurs correspondantes de w’; autrement dit, quatre cercles fixes de 1'une
des familles coupent un cercle variable de I'autre ‘en quatre points dont le rapport
anhaimonique est constant.

Considérons alors trois cercles C,, C,, C, de la premiére famille el trois cercles
I',. T,, ', dela seconde. Appelons A, le point de rencontre de C, avec T,.

Un cercle C quelconque de la premiére famille est alors défini par trois points
@, , %,, 7, situés respectivement sur I',, I',, I', et tels que :

(z« An AuA:n) — (Q;AxeA::As:) - (7~.A¢;A33A33) =2.

Un cercle I' de la seconde famille est défini de méme par trois points §,, 8,, 8

3

situés respectivement sur C,, C,, C, et tels que :

l’:i Alll\I!A\lJ) - (l(‘!Aﬁif\!!ASS) - ({53[\31 A32A33) - y' -
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Le point M de rencontre de C el I' (qui est un point quelconque de la surface),
est tel que :

(M&‘O’.ﬁﬁd) - (164 AMAMAH) - P‘

Les coordonnées de M sont donc des polynémes du second degré en w (voir
I, 3, b), dont les coefficients sont linéaires par rapport aux coordonnées des points o,
a,, », (qui correspondent respectivement & p. = 1, p. = 0, poo). Mais ces derniéres
sont elles-mémes des polynémes du second degré en A. Les coordonnées de M sont
donc de la forme :

(9) X, == a, ) pt 4+ 6,37, + b’ + e M+ epf e+ dhHdip +e,().

2. Quelques conséquences des formules (g). — Changeons de notations en rem-

plagant X par u, s par ¢; ona:
r,=auwt+but+...+e

e

Si on écril que Xx; = o, on obtient 25 relalions que doivent vérifier les coeffi-
cients :

a’ =o, ab = o, ab' = o, 2ac + b= o, 2a¢' + b =o,

ac" + bb' = o, ad 4+ bc" 4-b'¢c = o, ad 4+ b'c¢" + bc''= o, be = o,

b'c' =o, 2ae + 2bd + 2b'd 4 2¢¢’ + (" = o, bd + c¢" = o;
(&) bd +c¢'¢"=o, ~ ! = o, ¢"” = o, be +cd + ¢"d = o,
be4c'd+c"d =o, «d=o, Jd = o, ace +d* = o,
zc’e+cl“”-.:0: e +dd = o. de = o, de==o, e’ =o.

Nous utiliserons surtout dans la suite les coordonnées définies plus haut :
-1, 2. Nous poserons donc :

a, + ia, = A, a, —ia, = A,, ...e. —=E_,

B 5
et nous aurons :

AN, =Aur+But+...+E.

Les relations (A) seronl remplacées par des relations équivalentes en A, ... E,.
Par exemple les deux premiéres deviendront :

AA +AA +A=0,
AB,+ A,B, + A,B, + A,B, + 2A,B, = o, etc.

(*) Le principe de cette démonstration m’a été indiqué par M. E. Vessiot.
Voir aussi : G. Koentes, Annales de 'Ec. Norm. Sup., 1888.
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Le tablzau (T) (I, 3, b) relatif & un cercle { = c'*, est :

llawt + b, +c,  bl+ct+d ot +dt+el|.

Un cercle t = c'* est dégénéré si ¢ est racine de :

\Y /772 " 2
M e+ elt+dy=o,

ou :
(E, O '+ ab'c". + (26 d+ ") . P+ 2cd. .t +d =o0.
Le tableau (T) relaiif 4 un cercle « = c' est :
||a,@* + b,a + c; bu +clu+ d W+ du+tell.
Uncercle u = c" est dégénéré si u est racinede :
E) b*. ut + 2bc". W' + (2})d' +c"™ut 4 2c"d . u+d*=o.

Comme nous laissons de coté le cas o 'une des équations E,, E, serait une
identité, nous voyons que chaque famille contient en général quatre cercles dégé-
nérés.

Les remarques suivantes vont nous permettre de simplifier beaucoup la dis-

cusssion :

a) Soient deux cercles de familles différentes, par exemple u —=o, t=o0. Sils
ne se rencontrent pas, les x, s’annulent tous pour u = ¢ — o. Par suite chacun des
cercles est dégénéré, et on a les théorémes suivants :

1° Deux cercles non dégénérés de familles différentes se rencontrent toujours.

2° Il en est de méme de deux cercles de familles différentes dont un seul est dégé .
néré. En particulier, si un cercle u = c* par exemple se réduit & un point, tous-les
cercles ¢ = c“ non dégénérés passent par ce point.

b) Si un cercle d’'une des familles, par exemple {= o0, n’est pas rencontré par
deux cercles de l'autre, par exemple uco, u=o0, les z, s’annulent tous pour
(t = o0, uco) et pour ({ = u =0), et le cercle { = o se réduit & un point. Donc :

1° Siun cercle d’'une des familles n’est pas rencontré par deux cercles de l'autre,
il se réduit & un point (les deux ceicles en question sont d’ailleurs dégénérés).

2° Toute droite isotrope dune des familles rencontre tous les cercles dégénérés
de T'autie, sauf un au plus.

¢) Sile cercle t==o0 nerenconlre ni ueco, ni u=o0, ni w=r1, tous les élé-

ments du tableau (T) relatif & £ = o sont nuls. Mais ce cas ne peul se présenter ici,

car cela entrainerait la dégénérescence de lous les cercles u = c'.
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d) Si a deux racines distinctes de E, (ou de E,) correspond une méme droite
isotrope, tous les cercles ¢t = c* (ou u == c*) sont dégénérés.

En effet, supposons par exemple que les cercles ueo, u = o se réduisent & la
droite isotrope :

X, =X, =X =—o.

1 3 5
On aura :

A=A =A =8B, =B, = B;=C1=C3=Cs:‘o,

(10)

l
°

En portant ces valeurs dauns les équations (A), on voit de suite que E, est une
identité.

On obliendrait le méme résultat si les cercles nwoo, # = o se réduisaient, I'un a
une droite isotrope, 'autre 4 un point de cette droite; ou encore s’ils se réduisaient
4 deux points situés sur une méme droite isotrope, ou 4 deux points confondus : car
dans tous ces cas, les relations (t10) ne cesseraient pas d’avoir lieu.

3. Recherche des cercles autres que les lignes coordonnées, éventuellement
situés sur la surface. — Couper la surface S par un cercle :

Z A, = o,
Y=o

_revient & établir entre u et { les deux relations :

(11)

« L4+ But+... —=o,
(12) oy .
el +But+...=o,
ou :
o =E)\,a,, 8 :2)\‘b', ..... s
ST i

o, = E ", Qa,, &, :2 by

Le cercle n’est situé sur S que si les équations (12) ont une infinité de solutions
communes; il faut donc, soit que les premiers membres de (12) se décomposent et
aient un facteur commun, soit qu’ils aient leurs coefficients proportionnels.
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Etudions d’abord ce dernier cas; on peut trouver un nombre & tel que :
(14) x—hka, = ...=c¢— ke —o,

c’est-a-dire :

Y 0, —ku)a,=o, e Mo, —ku)e,=o,
ce qui entraine :
(15) M O —kp) @, = o;

la surface est une sphére; on peut éliminer ce cas. .
Supposons maintenant que les premiers membres de (12) aient un facteur com-
mun; ce facteur ne peut &tre que I'une des formes :

M+ o,
e+,
rul 4+ pu 4 vt 4o,
WCHptEv)u+ W+ u't+ ),
Qu 4 pu+)t4+w+pu+v).

Les deux premiéres formes doivent étre exclues, comme donnant les cercles déja
connus ¢ =c'", u=c". La quatriéme peut étre aussi exclue : en effet, tout cercle
obtenu en annulant un facteur de cette forme, rencontre en deux points tout cercle
== c'*; si donc S admet une famille de cercles de cette espéce, c’est une cyclide.
De méme la cinquiéme forme peut étre laissée de cOté, pour une raison analogue.

En résumé, on peut se borner 4 la recherche des familles de cercles dont ’équa-
tion est de la forme :

(16) eut+Bu+yt+3d=o (avec a5 — By == 0).
Une sphére :

a7 »X, +...+%1X =o,

coupe la surface suivant une ligne définie par :

(18) douwtt + But+ ...+ &=o,

o :

(19) b= 27“‘\" &= J/E
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Si le premier membre contient un facteur de la forme (16) le quotient est de
la forme :

wul + B u+y,t+3,.
On a donc les égalités :

b =oax,  R=nu8 + 8, B=ay, + 2, C =18B,,

(20) e':YYU ve —ota —{—BOL —*—F‘S\ +Yu’
QD:;%B,JFB@,, D' = vys, + 3y,, 8:66‘.
Eliminons «,, 8,, v,, 3,. Pour cela distinguons trois cas :
a) Si ay==o0, ona:
Jo e aPy— 6 R YD — 3¢
a’:——y A{I:—" ﬁl:—;*’ 0‘:——"—~’
o : Y % Y
d’ot
[y =@, e=2 B — 8,
) “{ [+ [»4
() {9 =LY +HEB-B),  E= (D —2C)
O = D =3+ o+ 0+ LB — ).
Y 4 ‘{ 3

b) Si e =o0, d'ott By=Fo0, ona:

a—@— p—g Y——.g. 8_7@'—_56_/
1 ‘8’ 1 ‘ﬁ’ 1 Y’ 1 Y-z ’
dou :
Jo=o, #=_Lg, e"=i£+pe' X,
g [ g
(23) i .
=—(Y@’—o@)+% , 8=?r(*r2?)'—'86’)-
¢) Si y=o0, doti 8330, ona
__éﬁ_o_ 3 ——,(_%_ —;@i B_“‘%_-B‘R)
&, = o ’ 2 T 3 Y — $ ’ g T ag )
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‘d’ou
B
g‘?)lz—%-@’. =-;—§‘(mg5'—,ed%)y 6'30,
(23) S . .
C=aft+—B+—D. D=6+ — (2B —B.Y).
o -4 6 0 o

Les équations (21), (22) ou (23) sont alors au nombre de cing, linéaires et homo-
génes par rapport a A, ... X .
La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne définie par (16) soit un
cercle, est alors que ces cinq équations se réduisent & trois distinctes. 11 faudra, dans

chaque cas, déterminer «, 8, v, 3 pour qu’il en soit ainsi.




CHAPITRE VI

Classification des surfaces plusieurs fois cerclées (').

Les calculs étant trés longs, je ne puis songer & les exposer en détail; je me bor-
nerai ici 4 indiquer succinctement les méthodes suivies et les résultals obtenus.

1. Cas ou une des équations E,, E, a au moins trois racines distinctes. — Si
E, par exemple a trois racines distinctes oo, o, 1, & ces racines correspondent des
cercles dégénérés distincts [V, 2, remarque d)].

a) Si deux de ces cercles se réduisent & des points, ceux-ci ne peuvent étre ortho-
gonaux (méme remarque), et la surface est I'inverse d’'un cone du second degré, c’est-
4-dire une cyclide particuliére.

b) Si deux de ces cercles sont des droites isotropes D,, D, et le troisidme un
point A(’), les cercles u=c' passent par A. Si D, et D, se conpent en B, il
existe une sphére T contenant A, D,, D,; si les cercles u=— c** passent par B,
on a l'inverse d'un cdne(’); s’ils ne passent pas par B, ils coupent D, et D, en
des points distincts, et sont donc sur . Le seul cas 4 examiner est donc celui ol
D, et D, ne se coupent pas, .\ n’étant d’ailleurs pas sur la sphére (D , D,).

¢) Supposons maintenant que les trois cercles soient des droites isotropes
D,, D,, D,. Alors: ou bien D, D, D, se coupent deux a deux; on peut réduire
leurs équations & la forme canonique a) (1I, 5), et un calcul facile montre que la
surface est la sphére X, = o (*);

Ou bien D, et D,, sans se couper, rencontrent D ; on peut réduire les équa-
tions des trois droites & la forme canonique b) (I, 5), et on voit comme plus haut *
que la surface est la sphére X, =o;

Ou bien D, et D, seules se rencontrent;

Ou bien deux quelconques des trois droites ne se coupent pas, les trois droites
n’étant pas sur une méme sphére (°);

Nous n’examinerons donc que ces deux derniers cas.

(*) Autres que les cyclides.

(®) On peut supposer A hors de D, et D, {V, 2, remarque d)].

(*) En effet la droite AB n’est pas isotrope, sinon les cercles u = c' seraient tous dégé-
nérés.

(*) 11 suffit d’écrire que pour {e , t =0, { =1 on obtient respectivement D,, D,. D,.

(*) Sinon la surface serait.cette sphére.
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1** Cas. — Les cercles dégénérés sont deux droites isotropes et un point, non
situés sur une méme sphére. — On peut supposer (II, 6) :
loo N\, =X,=X,=o,
t=o X,=)M=X,=o0,
l=1 X, =X, =\,—\, =X, +X,=o0
Cela donne entre les A,. E, 3o relations, auxquelles il faut adjoindre le sys-

téme (A) (V, 2); de plus, les tableaux relatifs aux cercles {eo, t=0 doivent étre
de rang 2, le tableau ¢ — 1 doit étre de rang r.

Remarquons qu'on peut se servir des changements de coordonunées permis
(c’est-a-dire de ceux qui conservent les équations réduites des cercles feo, t—o0, t = 1)
pour simplifier les équations trouvées. De plus, on peut, si E, a moins de trois
racines distinctes, faire sur le paramétre u une tiransformation homographique
conservant les racines de E,. Enfin on peut m’ultiplier tous les coefficients A, ... E

par un méme nombre.

t

On est alors conduit aux résultats suivants ;

E, a pour racine double { =1.

Si E, a quatre racines distinctes, on obtient une cyclide du type C,; si elle a
trois racines distinctes, une cyclide G, ou G,; si elle a une racine triple, une
cyclide C,; si elle a deux racines doubles, une cyclide G, ou C,; enfin il est impos-
sible qu’elle ait une racine quadruple.

2¢ Cas. — Les cercles dégénérés sont trois droites isotropes dont deux sont
sécantes. —- On peut réduire leurs équations a :
{ oo X‘:X:‘:Xs:(),
t=o X1.:X‘2X520,
l==1 X2=X3+X“=X6—X5:\O.

Cela donne entre les coefficients 27 relations, & adjoindre au systéme (A). La
sphére X, = o coupe la surface suivant les cercles :

2 " r
B,ww+ Clu+ D, =o0.
1° L’équation B ,u’ + Cju + D) = o a deux racines distinctes (ueo, u=o0).
On peut montrer que E, a nécessairement une racine double.

A) t =1 est racine double de E,. — On peut montrer que E, admet nécessaire-
ment pour racine au moins double, soit ueo, soit u = o. Supposons par exemple
uco racine au moins double de E .
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a) uoco est racine quadruple de E,. — On a(®):
X, =ut, "
X, =u{t—1),
Tyee 1 ( X, =—u'l—1,
X, = uwt+ 0,
X, =uw't+t.

ror o7

Disposition des cercles dégénérés (") :

t‘oo f:o

oo druple t=1 (dovble
u4 ( quadruple) { )

Cercles u =c" :
X, —uX, + X, =o,
u(X,— X, +2X)+X,=o.
Cercles t =c* :
X, —t(X,+2X)) + X, =o,
(X, +X) — (X, = X) =o.
Surface doublement cerclée (comme on. le voit en lui appliquant la méthode du

<chapitre précédent [V, 3D.
Equation de la surface :

Xa(xz - X.s + 2\75)2 - Xz(xa + Xs) (X4 - Xs) = 0.

b) weo est racine triple de E,. — La quatri¢éme racine (qui ne peut étre nulle),
‘peut étre supposée égale a 1, et on a le type :

X, =ut,

X, = —xu'l* + A4l —akut +ru—t 4+ 1,
TypE- 2 .
():|: ) Xa—_———)\u"l—l,
\ O .

XA e )\U,?‘l—u'l2 -+ r ~+ lllr

X, =l +¢.

(®) On ulilise, comme dans le premier cas, les changements de coordonnées et de para-
‘métres permis. .

(") Nous convenons de représenter une droite isotrope par une droite réelle, deux droites
“isotropes sécantes par deux droites sécantes (et inversement).
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Disposition des cercles dégénérés :

T o=

1 =7 (douvble)

Surface triplement cerclée. Cercles v = c¢** définis par :

I
t(u— — =
( 1) + - o
Cercles u =c'* :

X, + X, + X)) +ruX,—X, +2X,)=o,
3 X, —uX, + X, =o.
Cerc_les t=-c'* :
X, + X)) — (X, + 22X, + X,) + 2X, = o,
t(X,—X,—X)+X,—X,—X,=o.
Cercles v =c'* :
% X,— 0+ )X, )"+ X, + X, + 22X,)v— 21X, =o,

X, +X,—vX, = X,)=o0.

Racines de E, : voo, v =0, v =T (double).
Equation de la surface :

K =X, + X)X, + X, 4 X)X, + X) + 0K, =X, +2X) =0

¢) uco est racine double de E, — On a :
X, =ut,
Ao LA s -
X, = —pur + x (h + —h—) wt 4+ O-—1)ul® —rhu
Tyees +ht’—2(k;|)ul+(1—1)tt— h+l>l+—!-,.
h h
3eth
0= o) X,=—2ut—hut+ hu—1,
X —}u’t-—iul’-{—-l’—i—iul
S h I3 oy

X;: )\u’t + t.
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Type 3 si A* — 1 3= 0 : se subdivise en deux types, 3. si A1, 35 si A=1;
#ype 4 si A* —1=o0"
Disposition des cercles dégénérés :

u =1 (double) L= (double)

TypE 4.
Cercles u = c* :

X, —uX, + X, =o,

/.
(X, —X, + 2X,) + [}\ X, — X+ (A ’ll> xﬁ] —o.

Cercles t =c¢"* :

[rx (D] e xe (] =o

r [('x +AX, + (h + ]_'l> X, + hxs] —1 [m +hX, + X, + '(h + %)x]
+ (O +A)X, —hX,=o0.
Les surfaces du type 3 sont triplement-cerclées; les cercles .v = ¢ sont définis

gpar :

t(tu—h)+v(1 —hu)=o0
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Cercles v = c* (type 3 seulement) :

h(X, —X)—v(X, + X,) = o,

vXe—zv(v—/il)Xa—(v +h) (v—%) X,

__l:<§.;-|-h)v“—2('l\+ l)U—i—)Jl-{—}il:lX‘:o.

Racines de E, : veo, v = 0, v = & (double).
Equation de la surface :

X, [X, + X, — X, + <h + %) x] +X, [x S (h + %) x] (X, — X, + 2X,»
+1X (X, — X, +2X,))=o.
B) too (ou t ==o0) est racineidouble de E,. — On voit facilement qu’bn peut
supposer uco racine simple, u = o racine au moins double de E,_, et que la qua-

triéme racine de E, n’est pas infinie.
Il y a donc deux cas :

a) uco est racine simple, u = o racine triple de E,. — On a :
X, =ut,
X,=—Wt+ 20t — W+ —lut + lu—1,
TyeE b

X, =lw't— v’ —t,
X,=ut"—ut +1,
X,=t.

(1= o)

-~ Disposition des cercles dégénérés :

Surface triplement cerclée. Cercles v = c** définis par :
u(l—r1)y+vi=o.
Cercles u =c" :

.(u=(X‘ —X)+uX, —X,—X)+X,— X, +2X;"=o,

uX, — X, =o.
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Cercles { = c* :

£X, + 10X, — X, + IX)— X, =0
X, +X,—X,—IX,=o.

Cercles v = c¢" :

S X, + X, + X, = o,
{ —X, +vX, +X)+X,—X,=o0

Racines de E, : veo (triple), v = o.
Equation de la surface :

IX3(X, — X)) — X, (X, + X)(X; + X, —X) —o.

b) E, a pour racines uco, u = o (double), u =1. — On a:
e
X, :_d[,
X, = — mu*t® 4 2lmu’t + Imal® — Imu® + mt* — [(2m + 1)ut
Type 6 +Iim+ Du+({l—mt—1,

Im=o) | X,=lwt—W —lut+lu—1,
, = mul’ —mut + t,
Xs =1.

Disposition des cercles dégénérés :

Surface triplement cerclée. Cercles v = ¢* définis par :

u(t—1)+ol+1=o0.

Cercles u = ct* :

WX, —X,) + u[X,—m(X, + X,) — I(X, — X,)] + X, — X, + 2X, = o,

uX, — X, =o.
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Cercles { = c¢* :

mEX, + tX, —mX, + X, —IX)) + {(X, —X,)=o,
X,—X,+mX)—miX, =o.

Cercles v =c¢* :

WX, + (X, + X, +IX,)=o0,
— X, + X, —IN, + mX) + X, +(m—1)X, =o0.

Racines de EU : voo (triple); v = — 1.
Equation de la surface :

IX, (X, — X)X, = X)) — X,(X, - X)(mX, + X, —X,) =o.

2° L’équation B,u* + Cju 4+ D; = o a deux racines égales (o).

On voit facilemeni,que uco est racine au moins double, et au plus triple de E, .

Si ueo est racine triple de E,, on obtient une cyclide C.; si uco est racine
double de E,, et si les deux autres racines de E, sont égales, on a une cyclide
C, ou C,; 'si les deux autres racines de E, sont distinctes, on est ramené au
premier cas. ’

3 Cas. — Les cercles dégénérés sont irois droites isolropes non cosphériques,
telles que deux quelconques d’entre elles ne se coupent pas. — Supposons donc :
too X,=X,=X,=o,
t=o X,=\,=X,=o,
f=1 X, +X, =X, +X, =X, +X,—X,=o.

Il peut arriver que E, ait une racine double; on ne diminue pas la généralité en
supposant cette racine égale a 1.
La sphére X, = o coupe la surface suivant les deux ceicles :

B,u* + Clu+ D, =o.

1° L'éguation B.u* + Clu + D, = o a deux racines distincles (oo, u — 0).

A) E, a une racine double (t =1). — On peut montrer que, soit zeo, soil u=o,
est racine au moins double de E, : nous choisirons uco.
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a) uoo est racine quadruple de E,. — On a le type :

\, =t + (2 — Ayut 4+ hu — ht — h,
N\, = 2hl* — 4ul — 2hl,

Tvyee 7
X, = — 4ut 4+ 2ht — 2h,

(h==0) | . . ;
X, = —2’l 4+ hul’ + ht* + (2 — h)ul + At
X, = 4ut.

Disposition des cercles dégénérés :

ue=(9¢

Surface doublement cerclée.
Cercles u = ct* :

g uﬂ(x’ + Xs) + u(z‘(‘ —XE—XS—QX‘) + 2hX5 =0,
u(X, —X,) +2X, — X, — X, + 2X, —4X, = o.

Cercles t =c' :

( REX, + t[(8 — 2h) X, + 2X, — 4X, — 4X, + 2X,] 4+ hX, = o,
3 X, + X, — (X, + X) =o.

Equation de la surface :

2(2X, — X, — X, + 2X, — 4X)(X, + X)X, + X)) — AX,(X,— X, = o

b) uoo est racine triple de E,. — Soit u =1 la quatriéme racine. On a :
A, = hi*t—khu® + (2h — v —kR)ut + h(k — v)u —k(2h — 1)t + 4,
X, = — oh® —2(h— 1)ul + 2ht,
Type 8 )

X, = 2ul — 2hu — 2hi + 2h,
hlk.(h—1)=Fo
X, = k(h— 1n)u*t + khul® + h(2h — 1)’ + (h — v — kh)ut — ht,

X,=a2h—1)ul

S
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Disposition des cercles dégénérés :

oo (triple) /S A N\,

o"')‘

Surface triplement cerclée. Cercles v = c** définis par :
viu—1)—Lt=o.
Cercles u=c" :
kX, —u(2X, -— X, —2X)) — a\th =o,
ku(X,— X)) + [2X, + (2h — )X, — X, + 2X,+ 2(h —2)X,] = 0.

Cercles t =c' :
N =l
X, - X +——5X=o,
a(1 = A)IX, —{[(v—2R)t + VN, + 2t — R)X,
+ (kh 4+ 2h — )0 4 (— 2kh — 4h* 4 5h — 3)t + h(k + 1)
1—h

X,=o

Cercles v = c¢'*-:
X, +X,+v(X,+ X)) =o,
20X, — 2w(hv + A — )X, — (v = A)[(2h — v + 1]X,
— [(2h — 1 + kR)v* + (2kh — 2k + 3)v + kh]X, = 0.

Racines de E,.: veo, v =0, v = — 1 (double).
Equation de la surface :

[2X, + (2 — )X, — X, + 2N, + 2(h — 2)X]. [X, — (A — 0)X[].(X, + X)) + kAN (X, — X))’ = 0.
c) uco est racine double de E,. — On a:
[ X, =1+ —k)ut + hkle® + [2Kk*h + k(1 — 2h) — v + kl]ut
+[—2k*h + kh — ENu + [— 2k*h — k)t + 26° — k,
‘X, = — akul® + 2kt® + a(kh + 1)ut — 2kt,
X, = 2(1t — R ul + 2khi + 2kt — 2k,
X, = klu*® — l(kh + Yu't — (2k°h +k+ khut®
+ (28%h + k) ® 4 [2k*h —k(h — 2) — 1 + klut + [— 2k° + k)¢,
\ N, = 2[k(r —h)— t]ut.

Tyees g et 10
hkl(l + 2kh) = o

Type g si h==1, type 10 si h=1.
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Disposition des cercles dégénérés :

St oo (Gouble), N Y [\ uoo(doutle)
S
\
7 N Lo
v N
e
U =f(double)
TYPE 10.

TyeE 9.

Cercles u =c* :

( — X, + u[2X, + (2k — )X, + 2(k—1)X] — 2kX, =0,
(X,— X)) + 2X, — (ekh + )X, + (2k — )X, + 2X, + 2(k —kh—2)X, = 0.

Cercles { =c" :

11—
E(r—h) — 1~
at[kt — (kh + 1))X, + ¢[(x + 2kh)t + 1 — 2k])X, + 2 [(k — 1) — kh]X,

__(— ak*h 4 akh + kil —Fk + I)t2+([!kghg—lll(kgh:)[llfg"‘skh_7k_ okl + 3)t+l€l+k‘h(l—2h‘)‘x —o.
(1 — n) — 1 i

X, —o,

5

X, — X, —

Les surfacés du type g sont triplement cerclées. Les cercles v == c* jsont définis

par :
{u— 1)y +v(i—hu) =o0.

Cercles v =c¢" :

X, +-X, —v(\, + X,) = o,
av[khv — (kh + DX, —v(kh — bk + 1) [2k — 1 — (2kh + 1)V]X, + 2[(k — 1)v — k] X,

Z F k(o =k (kb + )} + [t — 2+ (k- 1) 2k =l—1)—(k+1)(l—2kh—1)].v—k(2k—I-1)}|.X,=0.

Racines de E, : veo, v = 0, v =1 (double).

E'quati;)n de 1a surface :
[2X, — (2kh + X, + (2k — DX, + 2X, + 2(k — kh — 2)X_].[X2 + (kh + 1)X,X,
— (k— XX, + (kh— k + 1)X,X,] — kX (X, —X,)’ = 0.

B) E, a qualre racines distinctes. — 8Si les quatre racines de E, ne sont pas dis-
si E, a quatre racines

tinctes, on est ramené a4 un cas étudié (1 Cas); 5

distinctes, on obtient une cyclide C, ou C,.
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2° L’équation B,u* 4 Clu 4- D, == o a ses racines égales (u<o).

Si E, n’a aucune racine infinie, E, est une identité; cas & rejeter.

Si E, a une racine quadruple, tco ou ¢ == o est racine double, ou bien E, est
une identité; cas & rejeter.

Dans les autres cas, on obtient une cyclide C, ou C,.

2. Cas ou E, a deux racines distinctes, E, ayant au plus deux racines dis—
tinctes. — Soient f{eo, { = 0 les deux racines de E,. Nous avons & examiner trois
cas, suivant qu'a ces deux racines correspondent : une droite isotrope et un point
non situé sur cette droite, ou deux droites isotropes sécantes, ou deux droites iso-
tropes non sécantes.

1" Cas. — Les cercles dégénérés sont une droile isotrope et un point. — Suppo-
sons :
toc X,=X,=)X,=1)\,=o0
i=—o X, =X, =X =o

Si on tient compte des équations (A) (V, 2), on conslate que E, admet loo
comme racine au moins double. La sphére X, = o coupe la surface suivant les.
cercles (dégénérés) :

Cuw+Du+E, =o.

1° L'équation C,u*+ D,u+ E, = o a deux racines distincles (ueo, 1= o).
On montre facilement que fco est racine triple de E,, et on est conduit & une
cyclide C,,, C, ou C,,.

43°?

2° L'équation C,u* 4+ D,u + E, = o a deux racines égales (o).
a) too, t = o sonl racines doubles de E,.

%) uco est racine quadruple de E,. — On est conduit, soit & une cyclide C,,,
soit au type :

\,=—

N,=wil+u +u+t,
Tyee 11 Xazu’t-i—l’—:ut,

X, =1,

X, = ut.
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Disposition des cercles dégénérés :

o L-0 (double)

loo (dbuble)

:Surface doublement cerclée.
Cercles u = c'" :

X,+uX, =o,

u'(N,—X)—uX,+ X, +X,=o.
-Cercles { = c" :

X, + X, =o,

X, X, — X, + X,)— X, =o.
Equation de la surface :

X‘:(X4 _Xb) + X:(X« + Xe) + XAXLXS =0.

8) uco estracine triple de E,. — On obtient, soit une cyclide C,, soit le type :
X, =—t,
X, =u't + v’ 4+ at + ku,
Tyer 12 ¢ X, = «’t 4 ut® + kut,
X, =1,
X, = ut.
Disposition des cercles dégénérés :
loo (double)

o

Surface doublement cerclée.
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Cercles u =c'* :

X, +uX, =o,

w(X,— X))+ ueX,— X))+ X;=o0.
Cercles t — c* :

X, + X, =o,

X, HiX, — X, +iX)—X, —=o.
Equation de la suiface :.

XX, — X, X, (X,— X, + £X,) — X, X* =o.

1) uco est racine double de E,. — On est conduit, soit 4 une cyclide C, ou C,,
soit & I'un des deux types suivants :

X+=l,
X.:.—)\-}—l u’t ug u,
Tyee 13 * N f ) +
= At — u*t — ut
)\ (o) ? ’
oo | 1T
stut.

Disposition des cercles dégénérés ;

Surface doublement cerclée.
Cercles u =c* :

X, —uX, =o,

w (G4 DX, —X]—uX, + X, —o.
Cercles t =c* :

\,—X,=o,

X, + X, — X, + O+ NX,]—X\, =o.
Equation de la surface :

X0+ DX, — X,]—X,X,X, + XX, = 0.
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X, =t,
X,=—0 +na’t+ v,
TyYPE 14 ( )
N
o
( X, =1,
Xu:lll.

Disposition des cercles dégénérés (voir type 13).
Surface doublement cerclée.
Cercles u =c" :

g X,—uX, =o,

—u X, + A+ nuX, +X,=o.

Cercles t =c' :

g X,— X, =,

WX, + 4+ DX, —X,]—X, =o.
Equation de la surface :
— X, X2+ XX, + A+ 1)X,X] =o.

b) teo est racine triple, t == o racine simple de E,.

Si uco est racine quadruple de E,, on a une cyclide C,;; si uco est racine
triple de E,, une cyclide C,,.

2° Cas. — Les cercles dégénérés sont deux droiles isotropes sécantes.
oo X‘:X3:X5:O,
t—=o X,=X,=X,=o.

La sphére X, = o coupe la surface suivant les cercles :
B,u*+ Cju + D, =o.
1° L'équation B,u’ 4+ Cju + D' = o a deux racines distincles (ueo, u = o).
On peut montrer que les cercles uoco, u==0 sont nécessairement dégénérés.

a) uco est racine triple, u = o racine simple de E,, .
On est conduit au type :

X, =ut,

X,=u'—u—t,
Tyeg 15 ¢ X,= —ut+ 1,

X, =u't + ud,

X, = u’t.
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Disposition des cercles dégénérés :

Surface triplement cerclée. Cercles v — ¢** définis par :

-

ut—v=o.
Cercles « =c* :
; X, —uX, =o,
w(X;, — X, +2\)+u), + X, =o0.
Cercles { =c* : \
3 — X, +X,—\,=o,
EXN, + N, + N\, =o0.._
Cercles v =c* :
? 1\’ —v(kg —+ Xs) =0,
v\, — v\, —\,=o.
Racines de E, : veo, v == o (t1iple).
Equation de la surface :

A, =N+ 2A)+ XA N + X =o.

b) uco, u =0 sonl rucines doubles de E,. — On a les deux types :
/ XI - ut’
m \? m
X, =—ul—Ilmuw—Imt®*—| m* <l —) :Iul —
Tyee 16 i l l: AN l * l
X, = —% w4 mu + Ut

l.m.(l+i>4=o
N

A, =t + mul’—-—;-t,
\ N, =+t

Disposition des cercles dégénérés :

Surface doublement cerclée.
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Cercles t == c" :

~

—ml*X, + lI:X‘ - (l—%) X, + X:I — mX, = o,
me*X, + tLX, + 3([ + l{) — m*( Xl +mX, =o
Cercles u =c' :

w'’X, —uX, + X, =o,

w[PX,—X, + 2/X,] + u/ I:‘& +

m'———(/ +%>§\] + X, — X, +alX, =o0.
Equation de la surface :
[espss o= () [rfexes -y | mx+ [ (1) e xex = x o) |
F (R (X, = X)) =0,

Si 4 % = em(e = - 1), la surface contient deux cercles isolés autres que les

cercles coordonnés :

eut+t=—=o" et el +1=o.
\, = ut,
. X, = mu*t* — ma* — mt* — (m* + v)ut,
Tyee 17
X, =—wt+mu+t,
(m = o)

N\, = &’ 4+ mul®,
N, =u'l.

Disposition des cercles dégénérés :

Surface triplement cerclée. Cercles v = c'* définis par :

ut +v(mu+1) =o.
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Cercles u =c* :

X, —uX, =o,
w*(X, — X, + 2X,) + uX, + X, + (m* — )X, =o.

Cercles { =c* :
g X, —X,—miX =o,
mt*X, + (X, + X,) + mX =o.
Cercles v = c¢* :

X, +v(X, +X)=o,
v[X, + (m*—1)X]+vX,— X, =o.

Racine de E, : v = o (quadruple).
Equation de la surface :

X2(X, - X, 4+ 2X,) + X, X, X, 4 X2 [(m* —1)X, + X,]=o.

2° L’équation B u* + Clu + D, = o a ses racines égales (uso).
On constate que woo est racine au moins triple de E,. Si elle est racine triple,
on trouve un type déja étudié : cyclide C,,.

Supposons donc oo racine quadruple de E_; on obtient, soit une cyclide C,,

w?

soit le type :

X, =t

X, =—uvt—rul—2ut+uv—Iru—t,
TyreE 18 _ ,

A, =uwt+rul+ 1,
(o) )

X, =—uwt+ 4,

X, = u®t.

o

Disposition des cercles dégénérés :

Surface doublement cerclée.



RECHERCHES SUR LES SURFACES PLUSIEURS FOIS CERCLEES. 69
Cercles u =-c' :
4 2\
X,—u'\, =o,

w[—X, + X, +2X,—XX,] +uX, +X) +X, +X,=o.

Cercles t =c" :
g X, + (X, —X,—2X)— 1\, =o,
CX, + (X, — X, +»¥X)+ X,=o0.
Equation de la surface :

XX, 4+ X" — (X X2+ X2 — 2\ X, — A X, X) (X2 + X2+ X? +2X,X,— 2X X)) =o.

3¢ Cas. — Les cercles dégénérés sont deux droites isotropes non.sécantes.
too \,=X, =X, =o0,
t=o X,=X,=X,=o0.

La sphére X, = o coupe la surface suivant les cercles :
2 [ [
B,w* 4+ Clu + D, =o.

1° L'équation B.u* + Clu 4+ D, = o « deux racines distinctes (uco, u = o).

a) Ni les E,, ni les C; ne sonl tous nuls.

a) too, L = o sont racines doubles de E,. — On constate que uoo, u =0 sont
nécessairement racines doubles de E, . ‘On obtient, soit une cyclide C,, soit,l'un

des trois types suivants :

;=uwt+u 4+ (1 ——'mi‘)ul+u,

L= —B)ul + (1 —m)C+ (1 —B)(1 < n%)ut + (1 — n¥)t,
— (= Put— —Pu— G —mii—1,

=ul’+ (1 — et + (v — m)ut* + (1 —ndut,

e
1l

TyrE 19

{l.m.n.(1—m*) =0

I

X, =Imn . ul.

Disposition des cercles dégénérés :

Surface doublement cerclée.



H. ADAD.

Cercles u =c'" :

u'-’x3+u[(. — )X, +xs—”ix]+.\',:o,

no’?
. e - Im .
—uw'X, +u li(r —= )X, — (1 —n)X, + —n—-(v —n‘)Xs:i,—l— (1 —m’)X, =o.

Cercles { =c" :
e : . mn . .
(t—m*X, + l[(l —mHX, + (r — n‘)Xa———[—.(l — 1*)}\51 + X, =o,
— X, + ['7){“——(1 — )X, +#X“] + X, =o.

Equation'de la surface :

e ! : .
[m’X,XS—I%nXBXS-i-L:?([ )X, X, — (s —l*)X{' [m’(l - X, ‘\"+l;—:'(| —n’_).\,Xﬁ—%-%z(l —-m*)X, X, + (1 —m’),\i:!
+ (M’ X, X, + X’ =o0.

Si n=¢l(c = =+ 1), la surface contient deux cercles isolés autres que les cercles
coordonnés :

u+ (0 —BHu+(—mHt+ 1 =o, et (—0O)(al+u+1)+0—nm)l=o.

X, =u't+ut 4+ u,
Ters 20 X, =( —Tl‘)ul’ + &+ (0 — ),
(n % o) X, =—0—=0ul—t—,
X, =t 4+ ult + (1 —nY)t,

X, = lnut.

Disposition des cercles dégénérés (voir type 19).
Surface triplement cerclée. Cercles v = c'* définis par :

ul+vl4+ 1 —=o.

Cercles u —=c" :

u(n\,—IX,) + nX, = o,

u'nN, + ulnX, —n(t — )X, —{(+ — n*)X,] —nX, =o.
Cercles { =c' :

3 UN, — (X, + nX,)=o,
X, + (N, + 10 —n)X, —n(t — )N, + N\, =o.
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Cercles v =c* :

nX, + @ —1)X, =o;
[P —n®) + n*(s — o — (£ + n°)

vo— X, —[(t — e — N+ [0 — Fe— ]\, + n .X,=o.
Racines de E,, voo (double), v =1 (double).
Equation de la surface :
X, (X, 4+ X X, UN, + X))\, + L0 — )X, — n(1 — D)X ]+ IXIX, =o.
\, =+ u,
A, =0 —m) + (1 — nt,
TypE 21 )
AN =—((—m)t—r1,
mn(t —m*) 3= o .
A, =0+ (0 —nh)ad,
\, = mnul.
Disposition des cercles dégénérés (voir type 19g).
Surface doublement cerclée.
Cercles u=c" :
g nX,u* - mX . u+ n\,=o,
X, wt —m( —n)Nu—n(1 —m)X, =o.
Cercles ¢t == c'" :
g CX, + [ —n)X, — N\t —X, =o,
(—mHEX, + [ —n)X, + (1 —mH)X,]/ + X, =o.
Equation de la surface : .
MmN X, + A+ (0 — )X, N, — (0 — mHX2] [m*\ X, + (1 — ) X2] =o.
8) teo estracine triple, t = o racine simple de E, (ou inversement).
On tombe sur des cas impossibles, ou sur des surfaces déja étudiées.
b) Tous les E, (ou tous les C!) sont nuls. i
@) too, t =0 sonl racines doubles de E,. — On obtient une cyclide C, ou C,.
B) too est racine triple. t = o racine simple de E,. — On peut montrer que

uco est racine simple, u = o racine triple de E,. On obtient le type :
N\, =u® — kul,

X\, = 11i’—— ki* + ul + ¢,

X, =ut +u—kit,

Tyre 22

k o
(k= o0) N, = —u't 4 kal* — ut.

N, =ul.
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Disposition des cercles dégénérés :

Surface triplement cerclée. Cercles v = c'* définis par :
u—vt=o.
Cercles u =c" :

u(Xa_X?.)—Xi =0,
wX, +u(X, + X, — kX,) — kX, = o.

Cercles t = c* :
gm+m+m=m
EX, +1(X,—X,— kX,) + X, = o.
Cercles v = c' ;

vX,— (X, + kX,) =o,
(X, — X))+ v[X,— X, — kX, + 2(k + 1)X,] — I*X, = 0.

Racines de E, : veo, v = 0, v = k (double).

Equation de la surface :

XX, + X X, — X)X, + X, — k}-(g) — X\, —X)))=nq_
2° L'équation B.u* + C u + D, = o a ses racines égales (uo0).

On démontre que wso est nécessairement racine de E,. Si uco est racine non
quadruple de E,, et si tous les C; sont nuls ainsi que tous les E,, on tombe sur
un cas impossible. De méme si ni les C;, niles E, ne sont tous nuls. Enfin si par
exemple les C! sont nuls, les E; non tous nuls, on obtient une cyclide C, ou C,.

Supposons maintenant uoo racine quadruple de E, .

Si E, a une racine triple et une racine simple, on a une cyclide C,,.

Si E, a deux racines doubles, on obtient les types suivants :
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a) Les C; sont nuls, les A, non lous nuls.

- X, = —ul—1,

X,=uwl+ 4+ (0 —E)ut,

Tyee 23 ) . ( yul
X,=wil+u+1,

k==o
X, =ul’ + (1 — k¢,
X, =kt.

Disposition des cercles dégénérés :
N\
N U == (quadruple)
o
(&
>

Surface triplement cerclée. Cercles v = c' définie par :

ut+ vl 4+ 1 =o.
Cercles u = c* :

3 kX, u* — kX, u + kX, — (1 — k)X, = o,
kX,u + kX, — X, =o.
Cercles t =c* :
% CX, + (X, — X))+ kX, = o,
tX, + kKX, + X, = o.
Cercles v ="c* :
( vX,—4&X, = o,

2 v — /%Q)Xa — EX,]—kvX, + k[*X, — X, — 2k ] =o0.

Racines de E, : veo (double), v = o (double).
Equation de la surface :

X, (N, + AX)) 4+ N (X, + X)X, — X)) + kX, X2 = o.
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X‘ =1,

N, =uwl+ 0+ u,
Tyee 24 { X, =u,

X, =ul*+ ¢,

X, =t

Disposition des cercles dégénérés :

doub\‘ﬂ Woof 703://‘1//0/8 )
"ap

Surface doublement cerclée.
Cercles u —=c* :
g WX, —uN, + X, — N\, =o,
uX, + X\, =o.
Ceicles { =c* :
g X, —IN,—X, =o,
X, +X,=o.
Equation de la surface :

X,XZ 4 X:(X, — X)) =o.

X,=—1,

X, =+ 0,
Type 25 \,=u,

N\, = ul*,

X, =!

oo

Disposition des cercles dégénérés (voir type 24).
Surface doublement cerclée.
Cercles u =c" :

{ «’X,—uX,+ X, =o0,
uX,-+ X, =o.
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Cercles t = c* :
( *X,—X,=o0,
l.‘(l + X,5 =o0.

Equation de la surface :

’\fxa - x;\-z =o0.
b) Niles A,, niles C; ne sont lons nuls. — On a les types :

X, =ut+u+t,

X2 = — Il — (1 — et — a0 - (10— k),
X, =Wt+ W +lul—1t—,

X,=ut*+ * + (1 — k*)ut,

X, == kt.

[

TYpPE 26
k.ls=o

Disposition des cercles dégénérés (voir type 23).
Surface doublement cerclée.
Cercles u —=c* :

3 RIX 08 4+ E(X, + IX)u + kX, — X)) — (1 — k)X, =0,
kIX, 0 — kX0 + X, — kX, =o0.
Cercles { = c* :
% X, — X, — kX, — (1 —k)X,]— X, = o,
£(X, + IX) + (X, —IX, + (1 —k)X,) + X, = 0.
Equation de la surface :

(X, X, — X2)" 4 [kX, X, — IN? — (1 — K X2] (X, X, + kIX, X, + (1 — F)IX: 4+ N2 =o.

X, =u.
X,=—We—la’+ 10,
Type 27
; X,=MW—1,
o
+ X, =u’+ 1,
N, =1

Disposition des cercles dégénérés (voir type 23).
Surface doublement cerclée.
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Cercles u =c¢" :

X, +u(X, +IX)+X,—X,=o,
X, —uX, —X, =o.

Cercles t =c' :

3 EUX, +X)+ X, =o,
X, + I\, —X, =o.

Equation de la surface :

(XX, — X2 + X (X, + IX)\ = 0.

3. Cas ou chacune des équations E,, E, a une racine quadruple. — Si ueco.
too sonl ces racines, il peut leur correspondre, soit deux points, soit une.droite
isotrope et un point, soit deux droites isotropes.

1> Le probléme est impossible si-les cercles woo, feo sont deux points non
orthogonaux; ou un point et une droite isotrope non issue de ce point; ou deux
droites isotropes non sécantes.

2° La surface est une cyclide inverse de quadrique si les cercles ueo, foo sont
deux points confoundus; c’est une cyclide C,, s’ils se réduisent & un point et & une
droite isotrope issue de ce point.

3° La surface est une sphére si les cercles ueo, foo sont deux points distincts
orthogonaux, ou deux droites isotropes confondues.

1

Il reste & étudier le cas ou les cercles dégénérés sont deux droites isotropes
sécantes :

U oo N\, =

On est alors conduit, soit & une cyclide C,,, soit a I’'un des deux types suivants :

X, = uwl + p*,
. N=—ur+ue +—put—r,
Type 28 \_'

A= u't + y}u—l,
wFo . . ]

X, =ut* —u + p°L,

>
l

s =B
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Disposition des cercles dégénérés :

Cercles u =c" :

3 u’X, —uX, +uX, — X, =o,
WX, +uX, + X)) — X, + X)) =o.

Ceicles t = c* :

g‘ lzXl - ’XA + AU‘X:;—Xt Z,O’
CEX, N N = (N X)) =0,

Surface doublement cerclée.
Equalion de la surface :

-(y‘gxl X:v + y‘x‘&xn)z - (y"v‘\-‘: - Xz) (P‘ﬂxf - ‘\—:'_’_ P"in - P’XQX% - P‘s'xa X“») =0.
On a deux cercles isolés autres que les cercles coordonnés :

ut+p*t+1=o.

X, =—1,

Xz:u’L’—&—— sul + 1,
TypE 29 { X\, =u"'—1,

X,=t"—1,

X, =u+L.

Disposition des cercles dégénérés (voir type 28).
Surface doublement cerclée.
Cercles u=-c'" :

{ WX, +X,—X, =o,
wN, 4+ 2uX — (X, + Xp) = o.
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Cercles t =c* :

{ X, + N, —X, =o,
? X, + 20X, —(\,+ \,) =o.

Equation de la surface :

XE o aXIN(X, + X, —2X) + N3N, — X, =o.

11 y a un cercle i-0l¢, autre que les cercles coordonngs :

u+t=o.

4. Surface engendrée par une famille de droites isotropes assujetties a rencon-
trer les cercles d'une famille & un paramétre. — Nous supposerons encore que
par chaque point de la surface, il ne passe en général qu’line ligne de chacune
des deux familles,

Supposons que les droites isotropes soient les lignes {=c'; les cercles les
lignes u = c*. Comme deux points d’un cercle véritable ne sont jamais orthogo-
naux, une droite isotrope et un cercle ne peuvent avoir qu'un point commun. Il en
résulte que les lignes d’'une quelconque des familles découpent sur deux lignes de
I'autre des divisions homographiques.

. Par un raisonnement analogue 4 celui du' chapitre V, on voit que l'on peut
mettre les coordonnées d’'un point quelconque de la surface cherchée () sous la

forme :

x, =bul* + c;l’ + clut +d,u+ d;t + e,.

L’équation E_, .qui est ici du second degré, s’écrit :

Wt 2" u+d*=o.

Si 4 une des racines-de E, correspond un point, les droites isotropes ¢ = c*
passent par ce point, et la surface est une sphére de rayon nul. On peut donc sup-
poser que les cercles dégénérés sont deux droites isotropes A, A', el que ces droites
se confondent, sinon les lignes { = c', s’appuyant sur deux droiles isotropes,
engendreraient une sphére.

La surface X, si elle exisie, pourra donc étre considérée comme engendrée par
les droites isotropes D qui rencontrent une droite isotx:ope donnée- A et un cercle

donné C.
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Remarquons d'abord que C et A ne peuvent se rencontrer; car s’ils avaient un
point commun A, ou bien D passerait par A et la surface serait une sphére de
rayon nul, ou bien D ne passerait pas par A el serail alors située sur la sphére
(G, a).

Pour faciliter I'élude de X, nous chercherons une forme canonique des équa-
tions-de C et A, ou ce qui revienl au méme, des équations de A et des foyers
F, F de C.

Il est impossible que F et F' soient sur A, sinon G serait dégénéré. 11 est
impossible que I par exemple soil sur A, F' étant hors de A : car A serait une
génératrice de la sphére de tayon nul de centre F, el par suite A couperait C.

Les deux foyers sont donc hors de A. La ~phére de rayon nul de centre F ‘coupe
A en un point unique A, et AF est la dioite isotrope unique qui passe par F et
s’appuie sur A; il exisle de méme une droite isottope unique A'F’ passant par '
et rencontrant A.

Je dis que AT et A'F’ ne peuveut dtre sécantes; en effet, si elles se coupaient,
leur point commun serait sur A; ce point étant sur les sphéres de rayon nul de
centres F, F’', appattiendrait 8 C; A couperait C", contrairement i ’hypothése.

En résumé, on peut téduire les équations de AF, A'F’, A & la forme b)
11, 5) :

AF N\, =\, =X;=o,
AT X,=X,=X,=o,
A X,=}),=X,=o.

Les équations de F et de F’ sont alors :

avec up' ==o (sinoh F et I’ seraient orthogonaux, et G dégénéré). On peul, par
les changements de coordonnées permis, réduire. p. et ' a I'unité; C a alors pour
équations :

\,—\,=X,—\,=o.
"Les équations d’une droite isotrope D qui s’appuie sur C et A sont :

A\, +

s

-o

AN, =\, +)\,=o,
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avec

et le lieu de D a pour équation :
\* 42X X, = o.
C’est une cyclide C,,. Remarquons que cette surface répond bien aux conditions

posées au début : par un point de la surface passent en général un seul cercle et une
seule droite isotrope.. En effet, on peut faire de la surface la représentation para-

métrique :
X‘ = — of*,
X,=1+u,
X,=20(u—1),
X, =1,
X, =al.
. . . - \
et on voit que par un point (X, ..., X,) passent I'unique droite isotrope {—= \“
- 2)

X
et 'unique cercle u = T — 1.

4

5. Recherche du nombre de types distincts. — Remarquons d’abord que nous
avons retrouvé tous les types de cyclides doublement cerclées (C, 4 C,).
Les surfaces autres que les cyclides se partagent en trois grandes catégories :

1° Surfaces doublement cerclées du troisiéme degré conforme :

types 1, 4,7, 10, 11, 12. 13, 14, 24, 25.

2° Surfaces triplement cerclées du troisiéme degré conforme :

types 2,3,5,6,8, 9,15 17, 20, 22, 23.

3° Surfaces doublement cerclées du quatriéme degré conforme :

types 16, 18, 19, 21, 26, 27, 28, 29.

11 est facile de voir que les surfaces doublement cerclées sont toutes distinctes :
cela est évident pour deux suifaces dont les cercles dégénérés n’ont pas la méme
disposition; dans le cas contrairve, cela résulte des propriélés que nous établirons
au chapitie suivant (lieux des foyers des cercles).
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Les surfaces triplement cerclées se raménent les unes aux autres, d’aprés le
tableau suivant :

LE TyPE SE RAMENE AUX TYPES
2 2, 6
3 369
3. 35, 3s
5 22, b
6 8, 8 s% m==1.
2, 2 si m=r1.
8 8, 6
9, 9 si l3=—akh(kh—k+1).
9 3., 3x si 1= — okh(kh—k+ 1).
15 15, 15
17 23, 23
20 20, 20
22 5, b
23 23, 17

Les seuls types de surfaces triplement cerclées & étudier sont donc les suivants :

3s, 6, 9, 15, 17, 20, 22.

Indiquons en quelques mots comment a été obtenu le tableau ci-dessus. Soit S
une surface triplement cerclée. Soit S,, le systéme de formules donnant les
cing coordonnées d'un point de S en fonction de u et {. Appelons de méme S, les
formules qui donnent les coordonnées d’un point de S en fonction de u et » : on

1x
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les obtient évidemment en remplacant, dans S,,, ¢ par sa valeur en fonction de u
et v; elles sont de la forme :

€, =du v+ RBuv+ ...+ 8.

Les cercles dégénérés sont fournis par deux équations E,, E, (I'équation E,

w?

relative & S,, est d’ailleurs identique &. celle qui a été trouvée pour S,: mais en

ut®
général les droites isotropes relatives & S,,, correspondant aux racines de E,, ne
sont pas les mémes que celles trouvées pour S,,); on cherche alors la disposition de
ces cercles.

Ensuite, on exprime les x, en fonction de v et ¢ par des formules S,,, et on

refait avec ces formules le méme calcul que précédemment.




CHAPITRE VII

Recherche des surfaces plusieurs fois cerclées reéelles.

Nous laissons toujours de coté les cyclides.
Remarques préliminaires. — 1. Considérons une surface algébrique S, et soit :
J@,y, 2)=P(z,y,2) +Qx,y, 2)=o,

son équation cartésienne, P et Q désignant des polyndmes & coefficients réels.

La surface S, d’équation :
Jolx,y,2)=P—iQ =o,

est dite, comme l'on sait, I'imaginaire conjuguée de S.

On voit immédiatement que le lieu du point M, (x,, v,, z,) conjugué d’un point
quelconque M(x, y, z) de S, est S .

Si S et S, se confondent, I'équation de S est réelle, et réciproquement.

Soient maintenant S, © deux surfaces algébriques. Si M est un point quel-
conque de leur intersection, le lieu du point M, conjugué de M est l'inlersection

des surfaces S,, =, conjuguées de S, X.

II. Remarquons maintenant que si deux sphéres (ou plans) S, ¥ se coupent
suivant un cercle véritable, il en est de méme de leurs conjugués S,, ¥ ; si l'inter-
section de S et T se réduit & deux droites isotropes distinctes (ou confondues),
Iintersection de leurs conjuguées S,, T, se réduit aussi & deux droites isotropes
distinctes (ou confondues).

Ceci résulte de remarques évidentes telles que les suivantes : si une sphére est
de rayon nul (ou non nul), sa conjuguée est de rayon nul (non nul); si un plan est

isotrope (ou non isotrope), son conjugué est isotrope (ou non isotrope), etc.

III. On a vu que si une surface algébrique S d’équation réelle contient un point
M, elle contient aussi son conjugué M,. Si M décrit sur S un cercle C, M, décrit
un cercle C, situé aussi sur S. Examinons d’abord le cas ot C (et par suite C,) est
un cercle véritable.

Il peut arriver : 1° que G, soit distinct de C. Les foyers A, A' de C sont alors
les imaginaires conjugués des foyers B, B’ de C,; 2° que C, se confonde avec C.
Les foyers A, A' de C sont alors, soit imaginaires conjugués, soit réels; dans les.
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deux hypothéses, C esi l'intersection de sphéres d’équations réelles; on montre
facilement que dans la premiére hypothése, C est réel. et que dans Ia seconde, il
est imaginaire (*).

Supposons maintenant que C se décompose en deux droites i‘sotropes A, A
C

A et A’ sont respectivement les conjuguées de- A, Al. (Il faut remarquer qu'une

, se décomposera en deux droites isotropes A , A;. Si C et C, sont distincts,
droite isotrope ne peul jamais étre sa propre conjuguée.) Si C et G, se confondent,
A est la conjuguée de A'.

Enfin supposons que C se réduise & une droite isotrope double A, C, se réduira
nécessairement A une droite isotrope double A, conjuguée de A, et par suite
distincte de A.

Si le cercle C engendre une famille F située sur S, C, engendrera une famille
F, située aussi sur S; aux cercles de F réduits & deux droites isolropes distinctes
(ou confondues), correspondent dans F, autant de cercles réduits a deux droites
isotropes distinctes (ou confondues). Il peut d’ailleurs arriver que F et F, se
confondent.

Ceci posé, examinons successivement les. trois catégories de surfaces plusieurs
fois cerclées :

1° Surfaces triplement cerclées. — Dans chacune des trois familles de cercles
d’une telle surface, il y a un cercle et un seul qui se réduit & deux droites isotropes
confondues.

Par exemple considérons le type 3;. On constate, soit au moyen des équations
des cercles u=—c®*, v =c', t = c*, soit en utilisant les formules qui donnent les
x, en fonction de deux des paramétres ¢, u, v, que les cercles :

too, u=nh, v =o0, t=o, u=-, Voo,
se réduisent chacun & deux droites isotropes distinctes (*); au contraire chacun des
cercles :

se réduit & une droite isotrope double (*).

(*) Ceci est en relation évidente avec la théorie des faisceaux linéaires de sphéres
(d’équation réelle); si les sphéres du faisceau ont en commun un cercle réel, les sphéres-
points sont imaginaires, et inversenment.

(*) On obtient ainsi six droites isotropes formant une chaine fermée; chacune des
six droites appartient & deux cercles successifs (les cercles étant écrits dans lordre
ci-dessus).

(®) On obtient ainsi trois droites isotropes passant par un méme point; et ceci a lieu,
comme on le vérifie facilement, pour toutes les surfaces triplement cerclées.
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Pour que la surface fit réelle, il faudrait que ces derniers cercles fussent deux &

deux imaginaires conjugués, ce qui est impossible puisqu’ils sont en.nombre

impair, et qu'aucun d’eux ne peut étre son propre conjugué. La surface est donc

imaginaire.

On peut répéter le méme raisonnement pour toules les surfaces triplement cer-

clées, et on voit qu’une lelle surface est toujours imaginaire.

2° Surfaces doublement cerclées du troisiéme degré. — Ces surfaces sont caracté-

risées par la propriété suivante : les cercles d’une des familles ont un ‘point

commun (*). Comme les cercles de 'autre famille n’ont pas de point commun, on peut

déja affirmer que les cercles u = c" ne sont jamais les imaginaires conjugués des

cercles t = c*. Pour étudier facilement la réalité de la surface, nous chercherons

les lieux des foyers dés cercles de chaque famille.

Par un calcul facile, qu’il est inutile de reproduire ici, on est conduit aux résul-

tats suivants :

LIEUX DES FOYERS DES CERCLES

TYPES . PR LIEUX DES FOYERS DES CERCLES U — c®.
L4, 7, 10 Quarliques. Cubique et droite isotrope.
Cercle et droite isotrope. Cercles.
Cubique et droite isotrope. Quartiques.

Cercles si A + 1 ==0 (13,).

Cercle et droite isot . o R - .
13 +ercie el drotie 1sotrope Cercle et droite isotrope si X + 1 = o (13s)
3 Cercles 8i X + 1 3= 0 (144).
Droites isotropes. . .
v rotles 1sotrop Cercle et droite isotrope si X 4+ 1 =0 (14s).
I} 24 Cercles. Cercle et droite isotrope.
I-[ 25 Cercles. Droites isotropes.

Si la surface est réelle, il faut que dans chaque famille, les cercles soient ou

réels, ou imaginaires 4 équations réelles, ou imaginairés conjugués deux & deux.

Examinons d’abord les types 1, 4, 7, 10, 145, 24. Les cercles u =c* ‘ont pour

Ry

(*) On peut donc les considérer comme des surfaces réglées-cerclées,
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lieu de leur premier foyer A une droite isotrope A, pour lieu de leur second foyer

A’ une courbe C. Donc :

1° Ces cercles ne peuvent étre réels, car A et A' seraient imaginaires conjugués,
et A’ décrirait, au lieu de C, la droite A’ conjuguée de A.

-2° Ils ne sont pas imaginaires & équations réelles, sinon A et A' seraient réels;

A upe pourrait décrire une droite isotrope.

3° IIs ne sont pas deux & deux imaginaires conjugués, car en désignant par
B, B' les foyers de I'imaginaire conjugué du cercle (A, A’) [B étant sur A et B’ sur C],
A ne peut étre conjugué ni de B (sinon A serait réelle), ni de B’ (sinon B’ ne

décrirait pas C, mais la droite A’ conjuguée de A).

En résumé, les types ci-dessus sont imaginaires.

On voit par le méme raisonnement, appliqué aux cercles { = c'*, que les types
11, 12, 13,, 13; sont imaginaires.

I1 reste & étudier les types 14, et 25.

Dans le type 144, les lieux des foyers des cercles u = c** sont les deux cercles :

P X‘-'_(M_F')Q'Xa:o’ I‘I XQ_(P"—])’X:l:O'
X,=o. X,=o
(on a posé A = — pf).

I’ et IV ont un foyer commun ¥ (le centre de ‘X‘ = o), les deux autres foyers

$, &' étapnt sur la droite isotrope :

X. =X, =X —o.

2 3 n

Remarquons alors que :
1° Si les cercles u — c* sont réels, T' et I .sont imaginaires conjugués.
2* Si les cercles & == c** sont imaginaires & équations réelles, I' et I sont réels.

3° Si les cercles u = c* sont deux & deux imaginaires conjugués, soient (A, A')
et (B, B") les foyers de deux cerclées u = c' imaginaires conjugués, A et B étant
sur T, A’ et B’ sur I

I1 ne peut se produire que deux cas : ou bien A est conjugué de B’ et A' de B,
auquel cas I' et I' sont imaginaires conjugués; ou bien A est conjugué de B et
A' de B, auquel cas I' et " sont, soit réels, soit imaginaires & équations réelles.

En résumé le type 14, ne peut étre réel que si " et I sont, soit réels, soit ima-
ginaires 4 équations réelles, soit imaginaires conjugués. La premiére alternative est
impossible, car F devrait étre imaginaire conjugué i la fois de ® et ®'; la seconde
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également, car elle entrainerait la réalité de F, &, &' et par suite de la droite b P’';
la troisiéme ne peut se produite que si F est réel, @ et &' étant de plus imagi-
naires conjugués, ce qui est manifestement impossible. Le type 14, est donc
imagioaire.

On peut faire pour le type 25 le méme raisonnement, en considérant les lieux

des foyers des cercles ¢t = c¢'; ce sont les deux cercles :

{ X, =o.
l‘
( X,—2)X,=o,

\, =o,

\, + 2X, = o,

l‘v ’

qui ont encore un foyer commun (le centre de X, = o), et les deux autres foyers

situés sur une méme droite isolrope :

X, =X, =X, =o.

2 4

degré sont imaginaires.

5

On voit en définitive que toutes les surfaces doublement cerclées du troisi¢éme

3° Surfaces doublement cerclées du quatriéme degré. — Cherchons encore les
lieux des foyers des cercles de chaque famille. Nous obtenons le tableau :

TYPES ~ | LIEUX DES FOYERS DES CERCLES U = C'. LIEUX DES FOYERS DES CERCLES { — c'°,
16, 28 Deux cercles. Deux cercles.
18 Droite isotrope et cercle. Deux cercles.
Deux cercles si n* — 1 == o. Deux cercles si I* — 1 3= o.
I oo s . e ten s "
9 Droiteisotrope et cerclesi n* — 1 = o. Droite isotrope et cercle si I — 1 =o.
. Deux cercles si n* — 1 o (21,).
21 Deux droites isotropes. o . :’: ( :)
Droite isotrope et cercle si n* — 1 = 0 (21,)
Deux cercles si k*— 1 3= 0 (26,).
26 Deux cercles. o . . :*: (26,)
Droite isotrope et cercle si k* — 1 == 0 (265).
27 Deux cercles. Deux droites isotropes.
29 Droite isotrope et cercle. Droite isotrope et cercle.
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On voit que le type 19 se subdivise en quatre types -

Iga si (F-—-1n)@*—1)=Fo,
19¢ si If—i1=0, P°—1=o0,
19c si Lf—1=o0, n"—13o0.

10o si P—1=n"—1=0

Examinons d’abord les types 18, 1gs, 19c, 21a, 26a. Pour une des familles de
cercles, les lieux des foyers sont une droite isotrope et un cercle; les cercles de cette
famille ne peuvent donc étre ni réels, ni imaginaires a équations réelles, ni imagi-
naires conjugués deux & deux. Pour que la surface soit réelle, il faut donc que les
cercles de la seconde famille soient les imaginaires conjugués de ceux de la pre-
miére, ce qui est impossible, puisque les lieux des foyers des cercles de la seconde
famille sont, soit deux cercles, soit deux droites isotropes. Les types considérés sont
dounc imaginaires.

Examinons maintenant le type 26,. Les cercles u = c¢** ne sont pas les imagi-
naires conjugués des cercles { = c**; en effet un seul cercle u — c¢' se réduit a une
droite isotrope double (ueco), tandis qu’il existe deux cercles ¢ =c" ({co, t=0)
qui se réduisent & une droite isotrope double. Pour que la surface soit réelle, il faut
donc que dans chaque famille, les cercles qui se réduisent & une droite isotrope
double soient deux & deux imaginaires conjugués; or ceci est évidemment impos-
sible pour la famille u = c*. Le type 26, est donc imaginaite.

Considérons enfin le type 27. Les cercles t = c** ne peuvent étre imaginaires
conjugués des cercles u = c“, puisque les lieux des foyers sont, pour ¢ == c* deux
cercles et pour u = c'* deux droites isotropes. La surface ne peut donc étre réelle
que si les cercles de chaque famille qui se réduisent & une droite isotrope double
sont deux a deux imaginairés conjugués: or ceci est impossible pour la famille
u=c®*, qui ne contient qu'un cercle'de cette -espéce. Le type 27 est donc-ima-
ginaire.

I1 reste alors a étudier les types suivants :

16, 194, 19, 21,4, 28, 29.

Nous verrons au chapitre suivant que tous ces types donnent lieu a des surfaces
M s . ' I3 ’ .
réelles, lorsqu’on choisit convenablement les axes de coordonnées cartésiennes.




CHAPITRE VIII

Etude des surfaces plusieurs fois cerclées réelles.

Nous laisserons de c6té-les cyclides, et nous n’étudierons qu'un représentant
euclidien de chaque type. Nous distinguerons deux cas, suivant que la surface
n’admet aucune génération par des cercles réels, ou est susceptible d’uue telle
génération.

4. Surfaces a cercles imaginaires. — 1° Type 19,. — Faisons, dans les formu-
les du type 19 (chapitre VI) :

I——-l‘f:I—lf:O,

puis remplagons ‘X,, ..., X, par des valeurs proportionnelles a :
. x—i — (@ 4y 4+ z
:1:+I.y, \S‘Y’ ( }\; )', I, '7—
Y Al

En supposant m réel, on constate qu’on n’obtient pour la surface une équation

réelle que si A =\/1—m*, "et si de plus ) est réel, Cest-d-dire |m|<1.

Posons %’\2— = k. On obtient 'équation :
(1) [22— (@ + ¥y —zlz + k(@ + ][z + k(@ —iy)] =o.

Pour avoir les points réels de la surface, il faut poser :

©

™[>

« et B étant imaginaires conjugués :

«=a + b, B —=a—ib.

I2
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On obtient alors :

- -

g r=a—b"+a,
(2) / y = b(2a + 1),
\

z == I('(a" -+ b') .

Les cercles de la surface sont donnés par « = ¢* ¢t § = c*. Ce sont des cercles-
paraboles, situés dans les plans isotropes x iy = c'.

Les lignes a = c¢“, b = c* sont des paraboles réelles.

La surface est du quatriéme degré et-admet trois droites singuliéres formant un
triédre :

% r+iy=z=o,
L—iy =2z=0.
( y—=z+4 kr=o.

C’est donc une surface de Steiner, et tout plan tangent la coupe suivant deux
coniques.
La surface admet 2Oz pour plan de symétrie.

Paraboles ¢ = c**. — Une telle parabole (P) est située dans le plan.:
(3) z + hx = k(2a® + a),

perpendiculaire & xOz; (P) a donc son axe dans z0z, et son sommet S a pour
coordonnées :

%) a’+ a, o, kv

le lien de S lorsque a varie est donc la parabole :
(3) Yy =20, <m—r>=z,

qu’il est facile de counstruire : posons i tg 0, la direction asymptotique tait

avec Oz l'angle §, la droite singuliére réelle de la surface fait avec Oz l'angle —
- . I .
et coupe la parabole (5) au point A (—é o, Z), en ce point la tangente est paral-

I¢le & Oz; enfin la parabole (5) est tangente en O & Ox; remarquons qu’elle est
bien déterminée par les points O, A et les tangentes correspondantes.
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11 est facile de voir que le foyer F de la parabole (P) a pour coordonnées :

(6) a4+ a— o,

(2a +1)° 1., a1V
G(1 + k% k I_a CES)

4(n + k)

v

Ce point peut étre obtenu par la construction suivante (on le vérifie immédiate-
ment par le calcul) : soit S un point quelconque de la parabole (5); on le projette
en 8 sur IA [I désignant le point de rencontre des tangentes en O et A a la para-
bole (5)]; puis on projette 8' en F sur la paralléle & . OA menée par S.

En résumé, on obtient pour la surface la génération suivante : soit OIAJ un rec-

' . 1 kL .
tangle ayant pour cdtés Ol = —, OJ = —: il existe une parabole unique tangenle

4 4
en O & OI et en A & Al; & tout point S de cette parabole, associons le point F

qu'on en déduit par la construction ci-dessus; la parabole (P) qui-a pour som-
met S, pour foyer F, et dont le plan est perpendiculaire au plan OIAJ, décrit la
surface.

Remarquons que le lieu de F est une parabole tangente en A a IA, et passant
par le foyer ® de la parabole (5) (projection de I sur OA), ou elle admet pour
tangente T (M),

(*) Ges résultats peuvent étre démontrés géométriquement : on peut en effet considérer
la figure ci-dessus comme une épure de géomsétrie descriptive, la ligne de terre étant IA et
la parabole lieu de S étant située dans le plan frontal de projection; le lieu de F s’obtient’
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2° Tyee 28. — Dans les formules du chapitre VI relatives 4 ce type, remplagons
X,, ..., X, par des valeurs proportionnelles & :
—, e i e T+ iy, x — iy, zZ.

L’équation de la surface devient :
(7 pza(z—p).tpzy (a4 )+ @F — )z + D =o.

Elle est du cinquiéme degré, et n’est réelle que'si p est réel.
Les lignes singuliéres a distance finie sont les droites :

(z—p=o, Z4p=o,
D D’ :
y =o. x

= o,

nous les avons rencontrées plus haut, car elles sont définies par :

w4+ p+1=o.

En outre, la droite de l'infini du plan des 'y est une ligne triple, car les sections
de la surface par les plans z == c'* sont des coniques. Les points réels de la surface
s’obtiennent en posant :

L= p(a+if), u=p(x—if),
o et B étant réels. 1ls ont pour coordonnées :

2 g . o . — I
-— W%, y — .fv, —_— 0 -
[ ) Pl . !l‘(a.—*’—p +l)

8) p— - P
& r= T ey

Les cer(_:Ies de la surface sont i.maginaires. car, dans chaque famille, il n’y a qu’un
cercle se réduisant & une droite isotrope double. Les lignes o« = c*, = c'* sont
des cubiques. La génération réelle la plus simple de la surface semble étre fournie
par les coniques z = c'.

Les équations d’une telle conique sont :

T — k
=K,
e .

(9) z + y =1.
Lk Lk i
— ey BEEL gy e

v &

alors en cherchant 'ombre sur le second bissecteur du lieu de S, les rayons lumineux
ayant leur projection horizontale paralléle & 1d et leur projection frontale paralitle & OA;
on obticnt bien ainsi une parabole.
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7{;1.—}- 1 <o
ku

Supposons pour fixer les idées pw>>o; les conditions de réalité de I’ellipse

C’est une ellipse, qui n’est réelle que si
s’écrivent :
I
——<k<o.
3
Cetle ellipse a son cenlre sur Oz, ses axes paralléles respectivement & Ox, Oy,

le grand axe étant paralléle & Oy, comme ou le vérifie facilement. Soient a le demi-
grand axe, b le demi-petit axe. On a :

a_|k—e
b | k+u
La distance focale est :
c = 2 \//m + 1;
les foyers décrivenl donc la parabole :
(10) Y =4@pz+), xr=o,

I
qui a pour axe Oz, pour sommet le point de Oz de cote — —, pour foyer le point
l.L

I . . Y . N
de cote u. — —. Cette parabole étant construite, on est ramené a construire 'el-
el

lipse (g9) dont on connait les foyers et le rapport des axes.
Remarquons que a® et b* deviennent infinis si % tend vers zéro. Le plan z = o
n’a aucun point commun & distance finie avec la surface : c’est un plan asymptote.

Faisons par exemple la figure pour p = 2.
Soit » le point de Oz tel que Ow = k. Pour avoir les points réels de la surface,
il faut supposer :
—a<k<o.
L’ellipse de cote & a ses foyers @, ¢' situés sur la parabole (10).

k—p
k’—l»—y.

A .
autre que % Le cercle de centre B et de rayon wA coupe ¢¢' en un point o;
(O]

Soient A et B les points de Oz de cotes —- p.; le rapport g n’est

b

dans le triangle Bw«, on a:
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Si on trace par 3 la paralléle & Be, qui coupe Oz en §, ona:

(<]

] a
L] —_—
© b

et wy

e

donc

D1A(p)

‘Dv

-p

Q<

U(P’ (f o
Flp-&)

s(—ﬁ),
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