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Recherches sur les équations s =f (x, y, z, p, q)
intégrables par la méthode de Darboux.
Par J. Pasquier.

Infroduction.

A) La Méthode de Darboux. — Une équation aux dérivées
partielles du second ordre est intégrable par la méthode de Darboux
lorsqu’il existe deux combinaisons intégrables pour I'un des systémes
différentiels de ses caractéristiques. Les intégrales premiéres qui cor=
respondent 4 ces combinaisons se nomment invariants. Les invariants
sont encore les intégrales communes a deux équations aux dérivées
partielles simultanées du prémier ordre a n variables. La connaissance
de deux invariants pour 'yn des systémes de caractéristiques permet
de ramener la résolusion du probléeme de Cauchy a lintégration de
deux systémes successifs d’équations différentielles 1) ; la connaissance
de deux combinaisons intégrales pour chaque systéme de caractéris=
tiques permet d’obtenir lintégrale générale de 1équation du second
ordre par lintégration d'un systéme d’équations aux différentielles
totales complétement intégrale®). La méthode de Darboux est la
mise en oeuvre de ces deux théoremes. Les équations de la premiére
classe ?) ef, en particulier, celles qui ont une intégrale générale expli=
cite ont deux invariants pour chacun de leurs systemes de caracté=
ristiques. Par extension, nous appellerons équations de la premiere
classe celles qui jouissent de cette derniére propriété.

B) Les équations s=f(x, y, z, p, g). — La recherche des inva=
riants se trouve simplifiée pour les équations de la forme s=f(x, y,
z, p, q) car elles admettent x pour invariant d'un de leurs systeme de
caractéristiques et y pour invariant de l'autre syst¢me. C’est pourquoi
on appelle I'un de ces systemes le systéme X et l'autre le systeme Y.

1) GoursaT. Equations aux dérivées partielles du 2¢éme ordre. (GAUTHIER=
ViLLars). Tome II, p. 139. Ce tome sera désigné, dans la suite, par l'abrévia=
tion E. Il

2) Goursat E. II p. 123 et198.

3) Goursat E. II p. 217.

Buletinul Facultdfii de Stiinfe din Cerndufi. 'V, 1931, 1



268 J. Pasquier, [2]

L’exposé qui suit se rapportera, a moins qu’il ne’n soit dit autrement,
au systeme X de caractéristiques.

L’ordre d’un invariant est l'ordré supérieur des dérivées qui
figurent dans son expression. Tout invariant d’ordre n est de la
forme ¢ (x, y, z, p;, ... pn) et verifie

b Sp 00 df 3¢ dm'fdp
(1) 5—)~/+q52+[apl+dxﬁpg v an-18p"—o‘

Inversement, toute fonction © qui satisfait identiquement a (1)
est un invariant d’ordre n au plus?).

Nous désignerons le premier membre de cefte équation par
'opérateur Ay ¢. Cette notation est, & I'exception de l'indice supérieur,
empruntée a la these de M. Lame ). L'indice inférieur précise 1'ordre
supérieur des dérivées qui peuvent figurer dans ¢. Nous supprime=
rons les indices quand il n’y aura pas 4 craindre de confusion. Les
autres nofations employées dans ce travail sont celles de M. Gosse
(Journal de Liouville, Tome VIII, Fasc. IV 1929, p. 301 et seq.).

C) Involutions. — On dit qu’'une équation est en involution
avec s=f lorsqu’elle & en commun avec: elle une intégrale dépen=
dant d'une infinité de constantes arbitraires. Toute équation en invo=
lution est de la forme ¢ (x, y, z, py, ... pn) = O ot ¢ vérifie (1). On
réserve d’ordinaire le nom d’involution aux équations © = O felles que
1 verifie (1) mais seulement en tenant compte de ¢ = O. Si ¢ est d’ordre
supérieur a 1 résolvons par rapport & pu; soit po+¢ (x,¥,2,p,, ... Pn-1)=0.
La condition nécessaire et suffisante d’involution s’écrit alors

b
@ 23 (Pat 9= (pu - 4) gg

L’importance des involutions dans le probléme qui nous occupe
tient & la structure des invariants. M. Goursar?) a montré que tout
invariant d’ordre n >3 était de la forme

3 p"+(‘l) (X; Y, Z, px,...pn-1)’
3) 3
£ (X’ Y, 2»1-71---}7:71)
ou l'on a m< n et ot pa+ ¢ =0 est une involution.

1) Goursar E. II p. 106.

2) LaNe. Thése. Annales de la Société Polonaise de Mathématiques. Tome
VII, 1928, p. 88—148. Cracovie.

3) GioursAT. Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2~e série,
T. I p.461. M. GoursaT a publié¢ dans ce méme numéro des Annales de Toulouse
deux memoires fondamentaux qui ont ouvert la voie a tous les fravaux ultérieurs.
Nous désignerons ces ménioires par les abréviations My et M.
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M. Goursat et M. Gau?l) ont précisé la forme de A. Si l'on
am>2on A=pn+A(Xy,2pi... pm1) € pm+ =0 est une
involution.

Si m==1 A:==0 est encore- une involution, mais foutes les
involutions du premier ordre ne peuvent pas servir a forraer un in=
variant; il faut encore et il suffit qu’elles vérifient identiquement

b3
wa=azd
p

Enfin, toute fonction A (x,y, z), qui satisfait a

N

MA=AT
O Op

peut avec une involution d’ordre n > 3 constituer un invariant. Nous
dirons qu'une équation s=f admet une involution d’ordre 1 ou
d’ordre O s'il existe une fonction A safisfaisant & l'une des deux
derniéres conditions écrites. Cette maniére de s’exprimer est incors
recte, mais elle est commode et ne préte pas a confusion. Nous
appellerons, dans ce qui suit, premiére involution l'involution d’ordre
minimum et seconde involution linvolution d’ordre minimum apres
la premiere.

D) Les conditions nécessaires d’involution. — A chaque nom=
bre n crrespond une équaﬁon (2). It semble donc qu'il faille une infi=
nité d’opérations pour s'assurer qu'une équation n’a pas d'invariant. Si
la premi¢re involution est d’ordre m>2, M. Gau? échappe a la
difficulté en établissant deux conditions nécessaires, mais non suffi=

santes d'une premiére involution, qui ne font intervenir que des fonc=
tions du 1¢ ordre. Ce sont les conditions

P 22
‘1) Ayv+vb[+§ 5=°,
©) P

|Az) AY o+ (m-l)[d. H(f)+ H(Z—;)J—{— F(f)y=o.

On a posé ici avec M. Gossk %)
of 89
opoq
1) Gau. These. Gauthiers=Villars 1911, p. 26—28. La These de M. Gaw
a ¢té publiée dans le Journal de Liouville T. VII, série 6, 1911; p. 123—240:

%) Gau. These, p. 37—38.
8) Gosse. Journal de Liouville. Loc. cit. p. 302.

i 3o ok 7
o) — ¥ o7 9% ‘P
H(\a)—sx-i-paz—(—[aq, F(g)= —{—
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M. Gosse a fait faire un pas important a la théorie en géné-
ralisant de facon systématique le procédé de M. Gau: ,Des conditions
nécessaaires et suffisantes pour qu’il existe un’invariant ou une invo-=
lution on peut déduire des conditions seulement nécessaires qui ont
'avantage d’étre tres simples. On profite de leur simplicité pour res=
treindre la généralité de la fonction f(x, y, z, p, q) et l'on essaye, par
des transformations appropriées de ramener 1'équation a une forme
canonique avantageuse. On peut alors revenir aux conditions neces=
saires et suffisantes et I'on se trouve, en général, devant des calculs
plus abordables“ ?).

Pour appliquer ce principe, M. Gosse a donné, dans sa these,
une condition nécessaire a I'existence d'une seconde involution lorsqu’il
en existe une premiere d’ordre O ou d’ordre 1. Il a obtenu ainsi les
conditions

l 1) Ay}\.*_)\_ai:o
R TR
[2) A0+ 20X H(f)+ F(f) = o.

Enfin M. LaNe dans sa thése, a -comblé la lacune qui subs
sistait en établissant des conditions nécessaires a l'existence d’une. se=
conde (X fonction arbitraire de x) involution, quand la premiére est
d’ordre 2. Elles constituent deux groupes dans lesquels la premiére

équation exprime précisément l'existence d'une involution du second
ordre

A arerHO-9 2=
@ o Bef
2) A{“+a$+w=o.
DAy +H(—b =0,
@) o
2) A{o+x§;+ F(f)y=o.

M. Gosse a démontré ) que 1'ensemble des conditions (G3),
(L) est est nécéssaire et suffisant pour assurer l'existence d'un inva=
riant d’ordre 3 quand la premiére involution est d’ordre 2.

1) Giosse. Mémorial des Sciences Mathématiques, fascicule XI1I, p. 31.
2) C. R, 7 Mai 1928.
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Cet invariant est

d b
&log(Pz‘f"x’))‘l”o‘(Pz-%-‘P)-l-%—0—~-X10g(p2~|—¢).

J’ai moisméme remarqué qu’étant donnée une premiére involufion
d’ordre n, pour qu'il v ait un invariant d’ordre n 41 il faut et il suffit
qu'il existe deux fonctions o et a vérifiant ((F); et (L),

E) Les équations de la premiére classe de la forme s =
f(x,y, 2 pq.

Il est naturel de chercher a déterminer tout d’abord les équations
de la premiére classe. Lie a étudié¢ les équations s = f (2)1). CrLariv
les équations s = f (x, y, z) %). Moutarp ?) a obtenu les formes canos
niques des équations dont l'intégrale générale peut prendre I'expression

z=F(xy, X X'...X™ Y, Y .. .Y®),

M. Goursat?) a formé et intégré toutes es équations qui ont
un invariant d’ordre 1 ou 2 pour chaque systeme de caractéristiques ;
il les raméne a onze types canoniques. M. Gau®) a étudié dans sa
these les équations linéaires en p et g en réservant pour un travail
ultérieur %) celles d’entre elles qui ne contiennent pas l'une des
dérivées p ou gq.

C’est M. GosseE qui, le premier, a enfrepris la recherche des
équations de la premicére classe dans les hypothéses les plus générales.
Sa thése ?) et le mémoire 8) qui I'a suivie sont des ouvrages fonda=
mentaux par I'ampleur du sujet qu'ils fraitent et par la puissance de
calcul qui s’y déploie. Enfin M. Lave ?) a complété le catalogue des
équations de la premi¢re classe qui ont un invariant d’ordre 1 ou 2
pour 'un de leurs sys‘émes de caractéristiques en découvrant plusieurs
types d’équations qui avaient échappé a ses devanciers. Il a comblé
une lacune de la théorie en établissant ses conditions () et (L) et

1) Goursat, E. II, p. 182.

2) CrariN, Bulletin des Sciences Mathématiques, T. 29, 1905, p. 177.

3) Goursat, E. II, p. 228.

4) Goursat, M et M.

5) Gau, Thése.

6) Gau, Annales de 'Université de Grenoble, T. XXV, n. 1, 1913, p. 95 & sq.

") Gosse, Thése. Libraire Privat, Toulouse — et Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, T. XII, 1920, p. 107 et sq.

8) Gosse, Annales de Toulouse, T. XVI, 1924, p. 173 et seq.

9) Lang, These.
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il a fait une premiére application de ces conditions en recherchant les
¢équations linéaires en p qui ont une premicre involution d’ordre 2 et
un invariant d’ordre 3 pour chacun de leurs systemes de caractéristiques.

F) La détermination des équations intégrables par la méthode
de DarBoux sans étre de la premiére classe est un probléme beaucoup
plus difficile, puisqu’'on ne peut appliquer a sa résolution que des
conditions se rapportant d I'un des systémes de caractéristiques. Il a
pourtant été abordé par M. Gosst avec un grand succes, principalement
dans une note aux C. R. du 18 mai 1931. Ce succés est dii a la
maitrise avec laquelle M. (Gosse manie les transformations de BackLung
et a Uemploi systématique qu’il en fait.

Ceux qui ont ¢tudié les problemes dont il est question ici n’ont
pas manqué d’étre étonnés par la symétrie que présentent les calculs
qu'il faut développer dans des hypotheses qui d’abord paraissent fort
différentes 1), et du rapprochement qui s’établit de lui=méme entre les
résultats qu’on obtient 2). Il est tout=a-fait remarquable que M. Gosse
ait réussi a ramener par des transformations de BackLunp toutes les
équations de la premiére classe connues a des équations linéaires ou
a des ¢quations de M. Goursar. C’est pourquoi on est souvent tenté
de croire que les moyens analytiques dont on dispose ne sont pas
adéquats a l'emploi qu'on en fait; il semble bien que la clef du
probléme soit dans une connaissance plus complete des transformations
de BackLunp. Mais, pour s’en servir d'une maniére sfire et facile, il
faudrait, en particulier, savoir distinguer toutes les équations qui
admettent de telles transformations et déterminer les transformations
qui sont admises par l'une d'entre elles. Malheureusement, malgré
les beaux travaux de Cramin et de M. Goursart, la recherche de
transformations de-BACKLUND ne peut guére se fare que par des
tatonnements hasardeux.

Voila pourquoi, lorsque nous aurons appliqué a une équation
une transformation de BackrLurp, nous continuerons 'étude de I’équation
transformée a moins que cette fransformée ne corresponde a I'ensemble
des équations d’'un type déa étudié.

&) Dosition et division du probléme. — Ce travail se présente
d’abord comme une généralisation du dernier chapitre de la theése de
M. Lawe. Je me suis, en effet, proposé de rechercher toutes les

1) On en trouvera un exemple dans les calculs qui m’ont donné une méthode
pour la premié¢re partie de ce travail.
2) Lang, These, p. 39.
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équations qui ont une premiere involution d'ordre 2 et un invariant
d’ordre 3 pour chaque systéme de caractéristiques. C’est un dessein
limité, mais l'expérience prouve que les conclusions débordent souvent
les limites de I'énoncé. J'ai déja dit que M. Gau avait résolu ce
probléme pour les équations linéaires en p et ¢ et M. Lae pour les
~ équations linéaires en p seulement et qui dépendent effectivement de p.
Cependant le travail de M. Giau sur les équations s = a (x, y, z) g -
+ b (x,y,2) ') a besoin d’étre repris, du moins lorsque ces équations
n‘ont pas une intégrale intermédiaire du 1 ordre du systéme X.

J’ai db; pour le faire, ¢tablir des conditions d’involution parti=
culieres aux équations s =1 (x, y, z, ¢). Je me suis alors apergu que
ces conditions permettaient d’aborder et de résoudre, dans toute sa
généralité, le probléme de la recherche des équations de cette forme
qui sont de la premiére classe., C’est pourpuoi ce travail se divise en
deux parties dont voici 'objet et la conclusion.

Premiére partie. — Recherche des équations s = f(x, y, z, p, q),
non linéaires en p ni g, qui ont une premi¢re involution d’ordre 2
et un invariant d’ordre 3 pour chaque systéme de caractéristiques.
La discussion présente plusieurs cas distincts. Un seul donne des
¢quations de la premiére classe qui sont
"

LT
Voo

6 est une fonction de x et y qui doit satisfaire a un systéme de
deux équations aux dérivées partielles du 4¢ ordre qui admettent des
solutions communes. Les conclusions négatives s'étendent souvent
d’ellessmémes au cas ol la seconde involution serait d’ordre quelconque.

Seconde partie. — Recherche des équations s = f(x, y, z, q)
de la premiere classe.

Si ’équation est linéaire en g, on est ramené a des types déja
connus (équations linéaires, équations de M. (GOURSAT).

Si f n’est pas linéaire en q, s = f (x, y, z, ¢) n’est jamais de la
premi¢re classe, a moins qu’elle ne se raméne par une transformation
ponctuelle a I'équation de M. Goursat s = e |lyg®+ q.

Cette seconde partie se présente comme la généralisation des
travaux de Lie et de CLariN puisqu’elle ajoute aux équations de Lie
s=f(2), et aux équations de Cramin s=f(x, y, z) un nouveau type
d’équations s = f(x, y, z, q) entirement étudié dans foutes les hypothéses.

1) Gau, Annales de Grenoble, T. XXV, n. 1, 1913, p. 95 et seq.

2 e U} il
s =~ (pg+1¥, pgz + ¥ p2q + |70, pZq7) + qz.
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M. Goursart a bien voulu s’intéresser a ce travail. Cette faveur
m’a sans doute été acquise par la bienveillance que M. Gosst n’a
cessé de me témoigner. C’est peut=étre -a I'amitié de M. Lame que
je dois de n’avoir pas perdu confiance au milieu des difficultés de
I'entreprise. Enfin, j'ai éprouvé plus d’une fois que l'obligeance de
M. Bouriganp ne le cédait en rien a son beau savoir. Je leur en
fais mes respectueux remerciements. Les encouragements des Maitres
sont le secours le plus précieux a ceux qui s’essayent a les suivre.

PREMIERE PARTIE.
Recherche des équations s = f (x, y, z, p, ), non linéaires en p ou q,

qui ont une premicre involution d’ordre 2 et un invariant d’ordre 3
pour chacun de leurs systemes de caractéristiques.

Généralités.

1. La condition pour que r-4 ¢ soit une involution pour le
systeme X peut s’écrire

8
0 Vg —dg+ HO=o

La condition nécessaire et suffisante a I'existence d’un.invariant
d’ordre 3 s’obfient en ajoutant a (1)

3f B
) Ay1a+a—8—5+é7)§=o,
(3) A"C‘-Xﬂ*i-F(f):o
1 5p .

3
Dosons a,=a—;-+ 0.4, nous tirons de (1) et (2)

4) Ao+ o H(f) + H(%) 4+ F(f)=o.

Or les conditions {2) et (4) ne son} autres que les conditions
(1) et (1") du Ch III de la thése de M. Gossk, dans lesquelles on
aurait fait m = 2.

On obtiendrait de méme pour le syst¢me y des conditions.qui
ne sont autres que les conditions (2) et (2") de M. Gossk, dans less
quelles on aurait fait n = 2.

Posons comme l'a fait M. Gossk,
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2%a Ga _a" . ., 3% b b
iptipa T E¢ e B
nous passons encore de (1') et (2') a (1”) et (2").

Or le chapitre III de la thése de M. Gosse est tout entier
consacré a Jla discussion des conditions (1), (1”), (2), (2”). Ses con=
clusions s’appliquent dons au probléme qui nous occupe dés quelles
ne supposent pas m#2 ou n+2. Nous obtenons ainsi quelques ré=
sultats et une méthode. Nous avons d’ailleurs ici I'avantage de pos=
séder un ensemble de conditions, non seulement nécessaire, mais
encore suiflsant a l'existence d’'un invariant d’ordre 3. savoir: les
conditions (1), (2), (3),

2. On peut modifier cet ensemble comme il suit. M. Gosse
tire ) de (2) par une intégration

=

(5) A log a'+ g;—; — B(x,y,2 q) =o.
On peut alors remplacer (3) par

6) Ap — XB+ F(f)=o, p=0-+ xlog a.
Appliquons a (5) I'opération H, nous avons

) A H (log &) + aH (f)+ H(g—;) —~ H(B)=o.
DPosons o, = a,— H (log a'), nous tirons de (4) et (7)

® Mo+ H (B)+ F (f)=o.

Cettte rélation est la rélation (1”) p. 39 de la thése de M. Gossk.
Soit encore v = d,— (%, nous avons
©) Av+ XB+ H(B) =o.

Il est clair que I'ensemble (1), (2), (6) est un ensemble néces=
saire ef suffisant & Uexistence d’une involution d’ordre 2 et d’un in-
variant d’ordre 3.

(1), (2), 9) est encore un tel ensemble. En effet, écrivons la
3f )
condition d'involution AY, log (r+ ¢) = 3 et posons p =log [a’ (r4-9)].
La combinaison de la relation précédente avec (5) donne

1) Gosse, Thése, p. 39.
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A, p—B=o,
et 'on voit queg;i—i— Xp -+ v est un invariant d’ordre 3.
3. Division du probléme.
Soient
() Ad—4Z L HB =0, (1) Syo—pgr +H ()=o;
1 3p ) 1® 5q ;
3f 8f , df 0f
() Ayt“'{““%‘*‘g_l)z:@ @) AXIB—I_Ba_q—I_B_(]‘z:o;

®6) Aryu—XB4F(f)=o, 6) AA—-2A+F(f)=0;

ot H,(f) et A ont des significations évidentes.
A cet ensemble de conditions nécessaires et suffisantes ajoutons
la condifion surabondante.

(® A w+ H(B)+ F(f)=o
et la condition corrélative que nous appellerons (8’),.
71
Dosons, comme nous 'avons déja fait, a=-Z—,, nous tirons de

(2) par deux intégrations successives

(10) Aa=aB+ B,(x,y, z q).
et (2} donne de méme
(10" Ab=bA+ A,

Désignons par des accents les dérivées de a, A et A, par rap-
port & p, et celles de b, B, B, par rafport a q; les relations (10) et
b

(10") donnent deux expressions de ppEp et, en les égalant, on a

e ey

La discussion de cette condition nous améne a envisager diverses
hypothéses suivant que les quantités

) ) G (6

ne sont pas nulles ou que certaines d’entre elles le sont.

1) Goese, These, p. 40.
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Remarque. Avant d’entreprendre cette discussion remarquons
qu'on peut foujours changer a en g(x,y,z) a+ g, (x, y, z) puisque
cefte fonction n’est définie que par I'équation différentielle du second

U

ordre —a—,= o. Il s’ensuit que toute relation de la forme
a a n } 1 n
h(x,yz) (?) + h, &y, z)(—;) =0,

"
dans laquelle A n’est pas nul, est équivalente é(%) = 0. Remarquons
encore que, dans I'hypothése a”"+o qui est la ndtre, les deux quan-
n

e 1 N . .
tités (7 et ) ne peuvent étre nulles a la fois.

Nous avons donc a étudier six cas distincts.

o (GG e

1y 1\ 915;? "".::
o (= (5= 8 \f"f
4 " _“:1'-:‘ I:;-
- o e
(1 (i) _— (1’—) —0; 2ol |
a b mc c =
1y 1\ {bY ;-‘cq! ‘f’: ;—i-
™ )=o) 5]+ =R I
3.0 \(—?k
al 1VI(bY ¥ = f;‘:‘:
W (G- e |52 (82
: , &:-1':’21 * 7
a\ b by ‘

Wy (2f=o  (E)=o X

b

Il suffit de reprendre les raisonements de M. Gosse au Ch. III
de sa these pour vérifier qu'ils ne supposent pas m+2 ni n#2.
Il s’ensuit qu'on peut étendre les conclusions de ce chapitre au ‘pro=

bléme qui nous occupe. Les cas (I) et (II) ne contiennent donc
d'équation de la premiére classe.

Chapitre 1. Etude des cas (III) et (IV).

1 /I—— 2)’/—_
Paragraphe I (?)~(b’ = 0.

Compte tenu des remarques qui précédent, nous pouvons prendre

a=log (p+ ), et soit b = e'e‘q, soit b = (q -+ Bo«)?".
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%, Boet B; sont des fonctions de x, y, z. On a d’ailleurs B, o ef,
dans la seconde expression de b, 8; 1.
Nous avons ainsi a distinguer deux hypothéses,

4. 1% Hypothése : a =log (p + ), b= MY
La condition (11) s’écrit

a2\ - 1\ )
)=y 2
¢t donne
V4 1 4 O
B=otoyay).  B=leBihgts;
I

A=e (ai) ~ A=epta)legpta)tapta

Reporfons en (10) et (10), nous avons successivement
00,.

St g e = (F e gt ) (20 g (p + 20+ B (p+ o),

3 3
A3+ p )+ f= At oot 2 log (p + 99+ agp + 5] B,

8ef
s = (e B [log (o

o2f X |
Slgpﬁq———ﬁ.eal [P log (p+ao)+p+az]—-§z—..

3
La comparaison des deux expressions de ﬁ% donne

; q g
Po=o, Bi=glePloqrloghito(xy,2).

1

On a donc
F= (L B4 ) (o 20 log (p o)+ {2 logt o) (o
8o, 0o
oI = B
_qﬁz oy’ B 31e TP
Utilisons maintenant la condition (8). Il se présente des termes
o 3
en 2819 qui proviennent de f Bet de ;f gf Leur coefficient,

—E“(P + ) [P log (p + ) —1—”-2] [p log (p+ o) + 2p + %J ,

doit étre nul. Il faut donc prendre p=a, =o, et f est linéaire en q,
ce qui_ est contraire a nos hypotheses.
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5. 2éme Hypothése : a=log (p+ o), b = (q-+ Bo).
La condition (11) donne alors

A =p(p+ o) log (p+ o) + o, (p+ 2o) + 23,
=5 (@+0)P 48 (g + B+ B

Par le méme procédé on tire de (10) et (10)

a4 8P . [l (ot 1|+ 3,

3.f 384 ‘ _
pl5p3q +(1—31)1(Q+3o)‘?"[p 1°g(}7+%)+p+a_2]._

53] o ;
5y [log(q+~.»o)+ 1],
2
et la comparaison des deux valeurs de W donne
P q

5
— BB, [log(p+d°)+1]_@, 3q ‘WL llog (Q+B°)+1]
—az(l "'B)) (Q+po) Blzll(’)(x’ y,z),
A=pB,(p+a)log (p+ao)+ﬁw(p+%)@1a4,

=§—i<q+ Bt P — (g + B log (- Bo) gp‘+w(q+ﬁo)+34.

Reportoné en (10) et (10") et identifions les deux valeurs de f,

il vient 5
3o, 3 3, op
23=f3=o, “4=—-—5;°, @4:—-5-2—0’ %o azl=-5;l,
Ouo ’10 6[30 ' 5@0

b_y Po Sz Bx —% 9z°
Cette derni¢re relation est la condition de compatibilité des deux

équations
VA 5L VA u 0L o
By—ﬁogz = ox °%z

Prenons Z pour nouvelle fonction inconnue, nous avons
8z A N4
b= —‘+PO —( + 0)5; Q=(Q+P0)3Z‘
En revenant aux minuscules, ce changement de fonctign nous

. 5 =
permet de prendre %, = o = 0 ef, par conséquent, %y =iy =0, =05
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1 . o1
f=(ﬁgplogp+wp)q+—@f(rfplogp+ap)q“gi— Obgzﬁ‘ pglogq,

A=3 Bplog p+wp), B= g— g Pt

La condition (8) présente alors un terme en (log ¢)* qui doit

3
disparaitre, ce qui donne —%zo. Elle contient des termes en ¢ -2,
g8y q, q° Silon n'a pas 1 —28,=0, aucun d’eux ne peut se
réduire avec un autre. En particulier le coefficient de q“zB1 qui est
1—8,
Bf'P(PlOgP‘F%)(PlogP-F?P—H‘:)
1

doit étre nul, ce gui exige p= o, =o0. Mais alors f serait linéaire en q.

Sil'on a {3‘=%, il vient

1 1

f=plog p (B9 + 2 pq?) + p (0g 4 2 2,q72),
o » .
A=5p(logp+o), B=fq+2pg2.

La condition (8") présente alors un terme en (log p)%. Son
coefficient,

13 L
p(Bq+2pq2) (5 ] 2),

doit étre nul, ce qui exige p = 2= 0. f serait alors linéaire en p.
1 )/I— ( l )ll( b )ll
Paragraphe II (a’ =o, 7] lz)*o

6. L’équation (11) s’écrit ici

a\’ "__ _Il” " L” ”
()= A () an
A" A"

*:,;T = Lo, “a—'-,, =01,
()

" b " 1 n
B:“(?)“"(?)'

181 résulte de la remarque du n° 3 qu'on a nécessairement
5po ‘ )
- -8-{;—)—=6ip1= o. Il en résulte également qu'en changeant b, s'il en est

Posons

nous avons
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besoin, on peut toujours supposer po=o0 ou p,=o0, c'est a dire
A"=0ou A", =o.

Soit d’abord A" =o0. Alors A", =p, (;)ﬂ; et puisque a =
log (p+ a,), on obtient
A=op-toy, A =p(p+2)log(p+o)+opto,, oi=0(x, ¥, 2).
Reportons en (10’), nous avons

f.-=i,b7(6-‘p+_cz)+'1i“'[9 (p+a) log(p+2) +33p+34] 1 (bb Sb)

ECAC IS,
L’équation (8') présente alors un ferme en [log (p -}-caco)]2 qui
ne peut se réduire avec aucun autre. Son coefficient )

G I CRRS

A . . (1Y
doit étre nul, ce qui exige soit p; = o, soit ('67) = 0. Ces deux con=

ditions sont incompatibles avec nos hypothéses.

On verrait par des calculs analogues qu'on ne peut pas non
plus supposer A"} =o.

Les cas (III) et (IV) ne contiennenf donc pas d’équation de
la premiére classe.

Remarquons qu’on n’a fait appel jusqu’iei qu’aux conditions
(2) et (8) et a celles qui en découlent, ainsi qu'a leurs corrélatives.
1l s'ensuit que les cas (1),, (II), (IIl), (IV) ne contiennet pas d’equa-=
tion de la premiére classe, méme si I'on n’exige pas que la seconde
involution soit d'ordre 3.

Chapitre II. Etude du Cas (V) (5) =0, (%,) (%,) F0,
7. On peut alors prendre soit a = e*, soit a = (p + @,)™. De
I’équation (11) on tire en procédant comme au No. (6),

” b” 17/
B .=po(g,)+m(5,)-

Il en résulté qu'on peut prendre soit p;=o0, A"/ =o0; soit
fo =0, A"= 0. Les deux coefficients p, et p; ne peuvent d’ailleurs
pas ¢tre nuls a la fois sans quoi (10") définirait f comme linéaire en p.

On a donc a envisager

” n
1), A" =o, B”(=po(9,);

. _ n_, (L
Soit oo, p,=o0, A P°(a’ b
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Soit po=0, p,xo0, A'=o, A=z (al’)”’ B' =p, (bi’)”’
1¢¢  Hipothése a = e%P.
Soit d'abord poto0, p;=0, A =-—:—r euP +6,p-+6, A,=0,p+ 0s.
L’équation (10") donne

b , 3b , 3b
(=gl bt ) e to) - (247

En reportant dans 'équation (8') il se présente un terme en e-2.7,
Son coefficient, — %g[l + ([[)—),) ], doit étre nul, ce qui est imposible.
“l

Si l-on suppose p; = 0, po= 0, on arrive de la méme maniére,
a la méme conclusion.

2¢me. Hypothése a = (p + 0,)%.
8: Définissons une nouvelle fonction inconnue Z par la relation
% = ,, NOUS avons
p:—‘ Zx +pZz: Zz (P + '1‘)).

Nous pouvons alors supposer %, = o et prendre a = p*.
L’équation (10) denne

. 1 "
f=—(Bp+B,p™).
1
On a dailleurs

A=Lptutopts,

1
Reportons dans la condition (8'), nous obtenons deés termes
en ¢'?%, "™, q et ¢°. Si l'on n'a pas 1-20, =0, aucun d’eux ne
peut se réiuire avec un autre.. Or, le coefficient de ¢'?% est

I- a‘ B, (B, + po); il ne peut étre nul. Il faut donc prendre o, =%'

Nous ne ferons pas ici d’hypothése particuliére sur po et sur g,
et nous aurons

1 1
A=2p,p7+c,p+s, A =2p,p2+0,p+ 03
b |
Bl=f’0F+P|EI+OOQ+ 0.
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Reportons en (10) et (10") nous obtenons deux expressions de f

1 1/
f=2pB+2p7B‘=2pB+2p7({iog,+{3,%.+00q+6,);

ob bb)

b 1
“5A+ﬂA*a P3,

=2 oopz +3op+s)+

1 1 b b
+ 57[2 PLPZ + (52 —*73;)13 + 93 ‘g{]"
La comparaison des deux expressions f donne

b b\ 1 b
f,=06,=0, ZB‘—‘Gob—,-l-(?z“g—Z)En 5;b+53*'5;=°-

En changeant b en b.+ 1 on peut toujours déterminer p de

>

fagon que cette derniére condition devienne B—L—61b1= 0. Son inté=
X

grable générale est alors b, =175 (x, y, 2) » (%, y, q).

Si nous passons de b a v par la transformation b=0ov -+
et si, ensuite, nous revenons a la notation b, eh remplacant ¢ par b.
nous avons

| b 3b\ 1
{ZB_“F+PFﬁﬁF

(12)
b 1 b
l BJ—rzog,JrPlE,’ avec s—=o.

La forme f=2pB + p2 2 B. rend compatibles les équations (10)
et (10").

9. Considérons maintenant les conditions (6) et (6")
Alp. — XB+ F(f) = AMA—YA+F(f)=o.
Elles donnent par comparaison
Alp — XB = ATA—YA.
Dérivons une fois par rapport & p et une seconde fois par
rapport a g, nous avons
T S S A . O S 3£ 32

6Zaerapm;rbp 3q3p* 3zdq ' piqdq | p g’

Dérivons encore une fois sur p
33 | 3 f B 32 f 3%y 3f83p_ 33 f B 32f62)\.
U9 soap Tapragap P ipig gt g apd paqtq O

Buletinul Facultifii de Stiinfe din Cerniufi. V, 1931. 2
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1

L ) L ) 1
Or f=2pB+2p7B, %=28+%p 7 B, 5—(§=zs'p+23'lpz.
Bf o LB 1 3 BF 1 2
W‘—‘ZB-FBM 2, '532~—§PZBL, W—B(J——EPZBJ.
Reportons en (14) nous obtenons
33 t., & R
[5251) BIB +(4B+231p 2)5 2—|—

+@Bp+2B.p?) 5—3] =7 (x5 2 9.
&2y
Dérivons encore une fois sur p et faisons s=— 8p =V, nous avons

enfin

2y . g 1 32
09 [riitont ov]pr Bt [2ptirep X e dv|mit

3 62 3 1 SV
+P 52 5P+ p 5 = 0.
Considérons encore les conditions (8) et (8')

Alw+ H(B)+ F(f)=o, 1w+ H, (A)+ F(f)=o.
On en tire

A'w — H (A)=Afw— H(B).

Or, puisque B ne dépend pas de p, on peut écrire H (B)= A} B.
On a de méme H,(A)=A47A.
Posons w— A = p,, w — B =X\, nous avons
AY = Af A

Deux dérivations, I'une par rapport & p, 'autre par rapport a ¢
donnent

(16 62(1‘_!_'_ 52f§iﬂ 5f52p, o2 52f§7_x_1 y%
(16) Spdz 8pdgdp 5q5p 5q52 Spdq g Sp 3g>°

Cette relation est du méme type que (13). On peut, par con=

séquent, en posant %= v,, en tirer une relation telle que (15).

Dour faire I'étude de (15) remarquons que B”'l dépend néces-
sairement de g, sans quoi on pourrait prendre (3’ = 0. Nous som=
mes ainsi amenés & distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou non,
entre B' et B', une relation de la forme

B =B, +m, = 1; (X, y, 2).
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Paragraphe L. Il n'existe pas de relation telle que
B =m B + 7.

10. On tire alors de (15)

v Sv
(17 2p* ==+ 9p—-+6v=o0,
(17) p 5p? Pap
S2v v , 3.
2—— — — —
(18) 2p 3 2—%—6p5p—|—2v o,
o2y ov
(19) 2p8p5z+3 -8—1;——0.

Par combinaison de (17) et (1&) on obtient
2 p% +3v=o,

et toutes les intégrales ‘de cette équation safisfont & 1'ensemble des
précédentes. Nous avons ainsi v = o p'% et, puisque v = —6-5-"; on a,
en changeant les notations
(20) p=op+tao, ,071 + 2. % =9 (X, y, 2).

Par le méme procédé on obtient

b= Ep+ BT+

Or p,=w— A, c'estza-dire, en changeant les notations,
1
=8p+ B P7 + 8..

D’ailleurs, par définition, w = = —{— oy —H (log a'). (N2 et 3).
Nous avons donc ici

”’ ~¢ Bp+ B pTHE,

C’est-a=dire. en changeant au besoin les notations,

3 1 L
g];(a’¢)= Bp2+B+8,p 7,
3
() $=Bp*+ B p2+ L. p+ Bs

Reportons ces formes de ¢ et de ¢ dans (6) et dans (1). Nous
avons en (6)
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( +q 0t).zﬂ-(%”r %—') + + 5124—

1
+(ZBpTZBlp2)(a+~a1p")—XB+2 8Bp-|-2ép2+

+(@ B+ B p_7) 2B p+2B, p—f) =o,

Cce qui entraine

So Sa &B ,
D+ ag 2B +2y +4BB=o,
© 12 P2+ g+ B+2aBi+ 25 4 2B, By 4BB1=o,
3)542 §12‘+Q1B1'—‘XB+‘2B13'1=O.

La condition (1) aprés qu'on y a reporté ¢, donne de méme

1)53 53+233+2@+4BB'_0
i 2)53‘ 83‘Jrga,B+3@Bl+z@+43B'+4BBI_.,
v 3)882 6324—213B+2—+4BB'_0
)5;3+q5§3 B (Bt 2i—a

Paragraphe II. B== B +m.

11, (22) B=r= B, +7r«,q—!—’1t3
On en tire 3B o o, o, P:
Sx 5x B+ =, + CH—
qu'on peut écrire, en utilisant les expressions (12) de B et B,
b 1 8= omy
7‘4—g+7‘5—l)7- S—XCI*I*%;.

Deux dérivations sur ¢ donueraient

lbfsnfif-
B'C 51:3

Il faut donc supposer 7y =75 =0 et par suite, —5‘ x
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Drailleurs, en vertu de (22) nous avos
1
s=f=Q2p,x+2p2) B+ 27, pg+ 273 p.

Posons Z=Z(y,z). Nous pouvons détermiver Z de mamére

a faire disparaitre le terme en pg et nous avons, en modifiant les
notations

1
s=f=2(mp+p?2) B, + 27p. t=r1(y,2).

Il faut alors en (22) prendre m, == o.
Faisons en (15). B'==n, B, nous obtenons les deux équations

1 v Sv v v 3
2 27 2y 22V V2=
(23) =, p2 (2p 5p2+9p5p+6v)+2p 5p.ﬁ—@psp—%zv o,

v 3 dv
p525p+7—5—z_ °

L’intégrale générale de cette derniére est

(24)

. 3 .
v=a(x,y,2)p 2+ 9 (xy,p).
Reportons en (23), nous obtenons encore I'équation (23) au
3

remplacement prés de v par ¢. Posons ¢ = ¢, p 2 (23) devient; en

(o J
écrivant ¢, pour —&,
8p

1
(25) T, Q2pe" +39")+2p2y’ =o.
1l faut encore ici faire deux hypothéses sur =,
12. A9 % =o.

1 .
Dans cette hypothese s—2tp+2B,p? B =1
On tire de (25)
O, =Ty p+ T3, ;= 7 (X, y).
et, en modifiant au besoin les notations on a

32 -1 -
V=5p2=7:2p +°'p

3
2’

3 1
w=myp2 +op+op2+o, o; = o;(x, y, ).

Reporions dans la condition (6), nous obtenons

=, 3 [3a  3a 1_(_3_ L
—p2+(5—y+qg)p+---+(21p+2Blp2) 5 Tep? ot
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1 1
t5%p 2) cot 2 p +.
ce qui entraine, par annulation des termes de degré 1 en p
3o P 3t
—5;—|—q5—z+2ra—|—37t_.B,-|—2§;=o

Il faut prendre @ . =o, sans quoi cette relation définirait B,
comme linéaire en q. Mais alors 1 est encore de la forme (20) et
on retrouve les conditions (C).

En procédant comme au N° 10 on aurait successivement

3 1 ..
w=m3p2 +Bp+ B pZ+ B,
5 ", 3 1
b=mnzp2+3p*+Bipz+Bp+Bsp?,

Si nous reportons ¢ dans la condition (1), nous obtenons, en
particulier, par annulation des termes en p®

6p. 3B

-l—qa +28c+4m B, +2~-o

ce qui définit B, comme linéaire en ¢, a moins qu'on ne prenne

3 = 0. Mais, si 'on suppose 73 =o0. ¢ est de la forme (21) et on
retrouve les conditions ().

On tire alors de (C), et de (I),
3 S
g,(ﬁ—d')—l-qa_z(@ —2)+2@ -0t =o0.

On a donc d’abord §~ B—2)=
puis @ _ a) ot
, gt
Supposons d’abord 5,0 Il faut prendre f —a =o.
On tire de méme de (C); et (I'),

S 8
g;(ﬁl—a1)+qgé(ﬁe—ae)“‘(ﬁl‘.—al)t+(3p"2a)Bl=°’

ce qui exige qu'on ait 38— 22 = o0, sans quoi B, serait linéaire en q.
. gt
Il faut donc prendre § = o = o. Mais alors (C), donne 5,=°
et 1équation étudiée s’écrit

1
s=Yp+2Bip?. Y=Y ().
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En posant Z =Yz, on peut déterminer Y; de maniére a avoir,
a des changements de notations pres,
1

S = 2 B‘ p-2—.
1
Une telle équation admet linvolution du premier ordre pz, ce
qui est contraire a nos hypotheses.

13. Remarque.. De (C); et (I'); on ftire

=)ty G2 42(-9B=o

Si l'on suppose B —a %0, cette équation es du type (22) ou
Ton aurait #,=o0. (C), et (I); ne sont donc compatibles que si 'on
prend B =o.

14. Bo) T F 0.

L’étude de (25) nous ameéne & distinguer encore plusieurs
hypothéses, suivant que ', n'est pas nul dans l'une au moins des

expressions de v qui servent a déterminer | et i, ou bien suivant
qu’il 'est dans les deux.

ol TR S
1°. Soit 5p2 =op 2-Lg,p 2, avec¢,Fo.

(25) donne alors

’ TE3Tt2
(= p7+ 1P
1
2m,pz 41
(P1‘=—“1“2—L112—_t—+7‘3,
('ELP7+ 1)2
1
2 3 o
6“ By =dp-_2—_7:1752—2—711—i£=—-24,
&p® e
(. p+ p?2)
1 1
. . "7 -2, ®,p 2
Une primitive de — =, 2ﬂ1+p12 est o =2 1}: —, S
(®.p+ p2)? T p+p? mpz+1

bien qu’en changeant les notations suivant les besoins on a
1 1
Py =mplog (7, pZ 4 1) + ap + o, p2 4 .
[ﬂ?_. Ty fo0, ¢i=0(x,y,2), %="7(x y)] .

En procédant comme au n° 10 on tire de la
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1 1 3 1
ah=m @ p2 4 log(mp741) + BpZz 4 Bip+Bp? 4 B;,
1 1 -3 1
b=my(z, p+ p2)log(®, pz + )+ Bp*+B,p2 + B p + B, p2.

Reportons cette expression de ¢ en (1) et annulons le coefficient
du logarithme nous avons

g 3ny
'5; (7, m2) p+ By

L 1 1 -1
p? +(ZBP+231P2)(“’1“2+‘2—“2P 2)"“

1 1
—@B+B,p2)(mmpt+mp?)=o.
On en tire

) oz,
E'(n‘ m)=o0 e 5—}; = (B—=, B).

Or B—1n,B,=t(y, z). L1 derni¢re équation donne donc
a L]
g} log m, ="L‘ (y,2) =Y,
et l'on a

1
s =2 (5, p4p?) B.+2 Vp.

On peut alors faire disparaitre le termz 2Yp en prenant pour
nouvelle fonction Z =Y,z ou Yi est une fonction convenablement
choisie, et 'on a

1
S=2<ﬁip+p7)BL’ ‘E:O,

~

5 3z,
et E;(Wj T,) donne 5y =0, 7, = X (x).

1
Mais s =2 (Xp 4 p?) B, admet l'involution du premier ordr:
1

Xp + p?, ce qui est contrairc a nos hypotheses.

Il faut donc prendre ici ¥',=o0, et I'on obtient encore les
conditions (I').
320, 3 3 ,
2°. Soit 552:&1) 74w, p2, avec ¥, %o.

De la méme facon qu'on vient d'obtenir r;, on obtient

1 1
=1, log (@ pZ41)+op +9,p2 + a.

En reportant dans (6) on en tire les conditions (CY et deux
aufres dont I'unc est

3
B=r B, —g};log T
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On tire de cette derniére
5 v
a—y‘ log Ttl(X: Y) '_”_t(Y)Z) =7’
ce qui donne %, = XY,

o
puis ‘=2(XYp+p7)B——2%

Posons Z=Y?z, nous avons P=Y?p,

1 .
S=Y25+2YY'p=2Y2(XYp+ p?) B, = 2YB, (XP 1. D7),

Cette équation admet encore une involution du premier ordre.
- 32 1l faut donc prendre a la fois

. R R
5}5‘2‘:0‘(&)’,2)13 2et$;=al(x,y,z)p 2. (@1:0,)‘
On obtient encore les conditions (C) ef (I'). Il nous reste & en
faire 1'étude.
Paragraphe III. Etude des conditions (C) et (D).

15. Posons o= B =1, Br=1tt, Bo=21s By= 1y, Br-- o=y,
Bo—205=2ps.
Les conditions a étudier s’écrivent
o S 3 ;
D B2 B aBp— o,
8z Sz

i 8, 8B, ’ ’
D) Pt g, B3eB4 2 L+ 4(B B+ BB =o,

St St .
3) 32+ J’2+v«1B+ ~+2B,B.=0,
(G 3
‘6 R 3B,
4) §J+q_§j_ P‘aB‘f"ZP'zBi‘I‘Z‘S‘;:O;

3y & '
5) 3, T3, TwB+pB+ 2B B=o,

D) 2 : oB
0) B+ q 4 p B XB+ 5 =

5) 5y
Rappelons d’ailleurs qu'on a
_ b 1 1 )Il(b )II )
2B=s —l—b,( 6) avec b= b(y,zq) ( o 10,

Ruslotinil Facultitii de Stiinte din Com3ki V1021 2
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b 1
B-=Po'b'7“}‘)°13i» °i=°i(X,y,Z), Pi=Pj(X, Y,Z)'
Supposons d’abord ., +0; nous pouvons écrire (@)y
¥loge, B+ 28B4+ 20—,
3

et nous en tirons par une dérivation
) S, ( ) 3B, 2 32B
A= | Bt .
Bx O T a +2B15 o, T2 @faxp ETIANE T
C’est=a=dire une relation de la forme
2 52

3 3 b 1
mlog &Lg"f‘quOg z"‘.l+d‘(xt Vs Z)E’—{_B(X’ Y, Z>-b_l=o?

qui doit avoir tous ses termes nuls. Il faut donc prendre, en particulier

’
L

10g vy = A_X—’
=Xt (y, 2).
(€2)s donne alors, en modifiant les notations
' b
B=&log 5+ (5 v, 2) Bt p (x, v, 2)

et l'on a
s=2pq5- logr~l—2p(——logt1+aB+B )—!—ZpZB

En posant Z=Z (y, z), on peut déterminer Z de facon a faire

D
disparaitre le terme en pg, ce qui revient a4 prendre 3, log # = o,
Clesta=dire y,= X, Y,. (@), s'écrit alors

)(IY’J.—XLY]B_*‘ZP‘Z OB!“:‘O

c’est=a=dire
,3b o, 3b
(26) 2Yl§"+ Y'.'a—"l’rx (.V) Z) b‘f—fz__(y,l)‘—fo-
q z
L’intégrale générale en cst
b="3(}’,2)’\°(y1q -Zyli Z’Y)+t4 (Y,Z),

ol ¢ est une fonction arbitraire. En posant Z= Y,z on peut déter-
miner Y, de mani¢re que Y, q—2Y’,z s’exprime au moyen de y et
Q seulement ef 'on a, en reprenant les minuscules
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b=r;£(1b(.V) Q)+r4-
Ce qui permet de prendre
b=14(y, @,
ob
3z

C’est=a=dire

Supposons maintenant 1, = o et X+o0. Nous pouvons reprendre
sur (@), a des differences de calculs prés, les raisonnements qui
viennent d’étrc faits sur (@)y.

On a d’abord

ps=X + Xt v, 2);
3

On peut ensuite, par un changement de fonction prendre S P o,

3z
pa5=X2—Xlong

Y 3B
-—XY +XB+H4Bl+-8——’O

ce qui est une équation telle que (26)
. 3b
On en tire encore 5,0

et (()g s'écrit

16. Supposons enfin X=p3 = o. (G)ﬁ devient

o, 6J

2 g s +28 =0

y

N . . . 5 v b
et, puisqu’il ne peut exister de relation du premier degré entre >
et q, il faut prendre, en particulier,
¢B
g By + Eiai

Le systéme des équanons (G) prend alors la formie

1) Au+ 2 +4BB'—0

2 Am+u,B+3HBI+2—6—Z—+4<BLB'+BB',>=o,

3) Apy 4+ (1, — ) B+ 2B, B =o,
4) Apy+py B+p B +2B,B=o,

¢B
5) P‘: B1+ —8;;1:

(&)

B
0) !L4BJ+8—X'=
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Dérivons (G')y par rapport a x, nous avons, en fenant compte

de (@')s et de (G)s,
5 &
;4—1- 4 B—i-(— — PP — 4) \— 2B, B+wB B )=-0

Multiplions (G'); par 4 et (G')s par ., puis ajoutons a la
relation précédente, nous avons

A(;—}:‘-[*sz)‘f—( +}L2H~4)B+( 24, 4—“294)3 =o.
On en tire comme précédemment Z—IZ == 0, & moins qu'on ne
prenne
(27) 55%: + 2t =o,
(28) zi;—k oty — 203 =o.
Dérivons de méme ((F'); par rapport a x, nous avons

+[a (11— ) — o (8 — m)] B,—4p, BB, =0,

51.2

qui, combiné avec (G'), donne
(3 o .
A4 p2) | & v+ v B= o)

ce qui exige, en particulier que le coefficient de B, soit nul, c’est-a-
dire, en tenant compte de (27) qu'on ait

(29) S‘L‘Jrv« B =o.

Opérons de la méme fagon sur (G'), nous avons

A% B ( i 59«2) 8B,
8 +50 B+ — Py - 3P — 253 21*2—3—2*—'

-4% (BlB +BBY)—8p B B, =o,
qui, par combinaison avec (G'), et (G'),, donne
3
A.a.%jw Ap,+4p,Ap, +( +txim)B+°‘(xﬁy»Z)B =o

Or on a g%-l— u, ¢, = o. Il faut donc prendre, en particulier

_Su.
As=twAptdpdp=o
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Mais on tire de (29)
Sut
At Amtumdp—o

1l vient par suite
(b, —4pg) Ay =o.
Or, si 'on prend Ap, = o, (@), définit B, en fonction linéaire
de g, ce qui est impossible. Il faut donc prendre

(30) p‘l = 4 'r"lb
et (28) donne alors

Sy 2 _
(31) 5_x+ 2p4=o.

Enfin, dérivons (G"), par rapport a x et combinons avec (G'),
nous avons ‘

3 2 5
Agi—’;Jr 94Aul+'(mv«4+2§%)+(w4— Zg"f)B,—; :

] - 9 ) _
Or 25}—!‘@1%’«4—2(5‘)}—{‘2?«4 =o.
1l faut donc prendre
3
(32) 2 5%4— Bty = 0.

i
Je dis que, dans ces conditions, s=2Bp 4 2 B, p? satisfaii"a
la condition d’involution du premier ordre

ATh— g =o.
: p
Cette condition est, en effet, équivalente aux trois suivantes
27N S\ , 7N Sk ,
_— = o~ — = -~ -~ )\ -
S O B‘Bq B\ =o, 5z+288q 2B, o.

On satisfait a la seconde en prenant A= ¢ (x, y, z) B;. Les
deux autres s’écrivent alors

X ) 8B
(33) Blg( log ‘P‘{‘a—;: 0,
g 3B ' , )
(34) B,gglogcp+8—zl+2(BB,~BlB)=o.

Multiplions (G”)y par — 4 et ajoutons a (G'),; en tenant compte
de (30) et (32), nous obtenons

g B , )
~Bi5 logm+5 +2(BB,— B,B)=o.
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Cette équation n’est autre que (34) dés qu'on prend ¢ = -;—
‘ 4

De méme (G')s n’est autre que (33) dés qu'on tient compte
de (27).

1l résulte de ce qui précéde qu'il faut nécessairement prendre

o7

b

s = O.

z
Péaragraphe IV. Hypothe‘seggzaa_i=o_

17. Nous venons de démontrei qu'on peut mettre 1'équation
étudiée sous la forme

b 1
S'—'f(X»Y,Z,P,Q)_—“B‘,A"‘B‘,Ap

1 1
avecA=éﬁ_a‘:—c&=2(<Pp+(P p2), A1=%ﬂ=2(?lp+%lﬁ);
et lona B= b(PZ:(P‘, B,l=@";—,—%, 9i=9i(x,y, 2)

La forme de f est précisément celle qui est discutée par M.
n
Gosse dans sa thése (p. 46 et seq.), mais dans I'hypothése ( )# o

qui est contraire a celle dans laquelle nous nous trouvons. Nous
allons pourtant employer, avec ses notations, 1'essentiel de sa méthode.

1 o
Posons e Q et reportons dans la condition (8), nous obtenons

Wb A A8 Qe p o4 F) @

2
FA+Ab s+ @459 Q1+ T+ ) o+
+@A+ A [A+(A+Ab) Q1 Q=

b b
Z‘Y+/q—‘v+(zh ""+5°‘+ 5“+A1<p+ 54 +AA’)Q+

(a2 a9t 2 L an)bQran AL

+(Ae+ A9+ AA+AA)b+(Ae+AA) ] QQ =0,

qu'on peut écrire, avec des notations évidentes,

g get (@44 b Qo b ) QU =,
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Des dérivations successives par rapport a ¢ donnent

%+al+[a+a3+(a1+2a4) b_| QI+ _(a2+a3b_;_a4 b2) (Q Q')': o,

a2+ (a4 ) b ok 20 o (s 25 b) S+
+ (az + o, b+014 b2) (QQ(%')!, .

Q Q QY
(ai+4a4) Q+(a‘ +2a4)(Q Q”)+2a4 QzQ’,+(a3+2a4b)(Q6”)+
(20 b)(%%3”+( 0, b+, b) ((chg')")' o

(2,42 0y) [-é +(Q%)I]+ 20, [Q Q?g ] + (o, + 204 b) [(Qggw)’_i_
POy bg e QD -

Q QII Q"
.1 QY .
Or, on ne peut pas avoir (—2—}— [oXe% = 0, car de cefte relation
on fire
Q
b+ ==Y
QY

En changeant b on peut prendre Y=o, puis

Ce qui est contraire & nos hypothéses. Nous pouvons donc écrire,
avec des notations évidentes,

o4 4204+ 20 Q4 (%4204 b) Q4 (2, + 2, b4 94 %) Qy=o.

Une nouvelle dérivation prise par rapport a ¢ donne

3% 2“4((2 +%)+(a +2a4b)(Q +%4)
+ (o + 2,6+ 246 Qy=o.

Nous avons d’ailleurs posé
o= A(p+ A).

‘On ne peut avoir ¢ + A'= o sans prendre ¢ =®, = 0; I'équation
s = f aurait alors une involution du 1% ordre, ce qui est contraire a
nos hypothéses.
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Divisons (35) par 24, et dérivons par rapport a p, nous obtenons

(36) (Q'3 %+5Q4) Q. 8“’:

de 5poz
Or nous avons posé

1
5%=39°p+4019, p2+%,
1
3 oy =3 ¢* P+4<P‘92P2+CP 2
1 )
T 4=399,p 22+ 29)p2t e, 7,
b
Pour qu’on ait 5—5— o il faut prendre %=Q—P4‘ et, alors, on
%4 3
. 6 Oo
a aussi z— —=
Op oy \
% _ > P 2P Ap2
°'~4_2‘P 2M(x,y, 2), . (Pz—M.

L’équation (35) définit alors M comme une fonction de la seule
variable y a moins qu'elle ne se réduise a une identité,
quon n’ait a la fois

QI‘:O’ Q';z“‘%:o, Q —}—%‘

M. GossE a éliminé cette derniére hypothése!) pour des raisons
qui valent encore ici.

Mais, avec M=Y, on a ¢,=Y 9, ¢, =Y,

b 1
S—A(y”y)»

équation qui a une involution du 1 ordre.

c’est=a=dire

8 o, )
DPrenons enfin s ;“#o. Nous tirons de (36), ou bien Q',=o,
4
Q’a—{—%‘ = 0 ef, en reportant dans (35), Q.+ %= 0, hypothése que

s Q
nous venons d’écarter ;
\ . ) %
ou bien Q 5p o
_— + 4) +b=— i-y.
% (@+3 32,
6p (14

1) Gosse, Theése p. 49.



[33] Recherches sur les équations s = f(x, y, z, p, q) intégrables etc. 299

On peut d’ailleurs, en changeant b prendre Y=o et, par conséquent,

Q
Q

et (36) donne alors Q'y = o. Nous retombons sur une hypothese que
nous venons d’écarter.

Qi +2+b6Qy=0;

Le cas (V) ne Conhem‘ donc pas d’équation de la premiére
classe.

Chapitre I1I. Etude du cas VI (%) = (57) =o.

18. Nous savons qu’on peut prendre soit a = e**, soit a = (p+ )™
avec o, %o et, de plus, 2, % 1 dans le second cas.- Il faut donc envisager
successivement les trois hypothéses

a— ealp, b - equ
a=e™MP, b=(qg+ B
a=(p+a)" b=(g+B)f

1% Hypothése : a — e*P, b — e 7,
19. La condition (11) donne alors

1 " 1 "
=p(x,y,2) (‘—37) , B'i=p (g) :

A= fenrapta, B=gehiifqth,

Reportons en (10) et (10"), nous obtenons successivement

S, , Ou
(; T9%, )—l—f“x—B—F(g‘e B9y Byg+B)e™
o2 f
15;&1 3, e e =B,

et, corrélativement,

> } u
gt 2 =PI e =)

) P . o2f
L’identification des deux expressions de S50 donne
pPoq

2 3
'5—Zl°g°‘1=5—zlog@1, o =P =o.
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L’identification des deux expressions de £, tirées de (10) et (10)
donne ensuite
3B,

. ) oo,
BiB—o o€ qu‘*‘ qd,—a;=aiA_..ﬁ1§&e alP“‘PBl_é; =0 (x,y, 2).

Reportons en (10) la valeur de B tirée de cette relation, nous
avons pour définir f

o,B,f=pePtBD L B8 e up g0 Pl
6—11 51’ BBI '
—big pr—Big, p - gt
Cette valeur de f introduit dans (8) un terme en e 2(p+Big

. . fef 1
qui provient de 5}3 E(}' Ce terme ne peut se réduire avec aucun autre.

2
Son coefficient :f doit étre nul. Il faut donc prendre p=o.
1y

On voit encore qu'il existe en (8) un terme en e 2 B.g qui pro=

~

vient de f 3 et ne peut se réduire avec aucun autre. Son coefficient

o
— -1 2.2 doit étre nul, ce qui exige o, = o. Mais, alors, f est linéaire
1
en g, cas que nous avons exclu de cette étude.
2¢me Fiypothése : a = e™P, b= (g4 BoPL
20. En procédant de la méme mani¢re on obtient d’abord

A1=aﬁe'“m+a P+, Bx=@£(q+ Bt BB, g4 B,

2f
L’identification des deux expressions de s 5p3q tirdes de (10) et

de (10') donne ensuite

Baﬁl_o o, =o, 564+Bi(ﬁzeajp+§loga)

(10) et (10") deviennent

(514—1— )+a f= B+[ 1\((H_.g,go)b@,_{_{32(17_*_@3]6_0‘“),

(o4 p72) + 32 4 B log (g + B9+ f= Alg 4 B+

31

+ (f—‘ eup 4 %)(94— Bo)' B,
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Dérivons par rapport & p et identifions les deux expressions de

of . . 5 5
3p’ il vient log 2, 8, ] Iog af‘

e TFe 9 -0 p
5y oz (ﬁo ] lsi) € ‘I“ @o
ce qui exige qu'on ait a la fois
) 3a,
v BoBy—By=0, *‘y‘ 5 (a,8)=o.

3Z

2
Il existe, donc une fonction Z (x, y, 2) telle que 2., = é et o, Bo= 3o
y

Prenons Z pour nouvelle fonction, nous avons

(4
p:§}+pa1’ Qzal(po“‘Q)'

La remarque du n° 3 nous permet alors de faire &, =1, B, = o
C’est=a=dire, en revenant aux minuscules, de prendre

a= ep’ b = qu) B.} =0, A = Bl [B.‘ e'P+ ® (X’ Y,Z)]‘
L’identification des deux expressions de f tirées de (10) et (10°)
donne ensuite

B—mq—l-g* B Sgﬁ'qlogq

Changeons p et o, en p3, et o, 3, nous avons

; - ; a] '
=Bt G P tpper, Bmogiagh 8P,

Reportons dans (8), nous obtenons un terme en q (log q)® qui
provient de f 3q et ne peut se réduire avec aucun autre. Il faut donc

ap
annuler son coefficient, c¢’est=a-dire prendre 541 = o.
X

Il se présente alors des fermes en ¢°, q, ¢'"%, ¢'"2B. 1l faut
—;—, soit annuler le coefficient de ql’z‘Bl. Ce
coefficient est (1 —8,) (2,2 — p? e 2P). Mais on ne peut avoir-o,=p==o,

donc soit prendre B, =

1
5
Considérons maintenant la condition (8) et, dans cette condmon

sans quoi f est linéaire en ¢. Il faut donc prendre B, =

le ferme en e 27 dont le coeff1c1ent est —— (B g+ pqz) B, —q 2)

Pour que ce terme dlspalalssg il faut avoir B, =p=o0 et f est
indépendant de p, cas exclu.
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3me Hypothése : a = (p+20)%, b= (q-+B)™

Paragraphe I. Discussion des conditions (10) et (10)).
Transformation des conditions (1) et (1), (6) et (6).

21. On a ici
= P+ (Pt o) 44,

31 = _p" (q + @o)l_sl‘*‘ B'Z (q+ Bo) + 53’

52
L’identification des deux valeurs de pétq tirées de (10) et (10")
donne
3B
b5y — “z(l—ﬁ)(q+9) Py, g g+ B+ 1] =

g ‘ 2
=a,§~ 618 (1 = 2) (4 o™ 4 B2 [log (o429 4 1] =0 3,2,

n S
Blem (q—[— Bo)-{-al 2, (q+ Bo)" oL d‘l'g%(q‘l‘ Bo)log(q+?’o)+p4(x’y’z)>

- o,
a A=w(p+a)+3,8, (P‘f‘%)‘ ' —31% (p+2o)log(p+20) 424 (x,y,2).

Reportons en (10) et (10') et identifions les deux expressions
de £, il vient

69Lo ak"o

anﬁ.( 9%, Paz) 31( §~1—‘)(p+<>to)log(;H—%)-—

—o ( By 20 ‘)(q+ 8 log (g 4 B9 = (p+ %) |0 (g + Bo) +

1,73 (g4 B1P— 31 (g4 o) log (g + 7 + ] -
g8 [0+ 1) LB (o) — 8, 2 (oo (a4 ] +

+6 (p+“0)1 A [@2 (g +Ba) + 33] —o,(g+PB 0)1-81 [otz (p+20)+ “3]-‘

Ce qui exige d’abord (termes en p + %) log (p + %) et termes
en (p+ %) ™)

8o, O

E_y_— V.o‘s‘Z‘—O, B;=o0;
el par raison de symétrie

8. &g

—Oy — =

a,= Q.
3x oz g 4= 9
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On a ensuite (fermes en p)

2

88, S
B =_a131—5;» a4:'—a151'8;§
et enfin
Bty g 0% % 3
Sy Po sz T Bx ° %z
Nous avons déja vu au n° 5 que cette derniere égalité permet
de prendre %, = fo=o0, a = p*, B =g
On voit par ce qui précede qu'on doit prendre ensuite
Bi—o % _ .
a4:B4—O’ ay_gx'“o;
et 'on a
o / -
AF—T--”E p*+mp, Bi= {E ¢ Pt Bag.

1
L’une des conditions (10) et (10") donne alors

a3, f=0pg oo Pq1-51+BL?LPI-%Q“‘PPi-mql-h-‘

6‘{51 60(1
5, Palog g —Bi5 - pglog p.
Ba

. 0.
Modifions ® et p et prenons a = ?2, = o Ces quantités ne
i1 L )
peuvent étre confondues avec les quantités 2 et B qui figurent dans
les conditions (2) et (2') dont nous venons d’achever la discussion.

Nous avons

._.al

I[Z (’.)pq_f_apql'pl_{_Bpl-a1+pp1-a1q|-gl_

9 logB, 8 log @, .
——5, Pylogg——5"—pglogp.
puis, en particulier,
% log B,

B=woq+tang P -0 —>qlogg.

z
22. Reportons nous maintenant a (8) et considérons d’abord le

3 2 .
terme en pq (log q)2. Son coefficient 4 (—5; log B,) doit étre nul. Il faut

N

3B, - . , . G,
donc prendre 5, —° ef, par raison de symétrie, 3, =

. . o 1- 1-2
Il se présente ensuite des termes en ¢°, q, ¢ 3‘, q B et, comme

1 . .
précédemment il faut prendre B°=§ ou bien annuler le coefficient

de g'"2f
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, o1 - . .
Soit d’abord ‘p‘#?. Le soefficient du terme en q1 2B est, aprés

suppression du facteur 1 - 8,, qui ne peut étre nul,

12(7.14_ 1)p+Z’prl'a‘—{—pz(l-d,)pl'za’.
Il faut donc prendre
p=0’ 7‘(7'1-'_1):0‘

Si l'on a a=o, f est lindaire en g, cas exclu. Il faut donc
supposer o= — 1.

. e 1
Par raison de symétrie, si nous supposons 2,%— nous devrons

2
prendre B, = — 1, si bien que nous avons a envisager les deux cas
suivants
(A) o,=8 =-—1, alors g=o;
1
B Ot = 3 —
B) -3

23. Examen du cas (A) oy =0,=—1, p=o.
f=wpq+2pg®+Bp’q B=--w0gqg-ag

V Revenons a 'équation (8). Le terme en (;[1'2*0"’=q3 disparait.
Les termes en ¢°, q, et ¢* donnent

8w, _
—6';_—0
3 3 3
o+ p+ B —sat popt+ 26ppt P =0,
3W 18logo .
?3;—}—) dx +3Bp=

Pour que la premiére et la derni¢re de ces équations soient
compatibles il faut qu'on ait 2—}%: o. Par raison de symétrie on doit
prendre %= o. On tire alors de la derni¢re

W=—-§Bp2+7(x,2),
et, en reportant dans la seconde, on obtient
z—z ‘;’gip —ﬁp(wp+x3p*)—~+ =o.

On en tire 8 = 0. Mais alors f est linéaire en p, cas exclu.
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1
2
24. Examen du cas (B) o, =8, =

Il faut donc supposer %, =3, =

-0 —

1 1 1

\ L
(37) f=wpqgtrpq2apzqtppzqr=H,q+Hqz,

1 1 1
avec Hy=op+spz, Hy=ap+pp?, B=5(0qg+4aqg?)

0o —

Remarque préliminaire.

Le probléme posé exige que la premiére involution soit d’ordre
2, mais les conditions du N° 3 n’excluent pas Ics involutions d’ordre
inférieur a 2. Il est indispensable pour ce qui va suivre de savoir
d’abord reconnaitre les formes de f qui donnent lieu & de telles invo=
lutions, c’est-a=dire qui sont telles qu'il existe une fonction u (x, y,
z, p) vérifiant

Yu— —_— ==
Afu uBP o,
ou , du . L 3u 3H, | °H, L
§,+q8_z+(H’q+H?q2)6—p_”(6p Q+6—p qz)—0~
On en tire
du “Bu ju  8H| du  8H,
—6;~o, §;+Hl§;)—u—8;~o, Hgg)—u—ég—o

Cette derniére relation donne u = a, (x,y, z) H2 (%, +0). En re=
portant dans la premiére on obtient

3 3
3y (204) =0, ’5;(0‘1 p)=o.
En reportant dans la seconde on a ensuite
dot, 1 (6'1 3o l) 1. |-
35, eptep) oy ptg p?|ta(optep)(atsep?)—
1 1 L
—a,(xpFpp2)(0+5pp2)=o,
3 S o
&(“1“)=0, 5—2(%{))‘*‘?1(“@—“”9):0.

De ces diverses relations on tire o, = X (x).
Puisque u et, par conséquent @, ne sont définit qu'a un facteur
prés dépendant de x seul on peut prendre.
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Soit o, o = o, soit o,0 = 1,

et il reste a vérifier a la fois
3 1 1
_dlp)=o) a—‘(alp)—zalpw_*—_z-aalB:o‘

Soit d’abord ¢, 2 =0, ce qui exige 2 =o. Les equahons pré=

oW
cédentes sont compatibles des qu’on prend 6y= 0.

Soit ensuite o, & = 1. Les équations précédente prennent la forme

op 00 . Bp 3o,

1
(38) ag‘;}*@g)‘/=0, 32 PE—E“(‘”P*“B)ZQ

25. Reprenons 1'étude du cas (B). Nous allons, pour des raisons
de calcul, lui appliquer la condition (6) au lieu de la condition (8)
(6) AIFL—XB—LF([):o

o o -0 !
Bt gt g+ Hgd) gt —5 g aqn)+ 52 g F 2gT+

+ (H', g+ H', _)(H+ Heq 2)“‘0

Les accents désignent ici des denvees prises per rapport a p.
1
Annulons les coefficients des termes en ¢°, g2, ¢, nous avons

trois conditions
By 1 -
[ 1) g]‘{——z—f{aH 2= 0.

(Qiﬁﬂ%—g—ﬁH+Hﬁﬁ H H =
8 3

|3 %t Hogo— g Kot T H o,
VA

(C), est de la forme

1 Bu 1 1
@+wﬂ%=%w+%+%p% o= o (x, y, 2).

Son intégrale générale s’écrit

1 : 1
P=w,p+wp2F+ wi+ w,log (o +a p2), wi=wi(xy,2).

Il est facile de voir que si 2 =0 on a encore la méme forme avec
Wy = O.

. Su
Reportons en (C),, nous avons d’abord — = o, puis

8y
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S b g
8Wp+55‘;’ 740 % T w2 +5-Gp+op7)(a+
p+opz
+4ep )=

1
Multiplions par p+a p2 et annulons les coefficients de p2 p,p?

et p° nous obtenons P
fpde)e

(Gt goe) el ) =

(e Lo e

Supposons %40 ; nous avons d’abord

‘ 1 & EWI 1 —o,
SR
~ a
l 2) —WQ + i ap=o.
Les deux dernic¢res equahons donnent ensuite
Sw, —
Cy 5y +—4~ =0 avec w3=o0,
a moins que l'on n’ait
6p 81
39 =
(39) 5 '3y :
Reportons 1t en (C), nous avons d’abord —5—‘%= o, puis
50+ !
dw, % 5 52 5P
p+2p7 4 2w P B () (it Swap T
52 8z P 2
P-|-ap2
1
1 ¥ o
4z waa L + Zp+ ﬁpHr
2 L 2 8z
g+ap2

+(mp+ﬁp17)(‘0 ‘I";‘BP—%):O'

Buletinul Facultitii de Stiinte din Cernauti. V. 1931,
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Si I'on suppose @40, on en fire, en procédant comme on vient
de le faire avec (C),

3
n@%mm+i+&=m

(Cy) 6W2+E3 -l- Wz+%i+%wﬁ=o,

5 1 L
3) W*+'2_@Wz“§xw+?pz=0, avec wy = o,

d moins qu'on n’ait

Sp S 1
(40) aa—g——pna;—?a(mp—a{i)=o,

Il suit de la qu’il faut prendre wy =0, sans quoi il existerait
une involution d’ordre 1 car (39) et (40) ne sont autres que les con=
ditions (38) d’une telle involution.

1
Soit donc L=w,p+w,p2 +w,

Reportons enfin cette expression dans (C),, nous obtenons

1 1 L 8 8 1L
(a.p+pp2)(\v,+?w/2p 2)-%0{—}—8—21;—{— ppz-t—

i) L [ L N
+p+Bp?)at5ep )+ 5 (0t 5ep 5)(4p+ ppT)=o.

On en tire
1) (vt 2 o)+ =,

€ 1Dt taGwtr Ip+E=,

3) (J(W._,—'I—-z—ﬁ)—’lX:O.

Nous avons déja vu que si l'on prend o= o il faut encore faire
wy=o0 et il est facile de constater qu'on retrouve les conditions (C,),
(C)) et (C,) dans lesquelles on aurait fait o= o.

26. Nous allons démontrer qu’il faut écarter cette hypothése
o = o ef, d’une facon générale prouver qu'il faut prendre o..3 . w.p=o.

En effet, avec =0, (C)), (C.) et (C,) s’écrivent
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1) 05% o,
Sw,
2) =— =0,
) 5y
w1
3) 5_y'+ 4 pm=o0,
3
9 o (w-0) +o (v, +0)=o,

() 3 ©
5) 5, tB 5w+ B +Bwto)=o,

5W;

&) Wit L pw, 4B —Fu=o,

amm+m+g=q

2
De (C"3 et (C")g on tire d’abord gB/:o, puis en dérivant (C')s

dm
(W +38) =
tw
Or, on ne peut prendre ;;— 0, sans quox il existerait une in=
“

volution du 1¢ ordre (N° 24). Il faut donc prendre wy+3B=o0, ce
qui combiné avec (C")g donne

\Vz‘—'—‘g:O.

Soit donc 2 =B =0, w,=o0. Il nous reste a satisfaire aux cing
conditions (C")y, (C"), (C"g, (C"6, (C')y qui contiennent quatre fon=
ctions arbitraires wy, w,, o, et p. Remarquons d’ailleurs que si nous
utilisons la condition (6') corrélative de (6) nous obtenons par raison
de syméirie cinq nouvelles conditions telles que les (C’); contenant
seulement deux nouvelles fonctions arbitraires. Je dis que I'ensemble
des (C"); et de leurs corrélatives est ici incompatible. En effet, nous
tirons de (C’); et de sa symétrique

Blogp | Bw o S logp-

dqydz 8y Bx8z ———o,
ce qui donne

(41) 2080 1w 200
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D’ailleurs la combinaison de (C')4 avec (C'); donne

S2log p Slogp
022 + ® 0z =5
il \ . ’ 8(’)
c’est=a~dire Z'+ 3, 4w (Z—w)=o,

équation de Riccatr dont l'intégrale générale est

ZI ZII

O = ———— — ——

Z+6 Z

On désigne ici par 6 une fonction arbitraire de x et y et on a
n

remplacé Z par — 7
Reportons en (41) cette valeur de ®, nous obtepons
Blogp
%z +Z +6 =%

_uxy)
7Z+6’

I

et I'équation s = f s’écrit
Z' VA L
2
§= (Z+9 Z,)pq+Z+ep
Prenons Z pour nouvelle fonction mconnue et employons de
nouveau les minuscules, nous avons

1
z,

—_

v 11
—mpq“i"z p2qz,
i revient a faire a)——l—— =2
Ce qui revie a L fZ—‘-e’ p—-z+e

Avec ces valeurs de o et p, la condition de compatibilité de
8
(C"; et de (C)s 4 -{—X—y: o, n'est pas vérifée.

On devra donc supposer &.0 +o.
Considérons maintenant I’hypothése p = o.

(Cy), donne - w, + %— B=o.

On tire ensuite de (C)), gﬁ=o

(Cy), §ecrit : log x =— + w, + %m = o,
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3
Reportons en (C,), les valeurs de w, 4+ — et dews, nous avons

2
510g{3+4010ga+5w_0,
et, par raison de symetrie
65 loga+45 IO§B+5Q=0,
ce qul entrdire o =0,
By

Mais alors (C,), donne a =0 et f est linéaire en q. On doit
donc prendre p+o.

Enfin il faut écarter Ibypofhese o =o, car ((3),, (C)), et (Cy),
puis, de nouveau (C)), donnent successivement

Owy oo "
S-=0, ==0,Ww; =0, 2=0.
Sz ' oz » ’

ce qui doit étre exclu.

Conclusion. 1’étude de (6) et de (6) nous a donc montré qu'il
faut supposer #3®p +0 et nous a donné les 9 conditions (C)), (Co),
(C,) et 9 conditions corrélatives.

27. Il nous reste a considérer la condition (1)

My 5L+ H() =,

- 3H,
¢+q ap+(H1q+Hq2) (g + H.q7) Hq+ Bx S
3 S,
+p( f g+ q2)+(H,q+quZ)(H+ H.q'?)=o.

La discussion est tout a fait semblable a celle de la condition (6).
La relation précédente donne d’abord

‘ )OL—{— H2=o,

> 3
();)HZB* H't[)-l—Hz f+ H, H,~
|
EE Wy -4’- Hy+ 6HUrH, —o.
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On peut écrire (@), sons la forme

ui=u;(x,y,z).

j(cp) u p*+ u, p2+udp+ U4p2
gp \H.

p AT (@p+ p p7p

On en tire, en modifiant les u;,

1 1
Yt uapT+u A — 4 iy log (47 4 p),

ap+ppz o p? +p

3 1
b=v,p*+v,p2 +v,p+ vy pz +vs(2p+ p)log (2p+ p).

Lorsqu’on reporte dans (@), il se présente des termes loga~
rithmiques dont il faut annuler le coefficient

3 -3 1 [N L
a—Z(Vsa)P + b—Z(VsP)P2 + vs [(“‘1—?917 2) (op+ Bp2)—
1 1, L
~GptepD o+ 4 8p7),
ce qui entraine
3 _ b 1 )=
5,0 =0, & (vie)+ 5 v;(2f —op)=o.
En reportant dans (), on obtient de méme
3 b
g,_("s a)=o, 3y (vsp)=o.
1l résulte alors des calculs qui ont été développés au N° 24 que

of
vy H, safisfait & A u—u % =o. Il faut donc prendre vy=o0

3 1
b=vp*+v.pz+v,p+vsp2.

On tire alors sans peine de (G)‘ les conditions

1) == av, 02 = o,
) JVg + ap=o,
(G)
! Ev‘ 1
3) 5 t+5e
8v4
| 4) — 5y =0;

de (@), les conditions
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avl

1) = Z—{—w(vl—{—w):o’

2)5—Vl+—mvf+3@vl+2wa+§§=o,
4

(CHRINN
3) 52+ By, + = =0,

3
Ml +55v3+§§=o

4) =—

et, enfin, de (@),
3 do

1) ?(V1+?m)+6—z=o

2) 3PV1+°‘V2+3‘DP+346-|-22.—Z=0,

(G3) 3
3) pvr=%§ﬁ+§=o,

1 1 op
4) EPV;;-?“V‘;—*—E—

On firerait de méme de (1) 12 conditions corrélatives de (Gy),
(G2) et (Ga).
- Remarque. Si l'on avait utilisé la condition (8) on efit obtenu
encore des conditions telles que (C3).

Paragraphe IL Discussion des conditions (C7) et (G))
et des conditions corrélatives.

28. Dans ce qui suit nous marquerons par des accents les
fonctions telles que v; et w; qui figurent dans les conditions corréla=
tives de (C) et (@). Avant d’écrire cet ensemble de conditions re=
marquons que (C)), et ((G3); entrainent wy = vi.

Nous avons alors a discuter le systéme suivant, nécessaire et
suffisant pour assurer I'existence d’une involution d’ordre 2 et d’un
invariant d’ordre 3 pour chacun des systemes X et Y de caractes
ristiques

0 5V;

+~a2-—o

() g(v4+w)+w(vl+w)=o,
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3)
(1)
@)
3)
@)
3)
©)
@
®)
©)
(10
(11)
@)
(5)
©)
@)
®)

9

J. Pasquier,
3 oo
am+3@+$=m

8v, + g
62

2 (V4 )+ 0 (v, 4+ 0) = o,
B+ w4 <o,

3
—Vz-!—ap—o

g;w+m+3uw+@+§ww+m=q

(e 0430, + o)+ 2584 20—,

| 3
P(Vz+@)+§Pﬁ+§=o
5W2 3
By

LA NI AT W TR

7%°=o0

)
“(W2+B)+29(V1+w)+2-5-2-{-%-@(356,
P(W2+3)+%—PB—"X°‘=0;

sz

+Bp

o et ) %w<v',+a>+§a<vq+m>=-o)

g
POata)+3e(v +0)+2:8 4 2up =,
: L8
P(Vz'+a)+—pa+-£=05

5W2

—+7 Bp—o

g;(W’z + o) + ? oW+ +a(v;+w)=o,

(48]
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b
(10)  BWetD+26( 0+ 254 Sap=o,
(1) p(Wat )+ gea—YB=o;
(12) 8"*+ 2=,
8
(13) BBt B+ g =o;
8"73 L2
(14) =0
(15) 3W3 ;B(Wo—l—@)——Xu)—o,
(12) Yot ei=o,
’ 6‘/3 .
(13) 3_z+ (v’ +a)+ 5y =0,
' 8"{/3 1 2
(14') ST =0
(151) 3\V3+1 ( '2+U~)“%Y(0=0;
. Svy _
(16) E}"—O)
) 1 1 ]
(17) *61;4-3@%:-{-51%4—5 =0,
)
(18) qu,—PVg-—Zg}%:O;
" vy
(16) g—o,
oy 6V'4 1 ’ 1 ’ 8
(17) S, 2 44—5 Vits-=o,
Sp
(18 BV'4—PV'3“25?(/=

Nous distinguerons les deux hypothéses (vi +v) (Vito)$o
et (vi + o) (V,+w0)=o.
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1% hypothése  (v,+ w) (V' + ) #o.
29. De (5) et (9) on tire

42) ':—Z(3W2—-2V2+?)+—21—®(3W2-‘—2V2+§)=0,
de (6) et (6)

(43) avy—B8ve+3p(v,— Vi) =o,
de (10) et (10"
(44) aw, —Bwo+2p(vi+v))=o,

ce qui donne
6 @Bwy—2v,) =p@Bw2—2V)),

qu’on peut écrire
45) 0Bwy —2ve+B)=B0Bw,—2vh+a)

30. I°) Soit 3wo— 2w+ B=o0.

On fire alors de (45)

3wh—2v+ta=o,

puis de (7) et de (11)

pB—éXa——étg(—-o,
da
pB-—4-a—X—o
Il faut donc prendre X=o.
(11) donne alors
e — 38
2 2 ’

et, en reportant en 3wy — 2 v+ B =0, on obtient

4

Vg = — Z B
Or (4) et (8) donnent
aWz 8V2
4 W —3 E = 0.

3 : .
Il faut donc prendre %i = 0. Par raison de symétriec on a de

da.
méme 52O Mais on ftire alors de (46) pf =0, ce qui est a rejeter.
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31. IIO) (3W2-2V2+[3)(3“’/'2—2\/"2—{—0'.)#:0.
Dans cette hypothese (42) donne

3
s log Bwy~2v; +B)= — o,
¢t la proposition corrélative permet d’écrire
3 ) , ,
8—210g (3W2_2V2+[3)=3—210g Bw—2Vs+a),
Il s’ensuit qu’on tire de (45)
- ; 3 5
47) 5, log a = 5, log B.

Mais alors la comparaison de (3) et (3') donne v; = Vv’; et (44)
s’écrit
aw, —Bwh=o.

Multiplions (11) par o et (11") par B et comparons, nous avons

(48) Xo2=Yp
Nous distinguerons encore deux cas
32. A°) X+to.
On tire de (1) et (1)
82 _ a2
8x 5y
Ecrivons (48) comme il suit
a2 ‘32
—= X, ¥, Z),
v x v (x, y,2)
o
nous avons Ya—x X5~

Si nous posons Y=71, X=2¢&, la solution générale de cette
équation est = (§+ 1, z). Prenons & et 1 pour variables indé~
pendantes, ce qui ne change ni a ni b, 'équation s= f devient

. ~ 1 1
S=mPQ+—%PQ7+———P Q 7 Q.
|

Ve V
On a marqué ici par des fraits que o, B, ®, p, sont exprimés
au moyen de & et 7.
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Reprenons d’ailleurs, pour la commodité de I'écriture, les lettres
X et y et les minuscules, nous avons

(49) ?=F=p(x4y, 2,
ce qui revient a faire X=Y=1. On en fire, en faisant appel a (23)
et (24)
(50) f=c0, Vi=cv, wi=cw,
Considérans maintenant (2) et (3). On y safisfait en prenant

s Nu 19 3 )
==, V,+w=—2—5—;logu, u)=——a—210g(v‘—1—w)=

) 3 Su
=3 logu— log 5,
Oh tire de 1a
u 329
Vi =5_Zl°g3—z_73_210g u.
Reportons dans (1), il vient

L | Bu_
Bysz 85z a 5 ogut 282

3 Su 1
3ylog5z ?S;IOgu+_2—u_—2_ o1 (%),

P31 e 1
dydz 23y%z 2 52 2%Y%2

et, par une nouvelle intégration,

_iNu )
2 —+U2='—?1U 7 — ¢, (x,y),

(51) g—;+¢,u+¢gu7+u2=70.

(6) et (7) donnent ensuite

32) 3P2(V_+(0)+2Pa

puis (10) et (10")

(53) 2{:2(V1+w)+2{7§—§+0~”-{3+d‘=‘=o,

et enfin (52) et (53)
2p§—(;+3a.2+2a——=

29@@ =0,

o,
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) t N d . 50{ _ 8&
C est=a=dire, puisque g} = 5y7
Sp? Su , 3u

SZ-+33‘Z"{-EY—82=O,

du
P2+3ll+g]=%(x>)’),

3
et, en remplagant 5;‘; par son expression tfirée de (51).

. :
(54) P=0,+ @ - Dutgur 4
On tire encore de (52) et (53)

2
PR vk o)+ S paB—at—az=o;

%
or Vite= 252 8YT T 3,82 2u ’
R U PO PSR N e
donc T DA T

1 2 5 2
-u—p —8p+2+§loga =o.

Remplacons p? par son expression (54), nous avons
p P

] 1 5
(55) = F e L+ T Tt loge,
S 2 2u du
or kit
D'ailleurs on tire de (51)

32y 3 1 Su
Syar - (T RuTHZugs
On a denc

3 3 L

5;1°g°‘2=_‘91_‘2‘% uz —2u,
et (55) donne 1
ep——-.cpg,u-i-—l—%zpz) uz —u.

Reportons enfin en (54), nous obtenons

. 1 3
(psu l---l*;—?zu7"'u2=‘P3+(‘PL—3)U+‘P2U2 + u?,

319
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Cette relation définit u comme indépendant de z, ce qui conduit
a o.=o0, qui est une impossibilité.

Elle doit donc se réduire a une identité, ce qui ‘exige d’abord
qu'on ait ¢, =o0. Mais alors le premier membre contient un terme
indépendant de u et la second n'en contient pas. On arrive donc
encore a une impossibilité.

1l faut donc prendre X= Y =o.

33, B) X=Y=o.
On tire de (11) Wg':—g B,
. o _ap
puis de (8) B2
D’ailleurs (14) et (15) s’écrivent
aw’d_ P ‘Wi @
4 By pe, 4=
Leur compatibilité e*cige
0
ptBr=o
c’est=a=dire 2 °e +oB=o0
oz ’

Mais on tire de (10)
b
20 (it w)+2, +ag=o;
z

On doit donc avoir p(v, 4+ w)=o0, ce qui est impossible.

L’ hypothése (v,+ ) (V,+w)+0 ne convient donc pas a des
équations de la premiére classe.

2¢m Hypothése  v,—+ o =o.

34. Il n’y arien a changer aux raisonnements des N©° 29, 30
et 31 qui nous ont conduit a la relation (47), puis a v,=v,. Lhy-
pothese v, 4w =0 entraine donc sa correlahve vi,+ e=o,

On tire de (1) et (l)

6(» Sw
puis de (3)

82 1 3
L sm= = 2 2)
5Z+2aw_o, 2(w,,+0n,)=o, ay(Z(z)z~}—(sz))_-(),
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3
et de (3") —Quw,+w?)=o.
Ox
Donc 20,+ 0 =F(2).
N n2 1"
Posons F(z) = % ZZ"
nous avons 0= —Z—Z—_—Z—é—% (9 fonction arbitraire de x -et y).
Par conséquent on peut prendre
VZ 0 VZ"8,
270 P2y
s
Dosons encore o= —2 5, log = (x, y, 2),
_ 57

1nous . avons

A
v,+B=51(xy)m,

ol, d’ailleurs, 5, peut étre nul.
Portons dans (6), nous obfenons

(5) donne ensuite

3
2—e+acln+2a3=o,
Sz

3 A A
g + 504(3] (2—6)2+4(Z— 6)2 - 0,

=%§_)+92(X, y):

VA
On a ainsi
_ 22’ Z// |/Z'6 Vzre

11
+(Z ; er?) 2.
Prenons Z pour nouvelle fonction, nous avons
b=Z7'p, Q=2q S=Z'pq+Z's= Z,2PQ+Z'S,
et, en revenant aux minuscules
11
) 2q2.

V6x

(56) s=—2 pqt2 V0 pario Vo + (2
“Z_'epq Z__epq Z——ep q
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Nous sommes ainsi amenés a prendre

S 2 _ ij—y _ Vf—); B
(57) m—Z_e’ a—zz_e’ B_Zz"_e’ p“z__e+pz.
, 2
(58) vi=Vi=———%.
Avec ces valeurs (1), (2), (3), (1", (2, (3") sont safisfaites.
35. On wvérifie (5) cn prenant vp = -22—(_}_(’6—)/)
Dortons en (4), nous avons
1 %o Vs, ()=
?—95y+(z—6)2+ py Rl £ b

ce qui exige
Y = ds
(59) ]/eyp]+06y=o, ]/ﬁypz—{——g}—/—_—o

Considérons ancore (10) et (11), nous en tirons

(a@+2 )+Xa‘=‘ (Zﬂewz)(z]/'ex—ey—pmzxey:o
ce qui donne, en particulier

4 (2V5x9y— p)=o.

Or on ne peut pas prendre p,=o, sans quoi (59) donnerait
encore 6 =o, puis p, =o. Il faut donc prendre

(60) . = 2 Vex ey’

puis X=o0. On a alors en (59) G=—2V€, puis
; by

61) b= e

et (56) devient

1

2 S L Y B I
E) 5= pa+Virpg? Hoxp2 ¢ Hibyp?a?) +=pi

, . s fx
Avec I'expression précédente de 6 on a v, =—4 ;V_x_e =—20.

Par raison de symétrie et au moyen de (10') et (11') on a ainsi

©2) v,+2f=0, viy+2a=0o, W’z‘l‘%B:O, W'g-i——g—q:;o.
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Nous avons de la sorte safisfaif aux conditions (4), (5), (6),
(), (8), (9), (10), (11), et aux conditions corrélatives.

Remarquons d’ailleurs que ces relations entrainent

3. g1 Sp
(63) 'ag}~ﬁg—§{)“ﬁ—-—982"

Dans ces conditions il est facile de vérifier qu’il existe une
fonction w, satisfaisant a (14) et (15) et une fonction W', satisfaisant
a (14) o (15).

36. Restent donc seulement a verifier (12), (13), (16), (17),
(18) et les conditions corrélatives.

1l est facile de voir qu’il existe une fonction v, satisfaisant a
(12) et (13) et une fonction v/, sahsfalsant a (12" et (13").

On a en effet en (13)

ovy, 1 ., By
52 2F T2 Top

vy=—2

),
et, en reportant en (12), ¢ se détermine par la relation o

16”_ 21,07
256,- 0 kTt =

Considérons enfm (16), (17) et (18); et d’abord dérivons (18)
par rapport a z

(64) 8(" Tt

Sv, Sp 32p

5V4 _
+ 452 P_a;'“v;ig‘z— Sx5z

Le comparaison avec (17) donne . : : o

3o 1 gp 1 ) 32p Svy 53
V4(‘a—z+7“’°‘)”v3(82+?p o P ri et

Le coefficient de vy est identiquement nul en vertu de (3), celui

Sv. y
de v, en vertu de (63). Remplagons é—’ par son expression tirée de

(13) nous avons

&% p @
55+‘ﬁz -

D’ailleurs (63) donne

% 4 g oy, B gl
Zgz——l—aﬁ—o, 25x3z+a3X~ BSX

T T e 1 cue o e N 4021 5
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3o
2 ‘6—;( =P @)

ce qui résulte aussi de (63).
Dérivons maintenant (18) par rapport a y et comparons avec

(16) il vient
a8y, Zp &p
v Sy Ty Sy 35y ox 0y -

Eliminons vy entre cefte relation et (18), nous avons, en fenant

compte de (12)
3 3% 3%p )

o Sp 5
Vﬁ*(Pg;_a'—g?)Jr +2(5xby“ Bx3y

Or
3

1/ %a Sp o, 6,2
66) (o224 ) + ) Y
(66) Z(P 3y (z—e e [zvfey(z_e)+(z~9)2

VO_.V %o, 1 by Bp.,]_
P ] | e el Y Rl ] e

(65)

ce qui est identiquement nul,

On a donc en (63)
3 p ip

Bp;
—0

(o222 v ) e+ [ o
;

+3P:(2+92|+4[” —p ol ‘Tz 1@)z+aoz][2v9yz—6

T

+

3

07 Ve, [ 5% 3p 5p
y Ly 1
+(z—-6)2]“4z—9[axayz~9+( Yt gy 6 T xy)( 9)2+

a? (/zJ
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Cefte relation doit étre une identité en ! 5 On doit donc avoir :

termes de degré 4
—_ 4 ex ey =0,
ce qui est vérifié identiquement ;

termes de degré 3

— 0,
3V0, 020 +?p—0-——4¥0(‘16 +()1xy)-—-0,

ce qui est une identité deés qu’on tient compte des valeurs de p; et de g; ;
termes de degré 2

g2 Py 3pp 02

51
Zeym—ZE—X y—2 29 b +eyz(pze — ) 302 0,0,y =0,

ce qui est encore identiquement vérifié par les valeurs de p, et de ps;
termes de degré 1

Bpy : 8pg 32 py
(67) ‘P(Pzayﬁ‘29y’3;)+f'g2 %4—259,,2"45;5}—,9),:0,
qu’on peut écrire, en tenant compte de (64)

59) ( g Pz)
eyz((‘FpZ—{”Za "26 (P\ +.Zay+ 6X8y 0O,

On en tfire par une intégration

(68)

F2 XV, =o.

Les fonction 9 g, et 9 qui figurent dans cefte condition sont
liées par les relations

f . 3
69 ==Y, w2+ 2 - =o.
(69) P2 Vi, r2*+‘0y 0
L’élimination de % conduit enfin, aprés division par p%, a
32 1, 3 Vo,
(70) WIOgPZ_ZBZ'{-XS;E'*O

On a une condition symétrique de (70) en considérant (12"); (13",
(16", (17") et (18)

, 32 1 6\/'
(?0) 3 8 log p2 — 4PZ+Y5X o2

Les conditions (70) et (70') sont les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les 36 équations du N° 28 soient compatibles.
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Remarquons que_I'équation (E) se conserve dans tout change=
ment des variables x et y et nous voyons sans peine qu’on peut,
en changeant au besoin la variable x, prendre en (70) X=o0 ou
X=1. On peut de méme en (70') prendre soit Y=o, soit Y=1.
Nous verrons d’ailleurs au N° 38 que X = o entraine Y = o.

37. Le probléme que nous nous sommes posé exige qu'il
n'existe pas d’involution d’ordre inferieur & 2. II faut donc éliminer
les formes de U qui sont telles que (E) admette de telles involutions.

Or, nous avons établi au N° 24 les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'il existe une involution d’ordre inférieur 4 2 pour
le systeme X. Ce sont les conditions
()  af—rr—o ap-rg—galr—ah=o

La derni¢re est identiquement vérifiée en vertu de (3) et de (63).

Quant a la premicre, 1'équation (66) permet de I'écrire

S
) 5y Vey o.

L’unique condition d’involution d’ordre 1 pour le systéme X
est de méme

3 p
(t1)

g}%—‘ =o.
De. (71) nous tirons o
ex, y = X 6;/‘I/ex.

Si X=o, nous devons prendre 6y, =0, ef, en changeant au

besoin les variables x et y, 0 = x4 y.
Si X si est pas nul nous pouvons prendre X =2,
(72) 0, ,=20,)/6,.
Posons ]/ex:Z, nous obtenons 6, = Q, puis
S=22ZQ.
L’intégrale générale de cette équation est?)
gl X X
2 X X+Y

En prenant X et Y pour nouvelles variables on aura

1) (GOURSAT E. 1 p. 96.
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L 1
x+y
L’intégrale générale de (72) est alors
{
6 — — .
a x+y
1
On peut, d’ailleurs, en changeant z, prendre a=o, 0= — .
p ngeant z, p Iy

Nous avons ainsi ramené a deux formes les équations (E) qui
admettent un invariant d’ordre 2 pour le systeme X. Il résulte d’ailleurs
de lexpression de A que ces équations ont un invariant du méme
ordre pour le systeme Y.

Avec 0= x4y, Péquation (E) s'écrit

2 1 1
szm(ﬁpﬂ(ﬁq?).
Avec 0=——;(—j_—}; on a

2 1

1 ks 11
ST:W[(X“I-Y)PQ-FP? q+Pq2 "_szqz]'

Cette derni¢re équation se rameéne d’ailleurs a la précédente en

- L
posant Z = -~ —

Dans la premiére faisons enfin z — (x + y) = Z, il vient

SZ—2@P+1+IDFD)(Q+1+VQ+1) =o0.

Cette équation est du type IV de M. Goursar?).

38. Les équations que nous venons d’obfenir ne répondent pas
au probléme proposé. Il faudra donc exclure les formes de 6 qu’on
peut, par un changement des variables x et y ramener a 8 = (x -+ y)i g

Cette remarque faite, revenons aux conditions (70) et (70') et
cherchons d’abord les foctions 6 = (x + y)* qui leur satisfont. Un calcul
d’identification facile donne, en plus des deux formes de 6 que nous
venons d’écarter, i = (x + y) !,

La- solufion 6 = (x + y)-2® donne I'équation de M. Lae 2).

La solution 6= (x + y)* donne une équation nouvelle.

On peut d'ailleurs obtenir une infinité d’équations (E) de la
premiére classe en procédant comme il suit:

1) Goursat, E,, p. 67.
2) Lavg, These, p. 59.
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Faisons X =0 en (70). Nous remarquons d’abord qu'il faut
aussi faire Y=o en (70") sans quoi on aurait un invariant d’ordre 2.
Les conditions (70), (70') se, réduisent alors a une seule

g2 1
2L e
Sxty log p, =7 p.*

osons log p, = = (u+log —,i vient
Dosons | >t log2), il
e*u
Sx8y

L'intégrale -générale de cette équation, qui est I'équation de
Liouville, est donnée par ’

eU

. 2XY
RV ES S
On en tire ‘
221Xy
="y
_— VXY Vi,b, :
Y X+Y

ef, en prenant X et Y pour nouvelles variables

¥

x4y
‘ Cette équation est de la premiere classe. Elle a efé integrée par
M: Goursat ). Son intégrale générale est

(Y —X)? ] - f :

= — X% dx Y2 dy.

Xty + | X + y
En reportant dans (E) cette valeur de 6, nous obtenons une infinité
d’équations qui répondent au probléme que nous nous somines posé.

Ox, y

39. Reprenons cefte équation (E) (N° 35) et considérons la
transformation de BackLunp '

T  po et Q:vﬂ}ﬂy‘

z—10 z—h
On constate sans peine que I'élimination de Z conduit a
I’équation (E).

1) Gioursat, Bulletin ¢: la Société Mathématiyque de France, t. XXV,
Ne 2, p. 44.
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Eliminons z. Nous avons d’abord

IR

)2 2
dz=(z——6)‘(% dx+ —%—dy)— 2(z—4) dZ + ds,

y 2 2
! +2-£=€—dx+-e—dy,
X y

zZ—0 z—10
e2Z D22z

z—h fix

[Qe—9-5

by

3

—d

2 ,-22
—d axt L0
z— G

DPosons encore e 4=z, nous avons

2 2 2
z J
od A P gy 9T gy,
zZ— fOx 6y
Il reste & écrire que le second membre est une différentielle
exacte, ce qui donne

(E1) 2t =T+

iy Ox

Cette remarquable transformation est diie a M. Giossk 1).

En égalant a zéro les invariants (au sens de LapLace) h et k
de (E)), on a les conditions (71) et (71"). Les conditions (70) et (70")
ne sont autres que h; =o et k;=o. Les équations (E) qui répondent
au probléme sont donc celles qu'on obtient en appliquant la trans=
formation (7) aux équations (E,) qui ont un invariant d’ordre 2 pour
chaque systéme de caractéristiques L’ordre minimum des invariants
a diminué d’une unité lorsqu'on a passé de (E) a (E)).

La transformation (7)) permet de constater que I'ensemble des
équations (E) qui sont de la premiére classe n'est pas constitué
uniquement par les formes de 6 qui satisfont a (71) et (71') ou a
(70) et (70"). Au contraire les équations (E) qui répondent a notre
probléme se présentent comme un cas fres particulier des équations
(E) de la premiére classe. Il cst clair, en effet, qu'on peut déterminer
6 de telle sorte que (E,) admette un invariant d'un ordre n quelconque,
fixé¢ d’avance pour l'un de ses systémes de caractéristiques; il suffit

pour cela de poser Ay-1 =0 au k,-1 = o. Il existe d’ailleurs des formes
1) Gossg, C. R. 25 Janvier 1932, — M. Goursat (C. R. 460Avril 1932) ra-
meéne par une nouvelle T. B. cette équation (£,) a I’équation s> = {)X)‘('J’yp q qu'il a

éudiée dans le Bulletin de la Société Mathématique de France XXV, 1897, p. 36.
Cette derni¢re équation ne peut avoir d'invariant pour un de ses syslémes‘ sans en
avoir aussi pour l'autre. Il en résulte que I'équation (E) est de la premicre classe
deés qu’elle a un invariant.
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de 6 qui sont telles que (E,) admette pour chacun des systémes un
invariant d’ordre minimum aussi élevé qu’on voudra. II suffit pour
cela de poser h,-1=o0 et de prendre, par exemple, § =4 (x +y), ce
qui est la condition nécessaire et suffisante pour que (E,) soit une
équation a invariants égaux.
Remarquons enfin que 1'équation d’EuLer ?)
3%z g 3z n B 3z

E® &) Sxby x—yox  x—yby

o,

est un cas particulier de I'équation (E,) dés quon y fait B=0". II
suffit de faire 9 = (x — y)2® !, On peut d’ailleurs changer y en — y.
Les résultats obtenus au N° 38 se rattachent ainsi a des résultats plus
généraux : On sait %) qu'il faut et qu'il suffit que B soit un nombre
entier pour que E (B, B) soit de la premicre classe, 'ordre minimum
d'invariant est alors 841 si B est positif et — 3 si B est négatif.

SECONDE PARTIE

Recherche des équations s =f (x,y, 2, q) qui sont de la
premicere classe.

Chapitre 1. Généralités.
Soit (A) s=f(x,y,2zq).
Nous nous proposons dans ce chapitre d’établir des conditions
nécessaires a l'existence d’un invariant du systeme X. Il est dailleurs

clair que l'existence d’une involution de ce systeme pour (A) entraine
celle d’'un invariant puisque

>

f o .
A=y £ sécrit Al =o.

40. Supposons que 6 (x, y, z, p) soit une intégrale intermédiaire
du 1 ordre nous aurons
ol 34 2]
Ayf = + - + =
e oy q fﬁp ©

Oz
Cette équation définit f comme linéaire en ¢ a moins qu’on
n'ait a la fois

1) Darsoux, Legons sur la théorie des surfaces, tom. II, Ch. III, p. 55.
2) DarBoux, loc. cit., p. 62.
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C'est-a=dire que linvariant 6 ne soit autre que l'invariant banal X.
L’étude des équations (A) linéaires en ¢ et admeftant un inva=
riant du 1 ordre a ét¢ faite de fagon définitive par M. Gaul).
Lorsqu’elles sont de la premicre classe elles se rameénent par des
transformations ponctuelles a des équations linéaires, a des équations
de Moutarp, a I'équation s = gz, a 'équation de M. Goursat s = qé?,
ou a l’équation de M. Gau s=(e“+e"%) q.

41. Nous écrirons l'involution d’ordre minimum sous la forme
Put+ 9%y, 2 p.... pm-1)=0,

et nous supposerons m > 1.
De la condition d’involution

m =1

(1) m 19 + =0
on fire
&p of
A2 —=
(2) 1 6pm ) + 52 o,
o2 f
Am 15 8[) — =0,
ce qui enfraine
o)
= Xm-‘l pm-l + ‘Pm-z (X: Y, Z,in .. ‘P_m-Z),
5pm -1
ef, en reportant en (2)
dm 2{ f
Am 2?m 2"} Xm ld o 2+52=

Si X, -1 n'est pas nul, par combinaison avec (2) on obtient
( o -
AmJil (Xm— —LP— - _({1_2) = 0.

1l existerait donc un invariant d’ordre m—1, ce qui est con=

>

4]
traire & nos hypothéses. Il faut donc prendre Xu-1=o0 et s—ip—l est

b . . . - )
au plus d’ordre m— 2. Le raisonnement se peut poursuivre jusqu’aux
dérivées du premier ordre. Nous avons donc

31
(3) D*“Xp'i““‘(x,y,l)

o

1) Gau, Annales de I'Université de Grenoble t. 25, p. 104, N° 6
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ef, en reportant en (1), on en fire une conditfion necessaire a lexis=
tence d’une involution du systtme X

3f
(Kl) AZPL(X»Y,Z)‘}’Xf’{‘a“Z:O,
dans laquelle X peut étre nul.

42. Nous allons chercher de nouvelles conditions nécessaires a
Pexistence d’une telle involution.

, . -1 o
Remarquons d’abord que les expressions 1) M5 " sont formées,

dans ’hypothése 5;= o, dés qu'on a n=23, et supposons m > 3.
Reportons dans (1) I'expression de ¢ tirée de (3)

=(Xp+u)pm-1+<Pm-2(X;Y»Z,P1»~"Pm-2)»
nous obfenons
dm 2f dm-if
(4) 111 Z(Pl" 2+(XP+P)d m- 2 (de—l):o’
m lf

’ I . dm - 1 [
Le symbole ( FRTE 1) désigne, suivant I'usage, 1'expression

de—l
privée de son terme d’ordre supérieur.
On a ensuite

O m'-
Am}:za}({; _2 (Xp+ P’)B +M _0;

) NI m=2 . d 6[ 8{ 6f
C'est=a=dire, en tenant compte de My-1=(m—1)— o 52+ 5q57
ch 2 8[ . d 6f 8[ 5f
A 2 3pu-2 (Xp—‘;—p«)g (m 1)d 5z+5q52
_ B(Pm- 2 1 9 _,
DPosons u= Spms 2 Xp+upwi—(m—1) ax (Xp+ ), nous avons
: of 8f
(%)

m 2u+8 6

Je dis que u est au plus d'ordre 3. Cela est évident si I'on
a m<5. Supposons donc m—2>3 et u dordre k>3. Nous
tirons de (5)
Su
¥
N
et, en reportant en (5)

1) Gossk, Journal de Liouville, loc. cit., pag. 303.

=0, u=~E&pr~+ -1 “(E+0).
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dk1f SF3F
©) AklUk1+dk1+8qOZ ,
gty A,
Dk -1
ce qui entraine
1]
5_;)1_:* —t@ptp=La, uk-1=8(Xp+p+X) prot + w2
L’equation (6) s’écrit donc
k-2f dk-if) 3f of
@ Bttt ) Tt L2y
on en fire
5 of Sf 3
PR (Ap b X)) e O
qO
Posons
_Buy2  (Xptpp B d
i 2 $X,(Xp+w) — (k=1 ¢S (Xp+p).
Nous avons of of

Av+€ ——-o

Si nous rapprochons cefte relahon de (5) nous contatons que
fu-—v est un invariant d’ordre k, ce qui est contraire a nos hy-
potheses.

1l faut donc que u soit au plus d’ordre 3. Supposons le d’abord
d'ordre 3. En procédant comme nous venons de le faire, nous retrou=
vons d’abord la relation (7).

o | S of
A%’U[““&(XP"FP‘TX!) +g( )+8q52
On en fire par dérivation
3 g Sf of
ASEA X E U pk XDy £ 28 e e =,

et, en posant

5ul iy z_gﬁXi;ﬂ*)g

d
—&8X,(Xp+m—28-(Xp+w)
nous avons

of 6[
E 5 3z
Cette relation est incompatible avec (5) car leur ensemble définit
gu— w comme un invariant d’ordre 3.

Aw
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Il faut donc que u soit au plus d’ordre 2. Soit douc

of 3f
_[__*_

Nous avons encore 1= Epg + u,(x,y,2 p), oug peut étre nul.

§f5f
lul_l_g aqaz——o,

N of
UI+E5Z

On en tire par le procédé déja employé

=%Xp2+(£%’v+Xa)P+ A(x,y,z), ou X, peut étre nul.

et 'on a enfin
of of
5q) 5 828q

Remarque. (K;) a été établie dans I'hypothése m > 3. Cette
condition subsiste pour m = 3.

En effet, la relation (4) est encore vraie; elle s’écrit

(K) AyX+(gsL+X)f+a( e

df d2f
Mo+ Xptw &4 (L) =
On en tire
5% d3f  3f5f

+X +(Xp+rk)5 +2—(-1;52+5qbz ©

et, par le méme procédé que tout a '’heure, une relation telle que (5).

ofb

u+—7 =0,

au moyen de laquelle on obtient encore (Kj).
Plagons nous maintenant dans I'hypothése m = 2, nous avons

Y

dg  of X , .

— 1 = 0= A

5y T, O p=5 P+t X)p+h(xy 2).
et on peut remplacer (K3) par la condition

(R A (o X) 5 5 =0
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Les conditions (Kj), (K;) ou (K'5) vont nous permettre de
résoudre le probléme que nous nous sommes proposé.

Nous supposerons d’ailleurs essentiellement que dans (A) on a
of 8f L s of ot s y N,
5—25§¢ o. L’hypothese 5,=0 @ été traitée par M., Gosse!); 'hypo=

these 3O P CrLAIRIN %),

Chapitre II.

Equations linéaires en q.  (A) s=b(x,y,2 q+c(xy,2).
Paragraphe I. Conditions (K)), (K,) ou (K%) et (I"),, (I"),.
("), AT6+bb=o,

(M, ATB=YOH ()45 =0 avec Hi()=50+q5r
44. On tire de (I"),

1s) tofs] bofi]
®) 5;=0, —5;+(bq+C)ﬂ57]+bq=o.
gb . &c\eb &b

5 .
Si —£=O, (I"), est vérifice par 0="0(z,y).

g 30
Si 'on a —ag# o, on doit prendre —534:0 et on tire de la der~

niere relation
gc , (9 )Bb_ ' (,_'56)
a}+(§r+q —8_2——0’ 6—'5_'
] .
Il faut donc prendre 0—,—}— g=—u(x,y), ce qui entraine

log b = v (x, y) —log (u+ q).

En reportant dans la seconde des équations (8), on voit qu’il
faut prendre
8v —b _ Bu
Bx O TN
ce qui permet, en posant Z=z+ ¢ (x,y), de ramener (A) a la forme
s:a(x,y,z)p.

1) Gosse, Mémorial des sciences Mathématiques. Fascicule XII, p. 43.
2) Cramrin, Loc. cit.
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\ 3b
1¢¢. Hypothése 5—2 to. Etude de s=a(x,y,2)q.
45. M. Giau a fait cette étude quand a est indépendant de y?1).
Il a obtenu les équations de la premiere classe s=e”q, et s = (e?+ e7?)q.
)
Tl faut leur adjoindre s=zq. L’hypothése 5—; =0 est ainsi entierement

a
8}4:0.

traitée. Nous supposerons donc

Condition (K,)

5
JLJrqa + Xagq ’r5 g =0 donng
op. o %a
8 g};—o, $+Xa+-a—z—o,

a=s(x,y)ef"+1(x2), s=0Get +1)q.

Si X n'est pas nul, on peut prendre X=—1 et l'on a par
conséquent 'un des deux types d’équations.

©) s=(G+9gq
(10) s=(e+1)q.
Pour (9) on peut prendre p=—r,
t (10 bt — =2
et, pour (10), p=T = avec =
g
It est facile de voir que la condition (K'p) exige 5% =03

I'équation est alors d'un type que nous venons d’écarter.

46. Condition (Kj)

~

YN YN : . [ Of of\  Of &f
5*5;+Q"3“2+(§%’“+X1)’f+€(5—x+ f%)

S23q

Appliquons cette condition d (9) nous obtenons

GA T
B [ R (R C R FR<d CR TS
La condition de compatibi}ité s’écrit
Xx+5r+250+ +“ }og§—=0

On en tire

1) Gau, Theése, p. 109—116.
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ot
37 +éc= X,

X,+X, +a( log 5~ +20)

Nous avons ici a distinguer deux cas
1e. Ou bien § =o et (K,) est vérifié dés qu’on prend =X, z + Xj.
(AQ) s’écrit alors, en modifiant 5

s=0+X22)q.
En posant Z= X,z on peut prendre X, =1 et I'on obtient
W) s=G+2q

2°, Ou bien on a 0. On peut alors, en modifiant s et =,
prendre X;= o et il vient

3% 33 35

1L 26— — =

Sxdy ' -G5y+&’5y 0
ot
5—Z+5T=0.

On en tire

g,

S = S+Y+£4) r_&5eez

§= (63—&{—%1/ + &4 + 551 e"iz) q.

On peut donner a cette équation la forme

l Z
) 3=(X+X—_'*_—y+€)q‘

47. Appliquons maintenant la condition (K3) a (3) nous avons,
en désignant par des accents les dérivées par rapport a z

3 )
N O R (T R SR

+Ge+) (et =0,
ce qui exige

D [ R 4 | e e

+;—(26el+r+t)=o.
y
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Une dérivation par rapport- a y donne, aprés suppression du

83
facteur non nul 5

E@,+ ) F UL 2E+ Doe=o,

ce qui exige §+ 1 =0, puis

12) V=1t =0, T-—-1,=0X,
et (11) donne alors, en changeant X,
8% bo%e]
s s 18 = 0.
5}(5}/ Oy

L’intégrale génerale en est
s=¢§Y,+ &, (¢ Y +0).
T=§ e+ e
On a donc, en changeant §,,
s=[EY +8)e+her]q

Suivant que ? dépend ou non de x, on peut donner a cefte
ol
équation 'une des formes

Celle de (12) est

(I10) s=|(x+y)e+Xeq
(Iv) v s=(xe+ye?) Xq.
48. Condition ([") On a dans tous les cas 6 = —1(;,
o8 Y

ap 5f

Cette condition se venﬁe sans peine pour (I) et (II); il suffit
So

de. prendre Y=—1, E=0(x, y) ef, dans un cas, 5%~ 5x’ dans
l'autr 5—3——1—
Chx T xFyp

Appliquons la a (III) on en fire
B_ B ., %8 -
5,=% 55T [(x—l— y)er+Xe ’] Vg ~—Y[ez+(x+y)elq—~Xe zq]—{—
+Hx+ye—Xer|g=o,
ce qui entraine :

Sf

2o tya(Z vl -v= X(%+Y—1)=

M|
Q |
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Ces équations ne sont compatibles que si 'on prend X=Y=o.
L’équation (III) s’écrit alors

(1), s=(x+y)e‘q
Application de (1',) a (IV).
On a, puisqu'il faut ici supposer X#o

8 % 0 _ (56
5, 5k g—Y—Fl—O, yq %+Y—1)—Y=o.

Ces équations sont incompatibles.
Il faut donc écarter le type (IV) et continuer 1'étude de (I), (II)
et (IID),.

49. Etude de (I) s=(+2)q.

La iransformation q = e change cette équation en
bt}
(I)a S = e + ':a_)_/

Elle éléve d’un ordre les invariants du systéme X, s'il en existe,
et abaisse d'un ordre ceux du systtme Y. Or, l'invariant minimum
du systeme X pour (I) est au moins d’ordre 3 ; il est, au moins d’ordre
4 pour sa transformée (I),. Mais Clairin a démontré qu'une équation
telle que (I); ne pouvait étre de la premiere classe que si elle se
rameéne par une transformation ponctuelle a une équation de Liouville,
laquelle a un invariant du 2¢ ordre pour chaque systéme. (I) ne peit
donc pas étre de la premiere classe.

Etude de (IlI), s=(x+y)e‘q.

Pour qu'il existe un invariant u(x, y, z, p,, ... pm) il faut et il
suffit qu'on ait
_du 8u df Su__ dm-'f du _
Or de f=(x+ y)e*q on fire
df

Tx [ez+(x+y)ezp+(X+Y)2€2’]

D’une fagon générale présente q en facteur- commun et-il

d n
renferme un ferme et un seul en (x4 y)n+! qui est (x + y)"*!e@+Dzq.
Si nous reportoris dans AL, u f et ses derivées successives nous aurons

Bulefinul Facultifii de Stiinfe din Cernaufi. V, 1931. 6
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8
‘d’abord & prendre 6_u= o, et le terme en (x4 y)n+! e@+Dz ne peut

pas disparaitre. L’équation (III), n’est donc pas de la premicre classe.

Etude de (II) s=(X+ x_—{l—_y + €9 q.

Posons g = €%, nous avons

P=X+ 1 e,

x+y
. 1 ) , 1
S=¢ — eZ — ———.
S=¢i g +y)2 (p BT AN S
Revenons aux minuscules, puis posons Z= z+ ¢ (x, y), il vient
1 32 1
S= (I)—-g;— Cx+y ) +3x6y (x+y)*

Nous pouvons prendre ¢-de telle sorte qu’on ait

ol 1 o2 -
3_X+X+x+y_o’ 5x8y—(x+)’)2“o’
et
S=X,(x+y)eZD.
Il suffit d’appliquer a cette équation les conditions (K'5) et (Ka)
pour vérifier qu'il faut prendre X; constant. On peut alors, en modi=

fiant Z prendre X; =1 et I'équation précédente est du type (III) a.
Elle n’est donc pas de la premiére classe.

Conclusion. Les seules équations de la premiére classe qui
sattsfont a cette premiére hypothése sont des équations de M, Gau.

X 3
2¢me. Hypothése b—l; =0 s=alxy)q+bxy,2).

50, Ces équations vérifient (I"y) (n® 1). Appliquons leur la
condition (K,).

(K,) 5"‘ ToR i Xaqg b +a=o.

Il faut prendre X+$o, sans quoi b et, par suite, f serait liné~
aire eu.z. On tire de I'équation précédente

gﬁﬁ__*_ bX+§é=o, 8—P+'aX=o.‘
y 3z 3y
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Il résulte de la derni¢re équation que i est du premier degré
en z, et, de la précédente on tire alors

b=a e ¥*+az+ a, ai = a; (x, y),

puis
s=aq+ae +az+a,’

E ) posant d’abord —Xz = z, on obtient une équation de méme
forme dans laquelle X=—1. On peut ensuite prendre a=1 en
posant z; = z, — log aj.

Soit donc

s= aq—!—el—{—azz-q'—ag.“
Si nous revenons a (IV;) nous avons a; = g—i et p=az+ a4 (x,y).
Nous prendrons donc, en changeant les notations,
3
(13) s=aq+el+§+a,, we=az+ a.
Appliquons la condition (Kz)
9N Sh ,, %a )
8—}~/f|—_ q§Z+[g(az+a2) -I—X,] (aq—{— e —I—g}-/z+ a|+
da 3%a 5a1) A ( ,, a )
+a(5;<q+§;(3—yz+é_; +ialagte -l—gz-l-a] +
3
.+_a(ez+—§——a-):0’
y‘ .
LY 1., 3a ) ( 32a 3a.)
6y+[§(az+ az) +X1J(€ +§;Z+a‘ +¢ 3—@24—3—; +
L .4 %a)
(14) —1—ga(e —I—ayz—l—a|)+a(e —!—ay)——o,
N 1 3a
6*Z~+-a[5(62+62) +X1J+E (-6‘; —l—a2) = 0.

Si I'on prend a=o0, on a une équation de Clairin. Si I'on
pred a%o, la derni¢re équation donne

£ 42

)\==—g§ z+azz+ as

En reportant dans la précédente on obtient un terme en z2

g . . s 1
dont le coefficient est —Eagi et qui ne peut disparaifre que si 'on
v Ny

prend ¢ =0 ou 5, = O



342 J. Pasquier, [c6]

Soit d’abord é=o0; A==aX,z+ as=o0. En reportant dans
la premicre équatiou (14) on observe qu’il existe deux termes en e*
qui ne peuvent disparaitre que si I'on a Xj+a=o. Il faut donc
dans tous les cas prendre a =X et I'équation (13) s’écrit

s=Xqg+ e+ a,
Cette équation se raméne a une équation de CLAIRIN en posant
Z ==tz ol ¢ est une fonctipn convenablement choisie de z.
Si maintenant nous appliquons a (13) la condition {K's) nous
obfenons a = o et nous avons encore des équations de CraIRIN.
Conclusion. Les seules équations qui, dans cette seconde hy=

pothése peuvent éfre de 1a premiére classe sont des équations liné=
aires ou des équaiions de Clairin.

Paragraphe II (I",)) n’est verifié que par 6 =o.
51. M. Gau a démontré!) qu'a I'exception des équations de
CrLamiN les seules équations de ce tvpe qni satisfont & la condition

(K,) sont _
(B) S:ezq+a] (X,Y)emz'*‘az(x:)’)

ou l'on a m > 2, m étant I'ordre minimum d’involution du systéme Y,

Sa,
et -37/ +o.

Reprenons la condition (K,) nous en tirons les deux suivantes
du. , 3. ) ,
E-{—(X—I—I)e‘:o, sfj:—{-X(ale’"’—I—a.!)—l—ma, ems = o,

La cognpaﬁbilité de ces équations exige X+ m=o. Rempla~

oaz
gons ap par 5y nous avons |
p=(m—1)e'+may,
L,z ~mz §_a_2‘
B) s=eqgt+ae +5y

Condition (K ). En annulant séparément les termes indépen=
dants de ¢ et le coefficient de g, la condition (K.) donne

S\ -
6z+£[(m—— l)el+m32](z+X] er+(t+1)e¥*=o,

5)\ . 8& 1z 532
(15) 'g;-f—é[(m—— 1) e +ma»_,] (a; e + ——5;) +4X, (al e +3_)7) +
831 mz 5262 z( mz aa'3>] . (myl)z —
—l—&[axe +6X8y+e a,e +5y +ma,e =o.

1) Gav, Annales de Grenoble, p. 162.
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La premiere définit A comme fonction du second degré en ez
Dans la seconde e™*Y7 doit donc disparaitre. Son coefficient est
m(§+ 1) a,. 1l faut donc prendre €+ 1 =o0. Mais alors la premiére
équation (15) définit % comme une fonction du premier degré en e
Les termes en e™ doivent donc disparaitre de la seconde. Il faut
alors, en changeant X, prendre

1 8
a —X) '—‘n-;glog a,,
et 'équation (B) s’écrit
32

1
s=e*q+ a, em — E“5x5y log ay .

Si 'on fait le changement de fonction z:Z—%log a, on a

i 5
S = 2w o (Q 1;5} log ay) + emZ.

1 .
En posant encore —Elog a,= —log a et en revenant aux mi-

nuscules on a
( n 8a)
s=¢€“la ~—]em.
q 5y
La transformation de BackLunp p —ae* = Z donne
Q=em, S=me"p=me" (Z+ ae?.

En reprenant les minuscules et en changeant a et z on a ainsi

m+1

s=zq+aqgm, (a%o0).

52. Pour que pn+9(x,y,2 p,...pn-1) soit un invariant on
doit avoir -

dn-tf

(16) A, ¢+

dxn-l

Dans A%,.; ¢ ne figurent que les dérivées de f d'ordre infé=

rieur a n— 1. Or, en se bornant aux plus hautes puissances de
1

gm, on a successivement

df _m+1 , 22 d®f _(m+1)(m+2)
S + £ re

3
= m e _=— a“q
dx m 9 ’ dx? m?

= 0.

m+3
m

+..0

et, d’'une facon générale,



344 J. Pasquier, Recherches sur les équation s= f x, y, z, p, q integrables etc. [78}

dkf 1 2)... k m+ k+1
E;T(er Mt D) B) e 22

Il en résulte que le premier membre de I'équation (16) contient

myn .

un ferme en ¢ m qui ne peut se réduire avec aucun autre et dont
le coefficient n’est pas nul.

m+ 1

L’équation s=zq~+aq m n’est donc pas de la premiére classe.

L’application de la condition (K's) a I'équation (B) montre qu'il
faudrait prendre a;=o, ce qui est contraire a nos hypothéses.

Les seules équations du type étudié dans ce paragraphe qui
puissent étre de la premiére classe sont donc des équations de CLAIRIN.

53. Conclusion générale.

Les seules équations s=a(x,y,z) g+ b(x, y,2) qui sont de la
premi¢re classe se raménent par des transformations ponctuelles a des
types connus qui sont des épuations linéaires, des équations de CrLAIRIN,
de Mourarp, 1'équation de M. Goursat s= qe’, l'équation de M.
Gau s=(e*+ e ) q et I'équation s= qz.

Jai étudié également les équations s= f(x, y, z, q) non linéaires
en q. Les seules qui soient de la premiére classe sont celles qui se
ramenent par des transformations ponctuelles a 1'équation de M.
Goursat s= e |lyq®+ q. Cette conclusion, qui est trés simple, s’ap-
puie sur des calculs trop longs pour trouver place ici. Je me propose
d’en donner les développements dans un second mémoire.



ERRATA.

Pour des raisons indépendantes de ma volonté j'ai été mis dans
I'impossibilité de corriger les épreuves d’imprimerie de ce travail. Cest
pourquoi le texte présente de trop nombreuses ecrreurs. Je prie les
lecteurs d’agréer mes regrets et mes excuses. Pour ne pas allonger
oufre mesure ces errata j’ai dii me borner a rectifier les fautes qui
risquaient de rendre le texte inintelligible.
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