
THÈSES DE L’ENTRE-DEUX-GUERRES

BADRI NATH PRASAD
Contribution à l’étude de la série conjuguée d’une série de Fourier
Thèses de l’entre-deux-guerres, 1932
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1932__137__1_0>

L’accès aux archives de la série « Thèses de l’entre-deux-guerres » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Thèse numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=THESE_1932__137__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


N° DE SRftlE :

1349
— — — - PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS
POUR OBTKNIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

PAR

M. BADRI NATH PRASAD, M. S c , PH. IV,
f( LECTURER » EN MATHEMATIQUES,

UNIVEHSITK n'ALLAHABAD ( I N D E ) .

lr* THESE. — CONTRIBUTION A L'GTUDE DE LA P£RIE CONJUGU^E D^UNE S^RJE DE
FOURIER.

2e THESE. — PROPOSITIONS DONN^ES PAR LA FACULTY : SUR LES FONCTIONS
ENTIERES D'ORDKE ENTIEB.

/0M^^
Soutenues le 4 juin 1932 devant la Commte^tfijPvcL^xaioen.

' t - . -•
MM. EMILIS BOREL, President. " - -1

ARNAUD DEN JO V, ) „
GEORGES VALIRON, } E™™™<™rs.

PARIS
GAUTHIKH-VILLAHS ET C'% EDITEUHS

LIBRAIRES DU BUHEAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands-Augustins, 55

1932



FACUITE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS.
MM.

Doyen G. MAURAIN, Professeur, Physique du globe.
Doyen honoraire M. MOLLIARD.
Professeurs honoraires... H. LE CHATELIER, H. LEBESGUE, A. FERNBACH, A. LEDUC,

IS. PICARD, R. PERKIER.
/ GOURSAT Analyse supeiieiue et Algebre superieure.

JANET - Electrotechnique generate.
VVALLERANT Mineralogie.
PAJNLEVE Mecanique analytique el Mecanique celeste.
CAULLERY Zoologie (Evolution des etres organises).
EMILK BOREL Calcul des probability et Physique mathematique.
ABRAHAM Physique.
M. MOLLIARD Physiologie vegeiale.
E. GARTAN Geometrie superieure.
G.VURIHX BERT RAND. . Chiinie biologique.
JKAN PERRIN Ghimie physique.
LAPIGQUE Physiologie generale.
M'IH! P. CURIE Physique generale et radioactivite.
G. URBAIN Ghimie generale.
L. MARGHIS Aviation.
E. VESSIOT Theorie des fonclions, theorie des transformations,
A. COTTON Physique generale.
J. DRAGEI Application de VAnalyse a la Geometrie.
GH. FABRY Physique.
R. LESPIEAU Theories chimiques.
P. PORTIER Physiologie comparee.
CH. PEREZ Zoologie.

Professeurs ' E* BLAISE Chimie organique.
v P.-A. DANGEARD. . . . Botanique.

LEON BERTRAND Geologie structural et Geologic appJiquee.
E. RABAUD Biologie experimentale.
G. JULIA Galcul diHerentiel et Calcul integral.
P. MONTEL Mecanique rationnelle.
V. AUGER Ghimie appliquee.
P. WINTREBERT Analomie et histologie comparees.
0 . DUBOSGQ Biologie maritime.
EUGENE BLOGH Physique theorique et Physique celeste.
N Etude des combustibles.
L. LUTAUD Geographie physique et geologie dynamique.
HEXRI VILLAT .Mecanique des fluides et applications.
CH. JACOB Geologic
P. PASCAL Ghimie minerale.
LEON BRILLOUIN Theories physiques.
E. ESCLANGON Astronomic.
IL BENARD Mecanique experimentale des fluides.
C. MAUGUIN Mineralogie.
L. BLARIXGHEM Botanique.
A. GUILLIERMOND. . Botanique (P. C. N.).
A. DENJOY Mathematiques generales.

I A. DUFOUR Physique (P. G. N.).
\ II. BEGHIN Mecanique physique et experimentale.

E. PECHAKD Chimie (Enseignnt P.C.N.). M. FRECHET Galcul des Probabilites et
A. GUILLET Physique. Physique mathematique.
M. GUICHARD Chimie minerale KOCH Mecanique exper1* des tluides.
A. MICHEL-LEVY . Petrographie. PAUTHENIER Physique (P.C.N.)
A. DERELMS Geologie. VILLEY Mecanique physique et experi-
H. MOUTON Chimie physique. mentale.
L. DUNOYER Optique appliquee. DE BROGLIE Theories physiques.
M. JAVILLIER Chimie biologique. LABKOUSTE Physique du Globe.
ROBERT-LEVY Zoologie. FREUNDLER Chimie (P.C.N.).
A. DEBIERNE Radioactivite. PRENANT Zoologie.
E. DARMOIS Physique. P. JOB Chimie generale.
G. BRUHA.T Physique. CHRETIEN Optique appliquee.
F. PICARD Zoologie (Evolution des BOHN Zoologie (P.C.N.).

etres organises). BOURGUEL Ghimie (P.C.N.).
L. JOLEAUD Paleontologie. COMBES Sciences naturelles(P.C.N.).
M»« RAMART-LUGAS. Chimie organique. GARNIER Mecanique rationnelle.

Secretaire A. PACAUD.

9436^ LUPRIMKRCK GAUTHtKU-VfLLARS ET GIe, QUAI DKS GR A N DS-A UGUSTINS, 55.



A LA MEMOIRE

DE MON CHER FRERE

M. BAIJ NATH PRASAD, B.A., LL.B.,
AVOCAT.





A

MONSIEUR EMILE BOREL

ET A

MONSIEUR ARNAUD DENJOT

TEMOIGNAGE

DE PROFONDE ADMIRATION

ET DE RECONNAISSANCE.





PREMIÈRE THÈSE.

CONTRIBUTION

A

L'ÉTUDE DE LA SÉRIE CONJUGUÉE
D'UNE SÉRIE DE FOURIER.

CHAPITRE I.

INTRODUCTION.

1. 1. L^objet du présent travail est d^étudier quelques questions
relatives à la convergence et à la sommabilité de la série conjuguée
d'une série de Fourier. Avant d'en aborder le détail, nous nous pro-
posons de donner un aperçu bref, mais assez complet, des dévelop-
pements apportés à cette théorie de différents points de vue.

Soit

(t. n) - ao + V (a^cosn^-f- bnûnnx)

n — \

une série trigonométrique; la série

(i. 12)

est appelée la série trigonométrique conjuguée de la série ( i . n ) . S'il
existe une fonction f(x), qui est intégrable au sens de M. Lebesgue
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dans l'intervalle (—r.? r.) et est définie hors de cet intervalle par la
périodicité, de telle sorte qu'on ait

« „ = — i f (a) cos nu du y btl=z— j ƒ(?/) sin nu du

ff0—i ƒ f(u)du,

et

la série ( i . 11) est une série de Lebesgue-Fourier, .et la série ( i . 12)
est la série conjuguée de cette série de Fourier.

La série conjuguée d'une série de Fourier n'est pas nécessairement
elle-même une série de Fourier. Ainsi,

cosnx

est une série de Fourier (1), tandis que sa série conjuguée, comme
Fatou Ta fait remarquer le premier,

bien que convergente pour toute valeur de a?, n'est pas une série de
Fourier puisque sa somme n'est pas une fonction intégrable (L) (2)
dans tout intervalle contenant l'origine (3).

La ƒonction conjuguée associée à la série conjuguée est

(1. i3) A'(«) = 7£ ƒ I ƒ(* + 0 —/(•»- O ! «ni /.//,

qui, à cause de la périodicité de /(a?), est équivalente à

(*) C/. YODNG, 71, 46; HoBsoN, 27, 621.
(2) C'est-à-dire au sens de M. Lebesgue.
(;1) FATOU, 7, 767; LEBESGUE, 31, iâ4- Poir aussi PERRON, 4-0; TITCHMAKSII, 64-.
Pour un type de condition nécessaire et suffisante que les deux séries trigono-

métriques (t. n ) et (1. 12) soient .des séries de Fourier, voir ALBXITGH, 1.
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Dans ces formules, lés intégrales ne sont pas généralement des inté-
grales de Lebesgue^ mais des intégrales généralisées au sens de
Cauchy,définies comme limite d'un des types suivants :

, lim / . lim ƒ

1. 2. La première introduction des séries conjuguées dans l'ana-
lyse mathématique remonte à la discussion des séries de puissances
dont elles constituent, sur le cercle limite, la partie imaginaire. Ainsi,
si U(r, 6) est la partie réelle d'un potentiel dans le cercle unité et
V(r, 6) sa partie imaginaire, et si, d'autre part, / (O) et #(0) sont les
valeurs vers lesquelles tendent ces fonctions lorsque r tend vers i, on
a les relations suivantes dues à M. Hubert (4) :

ƒ(0J = ~ f A'(0 cot 6-^dt-+- ^ f f{t) dt.

Ces formules peuvent d'ailleurs être déduites de résultats antérieu-
rement obtenus par Tauber (5). Cependant, ces recherches supposent
de considérables restrictions imposées aux fonctions, et ainsi la théorie
des séries conjuguées restait insuffisamment développée. Ce ne fut
qu'après la publication du Mémoire de M. Pringsheim (6) et de celui
de Fatou (7), où l'on trouve le premier traitement rigoureux du
sujet, que les séries précédentes commencèrent d'être étudiées d'une
manière satisfaisante de différents points de vue. En même temps que
progressait la rigueur mathématique et qu'on découvrait de nouvelles
ofjéthodes de sommation et d'intégrabilité, les propriétés de ces séries
étaient mises en lumière de plus en plus.

1. 3. On peut se poser la question suivante. Que peut-on dire au

(•) HJLBKRT, 24, 250-255; 26, 7 3 - 7 7 , 81-86; 25, i - 5 .
(5) TAUBER, 62; cf. aussi LITCHTENSTEIN, 35, 223-224.

(6) PRINGSHEIH, 52.

D FATOU, 8.



sujet des propriétés de la série conjuguée ( i . 12), connaissant celle dé
la série (1. 11)? M. Fejér a prouvé que si la série trigonométrique
(1. 11) est uniformément convergente dans (o<a?<2r.), la série con-
juguée (1. 12) est convergente presque partout dans (o,2Tt)(8). Le
résultat de M. Fejér a été étendu par M. Frivalofï qui a montré que si
les sommes partielles de la série (1. 11) sont uniformément bornées
dans (o, 2 71), et si la série elle-même est convergente dans un ensemble E
de mesure positive, la série (1. 12) est convergente presque partout
dans E (9). Ce théorème de M. Privaloff a, à son tour, été généralisé
par M. Zygmund (1 °).

En déterminant le saut d'une fonction ƒ (a?) intégrable (L), en
partant de sa série de Fourier et de sa série conjuguée, M. Ltikàcs a
été conduit à démontrer qu'en un point x où la limite

D,: = lim {ƒ(x -+- h) — ƒ(# — h) \

existe, on a

où on(^œ) est la nième somme partielle de la série conjuguée
M. Young a montré (*2) que

presque partout; le théorème correspondant relatif à la série de Fourier
avait déjà été démontré par M. Hardy ( l3). Si sn(cc) représente la
nième somme partielle de la série de Fourier, M. Hardy démontre que
Ton a

presque partout.
11 existe un système de facteurs |Xrt} qui ont pour propriété de

(8) FEJÉK, 10; cf. aussi 11.
(») PRIVALOFF, 50; aussi 51, 52,
(i0) ZYGMÜND, 81, 289.

(") LUKACS, 37; aussi FJÎJÉR, 9.
(12) YOUNG, 1% 43;.

(« ) HAHDY,15, 365.



changer, par multiplication, toute série de Fourier

N (an cosnx H- bn sin nœ)

en une série
oc

7J Xft(q;l

qui est convergente presque partout. M. Young a montré ('**) que les
facteurs

7^' ( logn)1 + s ' log/i ( log logn)1*8 ' > 0

sont des facteurs de cette espèce tant pour la série de Fourier que
pour la série conjuguée

7 ( bn cos ri x — an sin nx),
i

les deux séries devenant, après multiplication terme à terme par ces
facteurs, des séries de Fourier. Plus tard, M. Hardy a prouvé ( i 5)

que p̂ — est un facteur de convergence de même espèce pour toute

série de Fourier. Le théorème correspondant relatif à la série con-
juguée a été donnée par M. Plessner(1c) qui a montré que la série

00

2 bti
— an sin n x

converge presque partout, mais sans être nécessairement une série de
Fourier ou une série obtenue par dérivation formelle de la série de
Fourier provenant d'une fonction à variation bornée.

1. 4. Récemment, une grande attention a été donnée aux recher-
ches portant sur Fintégrabilité de g(&) et l'existence de Tinté-

( " ) YOÜNG, 74, 77.

(1S) HARDY, 15, 365.

(1C) PLESSNER, 41, 33.

THESE B. N. PHASAD
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grale ( i . 13 ). On sait que g(oo) n'est pas nécessairement intégrable ( *7 ),
bien que M. Kolmogoroff ait démontré que |g'(a?)|1~£ est intégrable
lorsque e ̂ > o ( '8 ). Cependant, si f (cc) est de carré sommable (A 9 ), ou
plus généralement appartient à la classe hp de Lebesgue (/>^>i),
M. Riesz a prouvé (20) que g {ce) aussi appartient à la classe L'% et que
la série ( i . 12) est la série de Fourier de g{&). M. Zygmund (2I) et
M. Titchmarsh (22) ont montré que l'intégrabilité de

est une condition suffisante pour Tintégrabilité de g(oc).
Si f (00) satisfait à une condition de Lipschitz, 'les propriétés corres-

pondantes de g (a?) ont été considérées par nombre de chercheurs (23).
L'existence de l'intégrale

*?) = - i - f \

pour presque toutes les valeurs de x7 dans le cas général, semble
avoir été établie pour la première fois par M. Privaloff(24), mais la
première démonstration qu'il soit aisé de consulter a été donnée par
M. Plessner (25). La démonstration de M. Plessner est indirecte
et dépend de la théorie des fonctions analytiques. Plus tard,
M. Besicowitch a donné une démonstration basée seulement sur la
théorie des ensembles de points (2fi).

Dans la ligne des séries trigonométriques conjuguées, une intéres-

(lT) Exemple : £'(j?) = — 7 *"' « Cf. aussi TITCHMARSCH, 6 k
o

2

(1S) KOLMOGOROFF, 30. Pour d'autres démonstrations du théorème de
M. Kolmogoroff, cf. LITTLEWOOD, 36^; HARDY, 17, 169; TITCBMARSB, 66.

(19) Lusix, 38 ; cf. aussi BESICOWITCH, 2 ; TITCHMARSH, 67.

(20) RIESZ, 57, 58; cf. aussi HARDY et LITTLEWOOD, 22.

(2J) ZYGMUND, 79, 80.

(22) TITCHMARSH, 66, 68, 69.

(2 ;) PRIVALOFF, 54; YOUICG, 76; HARDY et LITTLEWOOD, 19.

(2V) PRIVALOFE, 5 3 ; cf. KOLMOGOROFF, 30.

(--') PLESSNER, kl.

(2U) BESICOWITCH, 3.
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santé théorie ^intégrales trigonométriques conjuguées

(l) o,o$xt~\-W(t) svnxt | dt,

f [W(t)cosa;t— <b(t)sinxt)
*J o

a été développée par M. Titchmarsh qui a aussi considéré la réci-
procité fonctionnelle du type des corrélations de Hubert (27).

1. 50. La première discussion serrée du problème de la convergence
de la série conjuguée est due à M. Pringsheim. Il montre (2S) que la
série conjuguée converge en un point x et y a pour valeur

^ f \
pourvu que cette expression ait un sens précis et, de plus, pourvu que Von
ait

(1.O02) -lim ƒ ^ ^-li-m ƒ ^

Son criterium de convergence est Vabsolue convergence de l'inté-
grale (̂1 .Soi) et cette condition d'absolue convergence rend le théo-
rème de M. Pringsheim vraiment trop restrictif.

Une théorie plus parfaite de la convergence et de la sommabilité
des séries fut donnée par M. Young en deux Mémoires (20). Il prouve
que si Vintégrale (1 .Soi) existe, au moins comme une intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge en x et a pour
valeur celle de cette intégrale, pourvu que

(0 • ƒ(*) • .

soit une fonction à variat ion bornée dans (— 71, TI) ( 3 0 ) OU

(27) TITCHMARSH, 65.

(28) PRINGSHEIM, 48, 87.

(j20) YOUNG, 75, 70; cf..aussi 73.

(30) YOUNG, 75, 36i . '
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soit une fonction à variation bornée ( 3 i ) , ce qui est un théorème
correspondant à celui de M. de la Vallée Poussin (32) pour les séries
de Fourier. Le théorème de M. Young pour la sommabilité (C, i) de
la série conjuguée est le suivant : .si Vintègrale ( i . 5 o i ) existe, au
moins comme intégrale non absolument convergente, la série conjuguée
est sommable (C, i), pourvu que Von ait

(iü) f \f{x+t)—f(x-t)\dtz=o{u)(™).

Ceci est l'analogue du criterium de M. Lebesgue pour la sommabi-
lité (C, i) de la série de Fourier (34).

1. 51. Nous voyons ainsi qu'en remplaçant la condition d'absolue
convergence de M. Pringsheim relativement à

= ̂  ƒ
par la condition de sa non absolue convergence, M. Young a obtenu
un théorème plus précis pour la convergence et la sommabilité (C, i)
de la série. Mais nous pouvons alors poser la question suivante : Que
peut-on dire touchant la convergence et la sommabilité de la série
conjuguée en un point ce où l'intégrale g {cc) n'existe pas•, pas même
comme une intégrale non absolument convergente ainsi qu'il était
supposé par M. Young? La réponse à cette question est le point de
départ de notre présent travail.

Dans le Chapitre II, je traite de la convergence qui sera très utile
dans la discussion subséquente touchant de plus hauts degrés de somma-
bilité. A la place de g{oc), j'utilise la fonction moins restrictive (y5)

(1.012) G(#) = 7^ f ^

(31) YOUNG, 75, 368.

(32) DE LA VAILLE POUSSIN, 5, et aussi 6, i4g.
(:ï3) YOUNG, 70, 271.

(:{i) LEBESGUE, 32, 274.

(:15) Comme il sera montré dans les lemmes 1 et 2, l'existence de l'inté-
grale g^sc) inclut nécessairement celle de 0{x) mais non vice versa.
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OÙ

t)-f(x-t); W(t)=f <

et je prouve que le théorème fondamental de M. Pringsheim men-
tionné au début du paragraphe 1. 50 demeure vrai si nous y rempla-
çons g(cc) par G(cc). J'obtiens alors un théorème pour la convergence,
à savoir que si l'intégrale ( i . 5ia) existe au moins comme intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge et a pour valeur G (ce)
pourvu que

4/(0 = 7 f h(t)dt,

OÙ

f'
Il résulte du travail de M. Plessner que g(oc) existe comme inté-

grale convergente presque partout et aussi que la série conjuguée est
sommable (C? \) presque partout. Mais j 'ai construit un exemple (36)
montrant que l'existence de g(po) comme intégrale non absolument
convergente en un point, bien que suffisante par elle-même pour
assurer la sommabilité d'Abel, n'est pas une condition suffisante pour
la sommabilité (C, i) de la série en ce point.

1. 52. Dans un Mémoire (37), se rattachant à leurs recherches sur
les séries de Fourier (^8), MM. Hardy et Littlewood prouvent que
dans l'ensemble L( 3 9 ) la série conjuguée est soit sommable par un
procédé de Cesàro d'ordre positif quelconque, soit impossible à
sommer par quelque procédé de Cesàro que ce soit (40). Ceci joint

(3C) B. N. PRASAD, 45. Des détails seront publiés sous peu.
(37) HARDY et LITTLEWOOD, 20; cf. aussi ZYGMUND, 82.
(3S) HARDY et LITTLEWOOD, 18.

(39) L'ensemble des points où \f(œ) — c\ est la dérivée de son intégrale,
quel que soit c, est appelé l'ensemble de M. Lebesgue ou ensemble L. L'ensemble
complémentaire de l'ensemble L a pour mesure zéro.

(40) M. IZÜMI a publié une Note (Tôhokou Math. Jour., 31, 1929, 109-113)
dans laquelle il prétend avoir généralisé quelques-uns des résultats de MM. Hardy,
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aux résultats de M. Plessner montre que la série conjuguée est som-
raable (C, o), pour toute valeur positive de S, presque partout (4 I). Ils
prouvent, de plus, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'en un pointxla série conjuguée soit sommable (C, a ) p o u r u n a ^ o ,
est que

tende vers une limite pour une certaine valeur de p. Il manquait à ce
théorème une précision, à savoir d'établir une relation entre a et p, et
ceci a été fait par M. Paley (*2) dont les résultats servent de très bons
théorèmes d'existence. Ce qu'il reste à faire, maintenant, pour com-
pléter cette théorie est de considérer formellement le cas où l'inté-
grale g {ai) diverge proprement; dans ce but, j 'ai prouvé (*3) que si
g{oc) diverge et tend vers +oc ou vers —QO, la limite d'Abel divergera
elle aussi en tendant de môme vers + QO ou — oo.

Dans le Chapitre IV, j'obtiens des théorèmes pour la sommabi-
lité (C, r) de la série conjuguée. Si

7r ( t ) = / - s — I -. / • • • I -. ƒ e> ( tr ) dtr,

Zi(O = f
•Ai

je prouve que si l'intégrale

Littlewood et Plessner. Mais aucun des théorèmes de M. Izumi n'est correct. Pour
un travail de type différent relatif à la série conjuguée, cf. GKIMSHÀW, 13.

(41) Voir le premier paragraphe du paragraphe 1.6. Le même résultat a été
démontré indépendamment par M. Zygmund, presque en même temps, 82.

C'2) PALEY, 39.

(*3) B. N. PRASAD, 43, 46.
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existe, au moins comme intégrale non absolument convergente, la
série conjuguée sera sommable (C, /*) et aura pour somme Gr+, (a?),
pourvu que

j M O cos?u .
—±J- ~—— dt ~ o,

où o < 8 <̂  7i. De ceci, je déduis plusieurs criteriums pour la somma-
bilité (C, r) en un point. Par exemple, la série conjuguée sera som-
mable (C, r) en un point et aura pour somme Gr+i (a?), si

existe, ou si

est à variation bornée, ou si l'on a

0 M O dt

(i/V)
r'

t = O(t)

lorsque t tend vers zéro. Il y a une symétrie remarquable en tout cela
et la forme pratique de la fonction conjuguée correspondante est mise
en évidence à chaque pas.

En particulier, si nous faisons r== î, il en résulte trois critères pour
la sommabilité (C, î) qui seront valides tous, même si g(cc) n'existe
pas.

1. 6. J'ai prouvé (A*) que sif(t) est borné, la série conjuguée est
sommable (C, o) pour chaque valeur de o > o, et a pour somme g(œ)
en chaque point ccy pourvu que l'intégrale

(1.61) £>(*)=-L ƒ

converge en ce point. MM. Hardy et Littlewood (*B) ont montré que

( " ) B. N. PRASAD, 4-9.

(45) HARDY et LITTLEWOOD, 26 t 279 ; cf. leur autre Note, 24.
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cela est aussi une condition nécessaire. En combinant quelques résul-
tats connus de M. Plessner et de MM. Hardy et Littlewood, on peut
établir qiCau point x ou

ƒ ( v|/(O \dt=o(t)

(c'est-à-dire presque partout), la condition nécessaire et suf fisante pour
que la série conjuguée soit sommable (G, S) pour tout §^>JO, est que
Vintégrale ( i . 61) converge.

D'un théorème de M. Paley (4G), il suit que la série conjuguée est
sommable (G, o) pour tout o ̂ > i, si l'intégrale (i .61) existe. Dans le
Chapitre III, je montre que même si l'intégrale (1.61) n'existe pas,
mais si l'intégrale

— I W{t) cosèc*-dt

existe, la série est sommable (G, 0) pour tout S ̂ > 1, pourvu que

ou que

1 !rr f = o(0.

1. 7. Si

I / , du j — — 7 \ U fi t U S fi> JU Ct/^ o l l l i l JU j I

et
£ = arc sin(i — r)}

Fatou a prouvé que pour la sommation de Poisson de la série conju-
guée o n a ( u )

(T. 71) lim V(r. j?) — — / à(t) cot -dt = o,

pourvu que f(t) soit une fonction bornée et continue. M. Lichtens-

(VG) pAtEY ^2 (théorème 2 pour a = 1).
(*7) FATOU, 8, 36o.
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tein (48) a montré que (i .71) demeure exact même si x est un. point
de continuité de ƒ(*), mais f{t) n'étant pas nécessairement bornée.
Plus tard, M. Plessner (/l9) a démontré que (1.71) est encore vraie
pourvu que

lim- f ty(t)dt — ö.

Dans le paragraphe 2. 3, je prouve un théorème plus général, à
savoir que Ton a

lim

pourvu que
lim

V(r,a?)— ^- f W(t)cosèc

m - I —— dt = o,

ce qui inclut comme cas particulier tous les théorèmes précédents de
MM. Fatou, Lichtenstein et Plessner que nous venons de mentionner
plus haut.

1. 8. J'ai essayé de donner une bibliographie assez complète de la
littérature relative aux séries conjuguées et à la fonction conjuguée.

Qu'il me soit permis de remercier ici M. A. Denjoy qui a bien
voulu s'intéresser à mon travail avec une bienveillance dont je lui suis
profondément reconnaissant.

Je voudrais aussi exprimer mes remerciements à mon ami,
M. Ch. Racine qui m'a affectueusement apporté une aide considé-
rable pour la rédaction française de ce travail.

(/"s) LICHTENSTEIN, 34. 27.

(*9) PLESSNEK, 41, 4 ; théorème I.

THESE B..ÏN\
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CHAPITRE IL

CONVERGENCE ET SOMMATION DE POISSON.

2. 1. — Convergence.

2. 10. Dans ce qui va suivre nous considérerons des séries conju-
guées de séries de Lebesgue-Fourier, et nous nous servirons des nota-
tions suivantes :

^ ( 0 = f <\>(n)du.

Les lemmes suivants sont nécessaires.

LEHME I. — Quand Vintégrale

existe, la condition nécessaire et suf fis ante pour que V intégrale

(a. io a )

existe est que la limite de —~-̂ , lorsque t tend vers zéro3 soit aussi zéro.

Si £ > o, nous obtenons, en intégrant par parties,

(,. -S)

ce qui montre avec évidence que la condition est suffisante. Que la
condition soit nécessaire, cela résulte du fait que lorsque (2.102) et
(2.101) extistent? lim —~"^tend vers une limite qui, d'après (2. io3),

est nécessairement o; sinon (2.101) n'existerait pas (50).

(50) Ceci résulte aussi d'un théorème de Thomae; cf. THOUAE, 63. Ce critère
de Thomae a été généralisé par moi dans le lemme 7, § 4. 2.
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LEMME IL — Quand Vintégrale ( 2 . 1 0 2 ) existe, Vintégrale ( 2 . 1 0 1 )

existe aussi nécessairement.

Par hypothèse

f
u(t) étant nul et continu pour £ = o. Or

^A-ltclt = tu(t) — / u{t)dt.

D'où Ton tire

lim —— — o.

En vertu de (2. io3) on prouve alors le lemme.
Par suite des deux lemmes précédents, il est évident que la conver-

gence de l'intégrale

2 7Ï Jo 9,

inclut nécessairement celle de l'intégrale

mais la réciproque n'est pas vraie. Nous pouvons maintenant prouver
le théorème fondamental suivant dont nous nous servirons fréquem-
ment comme d'un lemme dans la discussion qui va suivre (5I ).

THÉORÈME I. — Si Vintégrale ( 2 . io5) existe, la série conjuguée con-
vergera et aura pour valeur G(x) pourvu que

lim

( n ) Les résultats de cette section ont été annoncés dans les Comptes rendus.
Cf. B. N. PRASÀD, h% 43. Ils étaient inclus aussi dans une dissertation non
imprimée que j'ai écrite à l'Université de Liverpool.
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soit zéro, où p = — -? 2 m + î <^ ra, m étant un entier positif quel-

conque et indépendant de n.

Considérons en effet la nlèm0 somme partielle de la série conjuguée.
Nous avons

JU =: n

SH = 2> ( bm cos m x — am sia m x )

tn s= 1
. n -h î n ( a — 3? )

sin ( a — a; ) sm —
2 %= - C f{*) da

2

. 7i + i . ni
sm i sm —

. t
sm -

2

=^ — i i>(t)cot-(i — cos nt)dt-±- — / ù(t)sinntdt.

Le dernier terme de la ligne ci-dessus devenant o(i) lorsque n aug-
mente indéfiniment d'après le théorème de Riemann-Lebesgue (53),
nous obtenons

J pT' t î Cv t
S„= —̂  / J>(^)cot-^H I é(t) cot- (i — co$nl)dt

{-?,. 106) — ̂ z f '^

En intégrant maintenant par parties, il vient

ou

(2.IO7) T.,=:— xi(p)COt^ + 7 — / * l

(*-) RIEMANN, 55, 5»54; LEBESGÜE, 3B, 471,



O r

ln=z —\w{l) col -{i - cosnt)X - _ L f 'lp(t)4-\ cox-(i — cosnt)\dt.

Le terme entre crochets devient

Or
— Tp(p) col£-
2 71 W / 9,

= —__ / *F("Ocoséc : î-^+ 7 " / W
4TTJ0 2 /,7lJ0

i V' t .
+ — ƒ W ( i ) cot — n sin n^ r//

27lJ0 2

Or

J.,=:7— / W(.t) coséc2 -sinfw sin/ii dt.

La variation totale de sin/iZ entre o et t est

n ƒ | cos?i£ | a?£ < nt.

Donc sinnt= P1 (î) — P2( î) , P, (Ê) et Pa(^) étant non décroissants et

[ P ^ O K ^ i | P , ( O l < ^

et nsinï.P, (f) et n.sin^.P2(^) étant croissants, positifs et plus petits

que n2t- et par consequent que ( it j .

D'où

~o(i) (pour ^ infini).

D'une manière semblable, en exprimant coszU, dans (o, /?) comme
la différence de deux fonctions monotones, on peut montrer que
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Ainsi nous avons

i u i rp -,
{%. 108) L , = - — ^ (/ ;) col—H--7—' / ^ (
V ' 27Ï V/ } 2 4TT A V

Et encore

L = - ! - / d< ( £ ) cot - cos /i£ <i£

Z1 / t i ~ i\ cosntdt.

Puisque (cot- ) est borné et intégrable dans (o, TI)? la seconde

intégrale de la ligne ci-dessus devient 0(1). Par conséquent,

(2.109)

De (2.106), (2.107) et (2.109). nous obtenons alors l'égalité

(A) ' l " " 4 ï J o (t)t-Obec--dt---J^ —£-cosntdl + o(i)y

d'où notre théorème découle.

2. 11. Pour les applications du théorème I, il est utile de procéder
à la remarque suivante. D'après l'équation (A), si à tout nombre
positif £ correspond un entier particulier m tel que pour

P =

on ait

Jim

on en conclut
£*?-eosni dt

D'où résulte, en même temps, que

liai
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quel que soit m', si

THÉORÈME II. — Si Vintégrale ( 2 . io5) existe, la série conjuguée con-
verge et a pour valeur G(cc)poiavu que

(2.m) +(0 = 7 f h(t)dt<

où

(2.112) f \h{t)\dt = O(t).

Par application du théorème de Riemann-Lebesgue, nous avons

X J—— cosntdt=o(t) (n infini),

où p <^ 0 <^ 71. Or

OU

//A f° cos nt

qn(t)=-J -jr-

= / cos nt dt
J i.

Donc

Soit, en vertu de la condition (2.112), dans un voisinage de t= o

jJl\h(t)\dt<KJ

où K est une constante. Pour les valeurs de n suffisamment grandes,
on a aussi

Or, faisons correspondre à un nombre £ positif et arbitrairement petit
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un entier m suffisamment grand et tel que

m -h - 7r
2 ,

Nous avons

Or

Tip
< ! •

De plus

m ~h - ir
\ 2 /

h(t)qn{t)di g 2 / lh^)^ dt

On a alors

nt t
9. K l • ? . £

m H- - 7T

Or

/ 1 A f \h{t)\dt\dt<— f ~ < - ^ H a/<:
 v

•̂  { n t ' \ / Q
 Ï V / - j " ^ J t 1 ~ n o / i\

Ainsi, aux conditions données (2.111) et (2.112), il vient

< e ,

et le théorème est démontré.
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2. 2. — Sommation de Poisson.

Pour la sommation de Poisson de la série conjuguée, je vais
prouver un théorème très général qui inclut comme cas particulier
les théorèmes correspondants de MM. Fatou (5;î), Lichtenstein (*4)
et Plessner (5 5) .

THÉORÈME IIL — *SÏ
SI

^ i, il vient

lim V(^ 5 0 ) _ ' ƒ" i F ( O c o s é c 2 ^ ^ ^ o }

s — arc sin ( t — co),

pourvu que

Jim—
l

Nous avons, en cflet,

v(a>,0)= i r {/(ar+o-A^-or—^^—=
7T J o ' 3 J t ~ 2 57 COS f - h ^

= - f

3 I 2 J ? C 0 S ^ "

I r 7

— /

( - ) FATOU, 8, 36o.

("''') LlCHTSNSTEIN) 34, 27.

(;i5>) PLESSNBR, 41, théorème I.

THESE B. K. PRASAIÎ



Posons

intégrons par parties, nous obtenons

I, — 1 vir ( £ j 001 i ___ _ _ L _ ^ __ îi ƒ ij ( / ) '

Pour o < / < s, Texpression

est positive et, puisque la dérivée est négative, l'expression est une
fonction monotone, positive, non croissante de t pour o<z<£. Appli-
quant le second théorème de la moyenne, il vient

puisque

lorsque f lend vers zéro, par hypolhèse. D'où

(«.'.««) t , = - l I ' f£ ) roi-- -, H-ofi).
7T 3 I - 2 J ' COS £-!--£>-

Or, en intégrant par parties, on obtient



De plus
t rL^

cot - v dt
2 A

, / cot-

' dtY'dtZ(O^)^

Il peut être montré aisément que le terme entre crocheLs est o(i)
quand £ tend vers zéro. Quant au second terme

C o t"
2 7T dt\ d t \

cot-
2

A y

Pour £</'<-> nous avons
— —2

2 7T

ic' si n i cot —
T _ _ ( J — œ y t i: (i---x)-t 9.
K-~T~~Tt à - — si— '

• J ) l =

. — o;)2 cos— (x
2 y

sin:j -

Quand "<«<s

est borné, quelle que soit la valeur de œ.
Or

(i — #•)" , p i ( lor cosL. A -— 8̂̂ t-*" sin'2 ̂ \
^ L /s j col - ( - ^ —

2 7t 2V A' 7

« 1 r i
001 — - — . 1 •

SÏII - I
'•>' J

, , t 2 t̂' sin t
cosec- r̂



Si nous nous rappelons que, pour les valeurs de t contenues dans

l'intervalle (o, - \ nous avons

2 S iiH

7r = ~T~ = Iî-

il peut être montré que, pour t<t< - ,

/ \-7 - o o • o - ( l — 4 ? ) - C O S -

—t2{cot r̂  cot- — T T — • < -ë ^ ; — ;
2 7T 2 A 2 2 A* ) ~ IO -•• n t '

2

(i — x)~ c o s -
^ i 2̂ C 0 S e c < ,

271 2 A2 - 8 . . £
a? s in 3 -

et
t

• — # ) 2 c o s -
t cot _ L _ <

27T 2 . , f . ~ 8
sin'-— A

2

D'où, pour i<t< - Î
7 JT = = o

Pour-<t<n,
2 — - ?

( l — ^ ' ) 2 C O S -

5
ĉ sin - -

2

„ / cot-

dt* \ A

est borné. Par conséquent pour s ^ ^ -S

r T ^ 3

4 . . . f
x sinJ -

2

2 = = ?

- ' 2 71

où £ est une constante.



Divisant, maintenant, l'intervalle (s, ri) en trois

e t

nous avons

1 (i — #) 2 cos-

4 s in 3-
2

sin:i -
2

* COS 2 c o s -

• 2

I

£

2

I

sin2 .
2

3TT(I

si n9j —•

o(0

lorsque x tend vers i, où M, et M2 sont les maxima de [x . i (0^ ' I

dans (s, z1) et ( £2> - j respectivement. Par suite, de (2.23) nous tirons

( 2 . 2 4 )

Or

— —
. 2 7T

Î

a i — 2 ,T COS S -+- X-

( 2 . 2 D ) l-,r= ^ ( S J C O t h 7—- I **> ( /') COSCC2 - Cit.
v y •' 2 71 v y a 4 ^ J £ a

Par conséquent, de (2. ai), (2.22), (2.24) et (2. 25), nous déduisons

^7tjs
 C ° S e C .2

[ 4/rsin2^ , j
_ 1 _ + \1—^Z x 1 h o f r ) = o ( ï )

I—• « 57 COS à -I- X- J — 2^C0S£ + X~ •' | ; .
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puisque le terme entre crochets est identiquement nul'. Ceci complète
la démonstration du théorème.

CHAPITRE III.

SOMMABILITÉ ( C , S ) .

3. 'l. Quand l'intégrale

i r t
(3 . t t ) #() I ^(t)cot

existe, ce qui est, d'ailleurs, équivalent à l'existence de l'intégrale

(3 .12) G(.*) = 7— / W(t) co^èc^ dt

avec la condition W{t) = o{t)y nous savons, d'après M. Paley (5tî),
que la série conjuguée est sommable (C, S) pour tout S ̂ > i.

Nous allons prouver le théorème suivant, plus général :

THÉORÈME IV. — En tous les points x où existe Vintégrale (3 . 12) au
moins comme une intégrale convergeant non absolument, la série conju-
guée est sommable (C, 0) et a pour somme G (x)pour tout 0 ̂ > 1, pourvu que

ou que

: = o ( f ) .
/ : t

Puisque f(&) est associée à la série de Fourier (1.11), nous avons

-\f(& -h 0 — ƒ(# — t) | ~ ^ (bmcos7nœ — am sinmx) sinnit

B8) PALEY, 3$ ( t h é o r è m e 2 où « = 1).



Au lieu d'employer les moyennes de Cesàro, nous nous servirons
des moyennes équivalentes de Riesz (17). Ainsi donc, posant

°fû—-

nous avons à montrer que si G (a?) existe et si Tune ou l'autre des
conditions du théorème est satisfaite, on a

quand to tend vers l'infini pour tout o ̂ > i.

5. 2. Soit <?,,(£) une fonction définie comme il suit

( 3 ) M h \

où p ^ o ; les propriétés de cette fonction ont été étudiées par
M. Young (58). Quelques-unes des principales propriétés de cp(t)
sont :

/
--
ai

7> (*«)(* — ty?-v dt (o

0

U't ' à ' t \f tV;-~'i 1

i ((7 —2),y0

(3-3) ^ + l ( B ) = r_J^_ )_M B ) (o<?),

Pour o.<0<2 et pour toutes les valeurs de w telles que w^o, C?(M
est borné,

(") RIESZ, 56; HOBSON, 27} 90-98.

(5S) YOUNG, 78.
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Pour q ̂ > i, u~~qcrj(u) est à variation bornée dans (o, oc).

5. 3. Nous aurons besoin des lerames suivants :

LEMME 3. — La f onction

où o > o? est une fonction à variation bornée dans (o, oc) et elle tend
vers zéro lorsque u tend vers Vinfini (3 °).

LEMME 4. —La fonction ir?Jc^Çu)} où o^>Oj est à variation bornée
dans tout intervalle fini.

LEMME 5. — Si q^> 2,

ƒ ** i IÏ

- o si

De (3.22), nous tirons pour q > 2

= r^'-a) X" ̂ T1^/^1 -COiut) (I - K) '̂
Puisque (1 — w)'y"3 est intégrable dans (o, 1) et que

1 i ( t — cos*/ / )

est une fonction bornée de t et w dans un rectangle (o, 0; A, 1), dont
Pintégrale par rapport à t dans l'intervalle (o, A) converge en restant
bornée et a pour valeur limite

X
x s'in a;t( i —cos ut)

nous pouvons changer Tordre des intégrations dans (3.3i) (fi0). Ainsi

(r'r) Pour la démonstration des Jemnies 3, 4, 5, cf. B. N. PRASAD, 44. En raison
de l'importance intrinsèque du lemme 5, j'indique la démonstration.

(60) YOUNG, 78, i65; lemme.
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il vient
rx i
I -j—f c<f ( t ) %\\\xt dt

x sina-t(i — cos ut) ,

si * >

LEMME 6. — Si

*2

, convergente dans le sens

lim

Vintégrale {3.12) est aussi convergente comme une intégrale de Cauchy
et les deux intégrales sont égales.

L a f o n c t i o n W(t) e s t p a i r e e t p é r i o d i q u e . O r ( o t )

( r ) ) La démonstration est dans le genre de la preuve du résultat classique

Cf. ÏIAIIDV et LiïTLRwooB, 20, 2ar.

THESE B. N. PftASAD
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V ' signifiant

Or, la série converge absolument et a pour limite

dfx t i \ i , , i t
( - cot ) — T cosec- - — — •

Par suite,

OU

5, -̂ . Puisque (wf^'^Ca+g^f) , en vertu du lemme 33 est à varia-
tion bornée dans tout l'intervalle (o, oo) et tend vers zéro lorsque t tend
vers l'infini, nous pouvons écrire (02)

" *~' 0

Posant ty(t) =f(Kcc-\- t) —ƒ (•#— ^), et changeant tot en ^ nous obte-
nons, en vertu du lemme 5,

ou

m<ùi

fi2) HARDY, 16, 167.



o ù o > o . Posant S = i + YJ, OÙ Y) ̂ > o, il reste à montrer pour établir
le théorème que

(3.43)
i

>
tend vers zéro quand tu tend vers l'infini. Puisque

(3.43") devient

Puisque
C/t

dt

et

en repoi^tant ces valeurs dans (3.44)? o n obtient

Nous rappelant la définition de cp(t) comme elle a été donnée dans
(3.21) et que, pour des valeurs suffisamment grandes de ty on a

il peut être aisément prouvé que le terme entre crochets dans Inégalité
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ci-dessus est 0(1) lorsque co tend vers l'infini. Afin donc d'achever la
démonstration du théorème, il nous faut montrer que le terme sous le
signe somme dans (3.45) est 0(1) lorsque co tend vers Finfini.

5. 5. Le terme intégral dans (3.45) est équivalent à

t~-n rn(t) dt

Puisque dans (o, oc), t~{i^r>}c]+T)(t) est une fonction à variation bornée
et intégrable et qu'elle tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini,
écrivons

où P(î) , Q ( 0 sont chacune des fonctions positives, monotones et non
croissantes. Soit A un nombre tel que Ton puisse lui faire corres-
pondre un nombre £ arbitrairement petit et positif, de telle sorte que
chacune des fonctions P(«) et Q(t) soit moindre que s pour toutes les
valeurs de t contenues dans l'intervalle (A, 00). Divisons l'intervalle
(o? 00) en trois parties (o, A), (A, o>2) et (co2, oc) et considérons J,
séparément en chacun de ces intervalles partiels.

A l'aide du second théorème de la moyenne, nous avons

f./0 f=P(o)o(i) =

puisque l'intégrale (3.12) existe. Pareillement, on peut montrer que

En conséquence
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Toujours par le second théorème de la moyenne, on a

la même chose étant vraie pour l'intégrale correspondante avec
De là, on tire

lini f3im
/A

Or

( 3 . 5

Puisque, par hypothèse, Tintégrale (3.32) est convergente et que
(ü)f)~{l+r|1c1+T1(coi) est à variation bornée et tend vers zéro lorsque^ tend
vers Tinfini, l'intégrale

est convergente par suite du critérium de Dirichlet (G3). Par consé-
quent (3.52) est égal à o(i) lorsque co tend vers l'infini et par suite
J, est aussi égal à o(i) lorsque co tend vers l'infini.

3 . 6. Pour étudier l'intégrale J2 divisons l'intervalle (o, oo) en
trois parties (o, i), ( i , co) et (co, oo). Dans (o, i) , en vertu du lemme 4,
t~Ticn(t) est à variation bornée et comme pour le cas de J\, pour l'inter-
valle (O, A), on peut montrer que

llnxlnx ƒ fa) V V t~*cri(t)dt =

BROUWIGH, 4, 477-
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Or, dans (co, ao), nous avons

quand co tend vers riniîni> k étant une constante. Finalement, il nous
faut considérer

( 3 . 6 j, ) ƒ — — ^ - — t~ri c.ti f / ) dt= f - ^ ( co s )~1'i C{

O)

où B est une constante. Supposons maintenant que

(3 .63) yjz):

quand i? tend vers zéro. Intégrant par parties, (3.62) devient

(3.6/|) U ^ f y ^ J s - ' 1 ^ ] 1 , -j- B OJ--'! ( t H-vï ) f z-^^'yXz) dx.
M «^ 1

ft>

En vertu de (3.63), le terme entre crochets dans l'expression ci-dessus
est égal à 0(1) lorsque co tend vers l'infini. Si nous faisons corres-
pondre à un nombre positif s, arbitrairement petit, un nombre a tel
que j £(-£)!< ES pour O<£<CT, et si nous divisons ensuite l'intervalle

( ~> 1 j en deux parties, ( -» a\ et (a, 1), il peut être aisément montré

que le terme sous le signe somme dans (3.6/J) est égal à 0(1) lorsque co
tend vers l'infini. Ainsi, sous la condition (3.63), le théorème est
démontré.

5. 7. Supposons maintenant que

On peut alors montrer, de la même manière que pour Pétude de J,
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dans rintervalle (O, A), que

et encore que

lim f' — H

où C est une constante et A un nombre suffisamment grand.
Ainsi le théorème est complètement démontré.

CHAPITRE IV.

SOMMABILITÉ ( C , 7').

4. J. Je vais, dans ce chapitre, prouver des théorèmes très géné-
raux touchant la sommabilité(C, r) de la série conjuguée en un points
où /• peut être un entier positif quelconque. L'analyse qui suit nous
permet non seulement d'affirmer la sommabilité de la série d'une
manière facile, mais encore elle nous donne la fonction conjuguée
correspondante qui en est la somme, d'une façon pratique. Du théo-
rème général, nous déduirons des théorèmes particuliers concernant la
sommabilité (C, i) qui s'appliqueront même dans le cas où l'intégrale

(!\.u) ?(a;)=— f ù(t)cot-dt

n'existe pas.
Nous nous servirons des notations suivantes où nous supposerons

que
(0

03,(0
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sont absolument intégrables :

%t(O= f ty
Ju

G / ? ( ^ )=— ! Xft(t) coséc2 -dl.

Nous allons prouver le théorème suivant :

THÉORÈME V. — Si Vintégrale

( ?\. T. 9, ) G r + 1 ( o.' ) == 7— / yjr.*-i ( ̂  ) coséc2 - ^

existe, la série conjuguée sera sommable (C, r) ê  a«7'ö pour somme G/M_, (a?)
pourvu que

0 <>h'(t) cosnt

OU O <^ 0 <^ T..

4. 2. Nous établissons maintenant un ensemble de lemmes dont
nous nous servirons dans la suite.

LEMME 7. — Si f(x) est integratie dans (o? x)y on a, lorsque x tend
tiers zéro,

C ' 0

où o ̂ > o? pourvu que

existe.



Un cas particulier de ce lemme, lorsque o = i, a été prouvé par
Thomae (G4).

Soit

Nous avons alors par intégration par parties

Nous servant du premier théorème de la moyenne, il vient

-» / f(t)dt = $(a;)~-&(i

= &(œ) — <fc(e) - ^ — •

où e^<x. Faisons tendre £ vers zéro,

1 C° —

Puisque lim$(o?) = o, on a aussi lim<&(£,) = o. Par conséquent

f(t)dt = o.

LEMME 8. — Ss

existe, on a

Ceci est évident à cause du lemme 7.

LEMME 9. — X'(0 e l (0»-(') existent ou non simultanément et s'ils

'(-•*) ÏHOMAE, 63. C/ . aussi G. PRASAD, 4-7.

THESn B. H. PRASAD 7
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existent on a

i° 4*(0 étant intégrable

existent et sont infiniment petits avec /.

Quand £ tend vers zéro, le dernier terme tend vers une limite qui est

Donc, en faisant tendre z vers zéro, ' / 2 (0 et w2(^) existent ou non en
même temps et, s'ils existent,

Puisqu'ils existent, ^ ( O e t aj2(^) sont infiniment petits avec t.

Faisons tendre £ vers zéro, les deux dernières intégrales tendent cha-
cune vers une limite. Donc x,3(0 e t ^ ( 0 existent ou non simultané-
ment. Supposons qu'ils existent. Faisons tendre z vers zéro; alors les
deux dernières intégrales sont o(z2). Donc

et ainsi indéfiniment;
Supposons établi que si XQCO? >O(0> • • • > X.' • ( 0 existent :

i° II en est de même de to,(£), co2(ï), ..., o> .̂.,(«) et réciproquement.
2° j£,-(r) = co;(f) + o(^2) pour i = i , 2 , . . . , 7* — i; on en conclut
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que //•(£) et <o,.(£) existent ou non simultanément et que

LEMME 10. — Si cn tend vers zéro lorsque n tend vers V infini, il en est
de même de

(Test là un résultat bien connu.

4. 3. Étant donné la complète équivalence des procédés de Cesàro
et de Hölder (G3), nous nous servirons dans ce qui suit du procédé de
sommation de Hölder.

Ecrivant sOt?l pour la /ziômc somme partielle de la série conjuguée cor-
respondant à ^ ( O J nous obtenons, par suite du paragraphe 2. 10,

. n -+-1 . nt
s i n — — tsin —

2 2

sin -
2

cos cos •"

(4.3i) = — ƒ + ( 0 dt2 7 r ^ s i n i
a

Désignant maintenant par j^jla ni6ra0 somme partielle de Cesàro de la
série conjuguée, nous avons

= / -L±-~L /icos { co s - i + c o s - ^ + . . . - h cos £ -
2 / l 7 r ^ o s i n i L 2 ï 2 2 3 ) J

2

t l ^ . 6
sin - I sin — I

J
&!0 C/. KNOPP, 28, 29; SGHNEE, 60; FORD, 12; I. SCHUR, 6 1 ; HAHN, 14.

7.



Intégrant par parties, il vient

1
d [ ï f , . , t s i n ( M H - I ) Mi f

siu — I

' L
sin -

Le terme intégré étant nul, nous avons

(4.33) = I x - I 3 .

Puisque

/ SJII( // -H i U |
*J f / î ~1— I i (*( |S .. • - I

sin — I

I '2 { II -(— l ) COS — — I

L s i n ï J
. t dt0 sin -

cos -
'A l l l . /

^— sin -5
t sin £ . £ s ni l '2

•2 sin-— sin —
2 1

nous avons

1, = ?

(4.34) = J \ - J , .

Or

2 (/i -i- 1) COS - — — -—i- I
i n - sin -

2 L 2 J

(4.35) =~.J±^2
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puisque nous supposons (ofi) que ^iLJ, 2iLJ, etc. sont absolument in té-

grables. Or

l i t

sin —

sini

La dernière intégrale écrite ci-dessus est
1 ÇK Xt(O sm(/i + i

*7— I ^

0 sin- _

dl H- o f i ).

sin- -

Par suite, les égalités (4.33), (4-34), (4-35) et (4-36) nous donnent

sin -

J1 +f _-L- f7 '^ -i-a(n-t-i)cos-rfi
'\i:njn sint . t K 2

I ° sin -
L 2

_ _ i _ f7" /OW ^ _ _ sin(M + x)f dt~\

^° s i n - s i n -
3 2 J

- f -
(4.37)

sin - " |
a J

(GG) II faut remarquer que si ty(t) est intégrable, /j ou /u. n'est pas tou-

jours nécessairement inlégrable.



La première expression entre crochets, ci-dessus, est la même que J1,
tandis que l'autre terme entre crochets est

^ L I *.' .../, _ c o s _ _ cos -eos ( / i -hi) -
4/i 71 / sint . l a 2 ' a

3 7: / si

sin -
2

G O S - - C Ü S

sin i . ^
sin -

a/ire Jn sin*

£ 2 n
cos— — cos

2 r

t 2 71 -r-
COS— — COS

2

Ainsi de (4.37) et de (4.38), nous tirons finalement

T r71
 T r / c i n /

*•.'«!= -W7, / 'HO : a(«+£)cos- — - rft
1 T t sin(» + i)f~l

^ a(/H-£)cos- —-
si 11 - I sin - I

dt

t 2/1
C O S - ^ COS

2 T. / s ini . t
sin -

2

(*") Lette integrale peut être interprétée comme —-—-> où an(^) est la

/4iome s o r n m e partielle de la série conjuguée correspondant à la fonction absolu-

ment intégrable 4r^T> e t ' e n v e r t u ^u lemrae 10,

lim " = o.
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A. 4. Servons-nous maintenant des notations suivantes :

t 2 71 -h I
COS — — COS t

S>>n~2ni fini

* ! ' . t
SI 11 -

2

£ 2 71 -h I
*_ / i N c o s - - cos —

sin t . jt
sin —

2

:
si

t 2 71 -h I
cos cos t
_j L__

:
sin* . t

sin -
2

et désignons par s{^n la reîôme somme partielle de Cesàro, d^ordre 7*;

relative à la série conjuguée dont la nième somme partielle ordinaire
est smttl. Avec ces notations Tégalité (4 . 3g) devient

( 4 • 41 ) 4 ^ = 2 5 1 ^ — SLtn H-O(l).

Nous avons donc

(4.4a) <ii=a*i3-*i:«°

Or si lim s\r~]) existe, lim 2 ^ existera aussi et, en conséquence,

Km 4'! existera et sera égale à celle de s{f~A). Maintenant, continuant

l'analyse du paragraphe 4. 3, il peut être montré que

D'où

Par suite, si lim s{[~-] existe, lim S)r~i] existera aussi et les deux limites
n -̂ - <x> n ^ <*

seront les mêmes. En raisonnant de cette manière nous arrivons à la
conclusion que

(4.43) lim<^— limsÇT°:=. . . = îim*}i2lin= lim



Ainsi la série conjuguée sera sommable (C, r) si

/ 2 n -h i
cos - — cos t

d i

sin -
2

a une limite lorsque n tend vers l'infini et la somme de la série sera
égale à cette limite. Employant maintenant le théorème I, nous
savons que si l'intégrale

existe, (4-43) aura une limite, pourvu que

J(} sin^ t

coséc- ~dt

tende vers zéro lorsque n tend vers Finfini? où o <^o <^TI, c'est-à-
dire, en vertu du lemme 9, si

,, ,-, T r%v(O cos ni
(4.4o) hm I ±±±

ce qui prouve le théorème V.

4. 5. Maintenant, afin de déduire des critères particuliers pour la
sommabilité (C, r) de la série conjuguée, il faut trouver des condi-
tions convenables grâce auxquelles (4-44) soit nul. Pour cela,
employant le théorème de Riemann-Lebësgue, le théorème de
M. Young cité dans le paragraphe 1.50 au n° (n) et le théorème II
du paragraphe 2 .11, nous obtenons le théorème suivant (R8) :

THÉORÈMK VT. — Si Vintégrale

(68) Pour quelques critères, l'existence de Gr+l(js) et de Qr(&) ont la même
signification.



existe, la série conjuguée sera sommable (C, r) et aura pour somme
GrM• (#), pourvu que

m
existe, ou que

une f onction à variation bornée, ou que

4. 6. A cause de la particulière importance de la sommabilité
(C, i) nous donnons le théorème qui lui correspond avec quelques
remarques.

THÉORÈME VA. — Si V intégrale

existe, la série conjuguée sera sommable (C, i) et aura pour somme
G2(a?) pourvu que

lim / . t cos /ut dt = o,

^ la primitive de <b(t).

On peut déduire de ceci, lorsque G2(a?)ouG,(a?) existe, les critères
suivants de sommabilité (C, i) :

a. L'intégrale

(4.60

existe.

Exemple : Soit

r t-
dt

• — " Ï w.



pour -T-^f^-T + i> alors que pour toute autre valeur de t, on a

W(t)=o.

Dans ce cas <̂ (<) = VF'(r) est irllégrable et-ainsi

De plus

de telle sorte que l'intégrale (4-öi) existe et que par conséquent la

série conjuguée est sommable (C, i). Mais puisque —— ne tend pas

vers une limite définie lorsque t tend vers zéro, en vertu du lemme 1,
l'intégrale

n^existe pas et? par suite? dans ce cas, l'intégrale

n^existe pas.

b. La f onction

est à variation bornée.

c. On a

f \
Ceci inclut le criterium (iii) de M. Young pour la sommabililé (C, i)
comme il a été indiqué au paragraphe 1. 50 (G9).

(G9) Dans le cas (c), il y aura aussi sommabilité (C, d) pour lout o positif.
Cf. HARDY et LITTLEWOODJ 23, 379 (//). Cf. aussi SARGENT5 59.
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4. 7. Quand l'intégrale G,+, (x) existe, nous avons montré dans le
théorème V qu'une condition suffisante pour la sommabilité (G, r) est
q u e

Jim ƒ v } — — ^ d t = o.

On peut montrer que cette condition est nécessaire et suffisante
presque partout dans l'intervalle. C'est ainsi que nous tirons
de (4.42)

0(1)

En procédant de cette façon de proche en proche, il vient

où ar_K, a,_L>, . . ., a, sont des constantes qui sont des puissances de 2.

Par suite, si l im^j existe, la limite de chacun des termes précé-

dant s^n dans le membre de droite existera aussi. En conséquence, on

peut dire que, en un point où la série conjuguée correspondant à ^ ~

est sommable (C, 1), la condition nécessaire et suffisante pour que la

série conjuguée soit sommable (C, r) est que la série conjuguée cor-

respondant à . converge en ce point. Considérant donc la condi-

tion de sommabilité (C, 1), on peut établir le théorème suivant :

THÉORÈME VIL — Si l'intégrale Gr+I (x) existe, en un point où

•t=O(t)r
ou bien où

dt

THESE B. N. PRASAD



est à variation bornée (c'est-à-dire presque partout), la condition néces-
saire et suffisante pour que la série conjuguée soit sommable (G, r) est
n 11&que

,. r°(*>r(t) cosnt
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