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CONTRIBUTION

A

’ETUDE DE LA SERIE CONJUGUEE
D'UNE SERIE DE FOURIER.

e Q G

CHAPITRE 1.

INTRODUCTION.

1. 1. L’objet du présent travail est d’étudier quelques questions
relatives & la convergence et & la sommabilité de la série conjuguée
d’une série de Fourier. Avant d’en aborder le détail, nous nous pro-
posons de donner un apercu bref, mais assez complet, des dévelop-
pements apportés a cette théorie de différents points de vue.

Soit

. »z .
I , .
(1. 11) ;a0+2(an00511.x+b,, sinn )

n=1
une série trigonométrique; la série

»

(1. 12) Z (bpcosnx —a, sinnz)

n=l1

est appelée la série trigonométrique conjuguce de la série (1. 11). Sl
existe une fonction f(x), qui est intégrable au sens de M. Lebesgue
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dans D'intervalle (— =, =) et est définie hors de cet intervalle par la
périodicité, de telle sorte qu’on ait

kid s
1 . ( . .
a, =~ f(w)cosnwdu, hy=— —f J(u) sin nu du
T . ) -

f tf(u)(lu,

la série (1. 11) est une série de Lebesgue-Fourier, .et la série (1. 12)
est la série conjuguée de cette série de Fourier.

La série conjuguée d’une série de Fourier n'est pas nécessairement
elle-méme une série de Fourier. Ainsi,

et

g =

EX R

P
cosna
nTi logn

est une série de Fourier ('), tandis que sa série conjuguée, comme
Fatou I'a fait remarquer le premier,
Esinnw
Togn ’

o

bien que convergente pour toute valeur de a, n’est pas une série de
Fourier puisque sa somme n’est pas une fonction intégrable (L) (*)
dans tout intervalle contenant 'origine (*).

La fonction conjuguée associée a la série conjuguée est

1

=
(1. 13) ()= — /‘ V(e t)— flx—1), cot% 1t
] . -

aT,
qui, 4 cause de la périodicité de f(x), est équivalente &

(1. 14) %f”j’(w—i— l)_t—f(w—'t)(ll.

(') Cf. You~g, 71, 46; Hossox, 27, 621.

(?) C'est-a-dire au sens de M. Lebesgue.

(*) Farou, 7, 767; Lesescue, 31, 124. Voir aussi Perron, 40; Trrcanansn, 6.

Pour un type de condition nécessaire et suffisante que les deux séries trigono-
métriques (1. 11) et (1. 12) soient des séries de Fourier, voir ALrxiten, 1.
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Dans ces formules, les intégrales ne sont pas généralement des inté-
grales de Lebesgue, mais des intégrales généralisées au sens de
Cauchy,définies comme limite d'un des types suivants :

AT

"T
. him / . lm /
w0/ S0, TH =z ¢

1. 2. La premiére introduction des séries conjuguées dans ’ana-
lyse mathématique remonte & la discussion des séries de puissances
dont elles constituent, sur le cercle limite, la partie imaginaire. Ainsi,
si U(r,0) est la partic réelle d’un potentiel dans le cercle unité et
V(r,0) sa partie imaginaire, et si, d’autre part, f(0) et g(0) sont les
valeurs vers lesquelles tendent ces fonctions lorsque r tend vers 1,-0n
a les relations suivantes dues a M. Hilbert (*) :

. L T G-t I o
fh)= - &(t) cor ——dt + e Je)dte.
2T J, ) R ° .

i

T
TSy

2(0) =" - ._“(/‘(1)«:()1 L"tdl -+ —I—f—“g(z)df.
2% AT o

Ces formules peuvent d’ailleurs étre déduites de résultats antérieu-
rement obtenus par Tauber (*). Cependant, ces recherches supposent
de considérables restrictions imposées aux fonctions, et ainsi la théorie
des séries conjuguées restait insuffisamment développée. Ce ne fut
qu’aprés la publication du Mémoire de M. Pringsheim (°) et de celui
de Fatou ("), ou 'on trouve le premier traitement rigoureux du
sujet, que les séries précédentes commencerent d’étre étudiées d’une
maniére satisfaisante de différents points de vue. En méme temps que
progressait la rigueur mathématique et qu’on découvrait de nouvelles
méthodes de sommation et d’'intégrabilité, les propriétés de ces séries
étaient mises en lumiére de plus en plus.

1. 3. On peut se poser la question suivante. Que peut-on dire au

P

(*) Hisert, 24, 250-255; 26, 73-77, 81-86; 25, 1-5.
(®) Tauser, 62; cf. aussi LitcaTensTrIN, 35, 223-224.
(®) Pringsuey, 52,
(7) Farou, 8.
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sujet des propriétés de la série conjuguée (1. 12), connaissant celle de
la série (1. 11)? M. Fejér a prouvé que si la série trigonométrique
(1. 11) est uniformément convergente dans (o<xz<2%), la série con-
juguée (1. 12) est convergente presque partout dans (o0,27) (*). Le
résultat de M. Fejér a été étendu par M. Privaloff qui a montré que si
les sommes partielles de la série (1. 11) sont uniformément bornées
dans (0, 2m), et sila série elle-méme est convergente dans un ensemble E
de mesure positive, la série (1. 12) est convergente presque partout
dans E (*). Ce théoréme de M. Privaloff a, & son tour, été généralisé
par M. Zygmund ('°).

En déterminant le saut d’une founction f(x) intégrable (L), en
partant de sa série de Fourier et de sa série conjuguée, M. Lukacs a
été conduit a démontrer qu’en un point  ou la limite

D.=lim! f(a+h)—f(z—h)!
>0

existe, on a

ou o,(x) est la n'* somme partielle de la série conjuguée ('*).
M. Young a montré (**) que

U,I(x)zo(loglz)

presque partout; le théoréme correspondant relatif 4 la série de Fourier
avait déja été démontré par M. Hardy (**). Si s,(x) représente la
rn*" somme partielle de la série de Fourier, M. Hardy démontre que
I'on a
su(x)=o(logn)
presque partout.
11 existe un systéme de facteurs {1,} qui ont pour propriété de

(3) Fesgr, 105 cf. aussi 11.

(*) Privarorr, 50; aussi 51, 52, 49,
(**) Zyemonp, 81, 239.

(1) Lugacs, 37; aussi Fragr, 9.
(1) Youne, 72, 437.

(*3) Hawrpy, 15, 365.
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changer, par multiplication toute série de Fourier
) ?
E (@, cosnz + b, sinnx)

n=l

en une série

w
Z M (ancosnz + by sinna)

n=1

qui est convergente presque partout. M. Young a montré ('*) que les
facteurs
I I
— - - 57 59
no (logn )+ logn (log logn)i+e

.o (8>0)

sont des facteurs de cette espéce tant pour la série de lFourier que
pour la série conjuguée
E(b{lcosnx——ansinnx),

1

}:s deux séries devenant, aprés multiplication terme & terme par ces
cteurs, des séries de Fourier. Plus tard, M. Hardy a prouvé ('*)

K A \
que ;— est un facteur de convergence de méme espéce pour toute
S

série de Fourier. Le théoréme correspondant relatif a la série con-
juguée a été donnée par M. Plessner (*¢) qui a montré que la série

©»

b, cosnz —a,sinng
2 - logn

2

converge presque partout, mais sans étre nécessairement une série de
Fourier ou une série obtenue par dérivation formelle de la série de
Fourier provenant d'une fonction a variation bornée.

1. 4. Récemment, une grande attention a été donnée aux recher-
ches portant sur lintégrabilité de g(x) et l'existence de I'inté-

(**) Young, Tk, 77.
(**) Harov, 15, 365.
(*%) PressnEr, i1, 33.

THESE B, N. PRASAD 3
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grale (1. 13). Onsait que g(2) n’est pas nécessairement intégrable ("),
bien que M. Kolmogoroff ait démontré que |g(x)|'~° est intégrable
lorsque ¢ > o ('*). Cependant, si f(x) est de carré sommable ('*), ou
plus généralement appartient a la classe L’ de Lebesgue (p >1),
M. Riesz a prouvé (**) que g(«) aussi appartient a la classe L”, et que
la série (1. 12) est la série de Fourier de g(x). M. Zygmund (* ) et
M. Titchmarsh (**) ont montré que I’ 1ntegrabllltc de

J(@)logln -+ f(2)}]

est une condition suffisante pour I'intégrabilité de g(x).
Si f(a)satisfait & une condition de Lipschitz, les propriétés corres-
pondantes de g(«) ont é1é considérées par nombre de chercheurs (**).
L’existence de 'intégrale

g-(.-v):_)—[%/. tj(l/_i_[ /(J,————f)'(()t—f([t

pour presque toutes les valeurs de x, dans le cas général, semble
avoir été établie pour la premiére fois par M. Privaloff (**), mais la
premiére démonstration qu'il soit aisé de consulter a été donnée par
M. Plessner (**). La démonstration de M. Plessner est indirecte
et dépend de la théorie des fonctions analytiques. Plus tard,
M. Besicowitch a donné une démonstration basée seulement sur la
théorie des ensembles de points (*).

Dans la ligne des séries trigonométriques conjuguées, une intéres-

i .
~ S1n 2
i logn

0
('*) Kormocororr, 30. Pour d'autres démonstrations du théoréme de

M. Kolmogorofl, ¢f. Lirrtewoon, 36; Harpy, 17, 16g; Trrcamarsa, 66.

(') Lusiy, 38; cf. aussi Besicowrireu, 2; Tmcumnsn, 67.

(**) Ruesz, 87, 58; cf. aussi Harpy et LitTLEWOOD, 22.

(*') Zyemuxo, 79, 80.

(*?) Tircavarsh, 66, 68, 69,

(**) Privarorsr, 5%; Youxe, 76; Harpoy et Lirrrewoon, 19.

()

(*)

(**)

(") Exemple : g(x)=——

< Cf. aussi Trrcanarscn, 6k%.
o )

Privarore, 33; ¢f. Kownogororr, 30.
Pressner, 1.
l»mm;wncn, 3.

26
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sante théorie d’intégrales trigonométriques conjuguées

f { ®(t)coswt + W(¢)sinwt|dt,
0

[} {W(1) coszt — ®(t)sinxt | dt
a été développée par M. Titchmarsh qui a aussi considéré la réci-
procité fonctionnelle du type des corrélations de Hilbert (7).

1. 50. La premiére discussion serrée du probléme de la convergence
de la série conjuguée est due & M. Pringsheim. Il'montre (**) que la
série conjuguée converge en un point x et y a pour valeur
(1.501) L Y e t)— f(x—t) ) eot St at

. J T \ '|Aj(‘1’ ) ( )j ,; )
pourvu que cette expression ait un sens précis et, de plus, pourvu que l’on
ait

. : Tfle+t)—fla—1 _
(1.502) Jim f [+l ; [z )cosnt dt=o.
ny>®» oy

Son criterium de convergence est 'absolue convergence de I'inté-
grale (1.501) et cette condition d’absolue convergence rend le théo-
réme de M. Pringsheim vraiment trop restrictif.

Une théorie plus parfaite de la convergence et de la sommabilité
des séries fut donnée par M. Young en deux Mémoires (*°). Il prouve
que st l'intégrale (1.501) existe, au moins comme une intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge en x et a pour
valeur celle de cette intégrale, pourcu que

(?) ' J (%)
soit une fonction & variation bornée dans (— =, 7) (**) ou

(ii) ' lf"{f(x+z)~f(x---t)}dz

u

(?7) TitcumarsH, 65.

(%) PringsHEIN, 48, 87.

() Youne, 13, 705 cf. aussi 73,
(%) Youxe, 75, 361.
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soit une fonction a variation bornée (*'), ce qui est un théoréme
correspondant a celui de M. de la Vallée Poussin (**) pour les séries
de Fourier. Le théoréme de M. Young pour la sommabilité (C, 1) de
la série conjuguée est le suivant : si l'intégrale (1.501) existe, au
moins comme intégrale non absolument concergente, la série conjugude
est sommable (C, 1), pourcu que Uon art

(i) f (@) f(@— 1) ] de=o(u) (*).

Céci est 'analogue du criterium de M. Lebesgue pour la sommabi-
lité (C, 1) de la série de Fourier (**).

1. 51. Nous voyons ainsi qu’en remplagant la condition d’absolue
convergence de M. Pringsheim relativement a
v(@) = — ﬁ.‘f(:v S t)— f(z—1) lcot—tdt
& ] yeots

o
*J

par la condition de sa non absolue convergence, M. Young a obtenu
un théoréme plus précis pour la convergence et la sommabilité (C, 1)
de la série. Mais nous pouvons alors poser la question suivante : Que
peut-on dire touchant la convergence et la sommabilité de la série
conjuguée en un point z ou l'intégrale g(x) n'existe pas, pas méme
comme une intégrale non absolument convergente ainsi quil était
supposé par M. Young? La réponse a cette question est le point de
départ de notre présent travail.

Dans le Chapitre II, je traite de la convergence qui sera trés utile
dans la discussion subséquente touchant de plushauts degrés de somma-
bilité. A la place de g(«), j'utilise la fonction moins restrictive (**)

(1.512) G(x):/l-f ‘If'(t)coséc‘-’fdt,
i o 2

(**) Youne, 75, 368.

(*?) Dg 1A Vairke Poussin, 3, et aussi 6, 14g.

(**) Yoruse, 70, 271.

(**) LeBesGue, 32, 274.

() Comme il sera montré dans les lemmes 1 et 2, Pexistence de l'inté-
grale g (&) inclut nécessairement celle de G () mais non vice versa.
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YO =far 0= fla—0;  WO=[ $(u)du,

et je prouve que le théoréme fondamental de M. Pringsheim men-
tionné au début du paragraphe 1. 50 demeure vrai si nous y rempla-
¢ons g(x) par G(x). J'obtiens alors un théoréme pour la convergence,
a savoir que st I'intégrale (1.512) existe au moins comme intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge et a pourvaleur G(x)
pourvu que

(1) = %fklz(t)dt,

fll‘h(z)ldt:()(t).

Il résulte du travail de M. Plessner que g(«) existe comme inté-
grale convergente presque partout et aussi que la série conjuguée est
sommable (C, 1) presque partout. Mais j’ai construit un exemple (%)
montrant que l'existence de g(x) comme intégrale non absolument
convergente en un point, bien que suffisante par elle-mémec pour
assurer la sommabilité d’Abel, n’est pas une condition suffisante pour
la sommabilité (C, 1) de la série en ce point.

1. 52. Dans un Mémoire (*7), sc rattachant a leurs recherches sur
les séries de Fourier (**), MM. Hardy et Littlewood prouvent que
dans ’ensemble L (*?) la série conjuguée est soit sommable par un
procédé de Cesaro d'ordre positif quelconque, soit impossible a
sommer par quelque procédé de Cesaro que ce soit (*°). Ceci joint

(3*) B. N. Prasap, k5. Des détails seront publiés sous peu.

(3") Haroy et LirtLewoon, 20; ¢f. aussi ZyGuunp, 82.

(*%) Harpy et LitTLEWOOD, 18.

(*) L'ensemble des points ot |f(2)— c¢| est la dérivée de son intégrale,
quel que soit ¢, estappelé I'ensemble de M. Lebesgue ou ensemble L. L’ensemble
complémentaire de ’ensemble L a pour mesure zéro. '

(*) M. Izumr a publié une Note (Tdhokow Math. Jour., 31, 1929, 109-113)
dans laquelle il prétend avoir généralisé quelques-uns des résultats de MM. Hardy,
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aux résultats de M. Plessner montre que la série conjuguée est som-
mable (C, 0), pour toute valeur positive de ¢, presque partout (*'). Ils
prouvent, de plus, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’en un point x la série conjuguée soit sommable (C, «) pourune > o,
est que '

€5s Pt
J d;lf de, f » asls,,_lf é,f?/ /(Z+[)~f(x—t)(c()t—dt
& 0 Pl vy ve

Ep

tende vers une limite pour une certaine valeur de p. Il manquait a ce
théoréme une précision, a savoir d’établir une relation entre « et p, et
ceci a été fait par M. Paley (**) dont les résultats servent de trés bons
théorémes d’existence. Ce qu'il reste a faire, maintenant, pour com-
pléter cette théorie est de considérer formellement le cas o I'inté-
grale g(x) diverge proprement; dans ce but, j'ai prouvé (**) que si
g(x) diverge et tend vers + o ou vers — oo, la limite d’Abel divergera
elle aussi en tendant de méme vers -+ o ou — .

Dans le Chapitre IV, j'obtiens des théorémes pour la sommabi-
lité (C, r) de la série conjuguée. Si

4 ! lp—

dt, Yodt, > dty—y /" !
vr(l) — . C e ! .
7 (1) N sml._[ sint, f f sint,—, J, v (tr) dr,

Zl([)::f Y(t)dt =w, (1),

V() = fla =) — fla— )
/dl.l e dt, Ve /"""“'(ll,..,1 ['["“‘
tJ, G b

(1) == () dt,,

0 0 o b\
je prouve que si I'intégrale

. 1 Lt
Gro(@) = — f S (£) coseéc? — dit
. 2

f; s

Littlewood et Plessner. Mais aucun des théorémes de M. [zumi n’est correct. Pour
un travail de type différent velatif & la série conjuguée, cf. Griusnaw, 13.

(*') Voir le premier paragraphe du paragraphe 1. 6. Le méme résultat a été
démontré indépendamment par M. Zygmund, presque en méme temps, 82.

(*?) Pacev. 39.

(**) B. N. Prasap, 43, 46.
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existe, au moins comme intégrale non absolument convergente, la

série conjuguée sera sommable (C, r) et aura pour somme G, (),

pourvu que )
lim [ @rL8) cosnt
—— C -
ny>w Jy 14 t ’

ot 0 <6< n. De ceci, je déduis plusieurs criteriums pour la somma-
bilité (C, ) en un point. Par exemple, la série conjuguée sera som-
mable (C, 7) en un point et aura pour somme G, ,(x), si

(i) f

existe, ou sl

{
. 3 0, (1)
(o) 7[ 7 dt

est & variation hornée, ou si l'on a

(¢ir) ) f {

]

0, ()
li

|(li,

l

2Ol g0y (r2a),

lorsque  tend vers zéro. Il y a une symétrie remarquable en tout cela
et la forme pratique de la fonction conjuguée correspondante est mise
en évidence a chaque pas.

En particulier, si nous faisons r =1, il en résulte trois critéres pour
la sommabilité (C, 1) qui seront valides tous, méme si g() n'existe

pas.

1. 6. Jai prouvé (**) que si f(%) est borné, la série conjuguée est
sommable (C, §) pour chaque valeur de ¢ > o, et a pour somme g(z)
en chaque point z, pourvu que l'intégrale

(x. 61) ;r(x)::,-l—f bty cort ds
2T 0 2

converge en ce point. MM. Hardy et Littlewood (**) ont montré que

(**) B. N. Prasap, 49.
(%*) IarpY et LirtLewoop, 26, 279 ; ¢f. leur autre Note, 24.
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cela est aussi une condition nécessaire. En combinant quelques résul-
tats connus de M. Plessner et de MM. Hardy et Littlewood, on peut
établir qu’au point x ot
L
f () ldt=o(2)

0

(c’est-a-dire presque partout), la condition nécessaire et suffisante pour
que la série conjuguée sott sommable (C, 8) pour tout 8 > o, est que
lintégrale (1.61) conserge.

D’un théoréme de M. Paley (**), il suit que la série conjuguée est
sommable (C, ¢) pour tout 5 > 1, si l'intégrale (1.61) existe. Dans le
Chapitre III, je montre que méme si 'intégrale (1.61) n’existe pas,
mais si 'intégrale

ki

i . Lot
= Y (1) cosée® - dt
4T 0 2

existe, la série est sommable (C, ¢) pour tout & > 1, pourvu que

W(t)=0(t)
f”! q"(t)
0 ! ¢

»
Vir, z) —;2 (bpcosnz —a,sinnz)r*

ne=sl

ou-que

dt=o(t).

1. 7. Si

et .
gz=arcsin(r— r),

Fatou a prouvé que pour la sommation de Poisson de la série conju-

guéeona (")

(1. 51) lim [\"(1'. x) — ——[—f d(t)cot E'dt] = o,
e 0 am ), 2"

pourvu que f(t) soit une fonction bornée et continue. M. Lichtens-

(*0) Parey 42 (théoréme 2 pour o —1).
(*") Farou, 8, 360.



tein (**) a montré que (1.71) demeure exact méme si 2 est un point
de continuité de f(t), mais f(¢) n’étant pas nécessairement bornée.
Plus tard, M. Plessner (**) a démontré que (1.71) est encore vraie
pourvu que

o
lim f U(t) dt = o.
>0 o

Dans le paragraphe 2. 3, je prouve un théoréme plus général, a
savoir que I'on a '

N ko
lim [y _ s L | =
o l\ (ryz) aﬂ/; W(t)coséc 2a’z:] —o,
pOUl‘V\l que
t
lim l—f wdt:o,
=0ty

ce qui inclut comme cas particulier tous les théorémes précédents de
MM. Fatou, Lichtenstein et Plessner que nous venons de mentionner
plus haut.

1. 8. Jai essayé de donner une bibliographie assez compléte de la
littérature relative aux séries conjuguées et a la fonction conjuguée.

Qu’il me soit permis de remercier ici M. A. Denjoy qui a bien
voulu s’intéresser & mon travail avec une bienveillance dont je lui suis
profondément reconnaissant.

Je voudrais aussi exprimer mes remerciements 4 mon ami,
M. Ch. Racine qui m’a affectueusement apporté une aide considé-
rable pour la rédaction francaise de ce travail.

(**) LicaTENstEN, 3k, 27.
(*%) PressNer, 41, 4 ; théoréme 1.

THESE B. N, PRASAD ' 4
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CHAPITRE II.

CONVERGENCE ET SOMMATION DE POISSON.

2. 1. — Convergence.

2. 10. Dans ce qui va suivre nous considérerons des séries conju-
guées de séries de Lebesgue-Fourier, et nous nous servirons des nota-.
tions suivantes :

Y= [(x+ )= f(z—1),

!
() :[ Y(w)du.

Les lemmes suivants sont nécessaires.

Lemye 1. — Quand l'intégrale
by

(2. 101) f —;_T—(/(

1 ’
existe, la condition nécessaire et suffisante. pour que l'intégrale

: Pty

(2. 102) j i—([—)(/[

0

¥(¢)

existe est que la limite de — 5 lorsque t tend vers 3éro, soit ausst s¢ro.

Si > o, nous obtenons. en intégrant par parties,

5 R RN »
(2. 103) f k—‘JLIt—)(Zt:f @7(22(& -+ qj—é—o-)- — liée—),

ce qui montre avec évidence que la condition est suffisante. Que la

condition soit nécessaire, cela résulte du fait que lorsque (2.102) et
. . Wt - . \ .
(2.101) extistent, lim ——2——)4 tend vers une limite qui, d’aprés (2.103),
>0
est nécessairement o, sinon (2.101) n’existerait pas (*°).

(%) Ceci résulte aussi d’'un théoréme de Thomae; ¢f. Tuousr, 63. Ce critére
de Thomae a été généralisé par moi dans le lemme 7, § 4. 2.
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Lemve II. — Quand U'intégrale (2.102) existe, l'intégrale (2.101)
existe aussi nécessairement.

Par hypothése
4
f @ dt = u(t),

«(t) étant nul et continu pour t=o. Or

4

‘["(t):/‘ fj-’glrdt,:tu(t) --—f‘u(z)dt.

v
D’ot I'on tire -
Iim ‘f—(—f—) —=o.
>0 L
En vertu de (2.103) on prouve alors le lemme.
Par suite des deux lemmes précédents, il est évident que la conver-
gence de I'intégrale

1 B . [
(2.104) g(x)= Y= : (1) cot ;di

inclut nécessairement celle de I'intégrale
.. LT Lt
(2.105) G(z) == W (¢) coséc® - dt,
47 0 2

mais la réciproque n’est pas vraie. Nous pouvons maintenant prouver
le théoréme fondamental suivant dont nous nous servirons fréquem-
ment comme d’un lemme dans la discussion qui va suivre (*').

Takorime [. — St l'intégrale (2.105) existe, la série conjugude con-
cergera et aura pour valeur G(x) pourvu que

s
.. Gt
Iu-nf ¢(f—)cosnt(lt

N>
’ 4

(') Les résultats de cette section ont été annoncés dans les Comptes rendus.
Cf. B. N. Prasap, 42, 43. lls étaient inclus aussi dans une dissertation non
imprimée ue j'ai écrite a I'Université de Liverpool.
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2m +1 7

soit 3€ro, ou p = = 2m—~+1<_n, m étant un entier positif quel-

n
conque ct indépendant de n.

Considérons en effet la n*™ somme partielle de la série conjuguée.
Nous avons :

m=n
S, = 2 (b cosma: — a,, sinmaz)
me=1
. on41 .
. T sin 2 :— (oc——x)sm’i-(—a—‘)——-q'—)
= —‘/ f(2) ~ - do.
T : . o= x
-% sin -
.. n+1_ ., nt
_ S1 ———— f S1n —
1 . ) P
= - {f(x—l-t)—vf(x—t)}—————————dl:
™ . v / .t
f) sin —
9
1 ® t : 1 [T
= = Y(t)ecot - (1 — cosnt) dt + — L(¢)sinntdt.
I ARIOLTL Yo s [ 40

Le dernier terme de la ligne ci-dessus devenant o(1) lorsque n aug-
mente indéfiniment, d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue (°*),
nous obtenons

27
»

1 o" [4 1 r [2 .
Sp= —[ @(/)mt—)d(—+~>—/ ¢(t)cot:(z~cosnl)dl
2 am /), 2
¢ [T t
(2. 106) v——)—f v‘!;([-)(tot;('osltl(1l+()(I)
‘ 27 2
Y

=1+ 1, —1,+ 0(1).

En intégrant maintenant par parties, il vient

- X
; RPN " N Lol
I, = L \I'(t)cot—] -+ I—f W' (1) coséc? -t
am 21y 4w 2

P
ou

(2.107) Ty=— L ‘I?(/))cot-‘l’—) “+ %f ‘I'“(_t)mséc‘lé(ll.
g 2

27

(°*) Riemann, 55, 254 ; Lesrseug, 33, 471,
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Or

P —\If'(t) cot E'(1 -—cosnt) L /{‘If(t)—cz- { cot t(t — cosnt)‘ dt
By 2 - Y WA dt|” 2 ’
Le terme entre crochets devient

L) cot 2
E‘P‘(p)a.ot?'

Or
! p‘P"(l‘) dscott(r cosnt))(lt
amJ, dt] "o §
v 7 ¢ v 7 t
Tme— W(t)cosée? = dt + — W (¢) coséc? —cosnt dt
A 2 WA 2
I t
- — W (¢) cot —n sinnt di
o7 2
=1+ 1.+,
Or
1 r 2
J, = — W (t) coséc® —sinin sinnt dt.
L A ! 92

La variation totale de sinnt entre o et ¢ est

t
n /‘ | cosnt|dt << nt.
klo

Donc sinnt="P,(¢) — P, (), P,(¢) et P,(¢) étant non décroissants et
Pty <nt,  |Py(2)]<nt
et nsint. P, (¢) et n.sinz.P,(¢) étant croissants, positifs et plus petits
o0 . am —4-1 _\?
que n*¢* et par conséquent que (—2— 11) .
D’ou
I

. A g
J, < rn‘-’pﬂf () coséc?édt (0LE<p)
. 2

b
o(r) (pour ~ infini).

I

D’une maniére semblable, en exprimant cosnt, dans (o, p) comme
la différence de deux fonctions monotones, on peut montrer que

Jo=o0(1).
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\insl nous avons

4
‘ " '—"h—l 3 . .1.'_ _.1 W '2_.{ -
(2. 108) l,= :nrql (p) cot S+ 471_[ b (¢) cosée 2(([ - o(r).

Et encore

ke

! . t .
e Y(t)cot-c
1 () cot ; cosnt dt

2T
r’
s T
) 2 , I { 2
= L f w0 cosnt dt -+ —f #(ﬁ)(cot— — _) cosnt dt.
TJ, 4 27, 2 12

_ t 2 I o
Puisque (\cot; — <) est borné et intégrable dans (o, =), la seconde
intégrale de la ligne ci-dessus devient o(1). Par conséquent,

ks 1 (
(2. 109) I,= lf LYQC()SIIIIZ/—FO([).

™
¥

De (2.106), (2.107) et (2.109), nous obtenons alors I’égalité

, T (e ‘
(A) S,— ,—[~f W (¢t)coséc? — dt == — i/ dl )cosnu{l—i«o(l),
47 J, 2 T P t

d’oti notre théoréme découle.
2. 11. Pour les applications du théoréme I, il est utile de procéder

a la remarque suivante. D’aprés I’équation (A), si & tout nombre
positif ¢ correspond un entier particulier 7 tel (ue pour

o \T
P =\ " +: ;;3

S t
/ lj%(:usnl ot ‘ <&,
)

on ait
Tim

oz

on en conclut
IimS,= G(2).

D’otirésulte, en méme temps, que

T 1 l
lim f ¥ cosnl dl=o.
14

Ny % t
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quel que soit m', si :
[y LA N
p= <m - 2> >

Tueoreme Il — Sv lintégrale (2. 105) existe, la série conjuguée con-
verge et a pour valeur G(x) pourvu que

(2.111) q;(t):ff ht)de,
ot
(2.112) f]h(t)]dt:O(l.).

Par application du théoréme de Riemann-Lebesgue, nous avons
kO] t
f -V—gt—l cosntdt—=o(r) (n infini),
ot p<l o< x. Or
P
IR0
77

;'cosnl
(//c(l):_f - dt
f

cosnt g .d .
; dt_[ LV(”dt(]"(l)dl’

12

i}
:_%f cosnt dt (t£6<9).
2, |
Donc

9

W)€ .
YOOI

Soit, en vertu de la condition (2.112), dans un voisinage de t=o
1 L
Zf 1h(t)]dt <K,
0

ou K est une constante. Pour les valeurs de n suffisamment grandes,
on a aussi
i <K

Or, faisons correspondre & un nombre ¢ positif et arbitrairement petit
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un entier m suffisamment grand et tel que

/:\
&
_i‘
[SRES
N—
3
A
T @

Nous avons

[ w0 =108 g0~ [ ao g
ya g P

Or
Led(t) gu(6) ;=33 (3) ¢u(3) — pb(p) yn(p)
§1z|¢(l))| < 2K < L.
np < 1) b1
122 —!'--(: i3
De plus

G 3,
fiz(t)q,,(t)dt§;>f i—hn(;—i)ldt

»
o 5 I3 ) ] og 5 z‘" ,
— [n_l‘ju‘ 1h(t)ld£i|/)+ £ ?7}?‘[ I/L(I,)[(l{;dl.

On a alors

‘ D] .
a1 [ 2k aK :
22 Rty dt| € =5 + —"—— < = -

[ntt’f' (4) e “n0+ 1 <:)!
Y » Mmoo

ChHom

Or

N

ke YN 28

/ Y i
A o 2k dt 2k
)—,,/.ﬁlz(t‘)!(ll';dtﬁ—— S = —— <
[ nt? R T ) t* = no I b)
ro o r m-= =7
2
Ainsi, aux conditions données (2.111) et (2.112), il vient

54
!f Lf—([{—')cosnt dt
» ’

et le théoréme est démontré.

<,




2. 2. — Sommation de Poisson.

Pour la sommation de Poisson de la série conjuguée, je vais
prouver un théoréme trés général qui inclut comme cas particulier
les théorémes corréspondants de MM. Fatou (**), Lichtenstein (**)
et Plessner (°%).

TatoreMe ITI. — S

\:(‘(I’.7 9) :E (bn. cosnl -— An sin ”/0)‘7-",,

n=1

ot oSz <1, tl vient

- :
lim [V(w, 9)— 2 f 1p‘(t)coséc2;’dzJ -

x>1
ou
e—arc sin(1— g),

I3 e |
limlf II—(L)dl'x
=0t J, 1

pOltl'Vlt que

Nous avons, en cffet,

Z sint

B3
~ L 1 { 4L e el s T
Vi, 9) L f | J(z+8)— f(= t),—————l_—zxm“_{_ﬁdt

4} .z,sml _ wswmb
1-—-'>zcost+x-
I~ x)?
f d(2) cot— ——('v—)———_,dt
1—2xcost + x°

(2.a71) +:T "/(/)cot—dt

I~[—|—I

(") Farou, 8, 360.
() Licarenstei, 3k, 27.
(77) PLESSNER, 41, théoréme 1.

THESE B, N. PRASAD 5
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I’0osons

Lt
A=1—2xcost + a?==(1— &)+ jx sin? -

ll.
7‘(1):/‘_1—-1“_)(/[.

v

ct

Intégrons par partics, nous obtenons

i fsin® 2 : cost{a - x') —22®
: 5 9 I » cost{a - ) — 222
I = W) cot - — I B N 02 R e A Rty
T / 2 r—nxcose 4 at T A

Pour 0 <¢<e, I'expression -
cost(x 4+ at) — a2a?

Az

est posilive el, puisque la dérivée est négalive, l'expression est une
fonction monotone, positive, non croissante de ¢ pour o<z<e. Appli-
quant le second théoréme de la moyenne, il vient

- ost(w + at) — 2a?
:l/ () 2 (’“Hl”f) =
I.LO =

v @t (1
= Ly ‘_)Jl f () tdt (o
- {(t—ux)* A {

2 1 . ‘Z‘I'(\I) )
:,‘:‘(l_-—j’?)?ﬂ j ‘ tdt (0..
1

==o0(1),

(1748
fa

VAN
™

1A
S

A
vy
~

puisque
7.(t) =o(4),

lorsque ¢ tend vers zéro, par hypothése. D’ou

fhasin?=
1 ) c 9
R b= =-"¥({s)col= —m— ————— —+o0(1).
) ) . k i (e) 20— 22 €088+~ &* Y
Or, en intégrant par parties, on obtient
. [ z )
(2.23) Iy — W' () cot = ———L — —)——~,
AT 91— 22 COSE -+ X°
v d t(1—x)*|
- —— W(t)——-{col - ——="dt.
2T, (‘ )dt‘?‘ 2 A
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De plus

Ty Lo £ (2]
‘-”Tu/e‘ J (t)dt cot ! dt

(== d t "
= [_/ﬂ(t).tm%cotgg‘”a

l‘\
= ; cot—
(1—az)* (" (lS al*’ 2) v

I1 peut étre montré aisément que le terme entre crochets est o(1)
quand ¢ tend vers zéro. Quant au second terme

14
(—_“ﬁ‘”)ﬂtistiCﬁE)g
on ai| '@\ A
[4 t°
(1—a)2. d <COL§.> (r—a&)* | d* ((:0[;. .
= or t@w\x )T er Yas A =Ji+ 1.

T
Pour ¢ < /<25 nous avons

. {
& sini cot —
2

) (=@t v (1)t
A 7 Az ?
ATosin?—
2
; t 4 4
(1—a)? cos—  (1t—ax)? cos— 3 (rt—a) cos —
Jo< > >3 2,
ke 7 Lt 16 Lt
16 sin® = S8 sin? - & sin®—

L
N
dt A

est borné, quelle que soit la valeur de «.

Or
Jo=— —a)p, l‘colf(zwcost..‘\ubx- sm~t)

2T As

., L 2asint t 1 0
-+ coséc? — —+ cot - .
2. A? 2
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Si nous nous rappelons que, pour les valeurs de ¢ contenues dans

. s
I'intervalle (0, ;>, nous avons

(1— 2)? a)’ t 2xcost t 8a?sin®t) 5 -
—— = col- —5— —Col- —— (<5 T ;
2T | 72 A2 2 A T a6 i
Z sin® —
4
. . (x-—-x)*cos—
(["—x)_t"cou, toxsint m 2
2 60séc — <=
27 : A* =8 i ’
Z sin” -
el
3
N (1 —x)*cos =
t—x)? 1 T 2
( S )t’cot— < :
sin2— A & s1n’ —

, ™
D'ou, poure <<=
="=9

J,. < =T
J,< il

& sin® ~
. T
Pour ~ <tsm,
’ 1
. ol (70t;
dt? A

est borné. Par conséquent pour e <t< i;,

9 I’
— x)?Ccos -
(1—x) P

[+ J, ézn"‘—“‘——t—‘—
Z Sin” —
Pour = <¢<x,
s ==
:Jl+_J21</;§i:L)_,
2T

oll & est une constante.
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nous avons .
12
cot -

(t—x) ("0 .1(~.2>€

TTam T‘E tdt A di

12
; (1—z)*cos -

< 3_71 X(t)\ - Zdt‘

z 4 sm‘

31r(1——x)" A(t) €83 (I x)*, (Tl 7(e)
k e dt
}Sll’l' " vz
. N E COS £} (‘OS
37 (I z) \If ?m(l i \If (iH o(r)
€ s,n" sm"
- 3n(1—z)? M, r I : %7(1 z)? M, i ——1 |+ o(n)
x - 5 X ' 0
sIn® —~ c o€ in®
2 sin? — sin? —
2 2

=o(1) +o(x) +o(1)=o0(1),
lorsque x tend vers 1, ou M, et M, sont les maxima de l7.0(2) I

L L . . .
dans <c “) et < ¢’ ﬁ) respectivement. Par suite, de (2.23) nous tirons

) . . I o (1—x)?
(2.24) 12__—> —-27?11'( )cot 5 2705t = =+ o(1).
Or

1 e 1 [T ¢
5.95 — L Z o (t be? — d
(2.25) I,= i F(s)cntg + lmfa W'(t) coséc :}‘dt.

Par conséquent, de (2.21), (2.22), (2.24) et (2.25), nous déduisons

™
V{z, 0)—-[%7?/‘ l5["(t)coséc?£clt
tJ. .

. 5 €
. ha sm?; (1 — )
:—'-‘l‘"(s)cot~ — . s — 1 ) A+ o(t)=0o(1),
PX s a L1-—axcoss 4~ 21— o2xcose a2 o .
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puisque le terme entre crochets est identiquement nul. Ceci compléte
la démonstration du théoréme.

CHAPITRE III.

somyasiLite (G, 2).

3. 1. Quand l'intégrale
{(3.11) () == —— ﬂ'.[a(t)cot-t-m
A BT WA BN
existe, ce qui est, d’ailleurs, équivalent & I’existence de l'intégrale
T " t
(3.12) G(m):—,—f ¥ () msécf-;(ll
Nid o R

avec la condition W (z)=o0(t), nous savons, d’aprés M. Paley (**),
que la série conjuguée est sommable (C, &) pour tout & > 1.
Nous allons prouver le théoréme suivant, plus général :

TueoriMe 1N, — En tous les points x o eauste I'intégrale (3.12) au
motins comme une intégrale convergeant non absolument, la série conju-
guée est sommable (C, 2) et a pour somme G (x) pour tout & > 1, pourcu que

Wt)y=01(¢t)

fljiiﬂ‘(lt:()(l).

Puisque f(r) est associée a la séric de Fourier (1.11), nous avons

ou que

»

S fla+t)— f(z—1) : ~ 2 (b cosmae — a, sinma) sinmt

m=1

£
— 2 B, sinmt.

m=1

-

(%) Pacey, 39 (théoréme 2 ou oz = 1).
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Au lieu d’employer les moyennes de¢ Cesaro, nous nous servirons
des moyennes équivalentes de Riesz (*7). Ainsi donc, posant

S
2 -l "
3 2 :
By = (l o —0)> B,

1<m<w

Y

nous avons a montrer que si G(«) existe et sil’'une ou l'autre des
conditions du théoréme est satisfaite, on a

B2~ G ().
quand o tend vers l'infini pour toul 3> 1.

3. 2. Soitc,(t) une fonction définie comme il suit :

P "

(3?[) (/‘(t)_r(/f—i—l)?l (l)+[)([)_+_2)
- A . B \1
i (p+1)(p+2(p+3)(p+4) TV

ou p2o; les propriétés de cette fonction ont été étudiées par
M. Young (**). Quelques-unes des principales propriétés de c,(¢)
sont :

o (1) =cost; e (L) =sint,

{ \ L
cp(t)y= _c[l—t Cp (1) [ cplt)ydt =, ().
L0
!

,
()= iy [ (b (e (o <q),
0

(3.22) (',,(u):l,—(:—;l__—_%-) (t—costu) (1— )3 dt (2<<q);

0

w
(g 1)
w e, (u)y=0(u"") (0<g <),
ue () =0(u"?) (g>2).

(3.23) Cpea(U) = —cy () (o< q),

Pour 0<¢g<2 et pour toutes les valeurs de u telles que u2o, ¢, (u)
est borné.

(*") Rugsz, 86; Hossox, 27, go-98.
(**) Youne, T8.
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Pour ¢ >1, u%¢,(u) est & variation bornée dans (o, =).

3. 3. Nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 3. — La fonction
=11 &) e, 4'8( u )’

ot ¢ > 0, est une fonction & variation bornée dans (0, ) et elle tend
vers zéro lorsque u tend vers 'infini (*").

Lewme 4. — La fonction u="c;(u), ou 2> 0, est a variation bornée
dans tout intervalle fini.

LenMe 5. — Si ¢ ™> 2,
? . .
- g A —_ ,——— R q—2 Q <y
fo‘ Ji— Co() sinzt dt T ——I)(I z)72, si <1,
=0 sl £21.

De (3.22), nous tirons pour g > 2

(3.31) f ey () sinat d
0

AL 1

I sinaxt .

= _ (ltf r—cosul) (1— u)7*du.
I‘((]—f)')~ 0 ! 0 ( (

Puisque (1 —u)7—* est intégrable dans (o, 1) et que

' sinz (1 — cosut)

est une fonction bornée de ¢ et « dans un rectangle (o, 0; A, 1), dont
I'intégrale par rapport a ¢ dans l'intervalle (o, A) converge en restant
bornée et a pour valeur limite

* sinazt(1-— cosut
f ( ) d,
o

{

nous pouvons changer I'ordre des intégrations dans (3.31) (**). Ainsi

(%) Pour la démonstration des lemmes 3, &, 5, ¢f. B. N. Prasao, 44. En raison
de l'importance intrinséque du lemme 5, j'indique la démonstration.
(%) Youne, 78, 165; lemme.



il vient
f 7= G (8) sinzt di

0 .
! “* 1 a — A
— .I {‘(l__u),/m“d“f .smxt(l. cosut)dt
P(g—2)J, A t

1
I T .
f (1t—u)rde - s1 21,

1‘((1--—0) )
—o0 si 221,
T .
= (1 —2)7? st <1
fzI‘((/——x)(I ) oE2D
=o0 si & 21.

Lemye 6. — St
(3.32) f ) g,

est convergente dans le sens
’ T

lim [ s
E>0,TH>w /g

Uintégrale (3. 12) est ausst convergente comme une tritégrale de Cauchy
et les deux intégrales sont égales.

La fonction W(7) est paire et périodique. Or (°")

l;[f(t ar—1 f 1If(t)
L TW . w'f[2k+])ﬂw(l)
= - = dt + — = dit
fl/_‘ﬂ t? 2_200 (k)T t* '
1 T W(e) IO
_Ev[_ﬁ t* dt + Zf (t+ )/\7")" dt,

0

(©') La démonstration est dans le genre de la preuve du résultat classique

2 W), 1 [T t .

Cf. tlanpy et LirTLEWOOD, 20, 2271,

THESE B. N. PRASAD 6
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—1 &
—k 1

'Or, la série converge absolument et a pour limite

d ICOLt 1 I(m, ot 1
R — — — ] == 7 CO8LT = e
dt\ o 2 t A 5 s

2y ®
[ —[—I_('ZQ dt = é f 1[“(t)coséc‘~’l—l;(ll,.

Al

Z' signifiant

—

Par suite,

ou
1 (T W(L 1 - Lt
~ /(—)dt:-,—f W () cosée? - di.
- qQT 0 2

T
v

-

3. 4. Puisque (wt)~1"*% ¢, ;(w1), en vertu du lemme 3, est a varia-
tion bornée dans toutI'intervalle (o, ) et tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers l'infini, nous pouvons écrire (**)

:l) [ (o1)=178 ¢, 50 ml)i_/’(a; 4 t)— fla—1) [ di

]

:Z Bmf (o), g(wt)sinmi dl.
m=x1 0
Posant { (¢) = f(x + t)— f(x —t), et changeant ¢ en ¢, nous obte-
nons, en vertu du lemme 5,

0 /- T(1+40) [/~ t\ m\®
(3.41) __‘:_2[ "P<5>t Hi.a}c.,-*a(t)dt::2}},,,(1&_;) s

"mw

ou
I‘(! ‘f“a) ° t —ii+-0) — __.I__ E_t)‘l
(3.42) -——?—--\/o‘ %@(a)t ! 802+5(t) T(t+0) ¢ Sdt

RN m\® 1 [*W(¢)
__ZB,,.<1—$> —?ffn ) ar,

mlw

(%) Maroy, 16, 167.
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ol 2 > 0. Posant ¢ =141, ol 7 > o, 1l reste & montrer pour établir
le théoréme que

(3.43) f 1u< >L -’+m<,.,.,,‘(t)-—. A ‘F(:’>$(lt

T(a+n) &

tend vers zéro quand « tend vers 'infini. Puisque

l|+q

SR P

— (),

(3.43) devient

G4 S ”\p(:))#----fo”q;(f))z~i.~=+-mc.__._,|<¢)m

T2 +0) n) / m(m) j[-f
Puisque
o) vE)E
- f(»+n)[ <'1>§] 1‘(9+n)f tl»<m>

/Vq;(:))rum(‘ (L) dt
oW L =0 e, (L) - /mw v’ ) (t“(”"”*l‘( (t)) dt,
. \w l+,‘ 0 JO o

en reportant ces valeurs dans (3.44), on obtient

et

K

3.45 —L—[ﬁ’w(i)f —T(2+n)t— e, (L 'J
(3.45) T 7 @ p ! ( n) 10 ( )50

(2 +n)
N 4 d —(2-4-1)
-+ w W -~ m(t (241 c,_,,,‘(t)) dt.
A d

Nous rappelant la définition de ¢,(¢) comme elle a é1é donnée dans
(3.21) et que, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, on a |

. 1
T g (8) = O(ZH-_"I>’

il peut étre aisément prouvé que le terme entre crochets dans I'égalité
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ci-dessus est 0(1) lorsque «w tend vers 'infini. Afin donc d’achever la
démonstration du théoréme, il nous faut montrer que le terme sous le
signe somme dans (3.45) est o(1) lorsque o tend vers l'infini.

-

3. 5. Le terme intégral dans (3.45) est équivalent &

-3, *()
M(f,‘,%-,,)f 15 r_f‘) '*ﬂ'r,,_,l(z)(ll+f 0 e (L) di
0
(3.51) =—Jd+J.

Puisque dans (o0, ), t—'*%'¢,.(t) est une fonction a variation bornée
et intégrable et qu’elle tend vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini,

écrivons ' ‘
459 =P () — QU0

ou P(2), Q(2) sont chacune des fonctions positives, monotones et non
croissantes. Soit A un nombre tel que 'on puisse lui faire corres-
pondre un nombre : arbitrairement petit et positif, de telle sorte que
chacune des fonctions P (2) et Q(¢) soit moindre que ¢ pour toutes les
valeurs de ¢ contenues dans l'intervalle (A, «). Divisons I'intervalle
(0, ©) en trois parties (0, A), (A, w*) et (w?, ) et considérons J,
séparément en chacun de ces intervalles partiels.
A I'aide du second théoréme de la moyenne, nous avons

AD I 13 .)II( >
[ (‘°> P(#)a [1—[’(0)] _L dt="P(0)o(1)=o(1)

(0SESA),

puisque l'intégrale (3.12) existe. Pareillement, on peut montrer que

[t

En conséquence

o l‘,;-,‘(l)(]l:.'t()(l).

0
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Toujours par le second théoréme de la moyenne, on a

f"’ i lJ<”t’>p(/)d«—p(¢\)f m_‘ﬂ(u <e0(1)

A

(AgEgo?),

la méme chose étant vraie pour I'intégrale correspondante avec Q().

De la, on tire
we 6) ‘l*({—t)
Iim — %/

n 1+ e L (t)dt=o.
Wy t*

Or

[t
% 0 q (——) » I ([)
(3.52) [ i— ey (L) dt .—.:f ()= ey o (mt)dt.
e

¢ )

Puisque, par hypothése, I'intégrale (3.32) est convergente et que
(we)y~t+¢, . (wr) est avariation bornée et tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers 'infini, I'intégrale

f llx(l)(ml) 1 ¢ o (000) dl
0

est convergente par suite du critérium de Dirichlet (°*). Par consé-
quent (3.52) est égal & o(1) lorsque w tend vers I'infini et par suite
J, est aussi égal a o(1) lorsque w tend vers I'infini.

3. 6. Pour étudier 'intégrale J, divisons l'intervalle (o, o) en
trois parties (o, 1), (1, ) et (w, ). Dans (o, 1), en vertu du lemme 4,
t~"c,(¢) est a variation bornée et comme pour le cas de J,, pour I'inter-
valle (O, A), on peut montrer que

=0 ey (L) dt == 0.

o ]IJ'<(_I;>
lim/ o ,,’
t-
1]

W »

(%) Browwich, l") -/‘77'
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Or, dans (w, ), nous avons

T L cyde o (7 dt o .
.A: _le <'0—)>("(1)[’—“_')§/‘>/": m::/\.()(_l):(i(l),
*

quand © tend vers l'infini, £ étant une constante. Finalement, il nous
faut considérer

Lt () ‘l ( )) /
(3.61) / 2Ly ﬁ(,(l)lt_l/ .

L
oy g

(wz) Mey(ws)ds

(3.62) < Bw=1

~
S

Ve

)

ou B est une constante. Supposons maintenant que

(5.63) S5 :f LAC)
I} ~

quand s tend vers zéro. Intégrant par parties, (3.62) devient

ds = o(z),

{
(3.64) Boy=i[y(s) s+ - Bo(r-+ r,)f =2y (s)ds.
® 1

[

En vertu de (3.63), le terme entre crochets dans’expression ci-dessus
est égal a o(1) lorsque w tend vers l'infini. Si nous faisons corres-
p(mdre a un nombre positif ¢, arbitrairement petit, un nombre s tel
que {7(z)|<zs pour 0<t<s, et si nous divisons ensuite 'intervalle

<-I-), 1) en deux parhe@ ( ’ c) et (g, 1),1l peut étre aisément montré

que le terme sous le signe somme dans (3.64) est égal a o(1) lorsque
tend vers l'infini. Ainsi, sous la condition (3.63), le théoréme est
démontré.

3. 7. Supposons maintenant que
W(s)==0(s).

On peut alors montrer, de la méme maniére que pour 'étude de J,
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dans 'intervalle (O, A), que

LA B ‘q’n< L >
Iim / — %/
(]

B

= ¢q (1) dt=—=o0
W>

¢t encore que

o L 1 (7 dt -
/\ 7\[“<;>mr,‘(l)dt§(,f: o = Clo() = o(1),

4

ol C est unc constante et A un nombre suffisamment grand.
Ainsi le théoréme est complétement démontré.

CHAPITRE 1V.

sommasIte (G, r).

4. 1. Je vais, dans ce chapitre, prouver des théorémes trés géné-
raux touchant la sommabilité (C, ») de la série conjuguée en un point
ol » peut étre un entier positif quelconque. L’analyse qui suit nous
permet non seulement d’affirmer la sommabilité de la série d’une
maniére facile, mais encore elle nous donne la fonction conjuguée
correspondante qui en est la somme, d’une fagon pratique. Du théo-
réme général, nous déduirons des théorémes particuliers concernant la
sommabilité (C, 1) qui s’appliqueront méme dans le cas o I'intégrale

ki
) [
{(h.11) ()= I—f $(t)cot—dt
27 J, T

n'existe pas.
Nous nous servirons des notations suivantes ol nous supposerons
que

V.I(l) '/,2”) Z,/i(”.
sint = sint _ ' ing’
wi(2) o, (f) w,(2)

> “eey —_—

4 4 14
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sont absolument intégrables :

14
Zt(t):f Y1) dt=0,(1),

Z_,(t):/ 7 () di,
0

sint

e (0= sin¢ %
va
N
o, (1
0y (t) = ]L(' )y

1 7 . .)/.
Gp(x)::’;_'r_:‘/o x,,(t)cosec-;dt.

Nous allons prouver le théoréme suivant :

Tnéorkxe V. — St l'intégrale

. I = R 4
(4.12) Gro(2)= +7— 71 (8) coséc® —dt
4T, 2
existe, lasérie conjuguée sera sommable (C, r) et aura pour somme G, (.x)
pourvu que

3
. o, (t) cosnt
Tim f (1) > dt o,
wrndy L

01‘10<3<7:.

4. 2. Nous établissons maintenant un ensemble de lemmes dont
nous nous servirons dans la suite.

Lesme 7. — St f(x) est intégrable dans (o, x), on a, lorsque x tend
vers 3¢6ro,

'F(,‘l"):'jf“_[(l) dt — ()(_41}6}’

[ —/—t(ai) dt

ou 5 >0, pourcu que

existe.
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Un cas particulier de ce lemme, lorsque 6 =1, a été prouvé par
Thomae (**).
Soit

(I)(:I;)~(I)(e):~[“~Lgldt.

Nous avons alors par intégration par parties
L A AFYI0)
;;73[ j(t)dt~;i8[ e L a
—(I)(zv)——(l)(~)fi — "i‘ac&-up(t)dc
= £) =5 xaj .
Nous servant du premier théoréme de la moyenne, il vient
e de = () — () S —0() L [ o d
af Iwa=e@ e —e@ ) [
, eb . .\ €0
=®(z) — ®(e) 5 — P(E) + P(E) —>»
Z x
ou eLE<x. Faisons tendre ¢ vers zéro,
e
5[ rna=a@ —o@)  (ogiga).
0

Puisque lim®(2) = o, on a aussi im®(&,) = o. Par conséquent
x>0 x>0

lim ifxf(t)dtzo.

z>0 .1'6

0y
f }'___(a:') dx
A x

‘/‘:(F(t) (% — s—l‘—nt> dt=o(82).

Ceci est évident & cause du lemme 7.

Lemme 8. — St

existe, on a

Lemme 9. — y%,(2). et w,(2) existent ou non simultanément et s'uls

(**) Tuomak, 63. Cf. aussi G. Prasap, 47.

THESE B. N. PRASAD 7
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extistent on a
wr(t) ==, (t) --o(t* .

t° 4(¢) étant intégrable

al

()= [ b()de=0,(t)

o'y

existent et sont infiniment petits avec /.

t Al
/..Emd,:/ 0. (8) ,
Je sint Je sint

{ l
o w, () 1 1
mf "t_d""fa Mt)(E Sint)m

Quand ¢ tend vers zéro, le dernier terme tend vers une limite qui est

ftwl(z)(»;. *mr>df_o(t ).

0

Donc, en faisant tendre ¢ vers zéro, 7,(2) et w,(?) existent ou non en
méme temps et, s'ils existent,

A2 () = w, () + o(2?).

Puisqu’ils existent, 7,(¢) et w,(¢) sont infiniment petits avec /.

30 x“(t) d c.)»\t) f o(t )

s o , smf

0, (1) Y I , “o(er)
= - - - — w,(t)dt - :
;[ S dt 1 k‘ sint> W, (t)dt 4 /. Akl

Faisons tendre ¢ vers zéro, les deux derniéres intégrales tendent cha-
cune vers une limite. Donc y,(¢) et w;(¢) existent ou non simultané-
ment. Supposons qu'ils existent. Faisons tendre = vers zéro; alors les
deux derniéres intégrales sont o(#*). Donc

salt) ==, () + o(#?),
et ainsi indéfiniment.
Supposons établi que si ¢,(2), 13(2), ..., 7. () existent :

1° Il en est de méme de w, (t), w,(2), ..., ©, ., (?) et réciproquement.
2° (1) =w;(t) + 0o (¢*) pour {=1,2,...,7—1; on en conelut
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que 7,(t) et w,(¢) existent ou non simultanément et que
7 (1) = 0p(t) 4+ o(22).

Lemme 10. — St ¢, tend vers zéro lorsque n tend vers U'infint, il en est

de méme de
Cia Cotvn o Cn
n

w—

(Vest 14 un résultat bien connu.

4. 3. Ktant donné la compléte équivalence des procédés de Cesaro
et de Holder (°*), nous nous servirons dans ce qui suit du procédé de
sommation de Holder.

Ecrivant s, , pour la 7" somme partielle de la série conjuguée cor-
respondant a 4(¢), nous obtenons, par suite du paragraphe 2. 10,

.on . nt
. = Sin > tsm7
s1n —
2
2n +1
. W7 cos;—cos—z—t
4.31 - — ( - [t
(6:31) = v ——
v s1n —

Désignant maintenant par s;', la n*™ somme partielle de Cesaro de la
série conjuguée, nous avons

iy Soa T Seat o S

Sin= -
I BRI { 3 ) - an--u |
:—f M ncos-——gcos—’t+cos—t+...—|—cos -+ t' dt
anm ) . 1 2 |2 2 2 )
S10 —
2
T .
. 1 { sm(7 1)L
(4.32) = f (¢e) 2(n—+—r.)cos~———¥ dt.
qmn 0 . 2 .
sin — sin —
2 2

(*) Cf. Knoep, 28, 29; Scuxeg, 60; Forp, 12; 1. Scuun,v61; Hanx, 1%.
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Intégrant par parties, il vient

. ’ , l

So = — 7ol 9(n 4~ 1) cos—

0,1t .’q.ﬁ/l- yAL ) 7 ‘\ ( + ) B
S > '

511 —

. .T‘. (¢ 15_,_ 9, ,IAI)-(J__
Amne ), /""(’)(/1(. t Al (»:{

v

l.e terme intégré étant nul, nous avons

sin (7 1)t =
.t
sin -
2 o

sin(ne 4+ 1)t
so(e -0t o

.ot
sin —
2

r " S { mn -+ )t
, : ) N 1)t
Sot == ™ 7 () — | 2+ 1) cos— — — dt
o » 510’ — - sin —-
N 2 N
3 "_';{,(‘/) d B . { sin(n 1)1
_— — 2(2 4 1) o8 = - ————— " | L
/mn/ .t dt ( Jeos .t
0 s - SN —
2 2
(4.33) =1-1.
Puisque
COS; 1 I .
ol —— —— — ——— S10 -y
Lt siné . ¢ sin 2
2 8in? — sin —
; 5
nous avons
[ ot 1 . { SID(7 1)L
L= - /'( ) 2(n —+ 1) cos— — sinn )L dt
dmn st .t 2 .t
v $1n = s —
I oty ot { stn(n +—1)¢7]
— —".( } sin L 2(n 4+ 1) cos— — stn(n = 1) dt
ATn sm/ 2 ) L
i sm;
(4-34) =J,— 1. ) -
Or
ne-o t ST (L) .
b= - sl ) dt + — L——sin(n -+ 1)t dt
: fmtnj AN _’;r./z,ju sinf (rr1)te
. n—+1 (7 .
(4.33) S [ de o),
e 0
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puisque nous supposons (*") que '/:ifntz)’ 1) e1c. sont absolumentinté-
grables. Or

sin ¢
W T
' 2@ L
(4.36) 1= T i () dt

[ o (t t a(n1)cos(n—+1)t

— — /“’.( )cos— ( ) cos( )
amn J, st 2 .t

sin —

{
= 208% = si “4-1)l
. () cos 5 S (2 - 1)

- — g di.
hmn sint L, L
v sin® —
2]

La derniére intégrale écrite ci-dessus est

Twn oy dt -+ o).

' j’nzl(t) sin(n +1)¢
t
o

sin? —

D)

Par suite, les égalités (4.33), (4.34), (4.35) et (4.36) nous donnent

. I T (£ t a(n41)cos(n + 1)t
sphi= J.+ — /-‘-'—.'()cos— (nt-ycos(n+1)t ,
! ann st 2

L
sin -
9

T .
1 Y $ 1)t
N . /“.L(t) sin (7 -+ 1) di + o(1)
amnj, sint 14

sin? —
2

‘ I Tty 1 ¢
= J,+ 7—-—f L) 2(n -+ 1)cos—dt
aTn/, sin A 2

dt

Joosint .
sin ~
2
. I 'ﬁ'/l(t‘) 1 f
4. - 2 (7 +4-1)c0os = ¢ . .
(4.37) ﬂ‘lrrl,/o Snt 2(n4-1)co 2c,os(n~+-1)tclt +o(1)

\ . e 71 (L 14
(°%) 11 faut remarquer que si () est intégrable, /l—i) ou 7:1%2 n’est pas tou-
jours nécessairement intégrable.
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La premiére expression entre crochets, ci-dessus, est la méme que J,,
tandis que l'autre terme entre crochets est

9 " | ¢ ;
,>(n—|—1)f AL ‘«:oséwcos 5cos(n-+-1)-§}zlt
] : =

A .y .
nw sint .
4 s ~t
2
14 20—+ 1
= (0) t;os»; - COS —;——t
1 7. (¢t P 2
— — /". - di
27 sin il .t
v sin -
2]

1A 27—+ 1
= - CO§ ——— ¢

R L CO8— - .
{ / /.'(”) 2 n - dl (1;7)

OnT sint

~
2(n v (t) .
-+ Y +l)f /".( )sm(n-}—l)ldt
IR 4

Anmw
4 271 + I
= (t)(;osT-—uos—:;—t
5o I A 2 2 .
4.387y — - L 2 dt -+ 0(1) =+ o(1).
(438 = A — - 0(1) = o(1)
8 —

Ainside (4.37) et de (4.38), nous tirons finalement
" i ¢ sin(n+n0)t” AL

. 1 : [
sobil= ™ L) — 2(n [)cos; — —
v 51N — S0 —
9 L 9
2 B¢ I t sin(n -+ 1)t
= /*',( ) 2(n + 1) cos -~ — sin(n +1)¢ dt
470G smiéi . ¢ * 2 N 3
S1n - S10 —
2| )
t 2n +1
. ,,17 (1) COs— — €0 ——Q—t
4.39 — — O = dt + o(1).
(4-39) 2T /0 sin{ ¢ (1)
sm;

7y - X . " a (& )
(*7) Cette intégrale peut étre interprétée comme —'LI%—); ot o,(x) est la

nitme somme partielle de la série conjuguée correspondant & la fonction absolu-

- YA
ment intégrable %t—); et, en vertu du lemme 10,
g, (@)
72,

n

lim
>0
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A. 4. Servons-nous maintenant des notations suivantes :

t on I
cos— — cos ——— £

r [T S92 2
Shyn :,_f (1) dt,
27, t

sin —
2
{ 2n—+1
= c0S ~ — €08 —
K :—I— K‘l(l) 2 2 dt
o PY sint .t K
0 s —
............... e et ey
20 41
w, COS— — COS -
i A [ ) 2 o
TR o sin ¢ t o
o sin —
p)

et désignons par s, la n*" somme partielle de Cesaro, d'ordre r,
relative & la série conjuguée dont la n'*" somme partielle ordinaire
est 5,,,. Avec ces notations I'égalité (4.39) devient

(4.41) sha=2s{ll — s, —+o(1).
Nous avons donc
(4.42) sim=2s— si"" 4+ o(1).

Or st lim s/ " existe, lim 2s), existera aussi et, en conséquence,
n>w n>o

lim s\ existera et sera égale & celle de s!;". Maintenant, continuant

. Ln
w

I’analyse du paragraphe 4.3, il peut étre montré que

sih o =asth) — s, +o(n).
D’ou
s V=28l — s - 0(1).
Par suite, si lim 57, existe, lim s/, existera aussi et les deux limites
ny>e» no»®
seront les mémes. En raisonnant de cette maniére nous arrivons a la

conclusion que

(4.43) lim s =lim s,V =. . .= lm &2, ,==lim s, .
n>» n»» nHw n>o»
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Ainsi la série conjuguée sera sommable (C, r) si

{ 2n 41
€08 —— CoOs——— ¢

AL 2 2
(4.4%) ;f yr(l) 2 : '
\]

2T sin{ .
sin —
2

a une limite lorsque n tend vers l'infini et la somme de la série sera
égale a cette limite. Employant maintenant le théoréme I, nous
savons que si l'intégrale

. e Lt
Groy ()= 7—-f Yr+a () cosée® = dt
. AT S o

0

existe, (4.43) aura une limite, pourvu que

f” £r(t) cosnt .
0

o~

sint

tende vers zéro lorsque n tend vers l'infini, on o< ¢ <=, c'est-a-
dire, en vertu du lemme 9, s1

"0
~ . (1) cosnt
(4.45) lnn/ oc(t) cosnt dt=o,
[\

ny®» t t

ce qui prouve le théoréme V.

4. 5. Mainlenant, afin de déduire des critéres particuliers pour la
sommabilité (C, r) de la série conjuguée, il faut trouver des condi-
tions convenables grice auxquelles (4.44) soit nul. Pour cela,
employant le théoréme de Riemann-Lebesgue, le théoréme de
M. Young cité dans le paragraphe 1.50 au n° (i7) et le théoréme IT
du paragraphe 2.11, nous obtenons le théoréme suivant (**) :

Tatorive VI. — St lintégrale

1

. e Lot
Gy ()= i f Yr+1 () cosée? = dt
TJ, )

(%¢) Pour quelques critéres, 'existence de G,.,(x) et de G,(z) ont la méme
signification.
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existe, la série conjuguée sera sommable (C, r) et aura pour somme
G, (@), pourcu que

(i) / ’f’rﬂ‘)|(u
[ [_
existe, ou que
!
Y on(L
(ir) ;l- / ﬁ;(—) dt

“0

sott une fonction a variation bornée, ou que

/
(77 [‘ ‘ m’—t%(l)i dt=0(t) (rz2).

o

4. 6. A cause de la particuliére importance de la sommabilité
(C, 1) nous donnons le théoréme qui lui correspond avec quelques
remarques.

TueoriME V A. — St U'intégrale
Gy () ! fﬂ (t) cosé ’t(lt
HWix)— ;— Yo 208eC” —
i hr 0 ~ 2
existe, la série conjuguce sera sommable (C, 1) et aura pour somme

G, (x) pourvu que _
0 I
lim [ —I—(,L) cosnt dt=o,
ny>» oy =
ot W () est la primitice de Y(t).

On peut déduire de ceci, lorsque G, (z) ou G, (x) existe, les critéres
suivants de sommabilité (C, 1) :

a. L'intégrale

(4.61) f
[0

existe.

W)
l’.’

E

Exemple : Soit

9

ne

T = sin"{ nt <t —-‘#>7r}.
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1
5 -+ ;> alors que pour toute autre valeur de ¢, on a
W(t)=o.

Dans ce cas {(2) = U7 (1) est intégrable et ainsi

W(t) —:f YU(u)da.
De plus '

de telle sorte que l'intégrale (4.61) cxiste et que par conséquent la
série conjuguée est sommable (C, 1). Mais puisque q—rf—q ne tend pas

vers une limite définie lorsque ¢ tend vers zéro, en vertu du lemme 1,

I'intégrale .
0]
f e dt
.t

n’existe pas et, par suite, dans ce cas, l'intégrale

= t
glx)=— v.L(t)cot;(lt
: 0 -

n'existe pas.

b. La fonction

R t ol
;filf L(L)dt

v o
est a vartation bornée.

c. Ona

I3
f E’]J(t)g{lt:: (’)(t).

0

Ceci inclut le criterium (#27) de M. Young pour la sommabilité (C, 1)
comme il a été indiqué au paragraphe 1. 50 (*°).

(°*) Dans le cas (¢), il y aura aussi sommabilité (C, ¢) pour lout d positif.
Cf. Haroy et LirtLewoon, 23, 279 (7). Cf. aussi SarGenT, 59.
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A. 7. Quand l'intégrale G, , () existe, nous avons montré dans le
théoréme V qu'une condition suffisante pour la sommabilité (C, r) est

que
. g (L) cosnt
Inmf r(t) cosnt dt==0
n>» g ¢

On peut montrer que cette condition est nécessaire et suffisante
presque partout dans l'intervalle. C'est ainsi que nous tirons
de (4.42)
Sip= a8\ — i =+ o (1)
—a(2sii— ) — (2887 — sV -+ o (1)

= 22si) — 23s{7 V) + st <+ o(1).
En procédant de cette fagon de proche en proche, il vient

1) 9('—

‘)\
T Qp—o S, e

- o (r—
(/| -7 l) ‘u Ii— ZI'S}'I,)L — Ar—1Srn

+ (—1)a, s — (—1)ts, n 4 0(1),

ou a,_,, Qrogy + ooy @y sont des constantes qui sont des puissances de 2.
Par suite, si lims,) existe, la limite de chacun des termes précé-

”n

n>ow
, dans le membre de droite existera aussi. En conséquence, on
% (t)
sint
est sommable (C, 1), la condition nécessaire et suffisante pour que la
série conjuguée soit sommable (C, r) est que la série conjuguée cor-

A()

(1)

dant s

peut dlre que, en un point ou la série conjuguée correspondant a %——

respondant & %-—° converge en ce point. Considérant donc la condi-

tion de sommablhte (C, 1), on peut établir le théoréme suivant :

Tueorime VII.

‘ale G,..,(x) existe, en un pointou

l

/
/

1 m"""(t)(/l

tJ, t )

THESE B. N. PRASAD 8

o, (1) o .
——‘—lc(t_O(l)

ou bien ou
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est ( variation bornée (c'est-a-dire presque partout), la condition néces-
saire et suffisante pour que la série conjuguée soit sommable (C, r) est

que
6 o
Lim f wr(t) cosnt dt =—=o.
o 14 {

noy>»



S

BIBLIOGRAPHIE

Abréviations utilisées.

J. Crelle Journal (Journ. f. die reine u. angewandte Math.).
R. Comptes Rendus de I'Académie des Sciences ( Paris).
L. M. S. Journal of the London Math. Soc.
A . Mathematische Annalen.
. Z. Mathematische Zeitschrift.
L. M. S. Proceedings of the London Math. Soc, {2).
. G. \LEXITCH, Sur les séries trigonométriques conjuguées (C. R., v. 182, 1926,

p. 1599-1601). ’ .

A. S. BEsicoviTCH, Sur la nature des fonctions a carré sommable et des
ensembles mesurables (Funda. Math., t. 4, 1923, p. 172-195).

A. S. BESICOVITGH, On a general metric property of summable functions
(J. L. M. St 1, 1926, p. 120-128).

T. J. ' A, BROMWICH, An Introduction to the Theory of Infinite Series,
2¢ éd., Macmillan, 1926.

. CH. J. DE LA VALLEE POUSSIN, Un nouveau cas de convergence des séries de

Fourier (Rendiconti mat. di Palermo, t. 31, 1911, p. 296-299).
CH. J. DE LA VALLEE PoussIN, Cours d'Analyse, t. 2, 2¢ éd.

. P. Farou, Sur le développement en série trigonométrique des fonctions non

intégrables (C. R., t. 142, 1906, p. 765-767).

. P. FArou, Séries trigonométrigues et série de Taylor (Acta Math., t. 30, 1906,

p. 335-400).

. L. FEJER, Ueber die Bestimmung des Sprungs der Funktion aus threr Fou-

rierrethe (C. J., t. 142, 1913, p. 165-188).

. L. FEJER, Ueber lkonjugierte trigonometrische Reihen (C. J.,-t. 144, 191/.,

p. 48-56).

. L. FEJER, Sur une paire de séries de Fourier conjuguées (C. R., t. 130, 1910,

p. 518-520).

. W. B. Forp, On the relation between the sum-formulas of Hélder and

Cesaro (American Journ. of Math., t. 32, 1910, p. 315-326).



— 50 —

A\
&M PORIMSHAW, Summation of the integral conjugate to the Fourier inte-

S RS
s

Monatshefte f. Math. u. Physik, t. 33, 1923, p. 135-143).

18. . H. HARDY, On the sumnmiability of Fourter series (P. L. M. S., t. 12, 1913,
p- 365-372).

16. G. . HARDY, On the integration of Fourier series (Messenger of Math. t. 31,
1922, p. 186-192).

17. G. II. l1aRDY, Remarks on three recent notes in the Journal (J. L. M. S., t. 3,
1928, p. 166-169).

18. G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, Solution of the Cesaro summability pro-
blem for power series and Fourier series (M. Z., 19, 1924, p. 67-96).

19. G. H. HARDY and J. K. LITTLEWOOD, A convergence criterion for Fourier series
(Ibid., 1. 28, 1928, p. 612-634).

20. G. H. Harpy and J. E. LiTTLEWOoOD, The allied series of a Fourier series
(P. L. M. S., t. 24, 1925, p. 211-246).

21. G. H. HarpY and J. E. LITTLEWOOD, Two theorems concerning Fourier series
(J. L, M. S., t.1, 1926, p. 19-25.

22, G. H. HarRpY and J. E. LITTLEWOOD, A point in the theory of conjugate func-
tions (Ibid., t. 4, 1929, p. 242-245).

23. G. H. HARDY and }. E. LITTLEWOOD, On the series conjugate to the Fourier
series of a bounded function (Ibid.,t. 6, 1931, p. 278-281).

24. D. HILBERT, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen (Gott. Nach., 1904, p. 213-259).

25. D. HiLBERT, [bid., 1905, p. 1-32.

26. ). HILBERT, Grundsiige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, Leipzig, 1912.

97, E. W. HoBsoN, T%e theory of Functions of a Real Variable, t. 2, »¢ éd., Cam-
bridge, 1926.

98. K. KNoPP, Grenzwerie von Reihen bei der Anndiherung an die Convergenz-
zrenze, Dissertation, Berlin, 1907.

29. K. KNoPP, Bemerkung su der vorstchenden Arbeit des Ilerren I. Schur.
(M. A., t. T4 1913, p. 459-461).

30. A. KOLMOGOROFF, Sur les fonctions harmoniques conjuguées et les séries de
Fourier (Funda Math., t. 7, 1925, p. 24-29).

31. H. LEBESGUE, Lecons sur les séries trigonomeétriques, Paris, 1906.

32. H. LEBESGUE, Recherchessur la convergence des séries de Fourter (M. A., t. 61,
1905, p. 251-280).

33. H. LEBESGUE, Sur les séries trigonométriques (Annales Sc. de U'Fcole Normale
sup.. 3® série, t. 20, 1903, p. 453-185).



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

4,

45.

47.

48.

49.

81—

. L. LICHTENSTEIN, Ueber das Poissonsche Integral und die particllen Ablei-

tungen des logarithmischen Potentials (C. J., t. 141, 1912, p. 12-42).

—

.. LICHTENSTEIN, Neuere Entwickelung der Potentialtheorie Konforme Abbil
dung (Encyklop. d. math. Wissensch., IL G, t. 3, 1909-1921).

J. E. LITTLEWOOD, On a theorem of Kolmogoroff (J. L. M. S., t. 1, 1926,
p. 229-231).

F. LukAcs, Uecber die Bestimmung des Sprungs einer Funktion aus thre:
Fourierreche (C. J., t. 130, 1920, p. 107-112).

N. LusIN, Sur la convergence des séries trigonométriques de Fourier (C. R,
t. 156, 1913, p. 1655-1658).

R. E. A. C. PALEY, On the Cesaro summability of Fourier series and allied
series (Proc. Camb. Phil. Soc., t. 26, 1930, p. 173-203).

O. PERRON, Kinige elementare Funktionen. welche sich in eine trigonome-
trische, aber nicht Fouriersche Reihe entwickein lassen (M. A., t. 87, 1922,
p- 84-89).

A. PLESSNER, Zur Theoric der konjugierten trigonometrischen Reihen (Mittei-
lungen der Math. Seminars der Univ. Giessen, t. 10, 1923, p. 1-36).

B. N. Prasap, Sur la convergence de la série conjuguée d’'une série de
Fourier (C. R., t. 193, 1931, p. 115¢g-1162).

B. N. PrasaD, Sur la sommabilité de la série conjuguée d’une série de
Fourier (Ibid., p. 1385-1387).

B. N. PrasaAD, A theorem for the Cesaro summability of the allied series of
a Fourier series (J. L. M. S., t. 6, 1931, p. 274-278).

B. N. PRASAD, On the summability of the conjugate series of a Fourier series
(Report of Indian Science Congress, 1931).

. B. N. PrasAD, Non-summability of the conjugate seriecs of a Fourier serics

[Annals of Mathematics (sera publié sous peu)).

G. Prasap, On the differentiability of the integral function (C. J., t. 160,
1929, p. 100-110).

A. PRINGSHEIM, Ueber das Verhalten von Potenszreihe auf dem Konvergens-
kreise (Miinchner Sitsungsberichte, t. 30, 1900, p. 37-100 et 79-100).

J. PRIVALOFF, Sur les séries trigonométriques conjuguées (Recueil Math.
Moscou, t. 31, 1923, p. 224-228).

. J. PRIVALOFP, Ueber die Konvergenz der konjugierten trigonometrischen

Reihen (Ibid., t. 32, 1925, p. 357-363 ).

. J. PRIVALOFF, Sur la convergence des séries trigonométriques (C. R., t. 162,

1916, p, 123-126).
J. PRIvVALOFF, Ibid. (C. R., t. 163, 1917, p. 96-99).

. J. PRIvVALOFF, Das Cauchysche Integral (Sonderabdruck aus den Mitteil. d.

Phys. u. Math. Fakultit d. Univ. Saratow, 1919} en russe).



bER

60.

52 —
J. PRIVALOFF,” Sur les fonctions conjuguées (Bulletin de la Soc. Math. de
France, t. 44, 1916, p. 100-103). '

B. RIEMANN, Gesammelte Mathematische Werke wund Wissentschaftlicher
Nachlass, Leipzig, 1876. '

. M. RiEsz, Une méthode de sommation équivalente & la méthode des moyennes

arithmétiques (C. R., t. 182, 1911, p. 1651-1654).

. M. Rigsz, Les fonctions conjuguées et les séries de Fourier (Ibid., t. 178, 1994,

p. 1464-1467).

. M. Riesz, Sur les fonctions conjuguées (M. Z., v. 27, 1927, p. 218-241).

. W. L. C. SARGENT, On Young's criteria of convergence of Fourter series and
) 4 ), &

their conjugates (Proc. Camb. Phil. Soc., t. 23, 1929, p. 26-30).

W. ScHNEE, Die Identitit des Cesaroschen und Hilderschen Grenzwertes
(M. A., t. 67, 1909, p. 110-125).

61. I. ScHUR, Ueber die Aequivalens der Cesaroschen und Hilderschen Mittel-

62.
63.

64.

66.
67.

68.

69.

74.

werte (M. 4., t. T4, 1913, p. {117-458).

A. TAuBER, Ueber den Zusammenhang des reellen und imaginiren 1'eils
etner Potenszreihe (Monatshefte f. Math. w. Phys., t. 2, 1891, p. 79-118).

J. THOMAE, Ueber die Differensierbarkeit eines Integrales nach der oberen
Grenze (Gott. Nach., 1893, p. 696-700).

E. C. TiTcHMARSH, Principal value Fourier series [P. L. M. S., t. 23, 1924
(Records for March.)).

5. E. C. TITCHMARSH, Conjugate trigonometrical integrals (Ibid., t. 24, 1928,

p. 109-130).

E. C. TiITcHMARSH, On conjugate functions (Ibid., t. 29, 1928; p. j9-80).

E. C. TITCHMARSH, Reciprocal formulae involving series and integrals (W. Z.,
t. 25, 1926, p. 321-347).

E. C. TITcHMARSH, Additional note on conjugate function (J. L. M. S., t. 4,
1929, p. 204-206).

E. C. TITCHMARSH, A theorem on conjugate functions (1bid., t. 3, 1930,
p. 88-91).

. W. H. YounNG, On the convergence of a Fourier series and of its allied series

(P. L. M. S.,t 10, 1912, p. 254-252).

. W. H. YOUNG. On the Fourier series of bounded functions (1bid., t. 12, 1913,

p. 41-70).

W. H. YouNg, On the mode of oscillation of a Fourier series and of its allied
sertes (Ibid., p. 133-452).

. W. H. Young, On the convergence of the derived series of Fourier series

(Ibid., t. 17, 1918, p. 195-236).

W. H. YouNng, Sur les séries de Fourier convcrgenfes presque partout (C. [1.,
t. 133, 1912, p. 1480-1482).



79

80.

81

— 53 —

W. H. Young, Konvergenzbedingungen fiir die verwandte Reihe einer Fou-

rierschen Reihe (Miinchner Sitzungsberichie, t. 41, 1911, p. 361-371).

. W. H. Young, Note on a certain functional reciprocity in the. theory of Fou-
rier series (Messenger of Math., t. 41, 1912, p. 161-166).

. W. H. Young, On the formation of usually convergent Fourier series [ Proc.
Roy. Soc. (A.) London, t. 88, 1912, p. 178-188].

. W. H. YounG, On infinite integrals involving a generalization of the sine
and cosine functions (Quarterly Journal of Math., t. 43, 1912, p. 161-177).

. A. LYGMUND, Sur les fonctions conjuguées (C. R., 187, 1928, p. 1025-1026).

p. 284-303).

A. ZYGMUND, Sur les fonctions conjuguées (Funda. Math., t. 13, 192y,

. A, ZYGMUND, On a theorem of Privaloff (Studia Mathematica, t. 3, 1931,

p. 239-247).

. \. ZYGMUND, Sur la sommation des séries trigonométriques conjuguces aux

séries de Fourier (Bulletin Acad. Polonaise. A, 1924, p. 251-258).

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 23 avril 1932.
Le Recreur pE L’Acapimie pe Panrs,

S. CHARLETY.

Vu et approuvé ;
Paris, le 23 avril 1932.
Le Dovex pe LA FicuLTE pES ScIENCES,

C. MAURAIN.





