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Introduction.

La raison pour laquelle le cercle de convergence joue un
rôle si grand dans la théorie des fonctions déterminées par
des séries de Taylor S av rv est que ce cercle, en plus de la
propriété (qui lui sert de définition) de délimiter la région
où la série considérée converge de celle où elle diverge, possède
encore la propriété d'être le plus grand cercle 1 x \ <Ç ît ,
à l'intérieur duquel la fonction est holomorphe, tandis qu'elle
a au moins un point singulier sur le cercle lui-même. Mais
quand on passe des séries de Taylor aux séries de Diriehlet,
on voit que la droite de convergence qui délimite encore les
régions de convergence et de divergence ne possède plus né-



V. BERNSTEINj

cessaireraent lfautre propriété du cercle de convergence. Il
peut arriver en effet qu' une fonction définie par une série de
Diriclilet

ne possède aucune singularité sur la droite de convergence de
la aérie qui la définit et même n' en possède aucune à une
certaine distance de cette droite. Deux questions viennent donc
tout naturellement à l'esprit:

1) quelles sont les suites df exposants \AV\, pour lesquelles
toute fonction f (s) déterminée par une série du type (1) 'pos-
sède nécessairement au moins une singularité sur la droite
de convergence de la série ?

2) esl-il possible de déterminer pour les autres suites
d' exposants une droite sur laquelle la fonction possède néces-
sairement au moins une singularité, tout en restant holomorphe
dans le demi-plan limité par cette droite] quelle peut être la
position de celle droite par rapport à la droite de convergence?

Malheureusement, l'état actuel de la Science ne permet pas
de répondre à ces questions. La possibilité de répondre par
l'affermative à la deuxième question représenterait un très
grand intérêt pour la théorie de ia fonction £(.s) efc permettrait
de faire un grand pas en avant du point de vue de la dé-
monstration de l'hypothèse de Rieinarm. Toutefois, si au lieu
d'imposer l'existence d'une seule singularité sur les droites
considérées, nous imposerons l'existence d'une infinité de points
singuliers, il sera possible sinon de répondre complètement à nos
questions, du moins de s'aventurer assez loin dans la voie de
leur résolution.

Plusieurs auteurs se sont occupés de problèmes en rapport
avec les questions qui nous intéressent; je n'indiquerai ici que
les résultats qui se rattachent directement à ceux qui forment
l'objet de ce travail; quant aux autres, on en trouvera une
exposition assez complète dans le fascicule du Mémorial des
Sciences Mathématiques consacré aux séries de Dirichlet (1).

MM. Landau et Carlson ont démontré que si la suite
des [Xv\ est telle que

(*) G. VAURON. Théorie générale des séries de Dirichiet {Mém. Se,
Math. fasc. XVII, p. 21, Paris, 1926).
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(2) lim = 0
n —^oo ^ n

(3) lim (AM , — An) = g > 0
n—^.oo

la droite de convergence de la série (1) représente sûrement
une coupure pour la fonction f (s) (l). Ce résultat a été géné-
ralisé par M. Pólya dans deux directions différentes. En premier
lieu, M. Pólya a démontré que, si l'on remplace la condition (2)
par

(4) îïïn -£— = à < + 00

et si Pou conserve la condition (3), on peut attacher à la suite
|Anj un nombre fini D, qu' il appelle de?i$ilé maximum (2), tel
que chaque segment de la droite de convergence de longueur
supérieure à 2JTD contient au moins un point singulier de
f (s) (3). D'autre part, M. Pólya a démontré que, si l'on con-
serve la condition (2) en laissant tomber la condition (3), on
peut affirmer que, ou bien la fonction f (s) est une fonction
entière, ou bien son domaine d'existence est un demi-plan
$t (s) ^> lt1 dont la droite limite est une coupure pour f (s) et
à l'intérieur duquel f (s) ne possède aucune singularité (4).

Le théorème de MM. Carlson et Landau et le premier
théorème de M. Pólya montrent que les suites {Àn\ qui vérifient
les conditions (3) et (4) satisfont à notre première question..
Le deuxième théorème de M. Pólya montre que pour les
suites [An\ qui vérifient (2) la réponse à la première partie de
notre deuxième question est affirmative. Le but de ce travail
est de donner un théorème qui comprend en même temps les
deux théorèmes précités de M. Pólya et qui permet de répondre
à nos deux questions, lorsque l'on se borne à la considération
de suites \Xn\ qui possèdent une densité maximum finie. Pour

(*) F. CARLSON et F. LANDAU. Neuer Beweis und Verallgemeine-
rungen des Pabryschen Lückensat/.es (Göu. Nachr., 1921, p. 183).

(2) Pour la définition précise de la densité maximum voir plus loi».
(3) G. PÔLYA Ueber die Existenz uncndlich vicier singulârer Punkte

auf der Konvergen/geraden gewisser Dirichletscher Reihen (Berl. 8itz.9
1923, p. 45).

(4) G. PÓLYA. Eine Veraligoineineruug des Fabryschen Liickensafczes
(Oött. Nachr., 1927, p. 187).
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toutes ces suites la réponse à la première partie de la deuxième
question est; affirmative; il existe une droite 3t (s) = h telle
que la fonction f (s) est holomorphe dans le demi-plan §1 (s) ̂ > h,
mais possède sûrement une infinité de singularités sur la droite
gi (s) = h elle-même. Je donne à cette droite le nom de droite
(V holoniorphie de la fonction ƒ (s).

Pour ce qui regarde l'autre partie de la deuxième question,
nous indiquerons une borne supérieure pour la distance entre
la droite de convergence et la droite d'holomorphie, et par
cela même nous répondrons à la première question, car dire
que la droite de convergence contient des singularités de f (s)
équivaut à dire que les droites de convergence et d'holomor-
phie de cette fonction se confondent. La propriété d'être le
siège d'une infinité de points singuliers est évidemment une
propriété de la droite d'holomorphie et non de la droite de
convergence, et si MM. Carlson et Landau et M. Pólya (dans son
premier théorème) ont parlé seulement de la droite de conver-
gence, c' est que dans les cas considérés par eux les deux
droites se confondent, de sorte que l'introduction de la notion
de droite d'holomorphie était superflue.

Je passe maintenant à une brève exposition des résultats
contenus dans la suite.

Les trois premiers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude de quelques propriétés des suites de nombres
réels An qui possèdent une dertsilé maximiun finie. La notion
de densité maximum dont je fais grand usage a été introduite
par M. Pólya, dans un mémoire (l) où il a étudié de près les
propriétés des suites \Xn\. Toutefois M. Pólya, comme d'ailleurs
presque tous les auteurs qui se sont occupés des théorèmes sur
la distribution des singularités des séries de Dirichlet que
l'on peut obtenir au moyen de l'étude des propriétés de la
fonction

s'est limité à la considération des suites d'exposants Âv qui
vérifient la condition (3). Je me suis attachée voir s'il n'était

{*) G. PÔLYA. Untersuchungen liber Lücken und Singularitaten
von Potenzreihen (Math. Zeitschrift, T. 29, 1929, p. 550).
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pas possible de généraliser la notion de densité maximum de
manière à ne pas exclure les suites \Xn} qui ne vérifient pas
cette condition.

D'autre part, lorsque l'on étudie les propriétés de la
fonction C (#), on doit généralement exclure le voisinage des
points Xv. Lorsque la condition (3) est vérifiée, on peut exclure
les intervalles (Xv — TJ, Xv -|~ i)), mais lorsque cette condition
n'est pas satisfaite, l'exclusion des intervalles précédents, les-
quels dans ce cas peuvent empiéter les uns sur les autres quelque
petit que soit »/, ne paraît plus être suffisante pour rétablis-
sement des propositions nécessaires pour la théorie des séries
de Dirichlet. J 'ai donc dû définir certains ensembles d'inter-
valles attachés aux suites \Ân\ et qui contiennent le voisinage
des points Xv. C'est à la définition de ces ensembles qu' est
consacré le § 2, tandis que les §§ 1 et 3 sont consacrés aux
propriétés des suites [Xn\ qui admettent une densité maximum
finie. J 'y démontre que la plupart des résultats démontrés par
M. Pólya dans le cas spécial considéré par lui restent vrais
dans le cas général.

Les trois derniers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude des propriétés de la fonction C (#). Cette
fonction a été étudiée par plusieurs auteurs, notamment par
MM. Carlson, Landau, Ostrowski, Pólya, Szasz, Wennberg et
autres. M. Carlson a démontré que lorsque la suite \XV\ a la
densité D la fonction C (z) se comporte essentiellement comme
si ii n D z sur tous les rayons issus de l'origine à l'exception
peut-être de l'axe réel (1). M. Pólya a en outre démontré que
dans le même cas on a

lim J^I^i i _ 0
r

lorsque r croît indéfiniment par valeurs réelles en restant à
l'extérieur des intervalles Xv - »/ ̂  z ±= Xv -f- V (2)- Je démontre
an § 4 que ce théorème reste vrai même si la condition (3)
n'est pas vérifiée, pourvu que l'on remplace les intervalles
(Av — »;, Xv - j - ?/) par l'ensemble d'intervalles défini au § 2.
Dans les §§ 5 et 6 je démontre encore quelques propositions

(â) F. OARLSON. Uebor Potenzreihen mit endlich vielen verschie-
denen Koeffizienteii (Math. Ann.% T. 79, 1919, p. 239).

(2) Voir Math. Zeitschrift, l. c. p. 571.
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relatives à la fonction G (*), propositions dont je fais usage au
deuxième chapitre, qui est consacré aux séries de Dirichlet.

Les deux premiers paragraphes du deuxième chapitre con-
tiennent la démonstration de deux théorèmes que l'on peut
considérer comme l'analogue des théorèmes que MM. Lindelof,
Carlson et Soula ont démontrés pour les séries de Taylor (x).
Aux §§ 9 et 10 je démontre qu'à l'aide des théorèmes pré-
cédents on peut établir des théorèmes assez généraux sur la
distribution des points singuliers de telles séries de Dirichlet.
Je suis conduit ainsi à introduire la notion de droite d'holo-
morphie et je démontre en particulier les résultats déjà annoncés
relatifs à cette droite.

Voici les principaux de ces résultats:
Si la suite [Xv\ possède une densité maximum finie D,

chaque segment de la droite d'holomorphie de la fonction

(5) / -(«)= T a. *-*•*•

dont la longueur dépasse 2JTD contient au moins un point
singulier de f (s).

La distance entre la droite de convergence et la droite
d'holomorphie de (5) ne peut pas être supérieure à un nombre
| à | qui est complètement déterminé par la suite \XV\) j©

donne l'expression analytique de ce nombre et je démontre
que Von peut toujours choisir les coefficients av de telle sorte
que cette distance soit exactement égale à | à | (2i.

(*) E. LINDELOF. Calcul des résidus, Paris, 1905, chap. V; F. CARLSON.
Sur une classe de séries de Taylor, Upsaï, 1914; M. SOULA. Sur les
points singuliers d'une fonction définie par une série de Taylor
(Ann. Ec. Norm., T. 44, 1927, p. 97); voir aussi le Mémoire de M.
CARLSON cité plus haut.

^2) MM. Carlson et Landau ont donné une borne supérieure de la
distance entre les droites d'holomorphie et de convergence pour le
cas D —0 (t. c.f théorème II); M. Neder a montré que pour certaines
suites \AV j on peut choisir les av de telle sorte que cette borne soife
atteinte (Math. Ann,t T. 85, 1922, p. 111). Mais on peut construire
des suites \AV j de densité DrzrO pour lesquelles la borne indiquée par
MM. Carlson et Landau ne peut pas être atteinte, quel que soit le
choix des av . J'indiquerai dan& un autre travail des exemples de
telles suites.
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Les théorèmes des §§ 7 et 8 sont très fertiles en consé-
quences. Je n'ai signalé ici que les principales conséquences
concernant la distribution des singularités des séries de Di-
richlefc. On pourrait d'ailleurs en indiquer beaucoup plus; je
renvoie le lecteur qui s'y intéresserait aux travaux indiqués
dans la note (l) de la page précédente; à l'aide de ces livres
il se rendra aisément maître de la méthode qui permet de
retrouver ces conséquences, car les différences de méthode
rendues nécessaires par la substitution des séries de Diriehîet
aux séries de Taylor résultent d'unemanière suffisante de la
comparaison de la démonstration de mes théorèmes des §§ 7
et 8 avec celle des théorèmes de MM. Lindelof, Carlson efc
Soula.

D'autre part, le théorème du § 8 permet aussi de démontrer
des théorèmes sur la relation qui existe entre la croissance
d'une fonction holomorphe dans un demi-plan et sa croissance
en une suite de points isolés (l). Je n'ai pas parlé du tout
ici des conséquences de ce genre, car j'estime qu'elles méritent
un Mémoire séparé; j 'espère avoir l'occasion de le publier
dans peu de temps dans un autre receuil.

Chapitre I.

§ 1. — Soit

(î) A|, A2, An, .....

une suite de nombres réels positifs rangés par ordre de crois-
sance. Nous dirons, suivant une terminologie introduite par
M. Pólya (*), que cette suite est mesurable et de densité D si

le rapport tend vers D lorsque u croît indéfiniment.
A»

Supposons maintenant que la suite (1) n'est pas mesurable,
mais que V on a

(2) îhn -?— =- à

(1) Voir mes Notes aux Comptes Rendus, T. 186, 1928t p. 1407,
et T. 187, 19M, p. 1018, ainsi que mon Mémoire « Généralisation et
conséquences d'un théorème de Le Iloy-Litidelof» {Bull. Se, Math.,
T. 52, 1928, p. 420).

(2) Math. Zeitschrift, l. c. p. 559.
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M. Pólya a démontré que, si la condition supplémentaire

(3) M (An+i — An) = P > 0
n— .̂oo

est vérifiée, il existe des suites mesurables qui contiennent la
suite (1) comme suite partielle; la borne inférieure des den-
sités de ces suites est appelée par lui densité maximum de
la suite (1). Il y a sûrement une suite mesurable qui contient
la suite (1) comme suite partielle et dont la densité est pré-
cisément égale à la densité maximum de (1). Cette densité
maximum D satisfait à la condition

~~ P
et Ton a

(r) - N
(4) D —limDtf); D fê) - ÏÏÏ

où N (r) désigne le nombre des points X\a compris dans P in-
tervalle O < Ak < : r (1).

Or, il peut arriver qu'il existe des suites mesurables con-
tenant la suite (1) comme suite partielle, même si la C07idi-
tion (1) n'est pas vérifiée. Dans ce cas nous dirons encore que
la suite (1, possède une densité maximum finie, que nous défi-
nirons encore comme borne inférieure des densités des suites
mesurables qui contiennent la- suite (1) comme suite partielle.
Nous allons voir plus loin (§ 3) que les formules (4) restent
encore valables dans ce cas; en attendant nous allons montrer
qu' il y a toujours une suite mesurable contenant la suite (1)
comme suite partielle et dont la densité est précisément égale
à la densité maximum de la suite (1).

Pour démontrer cette proposition désignons par el9 e2,
une suite de nombres positifs décroissants tendant vers zéro.
Nons pouvons construire un ensemble de suites mesurables

£k,l, £k,2, ....,0c,n, .... {h = 1, 2, ....)

contenant toutes la suite (1) comme suite partielle et telles
que la densité de la suite d'ordre k soit inférieure à D ~|-€k.

(i) En réalité M. Pólya prend les expressions (A) comme définition
de la densité maximum et il démontre que celle-ci possède les propriétés
caractéristiques que nous avons pris ici comme définition.
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Cela étant, désignons par Nk (r) le nombre des points de la
suite £k,i (Î = 1> 2, ....) qui sont compris entre O et r (limites
exclues), et par Dk la densité de la même suite. (Nous pouvons
toujours supposer que Dk-j-i <C I)k)- Choisissons le nombre r,
de telle sorte que l'on ait, pour r ^> rt

N,(r) - D ,
r

< 3 et r,

On aura alors

I N, (r,) - N, (r,) | < r, (D, - D,) +

Posons maintenant

N, (r,) _ Pl N, (r,) -

et formons la suite

( R ) £i,l> Ql.2, . . , e i . P n Ô2,qi+ij Ö2,qi4-2> •••

Si nous désignons par N'g (r) le nombre des points de cette
suite compris entre O et r, on aura évidemment pour r >• rx

= | N,

@t, par conséquent

N', (r) N, (r) 3 c, r, 0

La suite (R) sera donc mesurable et de dttnsUé D2. En outre
elle comprendra évidemment la suite (1) comme suite partielle.

En continuant de la même manière, «nos pourrons trou
ver un nombre rt supérieur à 3 ;•, et tel que 1' on ait pour

N', (r)
- D ,

N, (r)
— D,

et, par conséquent

On construira alors la suite qui est composée des points de la
suite (R) inférieurs à r2 et de ceux de la suite iQ3,mi (m=-= 1,2,....)
supérieurs à r2. On s'assurera comme plus haut que cette suite
sera mesurable et de densité D3, et il est évident qu' elle
comprend la suite (1) comme suite partielle.
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JBn continuant indéfiniment le même procédé on arrivera
à déterminer une suite de fonctions

N', (r), N', (r) , N'k (r), ....

et une suite de nombres

r i > r«> '*•» •"•» î%k, « . .

tels que Ton ait en premier lieu rk > 3 /*k—u ot que l'on ait
en outre pour r ^> rk

N'k(r)
Ok,

(r)
<

et donc

I N

(rk) — N'k (rk)

(;-k) — Nk (rk) |

3 ek r k ,

4 «?k_! rk

II est évident que les nombres rk peuvent être choisis de
sorte à ne se confondre avec aucun des points des suites
Qk,v 6^ é?k-fl,v

Gela étant, construisons une suite qui comprenne tous les
points de la suite gi,v (v = 1, 2, ....) compris entre 0 et rv puis
tous fes points de la suite fj^v compris entre i\ et r2, et en
général tous les points de la suite Qk,v compris enti-e /'k_i et
r k . Appelons cette suite la suite (P) et désignons par n (r) le
nombre de ses points compris entre zéro et r.

On aura alors

^-0ï + Nu (r)

où h est choisi de telle sorte que r^ <Çr <
Assujettissons maintenant les nombres el} etJ.... qui n'étaient

jusqu'ici soumis qu'à la seule condition de tendre Vers zéro en
décroissant, à la condition supplémentaire que la série 2ev soit

convergente, et soit e0 la somme de cette série.
Donnons nous un nombre positif ô aussi petit que l*on

veut, et choisissons le nombre l de telle sorte que l'on ait

12
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choisissons en outre le nombre k de telle sorte que

rk 8 €0

Nous aurons alors pour r ^> i*k

n (r) Nh (r) !

5 ô
2 """ 3 6

D'autre part, on a r ^> rh , et par conséquent

Nh (r)

et

- D h

D
12

Donc, en définitive on a pour r

.? (r) — D < ô

ce qui montre précisément que la suite (P) est mesurable ©i
de densité D. Or, il est évident, d'après le mode de construc-
tion de cette suite, qu'elle contient la suite (1) comme suite
partielle. Notre proposition 'est donc établie.

Nous terminerons ce paragraphe en donnant quelques
exemples de suites non mesurables qui admettent une densité
maximum finie.

I. En premier lieu, on obtient une telle suite en prenant tous
les nombres entiers qui satisfont aux inégalités

<

alors, si V on pose

4k fi ___
«k =

(A = 0, 1,2, ...) ;

~ 0, 1,2,...)



12 V. BERNSTEIN,

on aura, lorsque n est tel que &k__i <^ n < «k

An = 2^k -}- n — a k - i .

On s'assurera immédiatement que cette suite n* est pas mesurable

eu calculant le rapport pour les valeurs de n égales à ak et
An

ak + 1 (h —f oo ) ; d'autre part, la suite étant comprise comme suite
partielle dans la suite des nombres entiers, sa densité maximum est
finie.

II. La suite que nous venons de construire satisfait à la con-
dition (3). Nous aurons une suite qui ne satisfait pas à cette condi-
tion en prenant

f(i = Àt ju2m = A2m — e~m juzm+i = Mm On = 1, 2 , . . . )

Pour obtenir une suite mesurable contenant cette suite comme suite
partielle, il suffira de lui adjoindre la suite des entiers qui ne font
pas partie des Àn .

III. Enfin, nous pourrons former une suite qui contient des
groupes de plusieurs points très rapprochés. Nous partirons encore de
la suite jÂn) et nous poserons

vn » K lorsque ctk-i < > O k — k

Vn«-2*k4-i-(ak-n)e-n « ak — k ^ n ^ ak
 ( ~~ ' '

Ou s' assurera que cette suite a une densité maximum finie de la
môme manière que pour la suite (/(ÜJ.

§ 2. — Considérons maintenant une suite \XV\ possédant
une densité maximum D. Choisissons une suite mesurable \tnv\
de densité D contenant la suite |Aj,| comme suite partielle. (Si
la suite est elle même mesurable, on prendra niv = Âv).

Soit ^ un nombre réel fixe, supérieur à F unité, d* ailleurs
quelconque. Notons sur F axe réel positif les points 1, §, £2, ....
désignons par A/« l'intervalle

$»-! <£ r < 6*, fa « 1, 2, ....),

Ao désignant l'intervalle (0,1), et soit s/t la longueur de F in-
tervalle A« .

Déterminons le nombre r0 de telle sorte que, pour wp^> reJ

on ait

JL- _ DI < - i - D
mP j < 10
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et soient p0 et ju0 des entiers tels que

Désignons encore par N/t le nombre des points Âp situés*
dans Pintervalle A^ (,u^> ,"0) ; N^ est évidemment non supé-
rieur au nombre des points m^ contenus dans le même inter-
valle; on aura donc

ou encore, en désignant par m la quantité

D [ U 4- 1 * 1

(ou l'unité, si cette quantité lui est inférieure),

N^ <^ m s^

Cela posé, désignons par f(x) une fonction réelle, positive
et non croissante de x déterminée pour toutes les valeurs po-
sitives de la variable, et posons

«ÏP = nh) (p = i. 2, ...o

Nous supposerons que la fonction f{x) est telle que Pon a

<^~ , et que, par conséquent, quel que soit p, on a

Nous allons construire une suite d'ensembles efl(jn « 1,2, ...),
ces ensembles étant formés d'un certain nombre d'intervalles
non empiétant les uns sur les autres et chacun de ces inter-
valles correspondant à un point Ap d'une manière bi-univoque.

Considérons un intervalle A/* et désignons par

les points Av qui sont situés dans cet intervalle. Si XT est un
de ces points (distinct du premier point Am), nous lui ferons
correspondre un intervalle dr de longueur »;,. et dont le point
frontière gauche coïncide avec le point frontière droit de P in-
tervalle ôr~t si ce dernier point est situé à droite de ATf et
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avec le point Âv lui-même dans le cas contraire. Cela étant ,
l 'ensemble efl des intervalles correspondants aux points xp de
F intervalle Af4, sera complètement déterminé dès que nous
aurons fixé l ' interval le dm correspondant au point Am. Nous
fixerons tout-à-Pheure le point initial de cet intervalle en nous
bornant pour le moment à dire que sa longueur sera égale
à t/m.

La manière par laquelle nous avons choisi les quantités
»?p, et ce que nous avons dit sur N u nous permet d' affirmer
que, pour jtt > ju01 la longueur totale des intervalles de l ' en-
semble efl ne sera sûrement pas supérieure à un quart de la
longueur de l ' intervalle A^ •

Construisons maintenant les ensembles eo1 ev e2, en
prenant pour point initial (point frontière gauche) du premier
intervalle de chacun d 'eux le point Ap auquel cet intervalle
correspond si ce point est situé à droite du point frontière
droit du dernier intervalle de l 'ensemble précédent, et ce point
frontière lui-même dans le cas contraire.

Eu vertu de nos suppositions, nous pouvons affirmer que
la longueur totale des intervalles des ensembles e0, ev e2, ...., em

ne sera pas supérieure à pQJ et, par conséquent, le point

frontière droit de P ensemble eM (*) ne pourra pas être situé à

droite du point

Soit A/tl l ' intervalle auquel appart ient le point r t ; comme
la longueur totale de chacun des ensembles e^-j-i, e?to-\-2i ••••> #/*j
est au plus égale au quart de la longueur de l ' interval le &p
correspondant, le point frontière droit de l 'ensemble efH ne
pourra pas être situé à droite de l ' intervalle A//sl où (##2 désigne
le plus petit entier supérieur à tnl -f- - (jnt—/#0) ; de même,

le point frontière droit de l 'ensemble efl% ne pourra être situé
à droite de l ' interval le A^â, où /#â désigne le plus petit entier

supérieur à ju% ~| — (/#t - /ut).

(l) 1/ ensemble efÂ aura généralement plus de deux points fron-
tières. En disant, point frontière droit nous voulons désigner celui
d*entre eux qui est situé le plus à droite.
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En raisonnant ainsi de suite on verra qu' il existe une
valeur /#' de ,u telle que le point frontière droit de l 'ensemble
efl' est situé soit dans l ' intervalle A„% soit dans l ' interval le

5
A^ ' -H (on pourra sûrement prendre /#' <Cjtto-\- —̂— (/«, —/<0))î iJ

est d 'a i l leurs évident que tous les ensembles e^{iu^>ju') pos-
séderont la même propriété, et leur point initiai sera toujours
à l ' intér ieur de l ' intervalle Aw correspondant.

Bien plus, il est clair qu 'une modification quelconque (à
l ' in tér ieur de l ' interval le A<t) du point initial de l 'ensemble
e^ ne peut avoir pour conséquence qu'une modification du
point initial de Vensemble e/t+i» mais non pas de son point
final; elle ne peut donc avoir aucuft effet sur Vensemble ê -f-2.
Nous pouvons en conclure qu'on n'a pas besoin de construire
tous les ensembles e0, e11 , eu—i pour pouvoir construire
l'ensemble efl ; il suffit, si // est supérieur à /*', de construire
un ensemble e fl—i en prenant pour son point initial le premier
point Ap que l'on rencontre en parcourant de gauche à droite
l'intervalle A^—i, et en agissant après comme on aurait fait
pour construire l'ensemble efl ~\ si son point initial était connu;
le point frontière droit de l'ensemble e'^—i coïncidera sûrement?
avec celui de l'ensemble e^—i, et la connaissance de ce point
suffit pour construire l'ensemble e(l .

Ayant ainsi déterminé la suite d'ensembles efl (ju = 0,1, 2,....)
nous déterminerons une seconde suite d'ensembles g^, que
nous construirons de la même manière, avec la différence que
l'intervalle ô'p qui correspond au point Âp devra avoir son
point frontière droit coïncidant avec le point Ap si ce point est
situé à gauche du point frontière gauche de l'intervalle ô'v fi,
ou avec ce point frontière lui-même dans le cas contraire. Ce
que nous avons dit à propos des ensembles efl montre que nous
pouvons construire un ensemble g^(fi > /#,) sans connaître tons
les ensembles g^ d'indice supérieur; il nous suffit de con-
naître le point frontière gauche de l'ensemble gft-\-i d'indice
immédiatement supérieur et celui-ci coïncide sûrement avec
celui de l'ensemble g'fi4-i construit de la même manière que
gfi-\-i en partant du point Av situé le plus à droite dans l'in-
tervalle A/t-fi. Nous pouvons donc construire chacun des en-
sembles gfl poiir les valeurs de it supérieures à //0. Quant aux
ensembles gflQ7 gfi0—i, gfH—2, ••••> gv g0, qui sont en nombre fini,
nous les construirons successivement en commençant par l'en-
semble g^ç. Il peut arriver toutefois que, pour une certaine
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valeur ju" de ju (JLI" <^ ju) nous devions dépasser le point 0 de
manière à entrer dans la partie négative de l'axe réel. Dairs
ce cas nous arrêterons l'ensemble gpi" au point O et nous con-
sidérerons comme des ensembles vides les ensembles

Nous avons construit ainsi deux suites infinies d'ensembles;
les ensembles d'une même suite n'empiètent pas les uns sur
les autres, mais il peut arriver que quelques uns des en-
sembles d'une suite empiètent sur certains ensembles de
l'autre suite.

Réunissons maintenant en un seul ensemble d'intervalles
les deux suites d'ensembles que nous avons construites (les
intervalles communs à un ensemble efl et à un ensemble gv ne
seront comptés qu'une fois) et désignons par E [f{oc)] }Apj] ou
simplement par E [/*(#'] l'ensemble ainsi formé. Il est à peine
nécessaire de dire que l'ensemble E [ƒ(#)] ne dépend que de
la suite (Ap) et de la fonction f{x), mais ne dépend pas du
nombre £. De même, la supposition que f(At) est inférieure

à —— n' est pas indispensable.

Si l'on prend une autre limitation de f (oc), on devra peut-
être modifier l'inégalité par laquelle on détermine r0 en rem-
plaçant son second membre par une quantité plus petite. En
outre, le rapport entre la longueur totale de l'ensemble e^ et
la longueur de l'intervalle A/t pourra être supérieur au quart.
La démonstration pourra être terminée toutes les fois que ce
rapport sera inférieur à l'unité, ce qui aura lieu certainement

si l'on a iim f{x) <^ —-- .
x—$. 2 D

Considérons plus spécia lement le cas où la fonction f{œ) se
r édu i t à une cons tan te ?/. L'tMiseinble E [/\u?)], que nous pour rons
dés igner plus s implement par E (?;), possédera a lors les p ro -
pr ié tés su ivan tes . Chaque in terval le (*) de E (tj) de longueur s

cont ient au moins points de la sui te (Ap| er chaque poin t
21}

(4) Nous désignons par l'expression «intervalle de E {ff) » chaque
intervalle qui est tel que tous ses points appartiennent à V ensemble
E (»;), tandis que les points des deux, intervalles adjacents ne lui ap-
partiennent pas, du moins si ces intervalles sont assez petits.
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Ap est contenu à l'intérieur d'un intervalle de E (*/) ; chaque
intervalle de E (*/) qui contient plus d'un point Âp en contient
au moins deux dont la distance ne surpasse pas 2t;, et aucun
intervalle de E (?/) n'a une longueur inférieure à 2?;. Au cas
particulier où la suite }ÂP| satisfait à la condition de M. Pólya
lim (Av+i - Xv) = h >> 0, l'ensemble E (rç) se réduit, si rç < &,

à la suite d'intervalles

Xv — r) ̂ œ ^Xv -\- y

Exemples. — Indiquons la construction de 1" ensemble E(f?) pour
les suites considérées à la fin du § 1.

Pour la suite [Xn] cet ensemble sera formé par les intervalles

E (q; {Xn\) Xn — n ^ * ^ Àn + V (n == 1, 2, ....)

et chaque intervalle de E (rj) ne contiendra qu'un seul point Xn •
Pour la suite {/*„} on aura 1* ensemble

Mt- V ̂  2 ^ Mi + n
/in}) o ^ ^ • o (m =-1,2,...)

et chaque intervalle de E(^), sauf le premier, contiendra deux points /in.
L'ensemble E (tj) relatif à la suite } n̂) sera plus compliqué. A

chacun des points vn tel que ak—î <C n <C a k — ^ correspondra un
intervalle

tandis qu'à chaque groupe de points vn » qui vérifient la condition
a k — ^ < J ? ? < a k avec la même valeur de k, correspondra un seul
intervalle

Il y aura donc des intervalles contenant un nombre de points ^n
aussi grand que Ton veut, et en même temps une infinité d'inter-
valles ne contenant qu'un seul point Vn .

§ 3. — Supposons maintenant que la suite (1) possède un©
densité maximum Ü, mais qu'elle-même n'est sûrement pas
mesurable. Nous allons voir que parmi les suites mesurables
de densité D qui comprennent la suite (1) comme suite par-
tielle, il y en a au moins une qui satisfait à la condition sui-
vante: si l'on désigne per jit^ h = 1, 2, ....) ceux des points de
cette suite qui ne font pas partie de la suite (1), on a
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Hm | ^k — Ai | = l > O, lim (juu — /*k+i) = m > O

Désignons par n (r) le nombre des points Ai compris entre O
et r. Construisons une suite mesurable quelconque de densité D
qui comprenne la suite (1) comme suite partielle et désignons
par v (r) le nombre de ceux des pointa de cette suite qui sont
compris entre 0 et r et ne se confondent avec aucun des Ai.

Cela étant, construisons l'ensemble E (l) déterminé au § 2,

l ayant une valeur quelconque non supérieure à . Soit,

en outre, G l'ensemble complémentaire de E; cet ensemble
sera formé par une infinité d'intervalles qui seront séparés
par des intervalles de l'ensemble E. Désignons par

Pi clv P2 #*> » Pk #k, . . .

les intervalles qui composent l'ensemble C. La longueur totale
de ceux de ces intervalles qui tombent dans l'intervalle (0, r)
ne pourra pas être inférieure à r — 2 n (r) L Notons dans
chaque intervalle p\a q& les points

• l i 2 i <"k

Pk, Pk + -Tjr- , Pk + -^r~ , Pk + -=r- ,

où ,«k désigne le plus grand entier qui ne dépasse pas (q\t —Pk)D.
et désignons par mv m2i ...., mVi .... ces points rangés par ordre
de grandeur. Il y a donc dans chaque intervalle p^qu. exacte-
ment E [(qk — Pk) D] -f- 1 points mv C1) et le nombre m (r) des
points inv compris entre 0 et r ne pourra pas être inférieur
à [r — 2 n (r) l] D. Supposons maintenant que l'on ait pris

; = ; on aura alors

m (r) ^ r D - n ( r )

et par conséquent

lim

fît (f*) -4- ̂  (r)
Si le rapport — tend vers D lorsque r croît indé-

r
uniment, la suite formée par la réunion des points Ay et my sa-

(4) E (x) désigne le plus grand entier non supérieur à m.
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tisfait évidemment aux conditions posées. Si, au contraire, sa
limite supérieure est plus grande que D, nous construirons
une autre suite (S) de la manière suivante. Cette suite devra
comprendre tous les points Âv et certains des points mv. Sup-
posons que nous avons déjà établi quels points parmi les
points mj3 m>2, .... Mk—i feront partie de la suite (S) et soit
/«(mk-f-i) le nombre de ces points; alors nous incluerons le
point mk dans la suite (S) si

n Ok) + in Ok-i) S D mk — 1

et nous ne le comprendrons pas dans la suite (S) dans le cas
contraire. Le mode de construction des points mv et de F en-
semble d'intervalles E(Z) nous garantit que, en procédant comme
nous venons de l'indiquer, nous aurons toujours

N (r) = fi(r)+ ju (r) > D r — 2
et donc

Nous allons voir qae Pon a aussi

ce qui prouvera que la suite (S) satisfait aux conditions posées
au début de ce paragraphe.

En premier lieu il est clair que lorsque r croît, le rapport

ne peut pas devenir supérieur à D en un point m%. Si

donc ce rapport devient supérieur à D, cela est entièrement
dû à l'apport des points Âv . De plus, si dans un intervalle
(fj, r2) ce rapport est supérieur à D, /< (r) garde une valeur
constante dans cet intervalle.

Supposons maintenant qu'au point r = rx on ait

II y aura certainement une valeur de r supérieure à t\ telle

qne L_*—<j D? car autrement on devrait avoir Jim ^> D
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contrairement à nos hypothèses. Considérons maintenant un
intervalle rt <^ r <C r% tel que

N (r, - 0) <_ D N (r,) _ D

w N (,.r
— — > D pour t\ -f 0 < r < r.

Posons

, ( r ) _ l J J l ; - D £(«,) - max | q (r) I
r r>xv (r) ayant la signification indiquée au début de ce numéro.

Alors lim £(r) = 0 et v(r) est une fonction non décroissante
r—^.QO

de r. Nous pouvons donc écrire, si r ^> rt

Dr — n(r) — rï] (r) ̂  D r, — n (rt) — r, tj ( r j

n (r) - n (r,) < D (r - r,) + 2 r £(#-,)

Appliquons ces inégalités à l'intervalle (rlt i'2) que nous venons
de définir. Dans cet intervalle, comme nous l'avons déjà re-
marqué, f.i (r) reste constante et, par conséquent,

N (r) - N (r,) = « (r) - n (r,) < D ( r - r , ) + 2 r f (r,) ;

donc

N(r) ^ N(rt) + [N(r)-N(r t)] D r t + D(r - r,) + rf(r t)
— — S ^ ~

Nous voyons donc que la plus grande valeur que le rapport

— pourra atteindre dans chaque intervalle qui satisfait

aux conditions (N) sera égale à la somme de D et du double d©
la valeur de,la fonction £(r) au point initial de l'intervalle en
question. Or, ce que nous avons dit plus haut démontre que
l'axe positif peut être divisé en une suite infinie d'intervalles
du type (N) alternés avec des intervalles dans lesquels N (r) est
non supérieur à D; la longueur d'aucun de ces intervalles ne

pouvant être inférieure à .

Cela étant, si 1' on se donne un nombre € ̂ > O arbitraire-
ment petit, on déterminera le nombre r0 par la condition
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2 S (r) < e pour r 2> r0

et alors, pour r 2> r0, on aura

ce qui démontre notre proposition.
La suite (S) que nous venons de construire et qui satisfait

aux conditions posées au début de ce paragraphe possède en
outre quelques propriétés spéciales. En effet, en premier lieu
tous ses points distincts des Âv sont à l'extérieur de l'ensemble
E (l) relatif à la suite des Xv. De pins, si l'on désigne par
??k le numéro d'ordre d'un tel point mk dans la suite (S), c. à
d. si l'on pose ; /k=N(mk+O), ?/k sera toujours égal au plus
grand entier non supérieur à iHk D. Nous aurons à faire usage
de ces propriétés dans la suite. C'est pourquoi nous appellerons
la suite (S) suite mesurable principale contena?il la suite \X |.

Les considérations de ce paragraphe unos permettent
d'ailleurs de démontrer que les formules que M. Pólya a donnés
pour la densité maximum dans le cas où les An vérifient la
condition lim (A,n+i — ̂ n) ̂ > 0 restent vraies dans le cas général.

11 «fCCt

En effet, nous venons de voir que, quels que soient r et
r n on a

*>(*•- >\) - [n (/•) - n (r,)] 3 : - 2 r £ (r,)

où £(/*) indique une fonction de r qui tend vers zéro avec

; d'ailleurs les considérations qui précèdent montrent

après un moment de réflexion que, si l'on met à la place de D
un nombre plus petit, on ne pourra plus maintenir au second
membre à la place de £(/\) une fonction qui tend vers zéro

avec . Il s'ensuit que D est le plus petit nombre pour

lequel on a

^ — r J - t n C r ) - M r , ) ] ^ Alim

quel que soit le mode de croissance de r, et de r ^> r t vers
l'infini.

Soit g un nombre positif inférieur à un; prenons r, = r §.
Nous pourrons alors affirmer que D est le plus petit nombre
qui satisfait, quelle que soit la valeur de £, à F inégalité
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ou encore à V inégalité

r —
On a donc

D = Max D (|)

Or, M. Pólya a démontré C) que, lorsque § tend vers un, D(|)
tend vers une limite que nous pouvons désigner par D(t), et
en outre il a démontré que, quelle que soit la valeur de £,
E> (1) 2> D (§). La démonstration de M. Pólya est d' ailleurs
indépendante de l'hypothèse (3), ce dont ou peut s'assurer en
séparant les développements qui conduisent à la démonstra-
tion de l'inégalité D(l)J>D(|) de ceux qui ont pour but la
démonstration d'autres inégalités. Nous pouvons donc affir-
mer que

D = D (1) = lim D (g)

c. à d. que les formules (4) de M. Pdlya (voir § 1) sont vraies
pour toutes les suites qui ont une densité maximum finie et
même pour celles qui ne la possèdent pas, car dans ce cas
on aura

lim D (£) =t= oo .

Exemples. — Voyons quelles sont les suites mesurables princi-
pales relatives aux trois suites considérées à la fin du § 1.

I. La suite principale relative à la suite [Â,,} s'obtiendra en lui
adjoignant les points de la suite \l^\ avec

lh = Lh + — ,

|Iih] (h => 1,2,....) désignant la suite des entiers complémentaire à
{Ân}. Ceci montre que pour des suites très simples la suite principale
deub ne pas être la plus simple parmi les suites mesurables contenant
la suite donnée. En effet, dans notre cas, la suite |A«1 est comprise

(*) Math. Zeitschrift, l. c , pp. 557-560.
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dans la suite de tous les entiers naturels qui est plus simple que la
suite principale que nous venons d'obtenir.

II. Pour obtenir la suite principale relative à la suite {̂ „J on
devra lui adjoindre la suite

ln hi hi h—*> 5̂ — *) ~~i lh — *» ••••
III. Pour obtenir la suite principale relative à la suite {vn) on

lui adjoindra la même suite {/)»] qu'à la suite |An|.

§ 4. — Supposons maintenant que la suite \An\ est mesu-
rable et de densité D, et considérons la fonction

(5) cw=ri
n = l

M. Car 1 son a démontré i1) que
1) sur Taxe réel positif on a pour r assez grand

quelque petit que soit e ̂ > 0.

2) tj étant un angle compris entre 0 et — , on a
2

(6) G[re± "1) = Ji* D s i n n + e (r)]

s (r) désignant ici et dans la suite une fonction indéterminée

tendant vers zéro avec — .
r

Le raisonnement de M. Carlson n'est plus valable pour

y — _ mais on s'assure immédiatement que la formule (6)

reste vraie même pour ij = —-. En effet, on voit de suite que

chaque facteur de (5) atteint son maximum sur le cercle \ z\=r

précisément au point tj = — et par conséquent | C (z) \ atteint
aussi son maximum sur le cercle | z \ = r au même point.
Cela étant, donnons nous un nombre positif e aussi petit que
Pon veut et choisissons t}0 de telle sorte que l'on ait

(4) Math. Ann., t. 79, 1919, p. 239.
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1 — sin

après cela choisissons r0 de telle sorte que dans la formule (6)
on ait, pour #• > r0 et tj = t;0

On aura alors pour r > r0

CO ( ± 'T1 ( ±'
v ; G\re ) ;> 0 \re

D'autre part, on a, en posant am — max

(8)

> e

n

n = l

< (i +,.«)» f i (î + -^P1-) < sin JT Î am r

l'où V on déduit que, pour r assez grand, on a

(9) c V, - /1 <
Or, les formules (7) et (9) démontrent précisément que la

formule (6) est encore vraie pour i) = — .

D7 autre part, on peut voir facilement que les propriétés
précédentes qui sont évidemment vraies aussi pour toutes les
fonctions

le sont d'une manière uniforme par rapport à n. Plus préci-
sément, on s'assure facilement que r) étant un nombre compris

entre — et —- (limites comprises) et e étant aussi petit que

V on veut, on petit trouver deux nombres positifs L et r0 de
elle sorte que V on ait pour r ^> r0 et quel que soit n
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(6') ( **Gn\re < L<
[nT> sin | i? ( -f- e] r

les nombres L = L (rç, e) et r = r0 (»?,£) ne dépendant pas de n.
En effet, on a en premier lieu pour n ^= O

, r. ,.M ^ I c M I ^ I ° M I
sin

ce qui démontre V inégalité (6f) pour ^ ^ 0 .
Pour démontrer notre proposition aussi pour rç = 0, nous

noterons que chacune des fonctions Cn (z) est un produit ca-
nonique de même forme que C (z) dans lequel le l'acteur

%2 \ / Z \

1 _ esfc remplacé par — 11 ~| J . Chaque facteur de

atteint donc son minimum sur le cercle | z r au
£

point z = r. Choisissons donc i) tel que JTD sin rç0 <^ — et

2

déterminons L' = L lrç0, -—J et r\ = r0 l»;0, — j de telle sorte

que V on ait pour r ^> r'o et quel que soit n

On aura alors, pour r > »•'„ et quel que aoit n

. _ < L ' e

c. q. f. d.
Une autre propriété de la fonction C (z) dont nous aurons

besoin dans la suite est la suivante: quelque petit que soit le
nombre positif e, o;? peut trouver une suite de nombres R^Rj,., . .
indéfiniment croissants telle que Von ait

min | C (z) | > e (k = 1, 2, ....)

En effet, nous avons vu que

(10) min | C (*) | — C (r)

D'autre part, en vertu de (6), on a pour tout i? différent de

zéro dans l'intervalle f , ^—— J
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Or, MM. Phragmen et Lindelof ont démontré (x) que la fonc-
tion h (y) est une fonction continue de »;; par conséquent, on a

et il existe donc, quelque petit que soit e >* 0, une suite de
nombres Rt, R2, .... croissant indéfiniment, telle que

I C (Ek) | > (k = 1, 2, ....)

ce qui, en vertu de (10), démontre notre proposition.
Cette proposition est d'ailleurs une conséquence très par-

ticulière de la proposition suivante :
Quelque petits que soient les nombres positifs e et i) donnés

à Vavance, on peut trouver un nombre z0 = z0 {e, n) tel que
Vinégalité

(11) | C (*) | > *--«

soit vérifiée sur Vaxe réel positif à droite du point z0 en
tout point qui ne fait pas partie de V ensemble E[»/; |Ayj]
défini au § 2 (2).

Pour démontrer ce théorème nous allons démontrer que
l'inégalité

C(*)
(11') >

est vérifiée à l'extérieur de Vensemble E (»?) de même que
V inégalité

(H")

Pour cela nous allons considérer le développement en produit
canonique

(*) Acta Mathematica, T. 31, 1908, p. 893.
(2) M. Póiya a démontré ce théorème dans le cas où les Àp vé-

rifient la condition lim (An-j-i —À v) 2> l ^> 0, Math. Zeil$chrift% L c.f
p. 571. (Cfr. a ce propos la remarque faite à la fin du § 2).



SUR LES SINGULARITÉS, ETC. 2 7

1

z
sinjt D2

=n 1

i

Z"

z*W

nous diviserons, comme au § 2, Paxe réel en une suite d'in-
tervalles

et nous allons diviser le produit infini en deux parties: l'une
qui comprend les facteurs pour lesquels le point Xv correspon-
dant est séparé de z d' au moins un intervalle entier Aa , l'autre
qui comprend les facteurs pour lesquels le point Av est situé
soit dans le même intervalle A,t que le point z, soit dans l'un
des deux intervalles adjacents. Nous évaluerons la première
partie à l'aide d'un artifice de calcul dû à M. Carlson, basé
sur le fait que, pour tous les facteurs qui interviennent, on a

! V — i 2 l è H s

P désignant une constante non nulle. Quant à la deuxième
partie, nous l'évaluerons, z étant supposé extérieur à l'ensemble
E (rj), à l'aide d'un calcul élémentaire basé sur le mode de
construction de l'ensemble E (rj).

L'inégalilé (11") pourra être démontrée exactement de la
même manière que l'inégalité (llf).

Choisissons donc les nombres positifs e et t) aussi petits
que l'on veut; pendant la durée de la démonstration nous
allons les considérer comme fixes. Pour fixer les idées sup-
posons que 1' on a pris e <C — ; »? <^ — .

La densité de la suite {Âv} étant égale à D, on a

(12) Âm == (1 - j - em) avec lim em = 0
*J m—«^oo

Choisissons la valeur m0 ===== m0(e) de telle sorte que Pon ait
pour m ̂ > mQ

(13) \em\<yJ

y désignant un nombre positif que nous déterminerons mieux

dans la suite. Ce nombre, que nous supposerons inférieur à -~



28 V. BERNSTEIN,

dépendra de la valeur de »?, mais une fois la valeur de i] choisie,
y pourra être choisi de manière à rester invariable pendant
toute la durée du raisonnement. Cela étant, désignons par § la
quantité

(14) 10 ye*

6
On aura alors, en vertu de nos suppositions, £ > —- . Choi-

5
sissons maintenant Je nombre entier juQ de telle sorte que

A,n0 <C £r*o <, Amo+i

et considérons la suite d7 intervalles

Donnons à JU une valeur particulière supérieure à ju0 + 4 et
supposons que z parcourt F intervalle (15) correspondant à cette
valeur de JH. Déterminons les nombres ms et nç (c, = ju01 jn0 +1,. . .)
par les conditions

f\ft\ A «^ £« < A 4 - 1 • X <. es ^ l | i .
V io; Aniç < . z, ^ *>mç -f- i j A n ç ^ Çs < .̂ >tnç -f- l ,

on aura en général mç = nsi sauf pour certaines valeurs de g
(qui dépendront naturellement de la valeur de | ) , pour les-
quelles on aura mç -\- 1 — ng .

Posons maintenant 6 = 1 -— ; nous pouvons alors af-

firmer que, tant que z se trouve dans l'intervalle (15), on a

| z2 — Av
2 | J> /5Ay

2 pour v <C m^^i et pour v >

ou encore, en usant d'un artifice dû à M. Carlson,

l

1 -

1 D

1 —

1 —I

(17)

= 1 +
*•«(»)

Dans la dernière formule nous avons posé
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cette quantité tend évidemment vers zéro lorsque v croît in-
définiment et elle est de plus independente de fi. Il s'ensuit
que, quelle que soit la valeur de fi (et, par conséquent, quelles
que soient les valeurs de e et y, ou de e et 17), on pourra trouver
une valeur p = p (e, ij) telle que, pour v >> p, on ait

ô(v) ^

Par conséquent, si nous écrivons, en vertu de (17)

n —h-*

nous verrons que le deuxième produit du second membre esfc

inférieur, pour z > — , à
€

Quant au premier produit, si l'on désigne par P = P (e, y) la

plus grande valeur de 5— pour v <J p1 il est inférieur à

(l-\-l?z2)v; par conséquent, si nous choisissons zx de telle
sorte que, pour z 2> ztJ on ait

le premier produit sera inférieur à e 4 , pour z >> zv Par con-
séquent, si Foi» désigne par z2 le plus grand des nombres z%

, 4 ^
et — , on a pour z ^> z2

e

1 —
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Notons encore que zl% et par conséquent z2J ne dépend que
de e1 p et /?; sa valeur sera donc complètement déterminée en
fonction de £ et de f; dès que l'on se donnera la valeur de y.
Ceci nous permet de supposer que le nombre m0 a été choisi
assez grand pour que Allïo et par conséquent §tlo soit supérieur
à zt9 de sorte que l'inégalité (18) ait sûrement lieu pour tout %
supérieur à £"o.

Passons maintenant à P évaluation de la partie du produit
(18) relative aux valeurs de v comprises entre m/t_i et n -̂j-2.
Notons en premier lieu que pour ces valeurs de v on a sûrement

et donc, en vertu de (12 ) et (13)

(19) £-*(l — e*y)

Dr, suivant nos suppositions, on a

1 1

(W)

il s'ensuit que tous les facteurs du dénominateur de notre
produit sont inférieurs en valeur absolue à 1, de sorte que
nous pouvons écrire

Vf»

n
->-i

1 — n V+2n
Or, on a pour le dénominateur

Quant au numérateur, nous allons démontrer que, lorsque z est
à P extérieur de l'ensemble ~E>(q) du § 2 (q désignant un nombre
quelconque inférieur à t?), on a
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(22)

où N/t désigne la différence a^^ — m,,-!. Comme F ensemble E
ne comprend sûrement pas tous les points de l'intervalle (15)
(du moins si /* est assez grand), il s'ensuivra, en tenant compte
de (20) et (21), que, z étant extérieur à 1' ensemble E, on a

(23) n
Evaluons maintenant la quantité N^. En vertu des inéga-

lités (12), (13) et (16), nous pouvons écrire que, pour .ç^>/io4-l»
on a

(24)

une inégalité analogue ayant lieu pour les nç . On peut donc
affirmer que Pon a

fl = l __ ye2 i -f-ye* ° ' * '

et par conséquent, en tenant compte de (14)

N N

D | ^ - i (£s

D

2 D JA*

4 3 D

En vertu de nos suppositions sur le choix de ef y% q

nous pouvons affirmer que la quantité 43Dqyé* est inférieure
à l'unité. On a donc a fortiori

< 1 et log < 0

? z.' • J

-N. log

log
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Or, l'expression a | log a \ décroît constamment lorsque a tend

vers zéro par valeurs positives, dès que a <C — «Si donc nous

subordonnons y à la condition

y< 9 D

on aura

et

log < 43 D ye* | log (43 D yel)

On pourra donc écrire

(26)

Dans cette expression la seule quantité encore indéterminée
est y\ or, on voit de suite que F on peut trouver un nombre
positif yQ, ne dépendant que de t] et de D, tel que l'on ait

e
(27) 43 D y e2 | log (43 Bye9) | +

En effet, il suffit pour cela que Pon ait

I log (43 D,/e2) I +

ou encore que Ton ait simultanément

éSDey\ loge» | < —

4;3Oey\ logq

1

1

20

ey\ *°g

43 D

43 Di

eV\<
1

"20"

3D I <

1
' ^ 20

1
lm

ce qui aura lieu sûrement si l'on a en même temps
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(27')

~ uD(| logD| + 6 ) < ^ -

UI>\logq\y< — D y | log y | < —

Par conséquent, on voit en confrontant les inégalités (23), (25)
efc (26) que lorsque z est dans les parties de l'intervalle (15) qui
sont extérieures au système d'intervalles E (q) on a

(28)

'=V+2 1 _ *

n
II s'ensuit que, pour les valeurs de % supérieures à z2 et exté-
rieurs à V ensemble E (q), ou aura, en tenant compte de (18)

(29)
1 —n

v = l 1 — •

>e

On démontrerait exactement de la même façon que Y inégalité

(80) n

a lieu, elle aussi, pour toutes les valeurs de z supérieures à z0

et extérieures à E. Or, les inégalités (29) et (30) peuvent être
mises sous la forme

(29')

(30')

— «—CE sin si z D
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Quelle que soifc la valeur de z, Tune au moins des deux quan-

tités z D
n z D

et | COSMZD | est supérieure à , et, par

conséquent, à partir d'une certaine valeur zs de z l'une an
€

moins de ces quantités est supérieure à e . S i donc nous
désignons par z0 Ja plus grande des deux quantités z2 et zSJ
nous pourrons affirmer que pour toutes les valeurs de z supé-
rieures à z0 et extérieures à E (q) on aura

(31) C (z) | > «-

Cela étant, il ne nous reste plus qu'à montrer que l'iné-
galité (22) est vérifiée en dehors de l'ensemble E (q).

Soit donc z un point de l'intervalle (15) extérieur par
rapport à l'ensemble E (q). Désignons par m% l'entier déterminé
par la condition

II est clair que la distance du point z à chacun des points
Am et Àm 4-i sera au moins égale à q. Il est en outre clair

Z 2

que, quel que soit le nombre entier vt on aura

Am%-V < z — (v -f - 1) q

Xm%+, > z + (v + 1) q
car ces inégalités sont une conséquence immédiate du mode de
construction de l'ensemble E (q).

Cela étant, nous pouvons écrire que

(82)

et

n

ïï (* -

n (* - *») — m.)!
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Or, on sait que, p et q étant des entiers, on a

On aura donc

et, par conséquent, en tenant compte de (32)

n
Or, cette inégalité est identique à l'inégalité (22) et notre
théorème est donc complètement démontré.

Supposons maintenant que, pour Âv ̂ > r, on a

- 1 <f(r)

f(r) désignant une fonction positive non croissante de r, qui
tend vers zéro lorsque r croît indéfiniment.

Dans le raisonnement précédent nous avons dû soumettre
le choix de y aux inégalités (27'), parmi lesquelles quatre ne
contiennent que y et £), tandis que la cinquième

11 D | log q | y < J L

dépend aussi de q. Supposons maintenant que Pon donne à q
une suite de valeurs qui tendent vers zéro. Alors, dès que q
sera assez petit, on pourra prendre

r 250 D | log q |

et l'on pourra déterminer pour chaque valeur de q le nombre
m0 par la condition

250 D | log q
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Réciproquement, prenons une suite de valeurs de r et déter-
minons les valeurs correspondantes de q par l'équation

^ ~ 250 D Tlog gk | « < *>

Nous verrons alors que l'inégalité (11) sera vérifiée à l'exté-
rieur de T ensemble E (̂ k) pour toutes les valeurs de z supé-
rieures à rk • En remplaçant la suite de valeurs discontinue
de r par une suite de valeurs continues, nous verrons que,
pour toutes les valeurs de z supérieures à z^ (z0 assez grand),
P inégalité (11) est vérifiée à l'extérieur de l'ensemble E(q) où

250 D f{z0)q = e
Posons maintenant

250 D f(x)
(p (OC?) = e

La fonction ainsi déterminée sera évidemment une fonction
positive non croissante de x et l'on aura de plus q> (oo) «= 0.
Nous pouvons donc construire l'ensemble E [<p (X)] défini au § 2,
et nous pouvons affirmer que V inégalité (11) sera vérifiée à
Vextérieur de V ensemble E [<p (x)] à partir d'une certaine
valeur de z. Ce résultat est évidemment beaucoup plus précis
que le théorème que nous avons démontré tout-à-l'heure, et il
permet de trouver des résultats intéressants moyennant des
suppositions sur le genre de décroissance de f(oc), c. à d. sur

v
la rapidité plus ou moins grande avec laquelle — tend vers

D. En particulier nous pouvons énoncer le théorème suivant:
Si la sicite \AV\ est telle que, à partir d'une certaine va-

leur de v, on a

(33) — ' *— 1

250 D
k étant une constante supérieure à — , Vinégalité (11)

est vérifiée sur Vaxe positif partout, sauf en une suite infinie
df intervalles dont la somme des longueurs ne dépasse pas une
quantité finie.
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En effet, £ désignant une constante supérieure à 1' unité,
le nombre des points Âv compris entre £* et £v+i est au plus
égal à A f , A désignant une constante (qui peut d'ailleurs
être prise d'autant plus petite que v est grand). Il s'ensuit
que la longueur totale des intervalles de l'ensemble E [<p{oc)]
n'est pas supérieure à

OÙ

250 D

Par conséquent, la longueur totale de l'ensemble E [q> (œ)] ne
dépasse pas la quantité

A [£-*

c. q. f. d.
J 'ai tenu à indiquer ce théorème, bien que nous n'aurons

pas à en faire usage, parce qu'il me paraît digne d'intérêt.
En effet, je ne crois pas qu'il ait été démontré même pour
les séries du type considéré par M. Pôlya. Je crois d'autre
part que la limitation (38) rendue nécessaire par le mode de
démonstration, doit pouvoir être enlevée: je pense que le théo-
rème doit être vrai pour toutes les suites de densité D, mais
jusqu'ici je n'ai pas réussi à le démontrer.

Une autre proposition que je n'ai pas réussi à démontrer,
mais qui me paraît devoir être vraie, est la suivante:

Si Von désigne par p une constante positive ou nulle, et
si e est un nombre positif aussi petit que Von veut, Vinégalité

| C (z) | > e-te+*)z

est vérifiée pour z assez grand à V extérieur de V ensemble
E [e-P*].

Je signale cette proposition (qui est vraie pour (jr^) = simr«)
parce qu'elle constitue la généralisation naturelle du théorème
que nous avons démontré dans ce paragraphe (auquel elle se
réduit pour p == 0) et parce que ba démonstration éventuelle
me paraît ne pas être dénuée d'intérêt du point de vue de la
théorie des fonctions entières.
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§ 5. — On pourrait essayer de démontrer le théorème
principal du § 4 pour les suites \AV\ qui possèdent une densité
maximum D sans être mesurables. Je n'ai pas réussi à le dé-
montrer et je doute même que le théorème soit vrai pour ce
type de suites (\). Toutefois, nous pouvons affirmer que, si
Von considère deux suites \AV\ et îAvj, mesurables ou non,
mais possédant une densité maximum D et telles que

K
lim

v —•?-«
_ 1

et si e et t] ont la même signification que plus haut, V iné-
galité

(34)

OO /ni1
OO /

ni1 *2

Av8

-)
> « - • •

est vérifiée sur Vaxe réel positif pour toutes les valeurs de
z supérieures à une certaine quantité z0 {qui dépend des deuœ
suites données et des nombres e, tj) et extérieures à Vensemble
E[?/; [Âv\] correspondant à la suite \K\-

Ce théorème se démontre de la même manière que le théo-
rème principal du § 4. Soit

lt1 l2, ...., £p, ....

une suite mesurable de densité D qui contient la suite jlyj
comme suite partielle, de sorte que Pon peut écrire

alors

et, pv n'étant jamais inférieur à vf

lim-

(â) Pendant Vimpression de ce travail M. Pôlya a bien voulu me
communiquer un procédé qui permet de construire des suites non
mesurables à densité maximum finie pour lesquelles le théorème ©n
question n'est sûrement pas vrai.
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Cela étant, écrivons

Z- (1 +
**v — D

A„ « A„ (1 + e'„)

et choisissons le nombre m0 de telle sorte que l'on ait, pour

Nous pourrons alors démontrer comme au paragraphe précédent,
que, lorsque z est situé dans 1' intervalle (15), on a

11
—i 1 —

trip—i et ^/t-fi ayant la même signification qu'au paragraphe
précédent et ô(v) désignant la quantité

•—11

quantité qui tend évidemment vers zéro lorsque v croît, indé-
finiment. On en déduira, toujours comme précédemment, que

(35) II
A /

>e

pour ar supérieur à une certaine valeur z2.
Quant à la partie du produit relative aux valeurs de v

comprises entre mu—i et «/if2, il peut arriver que de telles
valeurs de v n'existent pas, c. à d. que mft—i = ftp-t-s ; ce cas
ne peut pas se présenter lorsque les suites \ÂV\ et [Avf sont
mesurables, mais rien ne l'empêche de se présenter si elles
ne le sont pas. Lorsque ce cas se présente, il est évident que
l'inégalité (Ho) est équivalente à l'inégalité (34), laquelle ré-
sulte ainsi vérifiée pour tous les points do l'intervalle (15).

Lorsque, au contraire, ///t f-2 ;> /H/t—i, on procédera comme
au paragraphe précédent. L'inégalité (23) ne sera plus appii-
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cable pour ing et ns, mais elle sera applicable pour les quan-
tités pç et qç définies par les conditions

et Pon aura évidemment, quels que soient les nombres entiers
a et b {a > 6),

(36) Ma — mb < : p a — ?b

car n* — nih et f/a — pb représentent respectivement les
nombres des points kv et îv situés entre £l et £b (limites com-
prises). Il s'ensuit que toutes les inégalités du paragraphe
précédent qui donnent des bornes supérieures pour des expres-
sions du type na — Wb sont encore valables pour les expressions
correspondantes q& — ph ] elles sont donc valables a fortiori
pour les expressions Jia — m^ en vertu de (36).

La démonstration peut donc être terminée de la même
manière qu'au paragraphe précédent, sauf bien entendu en ce
qui concerne l'inégalité (31) et le passage des inégalités (30)
et (31) à l'inégalité (32), passage qu'il n 'y a plus lieu d'envi-
sager pour la démonstration de notre théorème. (Voir à ce
propos la remarque faite au début de ce paragraphe).

Une antre proposition qui se démontre de la même manière
que les deux précédentes est la suivante:

La suite \ÂV\ ayaiit une densité maximum D et £, t] ayant
la même signification que dans les théorèmes précédents.

Z,, Z2I .... Zn , ....

étant deux suites de nombres indéfiniment croissants, telles
que

lim — — 1 ,
II — ^ * > ^ B

on a, pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine

G (Zn)

valeur n0

C(Z„)

pourvu que tous les points zn (n > n0) soient situés à l*emté-
rieur de Vensemble E [?/, \KX\*



SUR LES SINGULARITÉS, ETC. 41

Posons

A, = J. -
D

p ayant la même signification que plus haut efc soit

h = inax

Choisissons le nombre mx de telle sorte que Ton ait pour
ni 2> mt

d'autre part, choisissons nl de sorte que Pon ait pour n ^> nt

?̂ ayant la même signification qu'au paragraphe 4 et désignons
par m2 le nombre entier qui satisfait à la condition

Cela étant, nous prendrons m0 égal au plus grand des nombres
w, et m2. Nous verrons alors que l'on a, lorsque zn est
situé dans l'intervalle (15), pour les valeurs de v telles que
v < m^-i ou v > n^-,.2

1 —
Zn2

1 +

4e"n A»

et, par conséquent, pour #n^> —

1

n 1 —

» - l 1 -
V
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On finira la démonstration exactement comme pour le théorème
précédent.

Nous allons démontrer maintenant un corollaire des pro-
positions précédentes, qui nous sera utile dans la suite.

Soit une suite [Xv\ non mesurable mais possédant une den-
sité maximum D. Construisons la suite principale mesurable (S)
contenant la suite \XV\ comme suite partielle (v. § 3) et soit
pv le numéro d'ordre du point Xv dans la suite (S); désignons
encore par m^ les points de (S) qui ne font pas partie de la
suite [Xv\ et soit n^ le numéro d'ordre du point wik dans la
suite (S), de sorte que les deux suites \pv\ et |;?k| représen-
tent deux suites d'entiers complémentaires l'une de l 'autre.
Posons enfin

k = l v=

Cela étant, nous allons voir que, quelque petit que soit le ?iombre
positif e donné à l'avance, on aura à partir d'une certaine
valeur v0 de v

e~sk* < | K' (pv). M U„) | < ex*

Pour le démontrer désignons par rj une quantité positive aibi-
traire, d'ailleurs assez petite, et divisons les points Xv en
deux classes; l'une qui contient les points Xv situés à gauche

du point —̂- correspondant et ceux qui, tout en étant situés à

droite du point — correspondant, sont tels que V intervalle

ne contient aucun point mk | l 'autre qui contient
les points Xv pour lesquels cet intervalle contient au moins un
point /«k. Si n a été pris assez petit, il ne pourra y avoir
qu'un seul point m^ dans chacun de ces intervalles; cela dé-
coule du fait que n\^ est égal à l'entier de m^ D et que les
suites |/?kl ©t \pv\ sont complémentaires Soient vtt v2J ..... les
indices des points Xv de première classe et soient hv k%1 .....
les indices des points m\^ qui sont situés dans les intervalles

des points Xv de seconde classe. Considérons la
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suite [qv\ qu'on obtient en réunissant les points avec les

points mk. + t? (i, j = 1, 2, ....). On aura alors

et de plus, si l'on construit l'ensemble E [*/; |wk)]> tous les
points qVy aussi bien que tous les points Avy seront extérieurs
par rapport à cet ensemble. Par conséquent, il résulte du théo-
rème précédent que

î î
M (qv) T eXn
M(XV)

pour les valeurs de v supérieures à une certaine valeur vv

Remarquons maintenant que si nous construisons l'ensemble

E \t] ; \ , les points qv seront ious extérieurs par rapport

à cet ensemble. En effet, cet ensemble est constitué par les

intervalles de longueurs 2 v} ayant leurs centres aux points -—- .

Considérons un point m^ qui dans la suite (S) précède ou suit
immédiatement un point Âv. Dans le premier cas la distance

entre et qv sera non inférieure à la distance entre m\i et

qVî et comme le point qv considéré est extérieur à l'ensemble

E [t?; \m\S\ il sera aussi extérieur à l'ensemble E I i] ; j _ ( I;

dans le second cas la distance entre et qv sera égale on

bien à ——- si le point Xv est de première classe, ou bien à

— »? s'il est de seconde classe; qv sera donc bien exté-

rieur à l'ensemble E I w; ) -=r—\ I si seulement on aura soin de

L l D !J
prendre Î; < -^jy .

Cela étant, appliquons le premier théorème de ce para-
graphe aux fonctions M (z) et
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k = l

et à la suite des points qv. Nous verrons alors que, à partir
d'une certaine valeur vt de i>, on a

M (qv)

Notons maintenant que, les suites ??k et px étant complémen-

taires, les points
t s

sont tous extérieurs par rapport à

l'ensemble E \ i] ; J _— f Nous pouvons donc appliquer encore

une fois le second théorème de ce paragraphe pour conclure
que, à partir d'une certaine valeur vs de v1 on a

JMlT

y{qv)

On a donc, pour toutes les valeurs de v supérieures à vn
v» désignant le plus grand des nombres ?',, v2, vs)

<
y\-r\

M
Or,

D'autre part

par conséquent
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et ceci nous montre que pour v ^> vQi on a

e"*" < | K' (p,) . M {K) I < ex"

c. q. f. d.
Reprenons maintenant la suite mesurable \XV) du § 4 et

considérons en outre une suite de points

* n 2T2, ...., zm .... (lim zn = oo)

et faisons correspondre à chacun de ces points un intervalle
An qui comprend ce point à l'intérieur. Désignons par Su la
suite que Pon obtient en supprimant dans la suite [Âv\ les
points intérieurs à F intervalle An, et par En l'ensemble
E (rç; Sn). Soit enfin

le produit étant rapporté à tous les points kv de la suite Sn .
Cela étant, si nous reprenons la démonstration du théorème

du § 4 et si nous tenons compte de la remarque faite au début
de ce paragraphe, que la démonstration reste valable si la
quantité N/t du § 4 est remplacée par une quantité inférieure
(positive et même nulle pour certaines valeurs de /i), nous
verrons après un moment de réflexion, que l'on a, à partir
d'une certaine valeur de ??

| 0n (*„) | > éT*Zn

pourvu que les points zn soient tous extérieurs aux ensembles
En correspondants.

En particulier, si nous supposons que la suite |Ay| satis-
fait à la condition

(3) AV_M — Xv ̂  2 k > 0 {v = 1, 2, ....)

et si nous prenons comme intervalle An l'intervalle

en posant zn ==» An, nons aurons

Cn (Zn) = ~ C' (A.)
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II s'ensuit que

Hm to« » °
— - An

Or, en vertu d'un théorème de Laguerre (*) la dérivée de C(#)
est une fonction du même type que C (z)1 cette dérivée ne pos-
sédant que des racines réelles et deux racines consécutives
de C (z) contenant toujours une et une seule racine de 0' (z).
On peut donc écrire

la suite des lv étant mesurable en même temps que celle
des Xv. Par conséquent, le nombre ô ne peut pas être positif
efc on peut même remplacer dans sa définition la limite infé-
rieure par la limite simple. On a done, toutes les fois que la
suite \ÀV\ satisfait à la condition (3)

Reprenons maintenant une suite [Xn\ non mesurable; con-
sidérons la suite mesurable principale (S) qui contient {̂ n!
comme suite partielle et conservons les notations d'il y a un
moment. Posons encore

Nous allons voir que, à partir d'une certaine valeur de k,
on a

e"
mk < | c (mk) M' (mu) | < eem*

La suite formée par la réunion de tous les qv et de tous les
mk sera mesurable et de densité D et elle satisfera à la con-
dition (3). On aura donc

(l) Voir BORBL. Fonctions entières. Paris, 1921, p. 32.
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c. à d. que Pon aura, à partir d'une certaine valeur de k

î î

e < | Q W M ' ( m k ) | < e 2

Or, les points mk sont tous à V extérieur des deux ensembles
E [n; {qv}] et E fo; [Âv\] et Ton a

Nous aurons donc, à partir d'une certaine valeur d© k

e

1 1

C I-o./ ^
Q (mk)

Par conséquent, en multipliant les deux dernières inégalités,
on voit que, pour k assez grand, on doit avoir

e-*mk < | C (wk) M' (mk) | < esm*

c. q. f. d.

§ 6. — Considérons de nouveau une acuité mesurable (A*)
de densité D? et soit

Zv Z%% . . . . , 1n> . . . . (ÜÖ1 Zn = OO)

une suite de points différents de tous les A* telle que

log I C (#n) Ihm —— — — « — oo
r Zn

n— -̂oo

G (z) ayant la même signification qu'au § 4.
Cela étant, nous allo?is démontrer qu'il est possible de

trouver une fonction <p (x) de la variable complexe x, holo-

morphe dans un secteur | arg oc | <J yjQ < — , et y satisfais
Â

sant aux conditions suivantes: •
1) sur chaque rayon \ arg x | —• %p <£ yjQ, on a

\{m = — oo :
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2) si Von pose

k =

on a

log kn A

hm — = 0 .

Choisissons dans la suite des zn une suite partielle

bit 021

telle que V on ait

log I C (£,„) |
(37) lim

m —«»ao Sir

Suivant les travaux de M. Valiron, on peut toujours
trouver un ordre L, (c. à d. une fonction réelle et continue
Q (r)} différentiable sauf en des points isolés, telle que

lim Q (#•) = Q ̂ > 0, lim Q'(r) logr = 0), de manière que, si Pon

désigne par a (r) une fonction positive de r qui tend vers zéro

avec — et que nous préciserons plus loin, on ait

lim rei*)-* = 00, lim re(r)~1 a (r) =* 0,

lim ! log | C (£m)

En outre on peut trouver une fonction V (x) de la variable
complexe a?, holomorphe dans le secteur

— <^ a r g x <J -——

et telle que dans ce secteur on a

où e (r, v>) désigne una fonction qui tend vers zéro av©c ,

quelle que soit la valeur de xp (*).

(â) Voir VAIJRON, Lectures ou the genera! theory of intégral fonc-
tions, p. 127 et suiv.
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On aura donc

V(r)

(38)
lim

lim -

0 0 lim —
r-^oo V(r)

0 V (£,„)( — — oo

Cela posé il suffira, pour démontrer notre théorème, de con-
struire une suite \juv\ de densité D telle que la fonction

y W

satisfasse aux conditions suivantes, où F on a posé W (#) = e v

1) pour une certaine suite infinie d'indices n^f on a

(39)
1

C(*„k) W(*„.)

quelque petit que soit e.
2) pour toutes les valeurs de n supérieures à un certain

nombre nQi on a

(40)
C (*„) W (*„)

En effet, si nous avons construit une telle suite \ju^)f la
fonction

satisfait évidemment aux conditions de notre proposition, pour

%p0 <C —— , car on aura alors

log | <p (re*) | ^ / ^ - N ^ - (1 - €) cos (^ g) V (r)

ce qui montre que la première condition du théorème sera
vérifiée, tandis que la seconde est une conséquence immédiate
de (39) et (40).

Pour construire une suite {^| qui satisfait aux conditions
précédentes, nous prendrons la suite \AV\ et nous déplacerons
d' une manière convenable certains de ses points. Nous remar-
querons que Pon peut attacher à certains des points £m un
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petit intervalle Am qui comprend, en outre du point £m lui-
même, quelques uns des points Av, ces intervalles Am étant
séparés l'un de l 'autre par des intervalles intermédiaires suf-
fisamment larges. Un faible déplacement des points Âv intérieurs
à Am n'influencera que très peu la valeur de 0 (z) aux points
Z\L extérieurs à Am, mais pourra influencer très fortement la
valeur de C (z) aux [«oints z\^ intérieurs à Am, en particulier
au point £m. Nous commencerons donc par la définition exacte
des intervalies Am, puis nous évaluerons d'une manière pré-
cise l'influence d'un déplacement des Âv intérieurs â Am sur la
valeur de O (z) aux points z\a extérieurs à Am̂  Enfin, nous allons
démontrer que le déplacement peut être choisi de telle sorte
que son influence sur la valeur de C (z) aux points z^ inté-
rieurs à Am soit précisément telle que les inégalités (39) et (40)
soient satisfaites; cette démonstration sera sensiblement facilitée
par le fait que le nombre des points z^ intérieurs à Am, aussi
bien que celui des points Âv intérieurs à Am, est fini.

Remarquons maintenant que les points £,n, à partir d'une
certaine valeur de m, sont tous intérieurs à l'ensemble E[^;|AV)];
en effet, s'il y avait des points £m d'indice aussi grand que
Pon veut à l'extérieur de cet ensemble, on devrait avoir, en
vertu du théorème du § 4

Choisissons une valeur particulière de £m ; il est clair que
nous pouvons enlever de la suite [Xv\ un certain nombre de
points (un au moins) de telle sorte que 1'ensemble E (tj) relatif
à la suite des Av qui restent, ne contienne plus le point £m à,
l'intérieur. Désignons par

les points que nous devons enlever pour cela. Nous pouvons
choisir ces goints de telle sorte que les ensembles E (*?) attachés
aux deux suites

contiennent encore le point £,n à l'intérieur. Désignons main-
tenant par Am un intervalle qui contient à l'intérieur les
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points (41) et le point £m, en laissant à l'extérieur les po^fts
Apn_i, ^qn_j_i. Or, nous avons vu au § 2 que les intervalles de

E (rj) générés par des points Âv situés à droite d'un point Z
assez grand sont tous situés à droite du point A—1 Z, A dési-
gnant une constante que Pou peut toujours prendre inférieure
à l'unité et que Pon pourra prendre d'autant plus petite que tj
aura été pris plus petit. Il s'ensuit que la longueur de Am sera,
pour vi assez grand, inférieure à 2 A £,n.

Déterminons maintenant la suite \,uv\ de telle sorte que
l'on ait /iy = Âv toutes les fois que Âv ne fait partie d'aucun
groupe (41), tandis que, pour les autres indices, ,nv sera soumis
à la condition

lim -^- = 1
v —£oo A>v

Reprenons maintenant la division de Paxe réel en une suite
d'intervalles

considérée au § 4, fe
fe désignant toutefois une constante fixe

indépendante de s et ij.
Prenons le nombre tj et par conséquent, le nombre A assez

petit pour que l'on. ait

1 + A < YJ

D'autre part, prenons le nombre m assez grand pour que l'on
ait, pour les points (41)

Nous pouvons d'ailleurs supposer que la suite des £m aifc été
prise de telle manière que cette condition soit vérifiée déjà
pour £t.

Cela étant, nous verrons que, si £m se trouve dans Pin-
fcervalle ôVf tous les points (41) et aussi bien tous les points

(42) /£ipm, /"Pm+i> .»-, / «q m - i i Mqm

se trouvent à P intérieur de P Intervalle
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Si maintenant nous supposons encore que les points £m véri-
fient la condition

£m+i > <f £m

ce qui ne restreint pas la généralité, nous verrons que chaque
groupe de points (41) et (42) peut être inclus dans un inter-
valle du type (dv) que nous pouvons indiquer par dv , et que

entre deux intervalles dv et dv . correspondants à deux

points consécutifs £U1 et £m fi il y a toujours au moins trois
intervalles ôv qui ne contiennent aucun point appartenant à
l 'un des groupes (41) ou (42). Il s'ensuit que si nous con-
struisons les deux ensembles E (?/) attachés respectivement à
la suite de tous les points Av qui appartiennent à l'un des
groupes (41) et à celle de tous les points //v qui appartiennent
à l'un des groupes (42), les intervalles de ces deux ensembles
qui proviennent des points contenus dans l'intervalle dv (c.

à d. des points qui correspondent au point £,n) seront tous
intérieurs (du moins pour m assez grand) à l'intervalle

et entre les intervalles (Dv ) et (Dvn) il y aura encore sû-
rement un intervalle bv qui ne contient aucun intervalle ap-
partenant à l'un des deux ensembles que nous venons de
construire.

Notons d'ailleurs que ce qui précède est vrai quel que
soit le choix de la constante £, qui peut être prise aussi voisine
de l'unité que Ton veut. Or, ceci démontre que, si nous dé-
signons par /m la distance entre le point £m et celui des points
du groupe (41) qui en est le plus éloigné, on aura

lim — = 0

m—^.oo £m

On peut donc trouver une fonction a (z) continue, positive et

tendant vers zéro avec , telle que l'on ait pour m assez

grand

C'est précisément cette fonction a (z) que nous ferons inter-
venir dans les conditions qui sont imposées à la fonction Y (js)t

lorsque nous aurons à faire usage de cette dernière.
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Gela étant, si nous désignons par H (z) le produit

«> n—rr-

rapporté à toutes les valeurs de v pour lesquelles Xv fait partie
d'un groupe (41), on verra que pour les valeurs de z assez
grandes et situées à F extérieur de tous les intervalles (Dy ) on
a, en vertu du premier théorème du § 5,

Et comme, pour les autres valeurs de v1 on a jutv «=» XV1 de sorte
que Ton a, quel que soit z,

nous voyons que pour les valeurs assez grandes de z située*
à l'extérieur de tous les ~DV , on a

m'

(44) « - • < | P (») | < e«

Prenons maintenant un point z situé à l'intérieur d'un inter-
valle Dv . Nous avons vu aux §§ 4 et 5 que, si l'on désigne

alors par P,n (z) le produit (43) rapporté à toutes les valeurs
de v pour lesquelles le point Âv est à l'extérieur de l'inter-
valle (Dv ) et îles deux intervalles (ôv) adjacents de part et

d'autre à l'intervalle KDV ), on a? pourvu que m soife assez grand,

(45) e-« < | Pm (z) | < eez

Or, nous pouvons rapporter le produit qui définit Pm (?) à tous
les points Av qui ne font pas partie du groupe (41) correspon-
dant à la valeur considérée de m, car l'intervalle (Dr ) ne

contient, outre les points Âr de ce groupe, que des points k*
pour lesquels Xv -=• f'v et les intervalles adjacents ne contiennent
eux aussi que des points Xv de cette dernière espèce. Si donc
nous posons
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(46)

x o B 1 ( * ) - . C W

l'inégalité (45) pourra être écrite sous la forme

(47) e— <
Om (#)

Désignons maintenant par

<

les points de la suite [zn\ qui sont situés à l'intérieur de
l'intervalle Dv . Les formules précédentes mises" en relation
avec les inégalités (44) et (47) nous montrent alors que, pour
que la suite (//„} satisfasse aux conditions (39) et (40), il suffit
que, à partir d'une certaine valeur de ?n, 1'inégalité

(49) |Qm(ar)|_J_<6 . ,

soit vérifiée en tous les points (48), tandis que, pour l'un au
moins de ces points, on ait

(50) « -« < | Qm

Or, ces inégalités (49) et (50) ne contiennent que les points (41)
et (42) d1 un même groupe. Nous pouvons donc déterminer suc-
cessivement les points ftv de chaque groupe (42) indépendem-
ment des points des autres groupes; nous n'avons d'ailleurs
qu'un nombre fini d'inégalités pour chaque groupe. La déter-
mination des points ftv de manière à satisfaire aux inégalités
(49) et (50) n'offre donc pas de difficultés.

Prenons maintenant une valeur quelconque de m et dé-
signons pour simplifier les notations les points du groupe (41)
par

(in) (m) Jm)
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et par

Jm) Uim) Ltim)

in

ceux du groupe (42). Soit 0 un paramètre qui peut prendre
toutes les valeurs entre zéro et l'unité et soient

des fonctions de ce paramètre qui satisfont aux conditions
suivantes :

1) si Pon pose

A ! m ) ~ mai a(œ)(0)
l

et

Am = max A.1 ,

îim Am = 0
m—^oo

2) quel que soit tf on a

(61) a['n) (0) = 0

8) à chaque i correspond un nombre T. compris entre

0 et 1 (limites comprises) tel que pour 0 <^ $ <^ T. on a

«!ml (e) - o

tandis que pour les valeurs de 0 supérieures à T^ , «4 est

une fonction analytique de #.
Gela étant, posons

(52) ju) =

ce que nous pouvons faire, car la seule condition à laquelle
les points ftv ont été soumis jusqu'ici, savoir

li... -£• - 1
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sera alors satisfaite en vertu de la première des conditions

imposées aux fonctions a (0). Ecrivons

Qm (*) — Sm (0, z)

et calculons la valeur de Sm (1, z) pour tous les points z^

(i = 1, 2, ...., kxn). Nous allons voir tout à l'heure que Pon

peut choisir les fonctions ajm'(0) de telle sorte que Pon ait

(53) S m ( l , U ) —W(fi„)

Supposons donc que les fonctions a. (0) soient choisies pré-

cisément de cette manière. Il peut arriver que pour la valeur

considérée de m on aifc, pour tous les points z.m autres que £m

(54) S,„ (1, s(.in)) ^ W (*[m)) ;

dans ce cas les conditions (49) et (50) sont visiblement satis-
faites. Mais il peut aussi arriver que pour quelques uns des
points z.m l'inégalité précédente ne, soit pas vérifiée. Alors il
y aura parmi les équations en Q

(55) Sm(0, z^) = W(*Jm))

une au moins qui possède des racines comprises entre 0 et 1.
Il peut d'ailleurs arriver que l 'une des équations (55) soit
vérifiée pour toutes les valeurs d' un certain intervalle

si nous convenons de ne considérer comme u racine n de l'équa-
tion que le plus grand point de cet intervalle, c. à d. le point
t%, nous pourrons dire que les u racines n de chacune des
équations sont en nombre fini, car toutes les fonctions Sm(0, z)
sont des fonctions continues de 0; elles sont même analy-
tiques en tout intervalle qui ne comprend aucun point T.1" .

Nous pouvons donc considérer la plus petite « racine n de
chacune de ces équations ; désignons la par 0t . Alors, si nous
remarquons que, en vertu de (51) et (52), on doit avoir, quel
que soit i

Q ft\ Jmh 1
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nous verrons que, pour 0 <; 0j, on a

s m ( e, z'"1') < w (*<m)) (» = 1,2 *„)

Or, les équations (55) sont elles-mêmes en nombre fini, de
sorte que nous pouvons choisir le plus peti t parmi les nom-
bres 0x ; soit 0r ce nombre. On aura alors

pour toutes les valeur de i, le signe d' égalité ayant lieu pour
i «s r. Donc, pour 0 = 6r, la fonction Q (s) satisfait aux con-
ditions (49) et (50). Notre théorème sera donc complètement dé-
montré si nous prouvons la possibilité de choisir les fonctions
a. (0) de telle sorte que 1' égalité (53) soit véririée. Or, ceci

n' offre pas de difficultés. Posons

ô = | Km (£„) | _ y ô!

Désignons par t une variable qui peut prendre toutes les
valeurs entre 1 et W (£m) et posons

(« = 1 , 2 , . . . , *,„)

posons encore

£| on 1 SI t'ï <J 1

t% == M (0 *'i si l'\ > 1

la fonction M {t) étant déterminée par la condition que le pro-
duit de tous les l\ .soit égal à celui de tous les l*\ c. à d. à t.
Les î sont alors des fonctions continues de l} e si 1' on dé-
signe par T'j la plus grande valeur de l pour laquelle *i = 1,
on pourra dire que lx est une fonction analytique de l pour
t ^> T'i ; pour t <^ 1% £i sera une constante.
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Cela étant, nous pouvons poser

et

1 + «|m> (0) = /ïjm> (0 [W (§) - t] + 1)

En premier lieu nous verrons immédiatement que la deu-

xième et la troisième conditions imposées aux fonctions a. (6)

sont satisfaites par les fonctions que nous venons de définir.
En second lieu nous pourrons nous assurer que la première
condition est aussi satisfaite, si m est assez grand ; en effet,
si m est assez grand, on aura, quel que soit i

de sorte que, si t\ ^ 1, on a

(56) i ô ! i n ) M = . |

tandis que, si t'\ > 1, on a
k

(56') | ôïm) h

où

p étant une constante qui ne dépend que de D.
Or, nous avons choisi les points du groupe (41) de telle sorte

que l'ensemble E (?/) attaché à la suite de tous les autres Av

ne comprenne pas le point £m. Nous pouvons donc affirmer,
suivant la remarque faite aut début de ce paragraphe, que
pour m assez grand on a

II s' ensuit, en vertu de (37) et (38) que

lim J î i i ^ M . _ _ oo

liai - L | log | Km (U) | + V (Cm) I — — <»^ 4
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Cette formule, en relation avec les formules (56) et (56'), nous
montre donc que, si m est assez grand, toutes les quantités

| ô. l\ \ seront inférieures à un nombre aussi petit que Ton

veut, donné à 1' avance. Il s' ensuit que toutes les quantités

fi. (t) tendent vers un d 'une manière uniforme par rapporta

1' indice i, et ceci démontre précisément que les fonctions

a m (0) satisfont à la première condition..

Enfin, pour montrer qu' elles vérifient 1' égalité (53), no-
tons que 1' on a

1

et, par conséquent

/ t \ s

\ a r

Si donc on remarque que la valeur de t qui correspond à la
valeur 1 de 0 est précisément W (£m), on voit que l'on a

c. q. f. d. Notons d'ailleurs que les a. (6) étant choisis de la

manière que nous venons d'indiquer, certains groupes de points
ftv peuvent se confondre en un seul. Ceci n'infirme en rien nos
conclusions car les théorèmes des §§ 4 et 5 restent vrais pour
les suites qui contiennent des points multiples. Il faut seu-
lement faire attention à la multiplicité des points lors du calcul
de la densité ou lors de la construction des ensembles E {if).

Avant de terminer ce chapitre indiquons une application
du théorème précédent dont nous aurons à faire usage plus loin.

Nous avons vu au § 5 que l'on peut poser

aucun des points l^ ne pouvant se confondre avec un point A*.
Nous pouvons donc appliquer le théorème précédent à la fonc-
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tion Cj (z) et à la suite (A„j supposée mesurable. On verra
alors que, si Von a

log | C' (K) |
lim — — ——L- = — oo

on peut trouver une fonction q> (z) holomorphe dans un secteur

* * ^ l * on aitI a r £ z ! 5£ Vo <£ ~ir~ »

(57) US J?8JL?J!

et

(58) iii Jig-
n—^.00 An

G'(An)

Reprenons maintenant le cas général et soit

une suite de points possédant une densité maximum D, et telle
que Pensemble E (rç; }am}) ne contienne aucun dçs points zn-
Soit encore comme précédemment

«ne suite partielle de la suite \zn\ pour laquelle la fonction
y (z) vérifie les inégalités (39) et (40). Nous pouvons évidemment
supposer que la suite !*nk! a été choisie de telle sorte qu'elle
soit mesurable et de densité zéro. Soit (A) la suite obtenue par
la réunion des suites |an,J et i^n.j ; ce sera encore une suite.

de densité maximum D r Construisons la suite mesurable prin-
cipale (S) qui contient la suite (A) comme suite partielle, et soit

fil, P*i • — > Pv ) ' " •

la suite mesurable de densité Dl que l'on obtient en enlevant
les points #n. de la suite (H). Le mode de construction de la
suite (S) nous garantit que l'ensemble E (ij, \fiv\) ne contiendra
aucun des points zn , si t/ est assez petit. Si donc nous posons
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nous aurons, en vertu des théorèmes du § 4, pour Znk assez
grand

k

tandis que pour z assez grand mais quelconque nous aurons

| B (*) | < e"

Ceci nous montre que la fonction

satisfait aussi aux conditions (39) et (40) et il est clair que
cette fonction s'annule aux points av. Nous pouvons donc
affirmer que, lorsque la suite (amj possédant une densité ma-
ximum finie est telle que l'ensemble E {rj, jau,}) ne coyxtienl
aucun des points z,,, la fonction <p (z) qui satisfait au théo-
rème précédent peut être choisie de telle sorte que Von ait

<p (am) = 0 (m = 1, 2, ....)

Appliquons encore ce résultat à la fonction C2 (z) de tout
à l'heure. Nous verrons alors que, si la suite mesurable [X^]
est telle que

H m l o g | g ( * . ) ! _ _ . .

et si les points k» sont divisés en deuœ catégories

X" X" X"

de telle sorte que V ensemble E (ij; JA'̂ I) ne contienne aucun
des points XV1 tandis que pour les points X\ on a encore

lim l 0 g ' °; (AV) ' 00,
— X y

on peut déterminer la fonction <p (z) de telle sorte qu'elle sa-
tisfasse aux conditions (57) et (58) et que de plus on ait

<p(X"fA) = 0 C« = 1 , 2 , . . . . )
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Chapitre II

§ 7. — Théorème I. Soit Xt1 Aa, ...., A„, .... une suite de
nombres positifs croissants, tels que

(1) liin — == D
n — .̂ao An

D étant un nombre fini, positif ou nul, et soit

(2) A»)

une série de Dinchlet dont Vabscisse de convergence n'est
pas supérieure à zéro. Pour que f (s) soit holomorphe sur le
segment

(8) \ t \ < l

de la droite de convergence, il faut et il suffit qu'il existe un

angle t] 10 <^ i] <^ — ) et une fonction <p (z) holomorphe dans

le secteur

et satisfaisants aux conditions suivantes:

1) quelque petit que soit e, on a pour Q assez grand

(5) | ?? (ö e'v) | < eeKwD-̂ si

pourvu que | y> [ < t],
2) pour n entier positif on a

(6) ç? (AÎ) == a„ C'

ou

î n outre, pour que la fonction f (s) soi* holomorphe à Vin té-
rieur du triangle isocèle qui a pour base le segment (3), dont
le sommet est situé sur Vaxe réel négatif et Vangle à la base
est égal à a, il faut et il suffit que la condition précédente
soit vérifiée pour tout n inférieur à a.
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I. La condition est suffisante. Supposons qu'il existe une
fonction <p (z) qui satisfait aux conditions de l'énoncé et con-
sidérons l'intégrale

JL f <p(z) e 8Z dz

prise suivant un contour 0u formé par deux segments des de-
rai-droites arg z = ± t) et Parc de cercle yH de rayon II et de
centre origine.

Il est évident que, si R est différent de tous les Xn, on a

5 &
An<R

Nous allons voir que Ton peut choisir une suite de valeurs
indéfiniment croissantes de R de telle sorte que, pour certaines
valeurs de s, la partie de l'intégrale (7) relative à l'arc de
cercle yR tende vers zéro. Alors, le deuxième membre de (7)
tendra vers /"(s), tandis que le premier membre se transformera
en une intégrale prise suivant les deux demi-droites arg z = 4- i).
On obtiendra donc une expression de f'(s) qui ne dépend que
des valeurs de <p (z) et de C {z) sur ces deux demi-droites et
il ne sera pas difficile de s'assurer, en se basant sur (5) et
sur les propriétés de C (z) établies au § 4, que l'expression
considérée représente une fonction holomorphe dans le triangle
isocèle dont il est question dans notre théorème.

Posons donc ^ = Re'v; alors, pour s réel et positif, on
aura, en vertu des conditions imposées à <p (z)

| (p (z) e~~BZ | <^ e~~R[seosy—(JTD—J)8in[y|— e]

D'autre part, nous avons vu au § 4 que l'on peut choisir une
suite de valeurs indéfiniment croissantes de R de telle sorte
que 1' on ait

(8) | C(Re^) | > e - P *

quelle que soit la constante positive p. Par conséquent, pour
s réel et positif, on a sur yH l'inégalité suivante;

g— R[scO8iy— (ÎIB-J)»sinv|—p—e]
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Fixons maintenat le nombre s0 par la condition

(10) s0 cos ^ — (jrD — 0 sin t) — p = 1 (*), si l^aDr

(10') s0 cos ij — p = 1, si Z > JFD.

Alors, pour s J~ so> o n al*ra sur ;'R (R étant choisi comme il
est indiqué)

C(2)

Par conséquent, si R croît indéfiniment en prenant seulement
des valeurs pour lesquelles (8) est vérifiée, la partie de F in-
tégrale (7) relative à l'arc ;>K tend effectivement vers zéro.
Quant au second membre de <7>, il tend vers f (s), lorsque R
croît indéfiniment d' une manière quelconque (continue ou dis-
continue), tant que s se trouve dans un domaine intérieur au
demi-plan de convergence Ö <^ 0, ce demi-plan étant en vertu
de (1) le demi-plan de convergence absolue. Dans ces condi-
tions, nous pouvons affirmer que lorsque R croît indéfiniment,
en ne prenant que des valeurs telles que (8) ait lieu, l'inéga-
lité (7) devient

00

rf2n

cette formule est ainsi démontrée pour s réel et supérieur
a s, (S).

3€ M

(*) C'est toujours possible si t) <Z -jr- . Quant au cas y = -jr- ,

nous en parlerons plus loin (voir § 8).
f2) Notons toutefois que, si nous n'avions pas supposé explici-

tement que s se trouve dans le demi-plan de convergence de (1), notre
raisonneinent ne nous aurait pas permis d'affirmer que (2) converge
pour les valeurs de 5 pour lesquelles 10) a lieu. On ne pourrait le
faire que si Von était sur que dans chaque intervalle (An, >ln-f-i) il y a
des valeurs de R pour lesquelles (8) est vérifiée, ce qui n'est pas le
cas eu général. Le raisonnement permettrait seulement d* affirmer
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Pour achever la démonstration nous allons montrer que
chacune des intégrales qui figurent dans le second membre
de (11), est holomorphe à l'intérieur de tout angle Q d'ouver-
ture (n — 2t]) qui a l'axe réel positif pour bissectrice et qui
intercepte sur l'axe imaginaire un segment de longueur infé-
rieure (d'ailleurs d'aussi peu que l'on veut} à 21; ceci implique
évidemment l'holomorphie de f (s) à l'intérieur du triangle
isocèle dont il est question dans notre théorème.

En posant s « o -f- i t, on a

___. e—Q(GCOSÎ}-\-tsxntf) .

d'autre part

\<p (Q

€t (ô) tendant vers zéro avec . Par conséquent, on a

/ IQ\ *p \Q v / g ^ —^[öcosi/-j-(^-j-^)sin^—&\

Or, lorsque s est situé dans Pangle Qf on a

| t | < o ctg J? + l — h

h étant un nombre positif; donc

0 cos ri -f (l T *) sin tj ̂ > h sin f?

et, lorsque s est situé dans £, l'expression (12) est inférieur©
à e—e[hsin»7—«]? ce qui démontre notre affirmation.

II. La condition est nécessaire. Supposons que f (s) est
holomorphe à l ' in tér ieur du triangle [— H g a ; +li\ — l i]*
Soit k un nombre réel non nul , yj un angle compris entre

qu* une certaine suite de sommes partielles de (2) converge vers le second
membre de (11); on serait conduit à un phénomène de extra-convergence
(Ueberkonvergenz), qui se rattache aux travaux de M. Ostrowski. Je
reviendrai sur ce sujet à uoe autre occasion.
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_ et -j —- tel que tgtp = k et a une constante fcelle
2 * 2

que <T une part 0 <C a < . et d' autre part a <^ l tg a;
I * I

considérons l'intégrale

oo

(13) J («)=ƒ•/•(.)«•• rf.
—a

prise suivant la demi-droite qui part du point — a en faisant
avec Taxe positif un angle égal à y. Posons

s = — a -f- o -f- t'ko, z = Q eui ]

alors

(14) | gas | -— e-acosrç. ^^(cosiy—ksini?)

et comme dans tout demi-plan oit (s) ;> p ^> 0, on a

n = l

il s' ensuit que F intégrale (13) a un sens si cos rç — k sin Î | < 0 ,
c. à d. lorsque z est situé dans l'angle

(15) JL _ v < arg z < - ^ si A > 0

(16) - ( " T - l v ^ | ) > a r g ^ > - ^ si k < 0.

Il est clar d'ailleurs que, la valeur de a étant choisie,
l'intégrale (13) détermine la même fonction de z1 quelle que
soit la valeur positive de Â, pourvu que cette valeur ne dé-
passe pas — ; P intégrale f 13) détermina donc une fonction

a
3%{z) qui est hoiomorphe dans P angle

(15') -^- - arctg — < arg z < - | -

Modifions maintenant le chemin dMntégration en suivant aupa-
ravant Paxe réel du point —a jusqu'à P origine et puis la
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droite arg s == yj. Tant que k est inférieur à —-, la nouvelle

intégrale représentera la même fonction Jt (z) et elle aura
encore un sens tant que z est situé dans (15). D'ailleurs, cette
dernière affirmation reste vraie même pour des valeurs de k

supérieures à — et, par conséquent, la première affirmation
CL

reste aussi vraie pour les valeurs de k aussi grandes que Pon
veut. En prenant successivement pour k une suite de nombres
positifs indéfiniment croissants, on déterminera ainsi une
fonction Jt (3) holomorphe dans le domaine

0 < arg z < - | - ;

en procédant de la même manière et en prenant pour k des
nombres négatifs indéfiniment croissants en valeur absolue, on
déterminera une fonction J2 (z) holomorphe dans le domaine

0 > arg s > ~ .

Nous allons montrer que Jf (z) est le prolongement analytique
de Jt(z) au dessous de Taxe positif et que la fonction J (z)
ainsi déterminée n'a dans le demi-plan cït(s)^>0 aucune sin-
gularité à l'exception des points Aj qui sont des pôles de
premier ordre de J (2). A cet effet, donnons à k une valeur
positive fixe et modifions le chemin d'intégration de manière
à parcourir l'axe réel de —a à + 1, puis la droite s = 1 + it
d'puis -f-1 à l-\-ik(l+a) et enfin la droite s = — a-\-o-\-iko
depuis 1 + ik (1 -f- a) jusqu'à l'infini.

La série (2) est uniformément convergente dans tout domaine
situé complètement à l'intérieur du demi-plan SI (s) >> 0. On
peut donc écrire

i-f-ik(i-fa) -a-fh(i+ik)

ff 1 f ^? a»
J + j ^ 2i~
1 i-fik(i-f-a) n=iOr, on peut voir, en tenant compte de (14), que ia première

somme du second membre de (1T) est inférieure en module à
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par conséquent, lorsque z est; compris dans le domaine

(18) -J - (y + «)< arg * < î- [e > 0),

on a, en posant q = k sin (ip -|~ e) — c o s (v 4- *') ^> >̂ pour
assez grand

Il s'ensuit que, z étant toujours intérieur à (18), on peut écrire

(19) Jt («) - / ƒ (s) «M rfs - V *L±—L
J mmm * - • An

—a n = l

On s'assurera de la même manière que, lorsque z est situé
dans le domaine

(18') _J-fj- — (! v , | + 8 ) ] > a r g , > __î - ( 8 > 0 )

on a

(19') J, (,) - ƒ /"(s) - d. - J ^ ^

Les seconds membres de (19) et (19') représentent une fonction
analytique dans tout le demi-plan S (s) > 0 et ils sont d'ail-
leurs identiques, ce qui démontre notre affirmation.

Cela étant, si nous posons

(20) <p (z) = - C (z) . J (*),

la fonction <p (z) satisfera évidemment, en vertu de (19), à la
condition (6) et elle sera liolomorphe dans tout le demi-plan
$t (z) > 0. Il reste à démontrer qu'elle satisfait à la con-
dition (5).

A cet effet notons que, de la même manière que nous
avons démontré (19), nous aurions pu démontrer que

e

(2i) 3{t) — jn*)é»d,-
z — Xn
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e désignant tin nombre positif aussi petit que F on veufc. Or,
l'abscisse de convergence de (2) n'étant pas supérieure à-
zéro, on a

(22) | au | < Km emX"

et cela quelque petit que soit o> >> 0 (Kw désigne ici une con-
stante qui ne dépend que de co). D'autre part, on sait que

(23) v&f ;

G (Q) < Le e*e

et que les mêmes formules sont valables pour les fonctions

C.(« )= G{Z] (» — 1 , 2 )
Z — An

les constantes qui interviennent an second membre ne dé-
pendant pas de // (1). On déduit, par conséquent, de ̂ 20) et (21),
en tenant compte de (22) et (23), que, pour Q assez grand et

(24) I <p (Q &r) | < Ma ̂ - r t * D | . l » n ^ i _|_

-p. Q[ecosy-{nT)\siny\ ~{-e{e)]

n = i

où Ma *=* max \f(s)\. Or, si nous prenons o> » — , on m

X

et la série du second membre, qui est sûrement convergent©
pour e ̂ > 0, ne dépend que de e. On a donc

| v (ee'r) | < N.„ e **»»-r+«»l-«»i'.+^l

la constante Na,« n6 dépendant que de a et de €. On a donc
dans tout le secteur | arg z \ <C vQ

(25) | <p (z) | < eP-W (p s=s const.)

(*) Voir § 4.
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et, en. particulier, sur F axe réel positif

(26) | v («) ! < ««te)*

II s'ensuit, eu vertu d'un théorème de MM. Puragmen-Lin-
delof (*) que l'inégalité (5) sera démontrée pour tout le secteur

(27) — a < arg z < a

si nous avons démontré qu'elle est vérifiée sur les droites
arg z = + a» Or, les formules (13) et (14) montrent que, si
Ton désigne par M'a,k le maximum de f (s) sur Ja demi-droite

arg [s — (— a)] = \p = arctg À,

on a

cos a — k sin a

pourvu que Pon ait pris k tel que cos oc - k sin a <^ 0, et a

tel que 0 < a <C -r-rr— . - Ces conditions seront évidemment

remplies si Pon prend

k » (1 + €i) c*& a a «= (1 — f2) ,-v"r

les nombres €j et c2 satisfaisant à la condition

On aura alors

a cos a «=*, —•—— l sin a — (1 — e) l sin a
1 +€t

et, par conséquent,

ou encore, en tenant compte de (23),

(28) *

N€ et Pe indiquant des constantes qui ne dépendent que de e.
L'inégalité (5) est donc démontrée pour arg z = a, et on la

(*) Acta Mathematica, T. 31, 1908, pp. 391-403.
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démontrera de la même manière pour arg z = — a. Notre théo-
rème est donc complètement démontré.

§ 8. — II résulte du théorème que nous venons de dé-
montrer que, pour que f(\) soit holomorphe à l'intérieur de
la bande | 3 (s) | <C J, il faut et il suffit que, quel que soit

l'angle i] inférieur à — , il existe une fonction q>n (z) qui est

holomorphe dans le secteur (4) et y satisfait aux conditions (5)
et (6). Or, il peut arriver qu'il existe une fonction qui satisfait

à ces conditions même pour ?/ = — ; plus généralement, il

peut arriver qu' il existe une fonction qui satisfait aux con-
ditions suivantes:

1) (p (z) est holomorphe dans un demi-plan #t (z) ^> /*, fi
étant un nombre réel, dont la valeur absolue n'est égale à
aucun des nombres Xn (!)

2) cp (z) sat^fait à la condition (5) dans tout ce demi-plan
3) on a pour tout n entier positif, tel que Xn ^> fi

<p (Xn) = a n G' (Xn)

Nous allons voir que dans ce cas la fonction f (s) est non seu-
lement holomorphe dans la bande

(H) | 3 («) | < l

mais que dans toute semi-bande horizontale

(B) I 3 ( « ) l ^ * « < « ; *(«)<<>

complètement intérieure à la bande (H) on a

f (s) = c-W-«)> e (s) si y > — Xt

( 2 9 )

fi\
où e (s) tend uniformément vers zéro lorsque s croît indéfini-
ment dans la semi-bande (B), et cela quelque petit que soit le

*̂) Cette restriction n'est pas absolument nécessaire. Le lecteur
qui connaît le Chapitre V du Calcul des Résidus de M. Lindelof trou-
vera facilement leb modifications à apporter à ce qui suit pour ne pas
exclure le cas où fi est égal en valeur absolue à i* un des An.
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positif co (*). Réciproquement, si la fonction f (s) satisfait dans
toute serai-bande (B), quels que soient les nombres 6> ̂ > 0 et
It <C h k la condition

n=k

A 8 (/?+ft>)s («) si - Ak+1 < / * < - Ak

où s (s) a la même signification que tout à l'heure, il existe
une fonction <p (z) qui satisfait aux conditions que nous venons
d'énoncer (si — &k^i<ifi<^—Ak, on aura q>{—An) = a_nC'(—An)
pour n = 1,2,...., k) (*).

Il n 'y a pas beaucoup à changer dans la démonstration
du § 7 pour obtenir la démonstration de la proposition qui
nous intéresse.

Nous prendrons cette fois comme contour d'intégration
OK un segment de la droite oR (3) == ;', ;; désignant un nombre
arbitraire mais fixe, supérieur à fi et différent des points -f~ A,n)
et Tare de cercle | s J = R, SI (z) 2> y qui joint les deux extré-
mités de ce segment. Nous pourrons alors écrire

<p (3) f-»* d z

C(z)

—Ân8

e n

(30) -^-ïf

(*) Si, au lieu de supposer que les conditions (i) et (2) sont vé-
rifiées dans le demi-plan ouvert SI (3) > /S, nous avions supposé qu'elles
sont vérifiées dans le demi-plan fermé cfr {5) > /?, on aurait pu prendre
<*> — 0 dans les formules (29). Quant aux modifications à apporter à la
démonstration de la première partie du théorème pour démontrer que
les formules (20) restent vraies pour &> — 0, on peut répéter ce que
nous avons dit dans la note précédente.

(2j Je n' ai pas pu démontrer que la fonction <p (z) satisfait aux
conditions (l) et (2) dans le demi-plan fermé si f (s) vérifie les for-
mules (29) avec G) — 0. C'est la raison pour laquelle j ' a i conservé
dans la première partie du théorème CJ ~^> 0, pour avoir un théorème
qui peut être complètement inverti.
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Nous choisirons encore R, de telle sorte que (8) ait lieu,

mais t) étant égale à — , nous ne pourrons plus choisir s0 de

telle sorte que l'égalité (10) soit satisfaite. Cela étant, pour
démontrer que la partie de Vintégrale (30) relative au cercle
tend vers zéro, nous userons d'un artifice dû à M. Lindelof.

En premier lieu nous pouvons affirmer que, dans, le cas
qui nous intéresse, on a sûrement / <C nD. En effet, si nous
supposions que n D — / <^ 0, la fonction

h (yj) = liin —

devrait être négative pour 0 <C y) <J -— et pour 0 ̂ > *p ^> —-.

Or ceci est en contradiction avec les théorèmes de MM. Phra-
gmen et Lindelof (*); suivant un de ces théorèmes on devrait
avoir h (0) <Z 0, de sorte que h (yj) serait négative dans tout

F intervalle fermé — —— < y < —- ; mais suivant un autre

théorème de MM. Phragmen-Lindelöf la longueur d'un inter-
valle fermé dans lequel h (y/) est négative doit être inférieure
à jr.

Cela posé, nous savons que. xpQ étant un angle aigu arbi-
traire, on a pour tpQ <^ j y* \ < n

(31) | G {z) | > é»M>sinv>o-«lR

on a donc pour les mêmes valeurs de y> et pour s réel efc positif

<p (z) e~8

(32)
C(«)

Choisissons y>0 de telle sorte que

n D sin v̂o ss=s ^ ^ — l -f- O

0 désignant un nombre positif convenable, et puis choisissons
s9 de sorte que

s0 cos tpQ — (*rD — l) sin tpê — p =* 1

On aura alors sur CR, en vertu de (9) et de (32)

(â) Acla Mathematica, L c.
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4 Ô—(*—«* R pour I
O (ar) | M e-d+ö)« pour

et, par conséquent, Fégalité (30) deviendra

n e " V = /•/,) — >; an «""»" si y > -
y+ioo

1 f

Or,

1 ƒ• <p{z)e~**
2JTI y 0 (ar)

4-00
~8Z ^5; e-»Y f <p[y-\- i

2JTI J O (ar) 2 JT J O (y -f- ir)
y - iao —QO

et, eti vertu de (5) et de (31), on a, en posant s «• a -f- ié

<p (y -f Ï'T) e—I8r (f T

C (y + ir)

II s'ensuit 1°, que l'intégrale du second membre de (34) re-
présente une fonction holomophe dans toute la bande \ l \ <C ̂
et 2̂  que, dans la bande | £ ï ^ ?Â <^ ?, elle est inférieure à une
quantité finie qui ne dépend que de la différence l - lt1 et
ceci démontre la première partie de notre théorème.

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, suppo-
sons que fi est compris entre — kx et XL et posons

(35) JU) — / f (s) e**ds

— 00

V intégrale étant prise suivant 1' axe réel ; elle sera conver-
gente si z est situé dans la bande p <^ | $t (z) | <^ Ar Désignons
par £ un nombre positif aussi petit que l'on veut; on pourra
alors écrire, la série (2) étant uniformément convergente dans
tout domaine situé complètement à l'intérieur du demi-plan

= ƒ
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et l'on en déduira comme plus haut que pour fi <^ $t (z) <^ A4
on a

(36) J W = /* f(s)e**ds —

— 00 1 1 — 1

Le second membre <ïe cette formule représente une fonction
de z, analytique dans tout le demi-plan $t (z) > fi, et qui n 'y
a pas d'autres singularités que les points An qui sont des pôles
de premier ordre.

Il s'ensuit que la fonction

<p (2) = - G (z) J (z)

satisfait à la première et à la troisième conditions de notre
théorème.

On s' assurera maintenant, exactement de la même manière
qu 'au § 7, que <p (z) satisfait dans tout demi-plan c&(z) > y ^ > fi
1' inégalité (24>, où toutefois Ma représentera maintenant le
maximum de l'expression | f (s) erB \ sur le segment infini
— co 1=sâ s =̂£ e *i fi e s t positif ou nul, et le maximum de | f{$) \
sur le même segment si (i est négatif. On en déduit immédia-
tement que <p {z) satisfait dans le demi plan $t (?) J> y les iné-
galités (25) et (26); il ne reste qu ' à démontrer que l'on a

(37) j cp (y 4 - il) \ < : e(?iD~l+e) ! t |

La méthode de démonstration que nous avons employée pour
démontrer l'inégalité (28) n 'est plus applicable ici, car main-
tenant tg a = oc. Mais nous pouvons appliquer telle quelle la
méthode que j'avais employée pour démontrer le théorème cor-
respondant relatif aux séries de Taylor (*).

Soit y un nombre fixe compris entre fi et Xv Posons

(38) /"(s) er» — A (s) •

il y aura alors un nombre positif A tel que dans toute bande
I 3(s) I ̂ sa ̂ i <C J 0I1 a*k pour | s | assez grand | A (s) |

(*) Voir mes Notes : « Sopra V interpola/ione ecc. » (Rendiconti
Accad. Lincei, 6 série, T. III, 1920, p. 052) et « Complement! alla Nota
Sopra r iuterpolaziune ecc. » (IbM. 6 série, T, VII, 1928, p. 079).
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Cela étant, donnons à t une valeur fixe £0 comprise entre
— /j et ~|- /j ; nous pouvons alors écrire, en vertu de la for-
mule de Fourrier

A (a + t/,) - ~ f **' de f A(Ç+i t.) e-ff' rf£
30 —00

et les intégrales qui entrent dans cette formule seront sûrement
absolument convergentes et cela quelle que soit la valeur de ö.
Or, en vertu de (38)

+ Q 0

Donc

l'intégrale étant absolument convergente pour toutes les valeurs
de o et quel que soit t0 inférieur en valeur absolue à lv On
en déduit que, pour £ assez grand

or, lt peut être pris aussi voisin que Pon veut de L On doit
donc avoir, pour £ assez grand

"l J(r±-£«) | <«-<*-.>«
et, par conséquent,

et cela quelque petit que soit e.
Nous avons ainsi démontré le théorème dans les cas où

— ^, < P <C ^t ] îa démonstration sera la même dans tous les
autres cas ; on n? aura qu' à remplacer dans (3ö) f (s) par

oc

/k (s) "•* ^ , a»« e n s* ^k <Z P <C ^k-f t A = 1, 2 , 3 , . . .

n=k+l
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A W = f (s) + Jjp « - n ^ s i — A i k ,

* = — 1 , - - 2, - 8 , . . . .

et substituer la bande fi < m,(z) < Ak+i (A >> 0) ou la bande
0 < 31 (*) < — A | k | (* < 0) à la bande / ? < » ( * ) < V

Notons encore que la formule (3?) que nous avons dé-
montrée pour fi < y <^ Âj est vraie pour tout y supérieur à fi.
Voir à ce sujet ma Note u Sopra 1' interpolazione ecc. n (Ren~
diconti Accad. Lincei, 6 série, T. III , 1926, p. 735).

§ 9. — Nous sommes maintenant en mesure de démontrer
les théorèmes sur la droite d'holomorphin annoncés dans F in-
troduction. Nous nommerons ainsi la droite *& {s) = 3C, telle que
f (s) est holomorphe dans tout demi-plan 8L(s)y>Jt f- e (e^>0)f

mais possède sûrement des singularités dans chaque demi-plan
ou (s) > K — e ; nous donnerons encore au nombre H le nom
à' abscisse d* holomorphie ; et au demi-plan SI (s) >> K le nom
de demi-plan dy holomorphie.

Nous nous servirons du théorème I du § 7 et d' un théo-
rème de Phragmen-Lindelöf sur la fonction

, , v r - log 1 y(r<?W') |
& (Y/) = lim (l)

et; nous allons montrer que les éléments d* un triangle isocèle
du type considéré au § 7 ne peuvent pas être quelconques; ils
sont liés, par une inégalité, à deux nombres qui caractérisent
la suite des exposants de la série de Dirichlet. A V aide de
cetto inégalité nous allons démontrer que si la suite {Ât\ a une
densité maximum finie D, chaque fonction f (s) déterminée par
une série de Di rie h lel

qui a une abscisse de convergence et une abscisse d'holo»
morphie finies, possède au moins un point siugulier sur chaque

(*) Acla Malemathica, ï. c.
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segment de la droite (V holomorphie de longueur supérieure à
2JTD. E» outre, en nous servant toujours de la même inégalité,
nous déterminerons une limite supérieure pour la distance
entre la droite de convergence et la droite d' holomorphie de
toutes les séries de Dirichlet qui ont la même suite d'exposants
\ÂV\ (à densité maximum finie) et nous allons voir que cette
limite est précise, c. à d. qu' elle ne peut pas être remplacée
par un nombre plus petit.

Nous allons nous occuper dans ce paragraphe de séries
pour lesquelles la suite des Âv est mesurable. Nous verrons au
paragraphe suivant comment les résultats que nous obtiendrons
tout à l'heure peuvent être adaptés aux séries pour lesquelles
la suite des Zv n' est pas mesurable, mais possède une densité
maximum finie.

Pour abréger le langage, nous appellerons triangle Ha (?,a)
chaque triangle isocèle, dont la base est de longueur 2 l et est
située sur la droite cil (s) = ö, dont les angles à la base sont
égaux à <* et dont le sommet est à gauche de la droite cil (s) = 0 .
Lorsque nous voudrons préciser que nous considérons un triangle

Ha (/, a) particulier, nous 1' indiquerons par H (/, a), t dési-
gnant l'ordonnée du sommet du triangle considéré. Nous dirons
encore qu' une fonction f (s) est holomorphe dans un triangle

H (l, a), si elle est holomorphe à l'intérieur de ce triangle et
sur sa base, les côtés latéraux pouvant contenir des singula-
rités quelconques de f (s).

Cela posé, nous allons démontrer en premier lieu le théo-
rème suivant :

Théorème IL La suite

**\ ^2 î • • • • > An , . • • •

étant mesurable et de densité D et V abscisse de convergence
de la série

(A) fis) — 2 a" ~*«8 <* — <>+ •«

étant égale à zéro,, la fonction f (s) ne peut être holomorphe
dans un triangle Ho (1, a) avec 1 > JTD que si l' on a

(39) (Z —wD) tga^\ à \
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OU

(40) ô = U m ' " « ' " W l (') et

Réciproquement, si Ho (l, a) est tin triangle dont les élé-
ments vérifient la condition (39), il existe au moins une série
du type (A) dont l'abscisse de convergence est égale à zéro et
dont la somme est holomorphe dans le triangle Ho (1, a).

Avant de passer à la démonstration de ce théorème, notons
le cas particulier suivant :

Théorème II'. Dans les conditions du théorème II la fonc-
tion f (s) ne peut être une fonction entière de s que si ô = — oo.
Réciproquement, si b = — oc, il existe au moins une série du
t"pe {A) dont V abscisse de convergence est égale à zéro et
dont la somme est une fonction entière de s.

Pour démontrer ces théorèmes, considérons une suite (A)
particulière, dont V abscisse de convergence est égale à zéro
et dont la somme est holomorphe dans un triangle Ho (/,a) avec
l ^> JVD. (Nous pouvons évidemment supposer, sans restreindre
la généralité, qu' il s'agit du triangle qui a pour base le seg-
ment | i | < /, c. à d. du triangle H^ (/,a).

Il y a alors une suite d'indices

telle que
l o & I < K i

(41) lim *— 0

tandis que pour tous les autres indices on a

hm <a 0
n__^« n

Le théorème du § 7 montre d' autre part quf il existe
fonction <p (z) holomorphe dans le secteur
(42) — a < : arg z <£ a

(*) En vertu de considérations du début du § 4 et de la fin du
§ 6 il est évident que è <C, 0.
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et satisfaisant aux conditions

(43,î) | <p(Qe^la) | < e l T I pour @ assez grand

(43.2) | <p (Q eW) | < eAe (A -~=z const. ; — a < ; ̂  < ; a)

(43.3) | <p (An) I = an G' (Ân)

quelque petit que soit le nombre positif e.
Or, suivant notre supposition

Nous pouvons donc déduire des inégalité (43, 1) et (43, 2), en
vertu d'un théorème de Pliragmen-Lindelof ('), que dans tout
le secteur (42) on a

h (yj) == Ü m - - J ^ i ^ ( g e H ^ * < (TI D — 0 tg | « | cos ip

et en particulier, pour yj = 0

"D1 autre part, les formules (40), (41) ei: (43, 3) montrent que

log | yj (A„ ) |
lim

par conséquent, en tenant compte de (44), on trouve que

(89') ô ̂  (JT D — 0 tg | a | < 0

ce qui démontre la première partie du théorème.
Quant à la première partie du théorème II ' , elle est aussi

démontrée par la formule (39'), car si f (s) est une fonction
entière, elle est holomorphe dans chaque triangle Ho (/, a)-
quels que soient les nombres /e t a. L'expression (nD — 0 *£ a

dans (39') peut donc être prise aussi grande que l'on vent en
valeur absolue efc, par conséquent, d doit être égal à — oo .

Four démontrer la deuxième partie' du théorème II, sup-
posons en premier lieu que à a une valeur négative finie, et

Acta Mathematica^ l. c.
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soient / et a deux nombres ( J > J I D , 0 < a <<̂  ) qui véri-
fient l'inégalité (38). Nous pouvons encore supposer que le
triangle Ho (J, a) donné est le triangle symmétrique par rap-
port à Taxe réel.

Il doit y avoir une suite d' indices nv pour laquelle

log | G' (An ) |
lim = ô

tandis que pour tous les autres indices on a

Uni 2> Ô
—~ An

Posons

On aura alors, pour les indices de la suite nv

log | an | ÔÂn — log | G' (An ) | An
lim - = lim — — — 0

v —«^oo Wv v —^oo *>n flv

et pour tous les autres indices

log | an I ,. à An — log | G' (An ) | An
lim

n —^»oo fi n — ^ ao An

Donc, la série du type (A), qui a pour coefficients les nom-
bres (45), a l'abscisse de convergence égale à zéro. D'autre
part, si l 'on pose

on aura évidemment

| <p

et, par conséquent, en tenant compte de (39) et du fait que
— I est négatif, on verra que, pour | ^ | <J a

9? -^sin \ v i
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ce qui montre que q> (2) = e8% satisfait aux conditions du thé-
orème du § 7 ; par conséquent, la somme de la série

ÔX

e n

. e

est holomorphe dans le triangle Ho (l, a), c. q. f. d.

Considérons maintenant le cas où ô = - 00 , c. à d. où

Nous avons vu au § 6 qu'il existe alors une fonction <p(z) ho-

lomorphe dans un secteur | arg z | <J %pQ <^ —— et telle que

Pon ait

— log | 9? (r e«v) |
lim —^—^ ^ - = — oc p o u r | yj
^ r

et que si Pon pose

on a

_ log |an

Par conséquent, en vertu du théorème du § 7, la somme de la

série S an é~ n est holomorphe dans le triangle HQ (lf t/;0),

quelque grande que soit la valeur de Z, et ceci ne peut avoir
lieu que si cette somme représente une fonction entière de s.
Les théorèmes II et II ' sont doue complètement démontrés. Il
est d'ailleurs évident que ces théorèmes sont aussi applicables
aux séries dont l'abscisse de convergence n'est pas nulle; si
c désigne cette abscisse de convergence, il faudra simplement
remplacer le triangle ïï0 (/, a) par le triangle Hc (/, a).

Nous allons maintenant démontrer une suite de proposi-
tions qui se rattachent immédiatememt aux théorèmes précé-
dents. Dans toutes ces propositions nous supposerons pour
commencer (comme nous l'avons déjà indiqué au début du pa-
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ragraphe), que la suite des Xv est mesurable et de densité D.
Voici les théorèmes que nous allons démontrer.

Théorème lllm Si la série

(A) f (s) =

dont l'abscisse de convergence est égale à o, représente une
fonction holomorphe dans un triangle Hc (1, a), avec
cette fonction est holomorphe dans tout le demi-plan

* (s) > c — (/ — JT D). tg a ;

ce demi-plan peut d'ailleurs être déterminé comme le demi*
plan sur la limite duquel le triangle Hc (1, a) intercepte un
segment dont la longueur est exactemente égale à 2 n D.

Théorème IV. Chaque segment de longueur stipérieure à
2 n D de la droite d'holomorphie contient au moins un point
singulier de f (s). En particulier, si D est nul, la droite d'ho-
lomorphie est une coupure de f (H) et celte fonction ne peut
avoir aucun point singulier isolé.

Théorème V. Si sur la droite de convergence ou sur une
droite située à gauche de la droite de convergence il y a un
segment de longueur supérieure à 2 n D qui est tout entier
intérieur à l'étoile horizontale de f (s), la droite d' holomor-
phie est sûrement située à gauche de la droite considérée.

Théorème VI. Si Von désigne par K V abscisse d'holo-
morphie de la série (A), on a sûrement

à désignant,, comme plus haut, V expression (40). D'ailleurs,
la suite \Xn ) étant donnée, il existe toujours au moins une
série du type (A) pour laquelle Vabscisse dfholomorphie est
exactement égale à c — | o | .

Ces théorèmes se démontrent très facilement en partant
des théorèmes I et II. En effet, le théorème I nous montre
que, si f (s) est holomorphe dans un triangle Hc (/, a) (et nous
pouvons toujours supposer, sans restreindre la généralité, que
e = 0 et que le triangle considéré a son sommet sur Faxe
réel), il existe une fonction <p(z\ holomorphe dans le secteur
j arg z \ <Z « ©t telle que Pon a, quelque petit que soit €,
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^ e[(*v-Q*™ I vl +•] p o u r r a s s e z g rand et | %p | < a

ç> (An ) = an O' (A„ ) (n = 1, 2,....).

Il s'ensuit;, en vertu du théorème déjà cité de MM. Phragmen
et Lindelof que l' on a, pour | y | < «

_

L

/

\
L'

M

\

/

H c

A

B

B"

LUT)

0 >

- J

Si donc on prend un angle quelconque «t inférieur à a et si
l 'on détermine le nombre lx de telle sorte que Ton ait

(46) (*r D - lt) tg at D — 0 tg « ,

on verra, en tenant compte de la condition nD — / < O , que
la fonction q> (z) satisfait, pour | tp | ^ at et r assez: grand, à
la condition
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et cela quelque petit que soit e. Il s'ensuit, en vertu du théo-

rème I, que f (s) est holomorphe dans le triangle H (lt, a t).

Or, si l'on se donne un point quelconque s0 intérieur a la
bande

0 > Ht (s) > — (l — n D) tg a

on peut prendre a.l assez petit pour que ce point sQ soit situé

à l'intérieur du triangle H (/ t, OLX)) ceci est une conséquence

directe de (46), qui deviendra évidente si l'on considère la
figure 1. D'autre part la distance des points A et A' est évidem-
ment égale à 2 n D. Le théorème III est ainsi démontré.

Le théorème IV se démontre aussi facilement. En effet,
supposons que f (s) est holomorphe sur un segment A' A de
longueur supérieure a 2 n D de la droite d'holomorphie 8i(s)=K
(voir fig. 2'. Nous pouvons évidemment supposer, sans restrein-
dre la généralité, que ce segment est symétrique par rapport
à l'axe réel. Cela étant, il est clair que nous pouvons choisir
un point S de l'axe réel situé à gauche de la droite d'holo-
morphie et tel que le triangle SA' A ne contienne aucun point
singulier de f(s). Prolongeons les droites SA' et SA jusqu'à
l'intersection avec la droite de convergence eu (s) = c et soient
B' et B les points d'intersection respectifs. Le triangle SB'B
sera alors un triangle du type H (/, a) et f (s) sera holomorphe

dans ce triangle. Construisons maintenant la droite #t (s) = 5C
sur laquelle le triangle SBB' intercepte un segment de lon-
gueur 2 n D. Comme, par hypothèse, A A' ^> 2 jr D, la droite
§t (s) = JC sera située à gauche de AA'; on aura donc <5C<̂ H.
Mais, en vertu du théorème III, f (s) sera holomorphe dans le
demi-plan §1 (s) >> cX ; on devra donc avoir cK J> K. Ainsi l'hy-
pothèse que f (s) est holomorphe sur un segment de longueur
supérieure à 2 n D de la droite d'holomorphie nous a conduit
à une contradiction, et ceci démontre le théorème IV. Quant
au théorème V, il est une conséquence immédiate du théorème
IV, de sorte que nous ne nous arrêterons pas à sa démonstra-
tion.

Passons donc au théorème VI. lia première partie de ce
théorème est une conséquence du fait que l'on peut toujours

construire un triangle H (l} a), situé entièrement à l ' inté-

rieur de la bande
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u ^ gt (s) < ; c ,

pour lequel la quantité (l — nD) bgu soit aussi voisine que l'on

veut de c — 2C. En effet, le triangle H ( |. dont le som-

met est situé au point M (voir fîg. 3), satisfait à cette condi-
tion pour a assez petit. Si donc, pour une série quelconque,

on avait K <^ c — | Ô | , on pourrait construire un triangle

H (7, a) dans lequel la somme de la série serait holomorphe
et pour lequel on aurait (l — n D) tg « ^> \ à | , ce qui serait
en contradiction avec le théorème II. Enfin la deuxième partie
du théorème VI est une conséquence immédiate des théorèmes
II et III. Nos théorèmes sont donc tous démontrés.

Avant de terminer ce paragraphe notons que, si l'on con-
fronte les théorèmes I et III on en déduit immédiatement le
théorème suivant.

Théorème VU, Si l'abscisse de convergence de la série
(A) est égale à zéro, ntte condition nécessaire et suffisante
pour que V abscisse d'holoniorphie de celte série ne soit pas
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supérieure à un nombre négatif donné K = — h est qu'il existe
une fonction <p (z) holomorphe dans un secteur

I arg z | ^ a < - ^

et telle que Von ait dans ce secteur, pour r assez grand et
quelque petit que soit e,

| <p (reV) | < ; e—rf

et que "de plus on ait

ç> (An ) — a,, G' (An ) (n — 1, 2,....)

La démonstration de ce théorème est presque évidente;
elle consiste à remarquer que, pour que f(s) ait son abscisse
d'holomorphie égale à —h, il faut et il suffit qu' elle soit holo-
morphe dans chaque triangle H( (/, a) qui satisfait à la con-
dition l tg a « h, et à appliquer le théorème I.

§ 10. — Voyons maintenant comment on peut adapter les
théorèmes du paragraphe précédent aux séries pour lesquelles
la suite des exposants Au n'est pas mesurable, mais admet une
densité maximum. En premier lieu, il est clair que, si la suite
admet la densité maximum D et si l'on désigne par

' l i ^ 2 7 * " * Î ' m » • • • •

une suite mesurable de densité D, qui contient la suite \Xn \
comme suite partielle, toute série du type

(A) 2>e

11—1

peut être considérée comme série du type

(B)
111 = 1

certains des bm étant nuls et les autres étant égaux aux au ,
II s'ensuit que les théorèmes ƒ/ƒ, IV et V du paragraphe
précédent sont applicables sans modification à toutes les se-
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ries (A) pour lesquelles la suite des exposants a la densité
maximum D. En particulier, le théorème IV peut être nais
alors sous la forme suivante:

Théorème IV'. Si la suite des Xn , mesurable ou /ton, a
la deîisité supérieure D, chaque segment de longueur supé-
rieure à 2JTD de la droite d'holomorphie d'une série quel-
conque du type

dont Vabscisse de convergence est finie, contient au moins un
point singulier de la fonction f (s). Si D est égal à zéro, la
droite d'holomorphie est nécessairement une coupure de f (s).

Nous avons signalé dans 1' introduction que des cas par-
ticuliers de ce théorème ont été démontrés par MM. Carlson,
Landau et Póiya. Il résulte, en particulier, des théorèmes de
M. Pólya que lorsque

(48) lim (KH — K ) > 0
V «^»QO

les droites de convergence et d'holomorphie se confondent.
Considérons maintenant le théorème VI. Nous pouvons

encore affirmer que sa première partie reste vraie à condition
toutefois d'y remplacer le nombre à par le nombre

(49) ô' _ lim l 0 ë | S ' ( ? m ) l

OÙ

et cela quelle que soit la suite |Zm|, pourvu qu'elle contienne
la suite [An { comme suite partielle et soit mesurable et de
densité D. Et si P on tient compte du fait que pour toutes
les suites mesurables ô' <J 0, on verra que la première partie
du théorème VI restera encore vraie, si au lieu du nombre ô
on place le nombre ôt égal à la borne supérieure des Ó' pour
toutes les suites }/,ni qui satisfont à la condition d'être me-
surables et de densité D et de contenir la suite \An } comme
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suHe partielle. Or, le nombre ô\ ainsi défini est évidemment
assez peu maniable. Nous allons montrer que l'on peut donner
une définition de ce nombre qui ne dépend que de la suite
\Ân ) et d'une seule suite |/m |, au lieu de dépendre de toutes
les suites j/m} comme la définition que nous venons de donner.

Supposons donc que la suite }/m} est la suite mesurable
principale S qui contient la suite }An } comme suite partielle
et reprenons les notations du § 5, c. à d. désignons par m\a les
points 1^ qui ne se confondent avec aucun des Âv , et posons

*» = hv ï wik = 7,,k (r, k = 1, 2, ....)

k = i

Nous avons vu au § 5 que

(50) lim "k =

Si donc nous déterminons le nombre à' par la formule (49) et
si nous tenons compte du fait que ce nombre ne peut pas
être positif, nous verrons que

log | S' (lpv) | |Og | M (A* ) . C' {K ) 1

Or, au même § 5 nous avons vu que

U m log | M (A, ) I + '°g I K' (l»> ) 1 = 0

Nous pouvons donc écrire

(6i, »' = H . i o « l o - ^ ) l - i o « | K ' ( m , ) i
"'" Atv

V — ^ O O

Nous avons ainsi trouvé une expression du nombre è' relatif
à la suite mesurable principale S qui, eu outre des Xw , ne
contient que les pv , c. à d. les numéros d'ordre des A? eux-
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mêmes dans la suite principale S. Nous aurions pu montrer
maintenant que les nombres ô' relatifs à toutes les autres suites
mesurables et de densité D qui contiennent le suite {Av f comme
suite partielle, ne peuvent pas être supérieurs au nombre ô'
relatif à la suite principale S et déterminé par la formule (51) ;
au lieu de cela nous allons démontrer que la seconde partie
du théorème VI reste vraie pour les séries dont la suite des
exposants n'est pas mesurable, mais admet la densité maximum
D si 1' on y remplace le nombre ô par 1' expression (51). Par
cela même nous démontrerons évidemment aussi que cette ex-
pression nous donne précisément la borne supérieure Ôt de
tous les ô'.

Considérons la série

0 6 ô'lii.

(52) p(.,_y_L_ ,-v

où ô'est déterminé par la formule (51). Cette formule étant
équivalente à la formule (49), nous verrons facilement, en ré-
pétant un calcul déjà fait au § 9, que l'abscisse de conver-
gence de (52) est égale à zéro, tandis que son abscisse d'ho-
lomorphle ne dépasse pas à' en vertu du théorème VII du § 9.
Or, la formule (50) montre que V abscisse de convergence de
la série

k = l

est égale à ô'. Il s'ensuit que la fonction

est holomorphe dans le demi-plan 3t(s)^>ô', et comme son abs-
cisse d'holoinorphie K ne' peut pas être inférieure à ô', nous
voyons que l'on a K = ô'.

Pour achever la démonstration du théorème VI pour les
séries pour lesquelles la suite des exposants n' est pas mesu-
rable, nous devons encore considérer le cas où <V = — oo. Dans
le cas des suites mesurables nous n' avons pas eu à considérer
séparément le cas de Ô = — oo, car pour cette valeur de Ô le
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théorème VI est équivalent au théorème IF . Mais maintenant
nous ne pouvons plus nous baser sur les théorèmes II et II ' ,
car nous ne savons pas si ces théorèmes sont vrais pour les
séries pour lesquelles la suile \&v I n' est pas mesurable. Sup-
posons donc que ô' = — co et reprenons la démonstration de
la deuxième partie du théorème II' c. à d. la démonstration
de 1' existence d' une série du type

(53)

dont V abscisse de convergence est égale à zéro et dont la
somme est une fonction entière de s. Cette démonstration
consiste à construire une fonction qp (z) holomorphe dans un
secteur — a <J arg z <1 a et telle que 1' on ait

(54) ïüü j £ g l ^ f ! Ü L = - . oo pour | v
r—foo T

et

(55) iîm l ° g | 5 'iîm
n — ^ o o *n

avec

8' (h )

La série (53) satisfait alors aux conditions posées par le théo-
rème II ' . Quant à 1' existence d' une fonction <P {z) qui satisfait
aux conditions (54) et (55 \ elle a été démontrée au § 6. Or, à
la fin du § 6 nous avons vu que la fonction cp (z) peut être
choisie de telle sorte qu'elle satisfasse non seulement aux
conditions (54) et (55), mais encore à la condition

Dans ce cas la série (53) devient une série du type (A), ce qui
prouve que, toutes les fois que Ó' = — oc, il y a une série du
type (A) qui représente une fonction entière tout en ayant une
abscisse de convergence finie.

Le théorème VI est donc applicable aux suites \XV f non
mesurables mais admettant la densité maximum D, pourvu que
F on y remplace le nombre Ó du § 9 par l'expression (51).
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Notons d'ailleurs que V expression (51) est générale en ce sens
que pour les suites [K ) mesurables elle est équivalente à
l'expression (40) <lu § 9. Eu effet, si la suite [Xv } est mesurable,

on peut prendre K (z) = — — et pv = v de sorte que
n z

et

Nous pouvons maintenant condenser les résultats princi-
paux des deux derniers paragraphes dans le théorème suivant :

Si la suite \XV }, mesurable ou no?i, admet la densité ma-
ximum D et si V on désigne par à V expression (51) (ou, dans
le cas d' une suite mesurable, t* expression équivalente (40) on
peut affirmer que la plus grande distance entre la droite de
convergence d'une série quelconque du type

00

(A) f 00 =

et la droite d' holomorp/tie de la même série est égale à \ à | ,
et chaque segment de la droite d' holomorpkie de longueur su-
périeure à 2JFD contient au moins un point singulier de la
fonction f (s) représentée par la série considérée. Dans cet
énoncé le nombre | à \ ne peut pas être remplacé par un
nombre inférieur.

Nous avons dit plus haut que, lorsque la suite \Ân ! a une
densité maximum finie et satisfait à la condition (48), les droites
de convergence et d'holomorphie se confondent. Ce fait, qui a
été démontré par M. Pólya, résulte aussi de nos théorèmes. En
effet, à la fin du § 5 nous avons remarqué que, lorsque la
suite [Xv \ est mesurable et vérifie la condition (48), on a

n —4*°° n

donc a fortiori 5 = 0. D'autre part, si la suite |An j n 'est pas
mesurable, mais admet une densité maximum, la suite principale
mesurable S qui contient la suite \Xn } comme suite partielle
satisfait à la condition (48), si la suite \Xn \ y satisfait elle
même. Donc, en vertu de ce que nous venons de dire, l'ex-
pression (49) de à' montre que à1 = 0. La coïncidence des
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droites d'holoinorphie et de convergence pour les suites d'ex-
posants qui vérifient la condition (48) résulte donc effective-
ment de nos théorèmes.

Avant de terminer, considérons encore le cas, où 6 étant
égal à —oc, la série (A) représente une fonction entière de
s. Dans ce cas, nous pouvons appliquer le théorème du § 8 si,
dans une bande horizontale de largeur 2/, l'expression

(56) H(O= iiS ^J^r'+JLOJ.

conserve une valeur finie. Alors, si nous supposons que V abs-
cisse de convergence de la série (A) est négative ou nulle,
ce que nous pouvons faire sans restreindre la généralité, il y
aura une fonction <P (z) holomorphe Hans un demiplan ou (z
et satisfaisant dans ce demiplan à la condition

I <P ( P+

pour r assez grand et quelque petit que soit e. Or, nous avons
vu au § 8 que ceci n' est possible que si / nr est pas supérieur
à 7tD.

On peut donc affirmer que, si 1' expression (56) reste bor-
née dans une bande horizontale, la largeur de cette bande ne
dépasse pas 2JTD. En d'autres termes, la propriété des sé-
ries de Dirichlet d'avoir un point singulier sur chaque seg-
ment de la droite d' holomorphie dont la longueur dépasse
2nD trouve son pendant dans le fait q?ie, ^si une série re-
présente une fonction entière f (s), chaque bande horizontale
de largeur supérieure à 2JTD contient au moins une droite
3 (s) = tor telle que sur cette droite V expression

log \ fis) \
(57) |V|
ne reste pas bornée lorsque la partie réelle de s tend vers
moins V infini. Et le fait que la droite d' holomorphie est né-
cessairement une coupure pour la somme d'une série pour
laquelle D — 0 trouve %on pendant dan* le fait que, si une
telle série représente une fonction entière de s, V expression (57)
ne peut rester bornée sur aucune droite horizo7ttate lorsque
la partie réelle de s tend vers moins V infini.


