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Introduction.

La raison pour laquelle le cercle de convergence joue un
rdle si grand dans la théorie des fonctions déterminées par
des séries de Taylor X a, » est que ce cercle, en plus de la
propriété (qui lui sert de définition) de délimiter la région
ou la série considérée converge de celle ou elle diverge, posséde
encore la propriété d’étre le plus grand cevcle |2 | <R,
& ’intérieur duquel la fonction est holomorphe, tandis qu’elle
a au moins un point singulier sur le cercle lui-méme. Mais
quand on passe des séries de Taylor aux séries de Dirichlet,
on voit que la droite de convergence qui délimite encore les
régions de convergence et de divergence ne posséde plus né-
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cessairement 1’autre propriété du cercle de convergence. Il
peut arriver en effet qu’ une fonction définie par une série de
Dirichlet

) r&)=Yae

v=1

ne posséde aucune singularité sur la droite de convergence de
la série qui la définit et méme n’en posséde aucune & une
certaine distance de cette droite. Deux questions viennent done
tout naturellement & D'esprit:

1) quelles sont les suiles d’ exposanls {i,}, pour lesquelles
toute fonction f(s) déterminée par une série du type (1) pos-
séde nécessairement aw moins une singulurité sur la droite
de convergence de la série?

2) est-il possible de déterminer pour les auwires suiles
d’ exposants une droile sur laquelle la fonction posséde néces-
sairement aw moins wire singularité, tout en restant holomorphe
dans le demi-plan limité par cetle droile; quelle peut étre la
position de celle droite par rapport ¢ la droite de convergence?

Malheureusement, 1’état actuel de la Science ne permet pas
de répondre & ces questions. La possibilité de répondre par
I’affermative & la deuxiéme question representerait un trés
grand intérét pour la théorie de la fonction {(s) et permettrait
de faire un grand pas en avant du point de vue de la dé-
monstration de 1’hypothése de Riemann. Toutefois, si au lieu
d’imposer 1’ existence d’une seule singularité sur les droites
considérées, nous imposerons l’existence d’une infinité de points
singuliers, il sera possible sinon de répondre complétement & nos
questions, du moins de s’aventurer assez loin dans la voie de
leur résolution.

Plusieurs auteurs se sont occupés de problémes en rapport
avec les questions qui nous intéressent; je n’indiquerai ici que
les résultats qui se rattachent directement & ceux qui forment
I’objet de ce travail; quant aux autres, on en trouvera une
exposition assez compléte dans le fascicule du Mémorial des
Sciences Mathématiques consacré aux séries de Dirichlet (1).

MM. Landau et Carlson ont démontré que si la suite
des {4,] est telle que

(*) G. Vauron. Théorie générale des séries de Dirichlet (Mém, Sc.
Math. fasc. XVI1I, p. 21, Paris, 1926).
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2 li =0

@ s m

(3) lim (g1 — 4n) = g >0
e

la droite de convergence de la série (1) représente srement
une coupure pour la fonction f(s) (*). Ce résultat a été géné-
ralisé par M. P6lya dans deux directions différentes. Iin premier

lieu, M. Pélya a démontré que, si I’on remplace la condition (2)
par

4 lim
() nl—x:])ao An

=A<+ ®

eb si I’on conserve la condition (3), on peut attacher & la suite
{Zn} un nombre fini D, qu’il appelle densité maximum (%), tel
que chaque segment de la droite de convergence de longueur
supérieure & 2a D contient au moins un point singulier de
7(s) (®). D’autre part, M. Pélya a démontrd que, si 1’on con-
serve la condition (2) en laissant tomber la condition (3), on
peut affirmer que, ou bien la fonction f(s) est une fonction
entiére, ou bien son domaine d’existence est un demi-plan
& (s) > I, dont la droite limite est une coupure pour f(s) et
A interieur duquel f(s) ne posséde aucune singularité (*).
Le théoréme de MM. Carlson et Landau et le premier
théoréme de M. Pélya montrent que les suites {44} qui vérifient
les conditions (3) et (4) satisfont & notre premiére question.
Le deuxiéme théoréme de M. Pdlya montre que pour les
suites {Ant qui vérifient (2) la réponse & la premiére partie de
notre deuxiéme question est affirmative. Le but de ce travail
est de donner un théoréme qui comprend en méme temps les
deux théoremes précités de M. Polya et qui permet de répondre
4 nos deux questions, lorsque 1’on se borne a la considération
de suites |An) qui possédent une densité maximum finie. Pour

(1) F. Cartson et F. Lanoau. Neuer Beweis und Veraligemeine-
rungen des Fabryschen Liickensatzes (Gdéte. Nachr., 1921, p. 183).

(3 Pour la définition précise de la densité maximum voir plus loin.

(® G. Porya Ueber die Existenz unendlich vieler singuldarer Punkte
auf der Konvergenrgeraden gewisser Dirichletscher Reihen (Berl. Sits.,
1923, p. 45).

(Y) G. Porya. Eine Verallgemeinerung des Fabryschen Liickensatzes
(Gou. Nachr., 1927, p. 187).
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toutes ces suites la réponse & la premiére partie de la deuxiéme
question est affirmative; il existe une droite & (s) = h telle
que la fonction f(s) est holomorphe dans le demi-plan & (s) > h,
mais posséde strement une infinité de singularités sur la droite
R (s) = h elle-méme. Je donne & cette droite le nom de droite
d’holomorphie de la fonction f(s).

Pour ce qui regarde ’autre partie de la deuxiéme question,
nous indiquerons une borne supérieure pour la distance entre
la droite de convergence et la droite d’holomorphie, et par
cela méme nous répondrons & la premiére question, car dire
que la droite de convergence contient des singularités de f(s)
équivaut & dire que les droites de convergence et d'holomor-
phie de cette fonction se contondent. La propriété d’étre le
sidge d’une infinité de points singuliers est évidemment une
propriété de la droite d’holomorphie et non de la droite de
convergence, et si MM. Carlson et Landau et M. Pélya (dans son
premier théoréme) ont parlé seulement de la droite de conver-
gence, c’ est que dans les cas considérés par eux les deux
droites se confondent, de sorte que ’introduction de la notion
de droite d’holomorphie était superflue.

Je passe maintenant & une bréve exposition des résultats
contenus dans la suite.

Les trois premiers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude de quelques propriétés des suites de nombres
réels A, qui possédent une densité maximum finie. La notion
de densité maximum dont je tais grand usage a été introduite
par M. Pélya, dans un mémoire (1) ott il a étudié de prés les
propriétés des suites }A,!. Toutefois M. Pdlya, comme d’ailleurs
presque tous les auteurs qui se sont occupés des théorémes sur
la distribution des singularités des séries de Dirichlet que
I’on peut obtenir au moyen de 1'étude des propriétés de la
fonction

)

C(z)===l_[(1———7?2—)

v=1

g’est limité & la considération des suites d’exposants 4, qui
vérifient la condition (3). Je me suis attaché & voir s’il n’était

(1) G. Pouva. Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen
von Potenzreihen (Math. Zeitschrife, T. 29, 1929, p. 550),
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pas possible de généraliser la notion de densité maximum de
maniére & ne pas exclure les suites {i,} qui ne vérifient pas
cette condition.

D’autre part, lorsque 1’on étudie les propriétés de la
fonction C(z), on doit généralement exclure le voisinage des
points A,. Lorsque la condition (3) est vérifiée, on peut exclure
les intervalles (4, — %, 4, -+ 7), mais lorsque cette condition
n’est pas satisfaite, 1’exclusion des intervalles précédents, les-
quels dans ce cas peuvent empiéter les uns sur les autres quelque
petit que soit 3, ne parait plus éire suffisante pour 1’établis-
sement des propositions nécessaires pour la théorie des séries
de Dirichlet. J’ai done dit définir certains ensembles d’inter-
valles attachés aux suites {4,! et qui contiennent le voisinage
des points 4,. C’est & la définition de ces ensembles qu’est
consacré le § 2, tandis que les §§ 1 et 3 sont consacrés aux
propriétés des suites {A,! qui admettent une densité maximum
finie. J'y démontre que la plupart des résultats démontrés par
M. Pélya dans le cas spécial considéré par lui restent vrais
dans le cas général.

Les trois derniers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude des propriétés de la fonction C (z). Cette
fonction a été étudiée par plusieurs auteurs, notamment par
MM. Carlson, Landau, Ostrowski, Pélya, Szasz, Wennberg et
autres. M. Carlson a démontré que lorsque la suite (2,1 a la
densité D la fonction C (z) se comporte essentiellement comme
sin w Dz sar tous les rayons issus de I’ origine & l'exception
peut-&tre de l'axe réel (*). M. Pdlya a en outre démontré que
dans le méme cas on a

log [ C (1) |

r

lim =0

lorsque » creit indéfiniment par valeurs réelles en restant &
Vextérieur des intervalles 4, - 4y = 2 = 4, + 5 (2). Je démontre
an § 4 que ce théoréme reste vrai méme si la condition (3)
n’est pas vérifiée, pourva que l'on remplace les intervalles
(4 — m, A+ n) par D’ensemble d’intervalles défini au § 2.
Dans les §§ 5 et 6 jo démontre encore quelques propositions

(1) F. Canison. Ueber Potenzreihen mit endlich vielen verschie-
denen Koeffizienten (Math. Ann., T. 79, 1919, p. 239).
(®) Voir Math. Zeitschrift, 1. c. p. 571.
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relatives & la fonction C (), propositions dont je fais usage aun
deuxiéme chapitre, qui est consacré aux séries de Dirichlet.

Les deux premiers paragraphes du deuxiéme chapitre con-
tiennent la démonstration de deux théorémes que l’on peut
considérer comme 1’analogue des théorémes que MM. Lindelof,
Carlson et Soula ont démontrés pour les séries de Taylor (V).
Aux §§ 9 et 10 je démontre qu’a 1'aide des théorémes pré-
cédents on peut établir des théorémes assez généraux sur la
distribution des points singuliers de telles séries de Dirichlet.
Je suis conduit ainsi & introduire la notion de droite d’holo-
morphie et je démontre en particulier les résultats déja annoncés
relatifs & cette droite.

Veici les principaux de ces résultats:

Si la suite (A} posséde wune densité maximum finie D,
chaque segment de la droite d’holomorphie de la fonction

£

(5) re =Y aehs

r=]

dont la longueur dépasse 2sxD contient aw moins un point
singulier de f(s).

La distance entre la droite de convergence et la droite
d’ holomorphie de (B) ne peut pas étre supéricure @ un nombre
| 0| qui est completement déterminé par la suwite (A, }; je
donne l’expression analytique de ce nombre et je démontre
que l'on peut toujours choisir les coefficients a, de lelle sorte
que cetlte distance soit exaclement égale a | d| (2.

(1) E. Linperor. Calcul des résidus, Paris, 1905, chap. V; F. Caruson.
Sur une classe de séries de Taylor, Upsal, 1914; M. Soura. Sur les
points singuliers d'une fonction définie par une série de Taylor
(Ann. Ec. Norm., T. 44, 1927, p. 97); voir aussi le Mémoire de M.
CarLsoN cité plus haut.

2) MM. Carlson et Landau ont donné une borne supéricure de la
distance entre les droites d’holomorphie et de convergence pour le
cas D=0 ({. c., théoréme II); M. Neder a montré que powr certaines
suites (A, } on peut choisir les @y de telle sorte que cette borne soit
atteinte (Math. Ann., T. 85, 1922, p. 111). Mais on peut construire
des suites |4, | de densité D=0 pour lesquclles la borne indiquée par
MM. Carlson et Landau ne peut pas &tre atteinte, quel que soit le
choix des ay . J'indiquerai dans un autre travail des exemples de
telles suites.
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Les théordmes des §§ 7 et 8 sont trés fertiles en consé-
quences. Je n’ai signalé ici que les principales conséquences
concernant la distribution des singularités des séries de Di-
vichlet. On pourrait d’ailleurs en indiquer beaucoup plus; je
vrenvoie le lecteur qui 8’y intéresserait aux travaux indiqués
dans la note (1) de la page précédente; a 1’aide de ces livres
il se rendra aisément maitre de la méthode qui permet de
ratrouver ces conséquences, car les différences de méthode
rendues nécessaires par la substitution des séries de Dirichlet
aux séries de Taylor résultent d’unemaniére suffisante de la
comparaison de la démonstration de mes théorémes des §§ 7
et 8 avec celle des théorémes de MM. Lindelsf, Carlson et
Soula.

D’autre part, le théoréme du § 8 permet aussi de démontrer
des théorémes sur la relation qui existe entre la croissance
d’une fonction holomorphe dans un demi-plan et sa croissance
en une suite de points isolés (*). Je n’ai pas parlé du tout
ici des conséquences de ce genre, car j'estime qu’elles wéritent
un Mémoire séparé; j’espére avoir 1’occasion de le publier
dans peu de temps dans un autre receuil.

Chapitre I.
§ 1. — Soit

m Aty A2y evrs Ay seen.

une suite de nombres réels positifs rangés par ordre de erois-
sance. Nous dirvons, suivant une terminologie introduite par
M. Pélya (%), que cette suite est mesurable et de densité D si

le rapport tend vers D lorsque n croit indéfiniment.

n
Supposons maintenant que la suite (1) n’est pas mesurable,
mais que ’on a

(2) lim

N An

li
>

(!) Voir mes Notes aux Comptes Rendus, T. 186, 1928, p. 1407,
et T. 187, 1923, p. 1018, ainsi que mon Mémoire « Généralisation et
conséquences d’un théoréme de Le Roy-Lindelof » (Bull. Sc. Math.,
T. 52, 1928, p. 420).

(?) Math. Zeitschrift, l. c. p. 559,
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M. Pélya a démontré que, si la condition supplémentaire

®) Hm (Angs — An) = p >0
e

est vérifide, il existe des suites mesurables qui contiennent la
suite (1) comme suite partielle; la borne inférieure des den-
sités de ces suites est appelée par lui densité maximum de
la suite (1). Il y a sOrement une suite mesurable qui contient
la suite (1) comme suite partielle et dont la densité est pré-
cisément égale &4 la densité maximum de (1). Cette densité
maximum D satistait & la condition

1
D= —
p

et 'on a

N(@)—N(@§

r—1ré

4) D=limD(); D) —lim O=t<1)
&t r —$o0

ou N (r) désigne le nombre des points Ax compris dans Pin-

tervalle O < Ax << » (V).

Or, il peut arriver qu’il existe des suites mesurables con-
tenant la suite (1) comme suite partielle, méme si la condi-
tion (1) n’est pas vérifice. Dans ce cas nous dirons encore que
la suite (1, posséde une densité maximum finie, que nous défi-
nirons encore comme borne infériewre des densilés des suiles
mesurables qui contiennent la suile (1) comme suile partielle.
Nous allons voir plus loin (§ 3) que les formules (4) restent
encore valables dans ce cas; en attendant nous allons montrer
qu’il y a toujours une suite mesurable contenant la suite (1)
comme suite partielle et dont la densité est précisément égale
4 la densité maximum de la suite (1).

Pour démontrer cette proposition désignons par g, &, .....
une suite de nombres positifs décroissants tendant vers zéro.
Nons pouvons construire un ensemble de suites mesurables

QK1) Gk,2y +orey OKiny ovoe (k=1,2,..)

contenant toutes la suite (1) comme suite partielle et telles
que la densité de la suite d’ordre k soit inférieure & D - ex.

(1) En réalité M. Polya prend les expressions (4) comme définition
de la densité maximum et il démontre que celle-ci posséde les propriétés
caractéristiques que nous avons pris ici comme définition,
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Cela étant, désignons par Ny (r) le nombre des points de la
suite gk, ( =1, 2, ....) qui sont compris entre O et » (limites
exclues), et par Di la densité de la méme suite. (Nous pouvons
toujours supposer que Dkiy < Dg). Choisissons le nombre 7,
de telle sorte que l'on ait, pour r =,

N, (1) N.() _ g
e | <

-D,[ <=,
On aura alors
INg(ry) =N, (r)) | <7, (D, —Dy)+2¢ 1,3
Posons maintenant
N, (r)=p N, (r)=4y,
et formons la suite

(R) O, 1y 1,2y ooy Q1,p1y 02,q;+1) @2,q1+2y «+o0y 22,qg+my «oer

Si nous désignons par N’, (r) le nombre des points de cette
suite compris entre O et #, on aura évidemment pour » > r,

‘ Nl? (') - Ns (’) l = ‘ Nl (r) — Ns ("1) l
eot, par conséquent

N, () _ N,‘(r) ~ 3¢

r ?

lrl

._>0

La suite (R) sera donc mesurable et de densité D,. En outre
elle comprendra évidemment la suite (1) comme suite partielle.

Eun continuant de la méme maniére, nuos pourrons trou
ver un nombre 17, supérieur & 3 r, et tel que 1’on ait pour

r=r,

N’ (r
.—’;—')“— D, <&

< &, ‘——I‘E‘—r(ﬂ——Ds

et, par conséquent
I Ny () — N, (17,) | <3Bggry; | Ng(ry) — Ny (r,) | <4eyry

On construira alors la suite qui est composée des points de la
suite (R) inférieurs a », et de ceux de la suite jozm} (m=1,2,....)
supérieurs a4 »,. On s’assurera comme plus haut que cette suite
sera mesurable et de densité D,, et il est évident qu’elle
comprend la suite (1) comme suite partielle.
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En continuant indéfiniment fe méme procédé on arrvivera
a déterminer une suite de fonctions

N', (r), N, (), ...y N'i (1), ....
et une suite de nombres
ey Tgy gy eeeny Ty one

tels que l’on ait en premier lieu rx > 3 rk—y, et que 1’on ait
en outre pour r =rg
N'k (r) )
p

N *)
- Dy| < &, ‘——Ei — Dii1| < &k

r

et donc
| Ng41 (k) — N'k (k) | < 8 &g 7k,
| Ngat (k) — Nk (rx) | << 4 ex—1 7

Il est évident que les nombres »ri peuveut étre choisis de
sorte & ne se confondre avec aucun des points des suites
Qk,» 0t Qk+41,.

Cela étant, construisons une suite qui comprenne tous les
points de la suite g1, (v =1, 2, ....) compris entre O et r,, puis
tous fes points de [a suite g:, compris enfre »r, et r,, et en
général tous les points de la suite gk, compris entre ri_; et
ri. Appelons cette suite la suite (P) et désignons par () le
nombre de ses points compris entre zéro et 7.

On aura alors

w=h

n ()‘) = - 2 ‘N[l. (ry—l) - NM-‘ (rﬂ“l)} + Nh (1‘)
=2

ol h est choisi de telle sorte que 1y <7 << rh4q.
Assujettissons maintenant les nombres €, €,, .... qui n’étaient
jusqu’ici soumis qu’a la seule condition de tendre vers zéro en
. o .y ' . y e x .
décroissant, a la condition supplémentaire que la série I &, soit

v=1

convergente, et soit ¢, la somme de cette série.
Donnons nous un nombre positit & aussi petit que 1’on
veut, et choisissons le nombre I de telle sorte que I’on ait
- )
pe -
2e< g5

v=l
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choisissons en outre le nombre % de telle sorte que

r o
rk 8¢,

et kA<1l+4+1

Nous aurons alors pour » > 7y

w=h p=Il+1

n (1) Nu (r) | Tu—1 r,
ST =t X T =4 et
=2 u=2
- ) ) 56
4 P =—— + 35—

p=14+2

D’autre part, on a » >y, et par conséquent

" P)
I-E-h;(—i—Dh < &n—y <-—1—2—

et
' D - D I < & <

Donge, en définitive on a pour r > rg

n (1)

"o <
ce qui montre précisément que la suite (P) est mesurable et
de densité D. Or, il est évident, d’aprés le mode de construc-
tion de cette suite, qu’elle contient la suite (1) comme suite
partielle. Notre proposition ‘est donc établie.

Nous terminerons ce paragraphe en donnant quelques
exemples de suites non mesurables qui admettent une densité
maximum finie.

I. En premier lieu, on obtient une telle suite en prenant tous
les nombres entiers qui satisfont aux inégalités

22k < 4 =< 22+ (k=0,1,2,..);
alors, si 1’ on pose
4kt — 1

ag = g (A=0,1,2,..)
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on aura, lorsque n est tel que wy_| << nn << o
Ay = 22k +7n—ak—1.
On s’ assurera immédiatement que cette suite n’est pas mesurable

en calculant le rapport

pour les valeurs de =n égales a ak et
n

ak 4+ 1 (B —>o); d’autre part, la suite étant comprise comme suite
partielle dans la suite des nombres entiers, sa densité maximum est
finie.

II. La suite que nous venons de construire satisfait & la con-
dition (3). Nous aurons une suite qui ne satisfait pas a cette condi-
tion en prenant

= Aq Han = Ay — e~ M W2m+1 = A2m (m = 1, 21 ---)

Pour obtenir une suite mesurable contenant cette suite comme suite
partielle, il suffira de lui adjoindre la suite des entiers qui ne font
pas partie des An .

I1I. Enfin, nous pourrons former une suite qui contient des
groupes de plusieurs points trés rapprochés. Nous partirons encore de
la suite {4,} et nous poserons

T lorsque a3 < n<lax — k

=1
v = 22K H (g —n)e=n  » ak — k=< n < ax (k ) 2, 0)

On s" assurera que cette suite a une densité maximum finie de la
méme maniére que pour la suite {u,].

§ 2. — Considérons maintenant une suite {4,] possédant
une densité maximum D. Choisissons une suite mesurable |m,}
de densité D contenant la suite }4,! comme suite partielle. (Si
la suite est elle méme mesurable, on prendra m, = 4,).

Soit & un nombre réel fixe, supérieur & I’unité, d’ailleurs
quelconque. Notons sur 1’axe réel positif les points 1, &, £2, ...
désignons par A, l’intervalle

guml << < 8, (e =1,2,..),

A, désignant Vintervalle (0, 1), et soit s, la longueur de l’in-
tervalle A, .

Déterminons le nombre », de telle sorte que, pour my > r,,
on ait

P L1
—_ — D R
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et soient p, et u, des entiers tels que

Apo = o < Apott
Ero—1 < r, é Eno

Désignons encore par N, le nombre des points 4, situés-
dans l’intervalle A, (« > p,); N, est évidemment non supé-
rieur au nombre des points m, contenus dans le méme inter-
valle; on aura done

1L 9 11 1
- _ Ep—1 — . - S -
No< o Dgr— 5 D& _s,D[10+5 _1]

[

ou encore, en désignant par m la quantité

11 1 1
D|l—— 4+ — . ——
10 + 5 E§—1 ]
ou 1’unité, si cette quantité lui est inférieure),
q
N, < msu

Cela posé, désignons par f(x) une fonction réelle, positive
et non croissante de x déterminée pour toutes les valeurs po-
sitives de la variable, et posons

np == [ (4p) (r=12..)
Nous supposerons que la fonction f(x) est telle que l'on a

1 .
mf(4,) <Z , et que, par conséquent, quel que soit p, on a

1 1
mf(lp)<‘4—§ f(”-p)<T-

Nous allons construire une suite d’ensembles e, (u=1,2, ...),
ces ensembles étant formés d’un certain nombre d’intervalles
non empiétant les uns sur les autres et chacun de ces inter-
valles correspondant & un point 4, d’une maniére bi-univoque.

Considérons un intervalle A, et désignons par

A’Hly )Hn-{-l, eevey }~q

les points A4, qui sont situés dans cet intervalle. Si A, est un
de ces points (distinct du premier point Am), nous lui ferons
correspondre un intervalle o, de longueur 7, et dont le point
frontidre gauche coincide avec le point frontidre droit de I’in-
tervalle 0,y si ce dernier point est situé a droite de Ar, et
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avec le point A, lui-méme dans le cas contraire. Cela étant,
I’ensemble ¢, des intervalles correspondants aux points 4, de
I”intervalle A, sera complétement déterminé dés que nous
aurons fixé 1’intervalle o, correspondant an point 4,,. Noaus
fixerons tout-a-1’heure le point initial de cet intervalle en nous
bornant pour le moment 4 dire que sa longueur sera égale
& ym.

[L.a maniére par laquelle nous avons choisi les quantilés
7p, et ce que nous avons dit sur N, nous permet d’affirmer
que, pour u > u,, la longueur totale des intervalles de 1’en-
semble e, ne sera siirement pas supérieure & an quart de la
longueur de l'intervalle A, .

Construisons maintenant les ensembles e, e, e, ..... en
prenant pour point initial (point frontiére gauche) du premier
intervalle de chacun d’eux le point A, auquel cet intervalle
correspond si ce point est situé a droite du point frontidre
droit du dernier intervalle de I’ensemble précédent, et ce point
frontiére Iui-méme dans le cas contraive.

En vertu de nos suppositions, nous pouvons affirmer que
la longueur totale des intervalles des ensembles ¢,, €,, e,, ..., eu,

ne sera pas supérieure & Po, ©t, par conséquent, le point

frontiére droit de 1’ensemble e, (1) ne pourra pas éire situé &
droite du point

1
ry=_5 t — P,

Soit A,, l'intervalle auquel appartient le point »;; comme
la lJongueur totale de chacun des ensembles e, t1, €uyt2, ..oy €4y
est an plus égale au quart de la longueur de !’intervalle A,
correspondant, le point frontiére droit de I’ensemble ¢,, ne

pourra pas 8tre situé & droite de I’intervalle A, ot 1, désigne
1
le plus petit entier supérieur & s, + g e de méme,

le point frontiére droit de 1’ensemble ¢,, ne pourra étre situé
A droite de 'intervalle A,,, ot u, désigne Je plus petit entier

. 1
supérieur & u, 4 T (1g — my)-

(1) 1."ensemble e, aura généralement plus de deux points fron-
tieres. En disant point frontiére droit nous voulons désigner celui
d'entre eux qui est situé le plus & droite.



SUR LES SINGULARITES, KTC. 16

En raisonnant ainsi de suite on verra qu’il existe une
valear s de u telle que le point frontiére droit de I'ensemble
e, est situé soit dans I’intervalle A,, soit dans !'intervalle

)
Ayt (on pourra strement prendre s’ < pu, 4 e (ty, — pp)); il

est d’ailleurs évident que tous les ensembles e, (u > u') pos-'
séderont la méme propriété, et leur point initial sera toujours
4 Pintérieur de 'intervalle A, correspondant.

Bien plus, il est clair qu’ane modification quelconque (4
Iintérieur de 1'intervalle A,) du point initial de I’ensemble
e, ne peut avoir pour conséquence g’ une modification du
point initial de Uensemble e,yy, mais non pas de son point
final; elle ne peut donc avoir aucun effet sur U'ensemble e,q2.
Nous pouvons en conclure qu’on n’a pas besoin de construire
tous les eunsembles ¢, e/, ... , €u—1 pour pouvoir construire
I’ensemble e, ; il suffit, si u est supérieur &4 u', de counstruire
un ensemble €',y en prenant pour son point initial le premier
point A, que 1’on rencontre en parcourant de gauche & droite
I'intervalle A,_j, ot en agissant aprés comme on aurait fait
pour construire ’ensemble e, 1 si son point initial était connu;
le point frontiére droit de ’ensemble €', coincidera strement
avec celui de l'ensemble ¢,_4, ot la connaissance de ce point
suffit pour construire 1’ensemble ¢, .

Ayant ainsi déterminé la suite d’ensembles ¢, (©=0,1,2,....)
nous déterminerons une seconde suite d'ensembles g,, que
nous construirons de la méme maniére, avec la différence que
I’intervalle 0’y qui correspond aun point A, devra avoir son
point frontiére «roit coincidant avec le point A, si ce point est
situé a4 gauche du point frontiére gauche de 1’intervalle 8'y 11,
ou avec ce point frontiére lui-méme dans le cas contraire. Ce
que nous avons dit & propos des ensembles e, montre que nous
pouvons construire un ensemble ¢, (1« > n,) sans connaitre tous
les ensembles g, d’indice supéridur; il nous suffit de con-
naitre le point frontiére gauche de 1’ensemble g,44 d’indice
immédiatement supérieur et celui-ci coincide siirement aveo
celui de "ensemble ¢’y counstruit de la méme maniére que
gu+1 en partant du point A, situé le plus &4 droite dans 1’in-
tervalle A,4i. Nous pouvons donc construire chacun des en-
sembles g, pour les valeurs de u supérieures a s,. Quant aux
ensembles (.o, Juo—ty Fro—2: s Iy Jo» qui sont en nombre fini,
nous les construirons successivement en commengant par 1'en-
semble g,,. Il peut arriver toutefois que, pour une certaine
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valeur ¢ de u (¢ < g) nous devions dépasser le point O de
maniére a4 entrer dans la partie négative de 1’axe rvéel. Dams
ce cas nous arréterons I’ensemble g, au point O et nous con-
sidérerons comme des ensembles vides les ensembles

go’ gl7 ey gﬂ“"i'

Nous avons construit ainsi deux suites infinies d’ensembles;
les ensembles d’une méme suite n’empiétent pas Jes uns sur
les autres, mais il peut arriver que quelques uns des en-
sembles d’une suite empiétent sur certains ensembles de
I’autre suite.

Réunissons maintenant en un seul ensemble d’intervalles
les deux suites d’ensembles que nous avons construites (les
intervalles communs & un ensemble ¢, et & un ensemble g, ne
seront comptés qu’ une fois) et désignons par E [/ (x); {Ap]] ou
simplement par E [/(x'] "ensemble ainsi formé. Il est & peine
nécessaire de dire que l’ensemble E [/ (x)] ne dépend que de
la suite {4,] et de la fonction f(x), mais ne dépend pas du
nombre § De méme, la supposition que f(4,) est inférieure

1
a - n’ est pas indispensable.

Si I’on prend une autre limitation de f(x), on devra peut-
étre modifier 1’inégalité par laquelle on détermine r  en rem-
plagant son second membre par une quantité plus petite. En
outre, le rapport entre la longueur totale de l’ensemble e, et
la longueur de D’intervalle A, pourra étre supérieur au quart.
La démonstration pourra é&tre terminée toutes les fois que ce
rapport sera inférieur & 1I’unité, ce qui aura lieu certainement
2D’

Considérons plus spécialement le cas ol la fonction f(x) se
réduit & une constante 5. L’ ensemble E [/(x)], que nous pourrons
désigner plus simplement par E (3), possédera alors les pro-
priétés suivantes. Chaque intervalle (1) de E () de longueur s

si 'on a lim /(o) <
x—

s .
contient au moins o points de la suite {4yl et chague point
n

(1) Nous désignons par 1'expression « intervalle de E () » chaque
intervalle qui est tel que tous ses points appartiennent a 1'ensemble
E (), tandis que les points des deux intervalles adjacents ne lui ap-

partiennent pas, du moins si ces intervalles sont assez petits.
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Ap est contenu & l'intérieur d’un intervalle de E (1); chaque
intervalle de E () qui contient plus d’un point Ap en contient
au moins deux dont la distance ne surpasse pas 21, et aucun
intervalle de E () n’a une longueur inférieure & 27. Au cas
particulier ot la suite |4, satisfait & la condition de M. Pélya
lim (444 - 4,) = h > 0, "ensemble E () se réduit, si n<h,
¥ —a0

4 la suite d’intervalles

h—n=x=4+1
Exemples. — Indiquons la construction de 1'ensemble E (%) pour

les suites considérées a la fin du § 1.
Pour la suite {4,] cet ensemble sera formé par les intervalles

E (9; {An)) I —N=z2=/in+7" (n=1,2,..)

et chaque intervalle de E () ne contiendra qu’un seul point An.
Pour la suite {«n] on aura I'ensemble

£ (n; {ual) - N=z=p +n =1,2, )
n; {u . =
b n 2m+i — 2n S z é/lgm -1_2,2 t Bt |

et chaque intervalle de E(n),-sauf le premier, contiendra deux points un.
L'ensemble E () relatif & la suite {»,} sera plus compliqué. A

chacun des points ¥n tel que ag._y <72 < ax — k correspondra un
intervalle

v — << 2z<1n+m

tandis qu'a chaque groupe de points vn, qui vérifient la condition
ay — kK =<n<C ag avec la méme valeur de %, correspondra un seul
intervalle

Aoy — k4 D)0 S 5 < Ak + (R 17

Il y aura donc des intervalles contenant un nombre de points v
aussi grand que I'on veut, et en méme temps une infinité d'inter-
valles ne contenant qu’un seul point wn.

§ 3. — Supposons maintenant que la suite (1) posséde une
densité maximum D, mais qu’elle-méme n’est strement pas
mesurable. Nous allons voir que parmi les suites mesurables
de densité D qui comprennent la suite (1) comme suite par-
tielle, il y en a au moins une qui satisfait & la condition sui-
vante: si ’on désigne per wxt'k =1,2,....) ceux des points de
cette suite qui ne font pas partie de la suite (1), on a
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lim g — 4] =1>0, lim (ukx — pept) =m >0
k,i_—:)w k—;:‘c

Désignons par n(r) le nombre des points 2; compris entre 0O
et 7. Construisons une suite mesurable quelconque de densité D
qui comprenne la suite (1) comme suite partielle et désignons
par v (») le nombre de ceux des points de cette suite qui sont
compris entre O et r et ne se confondent avec aucun des A,.

Cela étant, construisons 1’ensemble E (I) déterminé au § 2,
! ayant une valeur quelconque non supérieure a —2——% . Soit,
en outre, C l’ensemble complémentaire de E; cet ensemble
sera formé par une infinité d’intervalles qui seront séparés
par des intervalles de 1’ensemble E. Désignons par

Dy Gy Py Qyy eeeeer y Pk gky +oe

les intervalles qui composent ’ensemble C. La longueur totale
de ceux de ces intervalles qui tombent dans l’intervalle (0, )
ne pourra pas &tre inférieure & » — 2 n (») I. Notons dans
chaque intervalle px gk les points

1 2 a3
Py P+ —5— P+ s e P

ol ui désigne le plus grand entier qui ne dépasse pas (qix — pk)D.
et désignons par m, m,, ..., M,, ... ces points rangés par ordre
de grandeur. Il y a donc dans chaque intervalle pi qx exacte-
ment E [(7x — pk) D] + 1 points m, (1) et le nombre m () des
points m, compris entre O et » ne pourra pas étre inférieur
4 [r—2n(r)l]D. Supposons maintenant que l’on ait pris

1
=

—ﬁ_; on aura alors

m@r)=rD — n(r)

et par conséquent

lim m (r) + n(r) =D
r—$o ?
Si le rapport —m—(’z—;h’iﬂ tend vers D lorsque # croft indé-

finiment, la suite formée par la réunion des points A, et m, sa-

() E (x) désigne le plus grand entier non supérieur a .
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tisfait évidemment anx conditions posées. Si, au contiraire, sa
limite supérieure est plus grande que D, nous construirons
une autre suite (S) de la maniére suivante. Cette suite devra
comprendre tous les points 4, et certains des points m,. Sup-
posons que nous avons déja établi quels points parmi les
points m,, i, ... mr—y feront partie de la sunite (8) et soit
ft(mg4y) le nombre de ces points; alors nous incluerons le
point my dans la suite (8) si

n(mg) + p (mg—1) < Dmkx — 1

et nous ne le comprendrons pas dans la suite (S) dans le cas
contraire. Le mode de construction des points m, et de 1'en-
semble d’intervalles E (I) nous garantit que, en procédant comme
nous venons de l’indiquer, nous aurons toujours

N@#)=n@)+u@r)>Dr—2

et donc

. N(r

lim —-—(—-)— =D
r—wn !
Nous allons voir quae ’on a aussi

— N{(r

lim ————(—) =D

r—$o r
ce qui prouvera que la suite (S) satisfait aux conditions posées
au début de ce paragraphe.

En premier lieu il est clair que lorsque » croit, le rapport
N
L) ne peut pas devenir supérieur & D en un point my. 8i

r
donc ce rapport devient supérieur & D, cela est entidrement
dt & l’apport des points A, . De plus, si dans un intervalle
(ry, 7,) ce rapport est supérieur & D, u(») garde une valeur
constante dans cet intervalle.

Supposons maintenant qu’au point » = », on ait

N (ry) — n (7'1) +u (rl)
y

r

=D 439, (6> 0)

1
Il y aura certainement une valeur de r supérieure & r, telle
N(r,) . o n(r)
que ——b—gD, car autrement on devrait avoir lim ; =D
ry —
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S
contrairement 4 nos hypothéses. Considérons maintenant un
intervalle r, << 7 << r,; tel que

N (r,.— 0) <D N (r,) -D
(N) N (,-;' "
o >D pour r, +-0< r < r,
Posons

2y = 2OV

() = max | 5 (r) |
rsx

» (r) ayant la signification indiquée au début de ce numéro.

Alors lim ¢ (»r) =0 et »(») est une fonction non décroissante
r—eo
de 7. Nous pouvons donc écrire, si » > 7,

Dr—n()—ra(r)=Dry—n(r)—ra(,)
nr)—n(r) D@ —r)+2rg(r,)

Appliquons ces inégalités & I’intervalle (r,, ;) que nous venons
de définir. Dans cet intervalle, comme nous 'avons déja re-
marqué, u (r) reste constante et, par conséquent,

N@p)—N@)=n({r)—an@)< D@ —r)+2r@,);
donc

N() . Ne)+[N@E) =N _ Dry4Dr = r)+r50r)

r + r

=D+2§(r1)

Nous voyons donc que la plus grande valeur que le rapport
N ()

v

pourra atteindre dans chaque intervalle qui satisfait

aux conditions (N) sera égale & la somme de D et du double de
la valeur de la fonction ¢ (r) au point initial de I’intervalle en
question. Or, ce que nous avons dit plus haut démontre que
I’axe positif peut étre divisé en une suite infinie d’intervalles
du type rN) alternés avec des intervalles dans lesquels N (») est
non supérieur & D; la longueur d’aucun de ces intervalles ne
C el 1

pouvant étre intérieure & 5

Cela ¢tant, si 1’on se donne un nombre € > 0 arbitraire-
ment petit, on déterminera le nombre », par la condition
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2{(M < e pour » =17,
et alors, pour » = r,, on aura
N() <D+e
”

ce qui démontre notre proposition.

La suite (8) que nous venons de construire et qui satisfait
aux conditions posées au début de ce paragraphe posséde en
outre quelques propriétés spéciales. En effet, en premier lieu
tous ses points distincts des 4, sont & 1’ extérieur de I’ensemble
E () relatif & la suite des A,. De plus, si "on désigne par
7k le numéro d’ordre d’un tel point mi dans la suite (S), c. &
d. si I’on pose nr= N (mk + 0), 7k sera toujours égal au plus
grand entier non supérieur & my D. Nous aurons & faire usage
de ces propriétés dans la suite. C’est pourquoi nous appellerons
la suite (S) swuite mesurable principale contenant la suite {A 1.

Les considérations de ce paragraphe unos permettent
d’ailleurs de démontrer que les formules que M. Pélya a donnés
pour la densité maximum dans le cas ol les A, vérifient la
condition lim (4444 — 4n) > O restent vraies dans le cas général.

n —erw

En effet, nous venons de voir que, quels que soient » et

7, On a

Dir—r)—[n(r)—n()=—2r¢0)
olt ¢ () indique une fonction de » qui tend vers zéro avec
T d’ailleurs les considérations qui précédent montrent

aprés un moment de réflexion que, si1’on met 4 la place de D
un nombre plus petit, on ne pourra plus maintenir au second
membre & la place de ¢(r,) ane fonction qui tend vers zéro

avec

. Il s’ensuit que D est le plus petit mombre pour
lequel on a

Der—r)y—[n@—n@) =0

r

lim
r,ry—e®

quel que soit le mode de croissance de r, et de r > r, vers
infini.

Soit & un nombre positit inférieur & un; prenons », = r§.
Nous pourrons alors affirmer que D est le plus petit nombre
qui satisfait, quelle que soit la valeur de & & l’inégalité
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im . n(r) —n(rg)
L A e

ou encore & l’inégalité

= n(r) —n(rf)
D=DE)=lm
On a done
D = Max D (§)

0=f<i

Or, M. Pélya a démontré (') que, lorsque & tend vers un, D (&)
tend vers une limite que nons pouvons désigner par D (1), et
en outre il a démontré que, quelle que soit la valeur de §,
D)= D). La démonstration de Dl. Pélya est d’ailleurs
indépendante de 1’hypothése (8), ce dont on peut s’assurer en
séparant les développements gquni conduisent 4 la démonstra-
tion de l'inégalité D (1) = D ($) de ceux qui ont pour but la
démonstration d’autres inégalités. Nous pouvons donc affir-
mer que

D =D (1) = lim D ()

c. & d. que les formules (4) de M. Pdlya (voir § 1) sont vraies
pour toutes les suiles qui ont une densité maximum finie et

méme pour celles qui ne la possédent pas, car dans ce cas
on aura

lim D (§) = oo .
§—t

Exemples. — Voyons quelles sont les suites mesurables prinei-
pales relatives aux trois suites considérées 4 la fin du § 1.

I. La suite principale relative & la suite {4,! s’obtiendra en lui
adjoignant les points de la suite {I] avec

1
lh == Lh + ? ’
{Ln} (h==1,2,....) désignant la suite des entiers complémentaire a
{An!. Ceci montre que powr des suites trés simples la suite principale

deut ne pas étre la plus simple parmi les suites mesurables contenant
la suite donnée. En effet, dans notre cas, la suite }4,} est comprise

(Y) Math. Zeitschrift, 1. c., pp. 557-560.
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dans la saite de tous les entiers naturels qui est plus simple que la
suite principale que nous venons d’obtenir.

II. Pour obtenir la suite principale relative & la suite {jn} on
devra lui adjoindre la suite

L, b, L, L, —1, 0, —1, .., h—1, ...
lII. Pour obtenir la suite principale relative & la suite {»,] on

lui adjoindra la méme suite {/),} qu'a la suite |44,

§ 4. — Supposons maintenant que la suite {i,} est mesu-
rable et de densité D, et considérons la fonction

@

®) o) =1 (1 #AL:,)

n=1

M. Carlson a démontré (') que
1) sur ’axe réel positif on a pour » assez grand

[C(n) | <Teer
quelque petit que soit £ > O.

. 2
2) 5 étant un angle compris entre O et 5 one

(6) | c (,, et iu) ’ — T Dsing 4 ()] r

& (r)y désignant ici et dans la suite une fonction indéterminée
1

tendant vers zéro avec — .
.

Le raisonnement de M. Carlson n’est plus valable pour

7)=% mais on s’assure immédiatement que la formule (6)
reste vraie méme pour 7 = —;t» En effet, on voit de suite que
chaque facteur de (5) atteint son maximum sur le cercle | z | =1
précisément an point = % et par conséquent | C(z)| atteint
aussi son maximum sur le cercle | 2| = r au méme point.

Cela étant, donnons nous un nombre positif & aussi petit que
Ion veut et choisissons 5, de telle sorte que 1’on ait

(1) Math. Ann., t. 79, 1919, p. 239.
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&

1 —sing <55

aprés cela choisissons 7, de telle sorte que dans la formule (6)
on ait, pour »r >1r, ot =19,

le ()| <—5—

On aura alors pour r > r,

+i
C(re 2)

D’autre part, on a, en posant @y = max

n=m An
(8) . C (re:‘: l%)

) iin,)l - e(nD—e)r

C (re

=

»n

~II(+57)=

n=1

<(1+4 rym ﬁ (1 + (a.;;~)* ) < (14 rtpm sinwiamr

n=m-$1

Wiumf

d’ ol I’on déduit que, pour r assez grand, on a

i
C(re 2)

Or, les formules (7) et (9) démontrent précisément que la

D4+ée)r
© =

F
formule (6) est encore vraie pour 5 = 5 -

D’autre part, on peut voir facilement que les propriétés
précédentes qui sont évidemment vraies aussi pour toutes les
fonctions

Cn (5) = —2 &)

n — 2
le sont d’une manidre uniforme par rapport & n. Plus préci-
sément, on s’assure facilement que n étant un nombre compris
] L
enitre — 5 et -
Uon veut, on peut trouver deux nombres positifs L et r, de

elle sorte que ’on ait pour r >r, et quel que soit n

(limiles comprises) et € étant aussi petit que
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(8"

Cn(rein)‘ < Le["DSi“ In|+4¢€lr

tes nombres L =L (1,&) et r=r1r,(n,¢) ne dépendant pas de n.
En effet, on a en premier lien pour %40

I . 16@]I
1Cae) | = An | sing] T A4, |sinp]|

ce qui démontre 1’inégalité (6') pour % 7= O.
Pour démontrer notre proposition aussi pour 5 = 0, nous
noterons que chacune des fonctions C, (3) est un produit ca-

nonique de méme forme que C (z) dans lequel le facteur
2

1
1— 2 est remplacé par — (1 =+ _z_) . Chaque facteur de
A‘ﬂ’ le A’ﬂ

Ch(2) atteint donc son minimum sur le cercle | z| = 7 au

£
point z = r. Choisissons donc 5 tel que =D sin g, < ) et

déterminons L' = L (no, —;—) et 1y =r, (’)m %) de telle sorte

que I’on ait pour » > »', et quel que soit 2

( : m) [n D sinqy, + %] r £
Cu\re < Le <Le

On aura alors, pour r >> r', et quel que soit #

r

79, er
| Cn("){ = ‘ Cn("e ) <L'e
c. q. f. d.

Une autre propriété de la fonction C (z) dont nous aurons
besoin dans la suite est la suivante: quelque pelit que soit le
nombre positif e, on peutl lrourer une suite de nombres R, Ry, ....
indéfiniment croissants telle que Uon ait

— &Rk

min | C(z) | > e k=12, ..)
|:[==Rk

En effet, nous avons vu que

(10) min | C(2) | = C (»)

lz|=r
D’autre part, en vertu de (6), on a pour tout 5 différent de

zéro dans 1’intervalle (—-— % , + ._g-)
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log | C (rein) |

h (n) = lim
T —» ?

=D | siny |
Or, MM. Phragmen et Lindelf ont démontré (1) que la fone-
tion h () est une fonction continue de 3; par conséquent, on a

— 1

h (0) = lim Mmo
r—o r

et il existe donc, quelque petit que soit € > 0, une suite de

nombres R,, R,, .... croissant indéfiniment, telle que

—eRk
|C(Ry) | > e k=12, ..)

ce qui, en vertu de (10), démontre notre proposition.

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence trés par-
ticuliére de la proposition suivante:

Quelque petits que soient les nombres positifs € el ) donnés
a Uavance, on peut trouver un nombre z, = z, (g, ) tel que
Uinégalité

(11) | C(2) | > ee

soit vérifice sur Uaxe réel posilif a droite du point z, en
tout point qui ne fait pas partie de ’ensemble E [y; (4]
défini auw § 2 (7).
Pour démontrer ce théoréme nous allons démontrer que
I’ inégaiité
C(Z) —eZ
(11" 1 > ¢

— sinzw Dz
z

est vérifiée & 1’ extérieur de 1’ensemble E () de méme que
I’ inégalité
(11") o)

cosmw Dz

> e-—al

Pour cela nous allons considérer le développement en produit
canonigue

) Acta Mathematica, T. 31, 1908, p. 393.

® M. Polya a démontré ce théoréme dans le cas ou les A, vé-
rifient la condition lim (Ay4y — 4,) = 1 > 0, Math. Zeitschrift, 1. c.,
p. 571. (Cfr. a ce propos la remarque faite & la fin du § 2).
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z
® ) p——
C(z) Av’ .
T = H 2D !’
—sinaDz p=t1 11— 3
z v

nous diviserons, comme au § 2, ’axe réel en une suite d’in-
tervalles

(Au) et S 3 4

et nous allons diviser le produit infini en deux parties: 1’une
qui comprend les facteurs pour lesquels le point 4, correspon-
dant est séparé de z d’ au moins un intervalle entier A, , 1'autre
qui comprend les facteurs pour lesquels le point 2, est situé
soit dans le méme intervalle A, que le point z, soit dans I’un
des deux iutervalles adjacents. Nous évaluerons la premiére
partie & 1’aide d’un artifice de calcul da & M. Carlson, basé
sur le fait que, pour tous les facteurs qui interviennent, on a

[ Af — 22 | =B A

B désignant une constante non nulle. Quant & la deuxiéme
partie, nous I’évaluerons, z étant supposé extérieur & 1’ensemble
E (), & aide d’un calcul élémentaire basé sur le mode de
construction de 1’ensemble E ().

L’inégalité (11") pourra étre démontrée exactement de la
méme maniére que l’inégalité (11').

Choisissons donc les nombres positifs & et 4 aussi petits
que ’on veut; pendant la durée de la démonstration nous
allons les considérer comme fixes. Pour fixer les idées sup-
posons que l'on a pris e << % ;M < —2?15 .

La densité de la suite |4,] étant égale & D, on a

(12) pu—

g‘ (1 4 em)  avec lim epn =0
m —oo

Choisissons la valeur m, = m, (¢) de telle sorte que l’on ait
pour m = m,

(18) | &m | < pe
y désignant un nombre positif que nous déterminerons mieux

. . . 1
dans la suite. Ce nombre, que nous supposerons inférieur & 1
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dépendra de la valeur de 7, mais une fois la valeur de 5 choisie,
» pourra étre choisi de maniére & rester invariable pendant
toute la durée du raisonnement. Cela étant, désignons par §la
quantité

(14) E§=1-+410ype*

% . Choi-

sissons maintenant Je nombre entier u, de telle sorte que

Ang < 890 < Amet

ot considérons la suite d’intervalles

On aura alors, en vertu de nos suppositions, § >

(15) Lz < 5‘“+1 (= p, + 1, n, + 2, -"-)

Donnons & u une valeur particulidre supérienre & u, + 4 ot
supposons que z parcourt 'intervalle (15) correspondant & cette
valeur de n. Déterminons les nombres m; et 2, (§ == o, o +1,...)
par les conditions

(16)  dm <2 Sam +1; A S8 <A +1;

on aura en général m; = n,, sauf pour certaines valeurs de g
(qui dépendront naturellement de la valeur de &), pour les-
quelles on aura m; 4 1 == ng .

. 1
Posons maintenant g =1 — —— 7 nous pouvons alors af-
s

firmer que, tant que z se trouve dans l’intervalle (15), on a
| 22 — 4% | = BA2 pour v < my,y b pour ¥ > 7u4s

ou encore, en usant d’an artifice dd &4 M. Carlson
’ 1]

z* D? 1 D ' D, \?
W1—~?_. 1+’_;"T— Y 14 R )I
1— z? = z Al_‘_z_’_. T == +z ﬂ&i

A0 | i

2
o [ 1|
W D? 25 (v)
— 2 — £ 9V
142 - L+ =5

Dans la derniére formule nous avons posé

a(v)==§n'[~3:~.~—1]};
i A,’D"
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cette quantité tend évidemment vers zéro lorsque » croit in-
définiment et elle est de plus indépendente de . Il 8’ ensuit
que, quelle que soit la valeur de f8 (et, par conséquent, quelles
que soient les valeurs de ¢ et », ou de € et %), on pourra trouver
une valeur p = p (g, ) telle que, pour » > p, on ait

6/(;') —5-—(48,,5)’

Par conséquent, si nous écrivons, en vertu de (17)

1 z* D2
— P »

v2 229 (v) 2*8(v)
[T o < T ) T (+52)
<M1 1— 2 =1 y=p4+1

V>Npte
nous verrons que le deuxiéme produit du second membre est

< s 4
inférieur, pour z > — , &
e

. tez e
1]+ () 4] =TI () - S <
r=p41 =1 1

Quant au premier produit, si I’on désigne par P =P (g, ) la

plus grande valeur de (;(:;) pour » =~ p, il est inférieur &
(1 4+ P2z%p; par conséquent, si nous choisissons z, de telle
sorte que, pour z = z,, on ait
) il
A1+Pry<e’
il
le premier produit sera inférieur & e *, pour z > z,. Par con-

séquent, si 1’on désigne par z, le plus grand des mnombres z,

4
et e on a pour z > z,

1- 2 :
— - —x
22
(18) I l —Fip: ¢
v<Mmu—y * T 3
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Notons encore que z,, et par conséquent z,, ne dépend que
de &, p et B; sa valeur sera donc complétement déterminée en
fonction de ¢ et de 7 dés que ’on se donnera la valeur de y.
Ceci nous permet de supposer que le nombre m, a été choisi
agsez grand pour que Ay, et par conséquent §o soit supérieur
4 z,, de sorte que I'inégalité (18) ait stirement lieu pour tout z
supérieur a gro.

Passons maintenant & 1’évaluation de la partie du produit
(18) relative aux valeurs de » comprises entre m,—4 et Npte.
Notons en premier lieu que pour ces valeurs de » on a stirement

z

2 <

<é

Ay

et donc, en vertu de (12 ) et (13)

zD
(19) Pl —ey) s —— S8+ y)
Or, suivant nos suppositions, on a
1 1 6
£<“Z’7<Tv E<"‘g H
il s’ensuit gue tous les facteurs du dénominateur de notre

produit sont inférieurs en valeur absolue & 1, de sorte que
nous pouvons écrire

Noto
s | 22— 22|
ute 1 — :'2 Ptz . H +i| v
z 1'=l!'l'u'_‘i
H z2 D2 2 I_I (1 - ;wz ) = n"_l_2
v=m[‘ ——i+t 1— 2 vﬁm"_‘-fi H )’vg
v=m”_l+l

Or, on a pour le dénominateur

Pu+t-2
2u+4\"u+2 Mu—1
(2 [T ~=(
’=m‘u—i+l
Quant au numérateur, nous allons démontrer que, lorsque z est

4 ' extérieur de V’ensemble E(¢) dn § 2 (¢ désignant un nombre
quelconque inférieur & »), on a
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‘V=“”+2 . . N
(22) H | 22 — 4,7 | Z(q_gl‘__liﬁ_) Iz
= e
v=m”_1-—i

ot N, désigne la différence 1,12 — m,_y. Comme I'’ensemble E
ne comprend sturement pas tous les points de I’intervalle (15)

(du moins si u est assez grand), il s’efisuivra, en tenant compte
de (20) et (21), que, z étant extérieur a 1’ensemble E, on a

| y=n 22

ot O N, \¥

v qNu I3

(28) 11 S _2_(85”*_2)
v=m“_1+1 - 2

Evaluons maintenant la quantité N,. En vertu des inéga-
lités (12), (13) et (16), nous pouvons écrire que, pour §=u, 41,
on a

mg

(24) T -y S < (e,

une inégalité analogue ayant lieu pour les .. On peut donc
affirmer que 1’on a

D tute D zu—t
1— pe? T —+ ye?

et par conséquent, en tenant compte de (14)

N. <

mw=p, +1, u, 4+ 2, .....)

-1 (g8 — Fu—1 5 g2
NﬂéDg# (& 1)+ 2 Din—t ye
95 1 — pyét 1 — pe?
@) N, N _ D
—t g ot 45— 1) 4 3ye’ <48 D yer
z T & 3

En vertu de nos suppositions sur le choix de ¢, y, ¢
1
26D

nous pouvons affirmer que la quantité 43 D ¢ y &* est inférieure
4 l’unité. On a donc a fortiori

g N,

9N
Fate <1 et log E”""; <0

g N,
log[ efutd ] l =

=l

1 1
e<—4—17’<'4_;Q<

[ g Nu }N# — e"Nu

e rntd
]

log

—z N Hlog No +

>e E.u 5}4
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Or, I"expression a | log « ' décroit constamment lorsque « tend
. 1 -
vers zéro par valeurs positives, dés que a << — . Si donc nous
e

subordonnons y & la condition

1
r<3p
on aura
N, , 48 1
T <8P <qg <
et
If" ogy—“—l<43Dye’|log(43Dys‘)|
e &

On pourra donc écrire

,—43%Dyet} | log 48Dyer) | + l log qu. !g

Dans cette expression la seule quantité encore indéterminée
est y; or, on voit de suite que 1’on peut trouver un nombre
positif y, ne dépendant que de n et de D, tel que lon ait

(27) 43D ye' 3 | log (43D ye?) | + | log eZ“" §< ——:—-poul'y<y,,
En effet, il suffit pour cela que 1’on ait
q 1
48D ye ) | log (48D ye') | + | log % {<T
s
ou encore que l’on ait simultanément
43Dey | loge® | << ! 43Dey | lo 43D]<—1—-
v|loge | <55 v | log 20
43Dey|logq| < — 8BDey|logy| <
v |log g 20 y|logy| <55

1
43D 1 £s —
ey |loges | < 20

ce qui aura lieu srement si 'on a en méme temps
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33Dy<——2% 11D(|logD|+6)<—él—(—)—
@) { 11D | logg | y < Dy|logy| <o
20 20

40Dy<~1~

20

Par conséjuent, on voit en confrontant les inégalités (23), (25)
et (26) que lorsque z est dans les parties de 1’intervalle (15) qui
sont extérieures au systéme d’intervalles E (¢) on a

Y=Pute § = -2
A C
(28) I I PENGD > e
v=m“_t+1 1 -— v‘

Il s’ensuit que, pour les valeurs de z supérieures & z, et exté-
rieurs & l’ensemble E (¢), on aura, en tenant compte de (18)

22
® ] —— — ez
Avi
29 5| >
rv=1 1— o

On démontrerait exactement de la méme fagon que 1l’inégalité

) 1 — — -—-—3—-:2

2’1"
(80) 05>

a lieu, elle aussi, pour toutes les valeurs de z supérieures & z,
et extérieures a4 E. Or, les inégalités (29) et (30) peuvent étre
mises sous la forme

3
, 7% | sinmzD
(299 1C(@) | >e “wzD
-3
(30) [C@i>e * (cosmzD]|
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Quelle que soit la valeur de z, ’une au moins des deux quan-
sinwzD 1

“wzD 27zD "’
conséquent, & partir d’une certaine valeur z, de z 1’une an

tités

et | cosmzD | est supérieure & ot, par

£

- — 2
. . . s 4 .

moins de ces quantités est supérieure & e . Si done nous

désignons par z, la plus grande des deux quantités z, et z,

nous pourrons affirmer que pour toutes les valeurs de z supé-

rieures & z, et extérieures & E(¢) on aura

(G | C(2) | > e

Cela étant, il ne nous reste plus qu’a montrer que 1’iné-
galité (22) est vérifide en dehors de 1’ensemble E (g).

Soit done z un point de D’intervalle (15) extérieur par
rapport & I’ensemble E (¢). Désignons par m, I’ entier déterminé
par la condition

jqnz <z <L Amz-{-‘l

Il est clair que la distance da point z & chacun des points
'{'“z ot ﬂmz+l sera au moins égale & ¢. Il est en outre clair

que, quel que soit le nombre entier », on aura
Iy <7 — (v 41) ¢
Am 4y > 2+ (v 1) g

car ces inégalités sont une conséquence immédiate du mode de
construction de I’ensemble E (g).
Cela étant, nous pouvons écrire que

V'—‘IIM+2
(82) I G+r=ee-n
v=mﬂ_i+l
ot
r=m

I G—2)=¢2¢.(me—mu) g=g" st (m—m,_y)!
v=m‘“_1+l
v=n”+,!

H = )| = ¢"t™s (g2 — ma)

v=m‘+i
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Or, on sait que, p et ¢ étant des entiers, on a

o)

On aura done

7=n"+2

" & — )| = qN”' 3('1‘N;¢)!$2 g( qup )N#

""=m‘u_1'+i 2 ae

et, par conséquent, en tenant compte de (32)

"Nt N
| | ) g(q gt I‘i"_) *

e
v—ml‘_i—}-i »

Or, cette inégalité est identique & 1’inégalité (22) et notre
théoréme est donc complétement démontré.
Supposons maintenant que, pour 4, >, on a

v

21 <ren

[ (r) désignant une fonction positive non croissante de =, qui
tend vers zéro lorsque » croit indéfiniment.

Dans le raisonnement précédent nous avons dQt soumettre
le choix de y aux inégalités (27'), parmi lesquelles quatre ne
contiennent que » et D, tandis que la cinquiéme

1
11D |logg |y <45

dépend aussi de g. Supposons maintenant que I’on donne & ¢
une suite de valeurs qui tendent vers zéro. Alors, dés que ¢
sera assez petit, on pourra prendre

1

Y= 250D |log q |
et I’on pourra déterminer pour chaque valeur de ¢ le nombre
m, par la condition

e!

Tm) < 956 Dl iog g T
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Réciproquement, prenons une suite de valeurs de » et déter-
minons les valeurs correspondantes de ¢ par 1'équation
8?
1) = - 1

7 () 350 D | Tog x| <1
Nous verrons alors que 1’ inégalité (11) sera vérifiée & 1’ exté-
rieur de l’ensemble E (¢x) pour toutes les valeurs de z supé-
rieures & rig. En remplagant la suite de valeurs discontinue
de » par une suite de valeurs continues, nous verrons que,
pour toutes les valeurs de z supérieures & z, (z, assez grand),
I’ inégalité (11) est vérifiée & 1’extérieur de I’ensemble E(g) ol

2

€
- D
g—=c 250 D 1 (z,)
Posons maintenant
£2
@) — e 250 D £ ()

La fonction ainsi déterminde sera évidemment une fonction
positive non croissante de a et I’on aura de plus ¢ (co) = 0.
Nous pouvons douc construire I’ensemble E [p ()] défini au § 2,
et nous pouvons affirmer que U'inégalité (11) sera vérifice a
Uextérieur de Uensemble Elp (x)] @ partir d’une certaine
valeur de z. Ce résultat est évidemment beaucoup plus précis
que le théoréme que nous avons démontré tout-a-1’heure, et il
permet de trouver des résultats intéressants moyennant des
suppositions sur le genre de décroissance de f(a), c¢. & d. sur

la rapidité plus ou moins grande avec laquelle —:— tend vers

D. En particulier nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
Si la suite (A} est telle que, @ partir d’une certaine va-
leur de v, on a

D 4, 1
%) === <tz
- . 260 D L
k étant une conslante supérieure @ — Uinégalité (11)

est vérifide sur Uaxe positif partout, sauf en une suite infinie
d’ intervalles dont la somme des longueurs ne dépusse pas une
quantité finie.
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En effet, £ désignant une constante supérieure & 1’ unité,
le nombre des points 4, compris entre £ et 1 est au plus
égal & A &, A désignant une constante (qui peut d’ailleurs
étre prise d’autant plus petite que » est grand). Il s’ensuit
que la longueur totale des intervalles de 1’ensemble E [p ()]
n’est pas supérieure a

&2 k &

T 250D () — 50D 8%

Apop@) ==Ape <APe = AL

Iy
ou

ke?
h=30p 10

Par conséquent, la longuenr totale de 1’ ensemble E [¢ ()] ne
dépasse pas la quantité

—h
N e R
c. q. f. d.

J’ai tenu & indiquer ce théoréme, bien que nous n’aurons
pas & en faire usage, parce qu’il me parait digne d’intérét.
En effet, je ne crois pas qu’il ait été démontré méme pour
les séries du type considéré par M. Pdélya. Je crois d’autre
part que la limitation (33) rendue nécessaire par le mode de
démonstration, doit pouvoir étre enlevée: je pense que le théo-
réme doit &tre vrai pour toutes les suites de densité D, mais
jusqu’ici je n’ai pas réussi & le démontrer.

Une autre proposition que je n’ai pas réussi & démontrer,
mais gui me parait devoir étre vraie, est la suivante:

Si Uon désigue par p une constante positive ou nulle, et
st € est un nomnbre positif aussi petit que Uon veut, I'inégalité

| C(2) | > e~twters

est vérifide pour z assez grand a Uextérieur de U ensemble
E [e—r2].

Je signale cette proposition (qui est vraie pour C(2)=sin=nz)
parce qu’elle constitue la généralisation naturelle du théoréme
que nous avons démontré dans ce paragraphe (auquel elle se
réduit pour p == 0) et parce que sa démonstration éventuelle
me parait ne pas étre dénuée d’intérét du point de vue de la
théorie des fonctions entiéres,
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§ 5. — On pourrait essayer de démontrer le théoréme
principal du § 4 pour les suites {4,} qui possédent une densité
maximum D sans étre mesurables. Je n’ai pas réussi a le dé-
montrer et je donte méme que le théoréme soit vrai pour ce
type de suites (*). Toutefois, nous pouvons affirmer que, si
Uon considére deux suites 2, el A, mesurables ou non,
mats posséduant une densité maximum D et telles que

lim =1
Vv —% X% v

.el si € et m ont la méme signification que plus haut, U iné-
galité

0 zl

1 (1 B w)
(34) - > e—es
|

H(“Z—f-) |

v=1

est vérifie sur Uaxe réel posiif pour towutes les valeurs de
z supérieures a une ceriaine quantité z, (qui dépend des deux
suites données et des nombres &, n) et extérieures a I’ensemble
E [5; {41] correspondant a la suite (Al

Ce théoréme se démontre de la méme maniére que le théo-
réme principal du § 4. Soit

Ly Ly eeery lpy oo

une suite mesurable de densité D qui contient la suite {4,}
comme suite partielle, de sorte que 1’on peut écrire

Av=1p ;
alors

Py

lim

r=xn

=D
et, p, n’étant jamais inférieur & »,

e v
lim —— D
im . =

==

(1) Pendant I'impression de ce travail M. Pélya a bien voulu me
communiquer un procédé qui permet de construire des suites non

mesurables & densité maximum finie pour lesquelles le théoréme en
question n’est surement pas vrai.
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Cela étant, écrivons

Py - ’]’)’ A+e)
Av =lv (1 +8'1)

et choisissons le nombre m, de telle sorte que ’on ait, pour

m = my,
2 ! 1
| em | < pe Iam|<T.

Nous pourrons alors démontrer comme an paragraphe précédent,
que, lorsque z est situé dans 1’ intervalle (15), on a

oy R

- i - 2 s
0T i)
V="My—q 1— 75 ve=i v
V> Npt2 7|

Mu—y et n,42 ayant la méme signification qu’au paragraphe
précédent et 6(») désignant la quantité
}"_2 { 22

2

quantité qui tend évidemment vers zéro lorsque » croit indé-
finiment. On en déduira, toujours comme précédemment, que

1— =
— A LI
(35) ]] ——7— > [ 2
vmy—q4 1— 5
V>Nt A,

pour z supérieur & une certaine valeur z,.

Quant & la partie du produit relative aux valeurs de »
comprises entre m,—1 et n,12, il peut arriver que de telles
valeurs de » n’existent pas, c¢. & d. que n,—y == n,.42; co oas
ne peut pas se présenter lorsque les suites j4,1 et |A,| sont
mesurables, mais rien ne I’empéche de se présenter si elles
ne le sont pas. Lorsque ce cas se présente, il est évident que
I'inégalité (35) est équivalente & D"inégalité (34), laquelle ré-
sulte ainsi véritiée pour tous les points de V'intervalle (15).

Lorsque, au contraire, 2,2 >> Mu—i, on procédera comme
au paragrapbe précédent. L’inégalité (23) ne sera plus appli-
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cable pour m; et 7n,, mais elle sera applicable pour les quan-
tités p; et g, définies par les conditions

b, <E&E=l; ly =& <lgt

et 1’on aura évidemment, quels que soient les nombres entiers
a et b (@ > b)),

(36) Ng — Mb <= Pa — b

car A, — Mmp 6t ¢un — pp représentent respectivement les
nombres des points 4, et I, situés entre £t et £ (limites com-
prises). Il s’ensuit que toutes les inégalités du paragraphe
précédent qui donnent des bornes supérieures pour des expres-
sions du type n, — m), sont encore valables pour les expressions
correspondantes ga — pp; elles sont donc valables « fortior:
pour les expressions n, — my en vertu de (36).

La démonstration peut donc étre terminée de la méme
maniére qu’au paragraphe précédent, sauf bien entendu en ce
qui concerne l’inégalité (31) et le passage des inégalités (30)
et (81) & Iinégalité (32), passage qu’il n’y a plus lieu d’ envi-
sager pour la démonstration de notre théoréme. (Voir & ce
propos la remarque faite au début de ce paragraphe).

Une autre proposition qui se démontre de la méme maniére
que les deux précédentes est la suivante:

La suite (A, ayant une densité maximum D et &, 5 ayant
la méme signification que dans les théorémes précédents,

By Byy eeee Bny e
Z,,Z,, ...y, ..
étant deux suites de nombres indéfiniment croissants, telles
que
Zn

lim =1
n—$» Zn !

on a, pour toutes les valeurs de n supérieures a une certaine
valeur n,

C (zn)

Caml|— ¢ "

pourvu que tous les points z, (n >> ng) soient situés a U ewté-
rieur de U ensemble E [n, {4,}].
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Posons

y 23
=l = ——1(1
A P, D ( ‘+‘€v)
Zy =z (1 +€”n)
lp, ayant la méme signification que plus haut et soit

k = max ——v—-
v=1 %

Choisissons le nombre m, de telle sorte que l’on ait pour
m=m,

| em 1 < pe?;
d’ autre part, choisissons n, de sorte que 1’on ait pour n =n,

£

|| < e

f# ayant la méme signification qu’au paragraphe 4 et désignons
par m, le nombre entier qui satisfait & la condition

A’lng = Zny < Am,

Cela étant, nous prendrons m, égal au plus grand des nombres
m, et m, Nous verrons alors que I’on a, lorsque zn est
situé dans 1’intervalle (15), pour les valeurs de » telles que
Y My—g 00V > Nyge

Zy? Zy2
1——7 — 1 z.ﬁ(l———) |1+ znt. 4¢€'n =
1 Wt | + — A = BA2
2
4c"y k2 202 €%n __)2 ._1___
= 11 + ‘“‘—‘Ev—z“—'— <1+ ( 9 ¥
2
ot, par conséquent, pour zn > ry
1 Zn? 1€ 2n .
— ———z 1 2 - o
n— 2= - ~ S

CZn? hd 2 | . t&zn
vy 1 — — (l (szn) ,__) sin
(v>ﬂ:+s At yl_’__ll + 2n »? 2
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Ou finira la démonstration exactement comme pour le théoréme
précédent.

Nous allons démontrer maintenant un corollaire des pro-
positions précédentes, qui nous sera utile dans la suite.

Soit une suite {4,! non mesurable mais possédant une den-
sité maximum D. Construisons la suite principale mesurable (8)
contenant la suite }4,] comme suite partielle (v. § 3) et soit
Py le numéro d’ordre du point 4, dans la suite (S); désignons
encore par my les points de (S8) gui ne font pas partie de la
suite |4,! et soit 7 le numéro d’ordre du point my dans la
suite (8), de sorte que les deux suites |p,| et |nk! représen-
tent deux suites d’entiers complémentaires 1’une de 1’autre.
Posons enfin

wo=M(1-75); ®@=M(-75)

pi
k=1 y=1

Cela étant, nous allons voir que, quelque petit que soit le nombre
positif € donné a U avance, on auwra a partir d’une certaine
valeur v, de v

—eh, ' A

e << | K (p) . M(4) | < e
Pour le démontrer désignons par n une quantité positive a1bi-
traire, d’aillenrs assez petite, et divisons les points 4, en
deux classes; ’une qui contient les points 4, situés a gauche

Dy . .
du point II—)— correspondant et ceux qui, tout en étant situés &
droite du point -%t correspondant, sont tels que 1’ intervalle

(% —= 1, A.,) ne contient aucun point my; 1’autre qui contient

les points A, pour lesquels cet intervalle contient au moins un
point myi. Si y a été pris assez petit, il ne pourra y avoir
qu’un seul point myi dans chacun de ces intervalles; cela dé-
coule du fait que nk est égal & "entier de mxD et que les
suites jmk! et ip,! sont complémentaires Soient v, v, ..... les
indices des points 4, de premiére classe et soient k,, &, .....
les indices des points mk qui sont situés dans les intervalles

(% — 7, Z,,,) des points 4, de seconde classe. Considérons la
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avec les

suite {¢,) qu’on obtient en réunissant les points

points mi; + 9 (4, )=1,2,..). On aura alors

qy

lim — =

¥ —a00 Ay
et de plus, si 1I’on construit 1’ensemble E [y; {mk|], tous les
points ¢,, aussi bien que tous les points 4,, seront extérieurs
par rapport a4 cet ensemble. Par conséquent, il résulte du théo-
réme précédent que

1
M (90) —? eln
M () (A'v)

pour les valeurs de » supérieures a4 une certaine valeur »,.
Remarquons maintenant que si nous construisons 1’ensemble
{ 7k . -
E |»; I (| les points ¢, seront tous extérieurs par rapport
4 cet ensemble. En effet, cet ensemble est constitué par les
. . nk
intervalles de longueurs 27 ayant leurs centres aux points D
Considérons un point my qui dans la suite (S) précéde ou suit
immédiatement un point 4,. Dans le premier cas la distance

entre

et ¢, sera non inférieure & la distance entre mk et
g», ot comme le point g, considéré est extérieur & 1’ ensemble

E [n; {mk!] il sera aussi extérieur & I’ensemble E [1]; %.’%‘.z],

dans le second cas la distance entre et ¢, sera égale ou

1 .
bien & o si le point 4, est de premiére classe, ou bien &

—— — 5 s’il est de seconde classe; ¢, sera donc hien exté-

D

n
rieur & 1’ensemble E [1;; ; Dk—:] si seulement on aura soin de

d 1
prendre 2 < —— oD

Cela étant, appliquons le premier théoréme de ce para-
graphe aux fonctions M (z) et
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~ 2 P2
-l 2

k=1

ot & la suite des points g,. Nous verrons alors que, & partir
d’une certaine valeur », de », on a

1 1

e- 3 _}_’qu) < e?eqv
Notons maintenant que, les suites nx et p; étant complémen-
taires, les points g’ sont tous extérieurs par rapport &
I’ensemble E [n; ; %Lq Nous pouvons donc appliquer encore

une fois le second théoréme de ce paragraphe pour conclure
que, & partir d’une certaine valeur v, de », on a

1 }/(&) i
-5 )| _ w9

v
e < |/
7 (g
On a done, ponr toutes les valeurs de » supérienres & v,
(v, désignant le plus grand des nombres »,, »,, v,)

» (m)
—el D elv
e < M_(}.,—)— < e
Or,
Py \ w Pt
y( DM)‘—H (1_ nk")
k=1

D’autre part

par conséquent

P g i . Py’ b T
5 K(pr)y(D)w“(l—— )zs(.._l, 3
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et ceci nous montre que pour » > v, on a

e IR (). M (4) | < e

c. q. f. d.
Reprenons maintenant la suite mesurable {4,} du § 4 et
considérons en outre une sunite de points

By Zgy ey Tny eene {lim zy, = o0)
n—o
et faisons correspondre a4 chacun de ces points un intervalle
A, qui comprend ce point & I’intérieur. Désignons par S, la
suite que I’on obtient en supprimant dans la suite [1,] les
points intérieurs & !’intervalle A,, et par E, I’ensemble
E (n; Sn). Soit enfin

(n) 22
Ca(z)=[I (1— “)

le produit étant rapporté 4 tous les points 4, de la suite Sp.

Cela étant, si nous reprenons la démonstration du théoréme
du § 4 et si nous tenons compte de la remarque faite au début
de ce paragraphe, que la démonstration reste valable si la
quantité N, du § 4 est remplacée par une quantité inférieure
(positive et méme nulle pour certaines valeurs de ), nous
verrons aprés un moment de réflexion, que l’on a, & partir
d’une certaine valeur de

&8Z

| Cu(zn) | > e n

pourvu que les points z, soient tous extérieurs aux ensembles
En correspondants.

En particulier, si nous supposons que la suite {4,} satis-
fait & la condition

(3) Ayt — Ay =2h >0 w=12,..)

et si nous prenons comme intervalle A, 1I'intervalle
A—h=Zz=n+h

en posant z, = A, nons aurons

Cn (zn) = % C’ (An)
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Il s’ensuit que
log | C' (A
o= lim 081G W] g
i An

Or, én vertu d’un théoréme de Laguerre (') la dérivée de C(z)
est une tonction du méme type que C(z), cette dérivée ne pos-
sédant que des racines réelles et deux racines consécutives
de C(z) contenant toujours une et une seunle racine de C'(z).
On peut donc écrire

C'(z)=zﬁ(1—— ;;)

v={

la suite des /, étant mesurable en méme temps que celle
des 4,. Par conséquent, le nombre & ne peut pas &tre positif
et on peut méme remplacer dans sa définition la limite infé-
rieure par la limite simple. On a donec, toutes les fois que la
suite (A, salisfait a la condilion (3)

5 = lim log [C"(n) | _

0.
n—&0 An

Reprenons maintenant une suite {1,/ non mesurable; con-
sidérons la suite mesurable principale (S) qui contient {dn]
comme suite partielle et conservons les notations d’il y a un
moment. Posons encore

o0

e -M(1—2) RO=QEME

v=t
Nous allons voir que, & partir d’une certaine valeur de k,
on a

e Mk < | C(mk) M' (mg) | < ek

La suite formée par la réunion de tous les g¢, et de tous les
myk sera mesurable et de densité I et elle satisfera & la con-
dition (3). On aura donc

lim 108 | B (mk) |
K —poo mg

=0

(1) Voir Borer. Fonctions entiéres. Paris, 1921, p. 32.
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c. 4 d. que I'on a_ura, 4 partir d’une certaine valeur de k

?smk

- —&m

k
e P < | QUm) M (my) | <e

Or, les points mk sont tous a 1’ extérieur des deux ensembles
E [n;1¢)]] et E [5; {4,}] et ’on a

lim =1

q»
Nous aurons done, & partir d’une certaine valeur de %

1
— emg

<e?

1
e i { C (mk)
Q (mx)

Par conséquent, en multipliant les deux derniéres inégalités,
on voit que, pour %k assez grand, on doit avoir

e Mk < | C(myg) M’ (my) | < ek
c. q. f. d.

§ 6. — Considérons de nouveau une suite mesurable }4,}
de densité D, et soit

By Zgy eeeny Ty oee (lim zp = 20)
une suite de points différents de tous les 4, telle que

lim dog |[C(zn) | _

n-—yon Zn

— ©O

C (z) ayant la méme signification qu'aun § 4.
Cela étant, nous allons démontrer qu'il est possible de
trouver une fonction ¢ (x) de la variable complexe x, holo-

(44 - -
morphe dans un secteur |argax | < w, < 5 et y satisfai-

sant aux condilions suivanles: o
1) sur chaque rayon |arg x| =y <y, on a

i
r—w© r

= —00;
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2) si U'on pose

@ (2n)
kn =
" ‘ C (zn)
an @
im J08A _

n—$owo Zn

Choisissons dans la suite des z, une suite partielle

Sir Say weeene
telle que 1’ on ait
(87) lim 081061 _
m-—<0 Sm

Suivant les travaux de M. Valiron, on peut toujours
trouver un ordre I, (c. & d. une fonction réelle et continue
o (r), différentiable sauf en des points isolés, telle que
lim g(r) =0 >0, lim o'(r) logr = 0), de maniére que, si I’on
r —eom r—ow

désigne par « () une fonction positive de » qui tend vers zéro

1 . . .
avec — et que nous préciserons plus loin, on ait
P

lim relr)—1 = oo, lim re—1 ¢ (r) = 0,
T —e00 r—eo

lim | ——log | C(%w) | + ot e oo,
n —o

En outre on peut trouver une fonction V (x) de la variable
complexe x, holomorphe dans le secteur

id < arg £ << d
9o = VET=Tg
et telle que dans ce secteur on a
V (reiv) = relv) eive [1 + ¢ (r, y)]

1
ol & (r,y) désigne une fonction qui tend vers zéro avec -

quelle que soit la valeur de y (%).

() Voir VaALIRON, Lectures on the general theory of integral func-
tions, p. 127 et suiv.
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On aura donc

lim M = o0, lim m = eive
3 77 r—e V()
. 1
lim — {log | C (Sm) | + V(gm)! = — Q0

m —ey0 gm

Cela posé il suffira, pour démontrer notre théorémne, de con-
struire une suite {u,} de densité D telle que la fonction

=1 (1-3)

satisfasse aux conditions suivantes, olt I’on a posé W (z) = eVs);
1) pour une certaine suite infinie d’indices nk, on a

}’(an) 1 ez,
. k
C (an) W (an) ‘ =

(39) e k<

quelque petit que soit &.

2) pour toutes les valeurs de 7n supérieures & un certain
nombre 7, on a

¥ (%n) 1 £z
“o 6] v =

C (zn)

En effet, si nous avons construit une telle suite {u,}, la
fonction

y (%)

99(3)==—W“(;)-

satisfait évidemment aux conditions de notre proposition, pour
7

Y, < 5g ? 08T on aura alors
e

log | @ (reiv) | << emDtesin|y]

— (1 —¢)cos (pe) V(r)

ce qui montre que la premiére condition du théoréme sera
vérifiée, tandis que la seconde est une conséquence immédiate
de (39) et (40).

Pour construire une suite ju,] qui satisfait aux conditions
précédentes, nous prendrons la suite }4,| et nous déplacerons
A’ une maniére convenable certains de ses points. Nous remar-
querons que l’on peut attacher & certains des points {m un

4
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petit intervalle Ay qui comprend, en outre du point gGn lui-
méme, quelques uns des points 4,, ces intervalles A,, étant
séparés ’un de 1’autre par des intervalles intermédiaires suf-
fisamment larges. Un faible déplacement des points A, intérieurs
4 Am n'influencera que trés peu la valeur de C(z) aux points
zk extérieurs & A,,, mais pourra influencer trés fortement la
valeur de C (z) aux points zx intérieurs & A, en particalier
au point &m. Nous commencerons donc par la définition exacte
des intervalles A, puis nous évaluerons d’une maniére pré-
cise l'influence d’un déplacement des 4, intérieurs & A, sur la
valeur de C (z) aux points s extérieurs & Ay, Enfin, nous allons
démontrer que le déplacement peut étre choisi de telle sorte
que son influence sur la valeur de C(z) aux points zx inté-
rieurs & Aw soit précisément telle que les inégalités (39) et (40)
soient satisfaites; cette démonstration sera sensiblement facilitée
par le fait que le nombre des points zg intérieurs & Ay, aussi
bien que celui des points 2, intérieurs & A,, est fini.

Remarquons maintenant que les points &n, & partir d’une
certaine valeur de m, sont tous intérieurs a I’ensemble E[5;{4,1];
en effet, s’il y avait des points {n d’indice aussi grand que
Pon veut & l'extérieur de cet ensemble, on devrait avoir, en
vertu du théoréme du § 4

Iim log | C (gm) | _
m —e Sm

0

Choisissons une valeur particuliére de &m; il est clair que
nous pouvons enlever de la suite {4,] un certain nombre de
points (un au moins) de telle sorte que I’ ensemble E () relatif
a la suite des A, qui restent, ne contienne plus le point &m &
Vintérieur. Désignons par
(41) lpm, "l'pm'H’ ) 'lqm
les points que nous devons enlever pour cela. Nous pouvons

choisir ces points de telle sorte que les ensembles E () attachés
aux deux suites

Apr Agy vy Ap =2y App —1y Aqr Aq 10 Ag 42 e
Ay Agr veeny me—% App—1y Ap ’1"1,,,4-11 Aq +2y e

contiennent encore le point &n 4 l'intérieur. Désignons main-
tenant par A, un intervalle qui contient & 1'intérieur les
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points (41) et le point &,, en laissant & I'extérieur les poigsts
Ap,—1, Aq,+1. Or, nous avons vu au § 2 que les intervalles de
E () générés par des points 4, situés & droite d’un point Z
assez grand sont tous situés & droite du point A—1 Z, A dési-
gnant une constante que I’on peut toujours prendre inférieure
4 'unité et que I’on pourra prendre d’autant plus petite que 3
aura été pris plus petit. Il s’ensuit que la longueur de Ay, sera,
pour e assez grand, inférieure a4 2 A Gn.

Déterminons maintenant la suite |n,! de telle sorte que
Pon ait g, = A, toutes les fois que 2, ne fait partie d’aucun
groupe (41), tandis que, pour les autres indices, u, sera soumis
4 la condition

lim &~
v —0 Ay

=1

Reprenons maintenant la division de 1’axe réel en wune suite
d’intervalles

(8,) F=ao<ptt

considérée au § 4, & désignant toutefois une constante fixe
indépendante de & et 7.

Prenons le nombre 7 et par conséguent, le nombre A assez
petit pour que l’on ait

1+ A <vE

D’autre part, prenons le nombre m assez grand pour que I’on
ait, pour les points (41)

e <o

Nous pouvons d’ailleurs supposer que la suite des &m ait été
prise de telle maniére que cette condition soit vérifide déja
pour §,.

Cela étant, nous verrons que, si &m se trouve dans Vin-
tervalle 9,, tous les points (41) et aussi bien tous les points

(42) mp oy Mo Ay e Mg —1 Mg,
se trouvent & 1’intérienr de 1’intervalle

(d) S5t
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Si maintenant nous supposons encore que les points Gu véri-
fient la condition

§m+i > §6 Sm

ce qui ne restreint pas la généralité, nous verrons que chaque
groupe de points (41) et (42) peut &tre inclus dans un inter-
valle du type (d,) que nous pouvons indiquer par d,m, et que

entre deux intervalles dym et d,.m correspondants 4 deux

+1
points consécutifs & ot Smpy1 il y a toujours au moins trois
intervalles 8, qui ne contiennent aucun point appartenant &
I’un des groupes (41) ou (42). Il s’ensuit que si nous con-
struisons les deux ensembles E () attachés respectivement &
la suite de tous les points 4, qui appartiennent a4 l’un des
groupes (41) et & celle de tous les points w4, qui appartiennent
a 1un des groupes (42), les intervalles de ces deux ensembles
gui proviennent des points contenus dans Dintervalle d, (c.

4 d. des points qui correspondent aua point ¢,) seront tous
intérieurs (du moins pour m assez grand) & 1’intervalle

(D.. ) gvm_2 —x < b=7m+3

m

et entre les intervalles (D,,m_i) et (D, )il y aura encore sfi-

rement un intervalle d, qui ne contient auncun intervalle ap-
partenant & l'un des deux ensembles que nous venons de
construire.

Notons d’ailleurs que ce qui précéde est vrai quel que
soit le choix de la constante &, qui peut 8tre prise aussi voisine
de "unité que 1'on veut. Or, ceci démontre que, si nous dé-
signons par Iy la distance entre le point &y, et celui des points
du groupe (41) qui en est le plus éloigné, on aura

On peut donc trouver une fonction «(z) continue, positive et
tendant vers zéro avec —:—, telle que ’on ait pour m assez
grand

lm < @ (&m) &m

C’est précisément cette fonction «(z) que nous ferons inter-
venir dans les conditions qui sont imposées & la tonction V (),
lorsque nous aurons a faire usage de cette derniére.
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Cela étant, si nous désignons par IT(z) le produit

1— 2
43) H——"%“
v 1—’7:,—

rapporté & toutes les valeurs de » pour lesquelles 4, fait partie
d’un groupe (41), on verra que pour les valeurs de z assez
grandes et gitudes & 1’extérieur de tous les intervalles (D,.m) on

a, en vertu du premier théoréme du § 5,
e—ee < | I (2) | < es2

Et comme, pour les autres valeurs de », on a g, = 4,, de sorte
que l’on a, quel que soit z,

Pt
o 11—
My
r=1 1"‘1',

nous voyons que pour les valeurs assez grandes de z situées
a U'extérieur de tous les D,.m, on a

(44) e=rr < | P (3) | < e

Prenons maintenant un point z situé & I'intérieur d’un inter-
valle D, . Nous avons vu aux §§ 4 et 5 que, si I'on désigne
alors par Py (2) le produit (43) rapporté a toutes les valeurs
de v pour lesquelles le point 4, est & 1’extérieur de ’inter-
valle (D,.m) et des deux intervalles (8,) adjacents de part et

d’autre & I’intervalle \D,m), on a, pourvu que /n soit assez grand,

(45) et < | Pm(z) | e

Or, nous pouvons rapporter le produit qui définit Py, (z) & tous
les points 4, qui ne font pas partie du groupe (41) correspon-
dant & la valeur considérée de m, car I'intervalle (D,m) ne
contient, outre les points 4, de ce groupe, que des points A,
pour lesquels 4, —u, et les intervalles adjacents ne contiennent
eux aussi que des points A, de cetie derniére espéce. Si done
nous posons
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qm
2 c
@ =M(1-5) o= gF
r= m Hm
(46) q: Qm (2) = -ﬁ:%
V:pm

l'inégalité (45) pourra &tre écrite sous la forme

ym (%)
47 e~z < l___.___ es%
(47) Om (8) <
Désignons maintenant par
(48) z:m), z;m), ..... ) zlm)

les points de la suite {zn] qui sont situés & 1’intérieur de
Pintervalle D, . Les formules précédentes mises’ en relation

avec les inégalités (44) et (47) nous montrent alors que, pour
que la suite {«,} satisfasse aux conditions (39) et (40), il suffit
que, & partir d’une certaine valeur de m, 1’inégalité

1
49 m(2) | ——=——— £Z
(49) [ Qm (2) | W (z) < e
soit vérifiée en tous les points (48), tandis que, pour 'un aun
moins de ces points, on ait

(60) e—~ez < | Qm (2) | < et

1
W (z)

Or, ces inégalités (49) et (50) ne contiennent que les points (41)
et (42) d’un méme groupe. Nous pouvons donc déterminer suc-
cessivement les points g, de chaque groupe (42) indépendem-
ment des points des autres groupes; mnous n’avons d’ailleurs
qu’un nombre fini d'inégalités pour chaque groupe. La déter-
mination des points s, de maniére & satisfaire aux inégalités
(49) et (50) n’offre donc pas de difficultés.

Prenons maintenant une valeur quelconque de m et dé-
signons pour simplifier les notations les points du groupe (41)
par

(m) ,(m)
2.‘ y A

(m)
SR
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et par

(m) (m) (m)
By By g ey My
m

ceux du groupe (42). Soit O un paramétre qui peut prendre
toutes les valeurs entre zéro et 1’unité et soient
a"™(0), «M0), .., <™ (6)

)
2 klll

des fonctions de ce paramétre qui satisfont aux conditions
suivantes:
1) si ’on pose

A(im) = max “un)(s)

o<1
et
Ap= max A?“),
1<i<<kn
on a
{im Ap =0
m —e00
2) quel que soit #, on a
(51) " (0)=0

3) & chaque i correspond un nombre T(im) compris entre

0 et 1 (limites comprises) tel que pour 0 << 6 = T:m) on a
o‘(im) (0) =0

{m)

tandis que pour les valeurs de 6 supérieures & T:m), N est

une fonction analytique de 6.
Cela étant, posons

(52) w" =[1+ ™ (8)] 2™ (i=1,2 ., km)

ce que nous pouvons faire, car la seule condition & laquelle
les points #, ont été soumis jusqu’ici, savoir

lim -4 1
¥ —e®
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sera alors satisfaite en vertu de la premiére des conditions

. . . . mn .
imponsées aux fonctions a(i )(0). Ecrivons

Qm (2) = 8m (6, 2)
et calculons la valeur de S,, (1,2z) pour tous les points zim)

(i=1,2, ..., kn). Nous allons voir tout & 1’heure que !’on

peut choisir les fonctions a:m’ (6) de telle sorte que 1’on aif

(53) Sm (1,m) = w (§m)
(m)

i
cisément de cette maniére. Il peut arriver que pour la valeur
(m)
i

Supposons donc que les fonctions «, ' (6) soient choisies pré-

considérée de m on ait, pour tous les points z, ' autres que Sn

(54) Su (1,2") = W (z™");

dans ce cas les conditions (49) et (50) sont visiblement satis-

faites. Mais il peut aussi arriver que pour quelques uns des
(m) I

points z inégalité précédente ne soit pas vérifiée. Alors il

y aura parmi les équations en g
3 (m) (m)
(55) Sm (0,5 = W (5™)

une au moins qui posséde des racines comprises entre O et 1.
Il peut d’ailleurs arriver que 1’une des équations (55) soit
vérifiée pour toutes les valeurs d’ un certain intervalle

L=0=t,;

si nous convenons de ne considérer comme « racine n de 1’égua-
tion que le plus grand point de cet intervalle, c. & d. le point
t, nous pourrons dire que les « racines n de chacune des
équations sont en nombre fini, car toutes les fonctions S, (6, 2)
sont des fonctions continues de 6; elles sont méme analy-

tiques en tout intervalle qui ne comprend aucun point T:m).

Nous pouvons donc considérer la plus petite « racine » de
chacune de ces équations; désignons la par 6, . Alors, si nous

remarquons que, en vertu de (51) et (52), on doit avoir, quel
que soit ¢

Sn\ (0, 2:“‘)) = l,
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nous verrons que, pour 6 < 6;, on a
Sm (6, 2'™) < W (s'™) (i=1,2,...., km)

Or, les équations (55) sont elles-mémes en nombre fini, de
sorte que nous pouvons choisir le plus petit parmi les nom-
bres 6,; soit 0y ce nombre. On aura alors

Su (6 2™) << W (™)

pour toutes les valeur de 7, le signe d’ égalité ayant lieu pour
¢t = r. Done, pour 0 = 6, la fonction Q (z) satisfait aux con-
ditions (49) et (50). Notre théoréme sera donc complétement dé-
montré si nous prouvons la possibilité de choisir les fonctions
a(im)(o} de telle sorte que 1’ égalité (53) soit véritiée. Or, ceci
n’ offre pas de difficultés. Posons

Cm 2
i
Kin
d=|Kn(lm) | = [I 6:“”
i=t

Désignons par ¢ une variable qui peut prendre toutes les
valeurs entre 1 et W ($m) et posons

Ko
tod .
tll _— V(m) (I= 1, 2,..o,k|n)
ai
posons encore
ti =1 si ¢t s 1

= M@¢ti si i >1

la fonction M (¢) étant déterminée par la condition que le pro-
duit de tous les ¢ soit égal & celui de tous les ¢'j c. & d. & ¢.
Les ¢ sont alors des fonctions continues de ¢, e si 1’ on dé-
signe par T la plus grande valeur de ¢ pour laquelle ; =1,
oun pourra dire que {, est une fonction analytique de ¢ pour
t > T'i; pour t <T", ¢t sera une counstante.
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Cela étant, nous pouvons poser
B (0 = |/-—~—1 o
! T
eb
1+ ™ (0) =4" (0[W (& — 114 1)

En premier lieu nous verrons immédiatement que la deu-
. R s . . m
xidme et la troisiéme conditions imposées aux fonctions “(i )(0)

sont satisfaites par les fonctions que nous venons de définir.
En second lieu nous pourrons nous assurer que la premiédre
condition est aussi satisfaite, si m est assez grand; en effet,
si m est assez grand, on aura, quel que soit 7

o™ | < (),
de sorte que, si i =<1, on a
(56) 180 6| =1 8™ | < a(gw)

tandis que, si ¢5 > 1, on a
k k

m m
®63 1 8Ma <8 = YR = YWEC TKmGn) |
ol
km < P Sm,

p étant une constante qui ne dépend que de D.

Or, nous avons choisi les points du groupe (41) de telle sorte
que 1’ensemble E(7) attaché & la suite de tous les autres 4,
ne comprenne pas le point &m. Nous pouvons donc affirmer,
suivant la remarque faite aut début de ce paragraphe, que
pour m assez grand on a

| Cm (Sm) | << e—ecm
Il ¢’ ensuit, en vertu de (37) et (38) que

lim log ' K (Cm) |
m —ep00 Cm

— OO

1
lim — {log | Km (w) | + V{im) | = — o
m—e o Cm
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Cette formule, en relation avec les formules (56) et (56'), nous
montre donc que, si m est assez grand, toutes les quantités
Q(S(im) i | seront inférieures 4 un nombre aussi petit que 1’on
veut, donné & 1’avance. Il s’ ensuit que toutes les quantités
ﬁ(im’(t) tendent vers un d’ une maniére uniforme par rapporta
I"indice 7, et ceci démontre précisément que les fonctions
aim)(ﬂ) satisfont & la premiére condition..

Eufin, pour montrer qu’ elles vérifient 1’ égalité (53), no-
tons que I’on a

— 8™

Sm \2 1 m) ! i i (m) (m)

1—((,..)) =1"[(..., wr| =1 o (L= 87) =87,
g A 1— &

ot, par conséquent

1 gm 4
km - (m) l"m

"
—_— — [
0 ey o
i=1 e ;'(m) i=1
i

Si donc on remarque que la valeur de ¢ qui correspond & la
valeur 1 de 8 est précisément W ({m), on voit que 1’on a

Sm (1. gm) =W (gm)

c. q. f. d. Notons d’ailleurs que les agm) (6) ¢tant choisis de la

maniére que nous venons d’indiquer, certains groupes de points
1y, peuvent se confondre en un seul. Ceci n’infirme en rien nos
conclusions car les théorémes des §§ 4 et 5 restent vrais pour
les suites qui contiennent des points multiples. Il faut seu-
lement faire attention & la multiplicité des points lors du calcul
de la densité ou lors de la construction des ensembles E ().
Avant de terminer ce chapitre indiquons une application
du théoréme précédent dont nous aurons & faire usage plus loin.
Nous avons vu au § b que I’on peut poser

c'(z>=zcx<2>2zl!=ll(’— '5)

aucun des points I, ne pouvant se confondre avec un point 4,.
Nous pouvons donc appliquer le théoréme précédent a la fonc-
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tion C,(2) et & la suite |4,] supposée mesurable, On verra
alors que, si l'on a

log | C' (4

lim 81O
S Ay

on peut trouver une fonction ¢ (z) holomorphe dans un secteur
7 , .

largz | <y, < - et telle que 'on ait

J— A
(67) lim _l?g__l’?’*(’iﬁj_ == — o0 pour | w | < g,

r—0 r
et
(38) fim 18k _,
n—po An
ol
@ (4n)
B o= |—0 "0
=5

Reprenons maintenant le cas général et soit
Qyy Lgy coeey Cmy oo

une suite de points possédant une densité maximum D, et telle
que l’ensemble E (3; |am!) ne contienne aucun des points zy.
Soit encore comme précédemment

Z"‘, zng’ ereny znk
une suite partielle de la suite jz,! pour laquelle la fonction
y (2) vérifie les inégalités (39) et (40). Nous pouvons évidemment
supposer que la suite jzn | a été choisie de telle sorte qu’elle

soit mesurable et de densité zéro. Soit (A) la suite obtenue par
Ja réunion des suites ja,,! et ;z,,ki; ce sera encore une suite.

de densité maximum D,. Construisons la suite mesurable prin-
cipale /8) qui contient la suite (A) comme suite partielle, et soit

Bus Buy wveny P yenen

la suite mesurable de densité D, que 1’on obtient en enlevant
les points zn de la suite (S). Le mode de construction de la
suite (S) nous garantit que l'ensemble E (3, \6!) ne contiendra
aucun des points z,,, si y est assez petit. Si donc nous posons
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s - )

nous aurons, en vertu des théorémes du § 4, pour Zn, assez
grand

—EE,
I B (I“k) I >e k
tandis que pour z assez grand mais quelconque nous aurons
[B(2) | <e=

Ceci nous montre que la fonction

7, (2) = »(z) B(2)

satisfait aussi aux conditions (39) et (40) et il est clair que
cette tonction s’annule aux points «,. Nous pouvons done
affirmer que, lorsque la suile |an| possédant une densité ma-
ximum finie est telle que U'ensemble T (n, lam}) ne contient
aucun des points z,, la fonction ¢ (z) qui salisfait aw théo-
réme précédent peut étre choisie de telle sorte que l'on ait

©(om) —0 (m—1,2,..)

Appliquons encore ce résultat & la fonction C,(z) de tout
A I’heure. Nous verrons alors que, si la suile mesurable |4}
est telle que

lim 181G G| _

— QC
An

n—Sw
et st les points A, sont divisés en deuax calégories
Ay gy veey Alyy e
"
AT Ay ey Ay e

de lelle sorte que U’ ensemble E (y; |A''4)) ne contienne aucun
des points A',, tandis que pour les points Ay on @ encore

log | O (#) | _

lim
Ay

y—9®

__.w'

on peut déterminer la fonclion ¢ (z) de telle sorte qu’elle sa-
tisfasse aux conditions (57) et (58) et que de plus on ait

@ (ﬂ.”#) =0 (=12, ..)
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Chapitre II.

§ 7. — Théoréme I. Soit Ay, Agy ., Any ... Une suite de
nombres positifs croissants, tels que

) lim —— =D
n—ex An
D étant un nombre fini, positif ou nul, et soit
=]
(2) r(s)= 2 an et (s=o041¢
n=1

une série de Dirichlet dont U abscisse de convergence n’est
pas supérieure & zéro. Pour que f(s) soit holomorphe sur le
segiment

(3) [e] <!

de la droite de convergence, il faut el il suffit qu’il existe un
angle 3 (0 = ——;L) et une fonction ¢ (z) holomorphe dans
le secteur

4) —n=argz=m

et salisfaisants aux conditions suivantes:
1) quelque petit que soit & on a pour @ assez grand

B) | @ (0 ew) | < eell=D -lsin,yp|+e]

pourvu que |y | <.
2) pour n entier positif, on a

(6) @ (,1:) =an C' (4n)
ot

b 2
z
C(z) = I I 1 —
( ) A"i
n={

En outre, pour que la fonction f(s) soit holomorphe a Uinté-
rieur du triangle isocéle quir a pour base le segment (3), dont
le sommet est silué sur U'axe réel négalif et 'angle a la base
est égal a a, il faut et il suffit que la condition précédente
soit vérifiée pour tout n inférieur @ w.
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I. La condition est suffisante. Supposons qu’il existe une
fonction ¢ (2) qui satisfait aux conditions de I’énoncé et con-
sidérons l’intégrale

1 /‘ @p(z)e s2dz
2ni C(2)

prise suivant un contour Ci formé par deux segments des de-
mi-droites arg z = =+ 7 et I’arc de cercle yx de rayon R et de
centre origine.

Il est évident que, si R est différent de tous les A,, on a

1 p(s)e—s2dz @ (An)  —Hs —Aps~
@ g [ " om =2 Gy = D
Cr AR nlR

Nous allons voir que l’on peut choisir une suite de valeurs
indéfiniment croissantes de R de telle sorte que, pour certaines
valeurs de s, la partie de 1’intégrale (7) relative & 1'arc de
cercle vz tende vers zéro. Alors, le deuxiéme membre de (7)
tendra vers [(s), tandis que le premier membre se transformera
en une intégrale prise snivant les deux demi-droites args==41.
On obtiendra done une expression de /(s) qui ne dépend que
des valeurs de ¢ (2) et de C (2) sur ces deux demi-droites et
il ne sera pas difficile de s’assurer, en se basant sur (5) et
sur les propriétés de C(z) établies au § 4, que I’expression
considérée représente une fonction holomorphe dans le triangle
isocéle dont il est question dans notre théoréme.

Posons donc z = Reiv; alors, pour s réel et positif, on
aura, en vertu des conditions imposées a @ (2)

I @ (z) e—»sz I < e—R[scosy—(xD—{)sin |yp|—s]

D’autre part, nous avons vu au § 4 que I’on peut choisir une
suite de valeurs indéfiniment croissantes de R de telle sorte
que I’on ait

(8) | C(Relv) | > e-pm

quelle que soit la constante positive p. Par conséquent, pour
s réel et positif, on a sur yx l’inégalité suivante:

®) P (é)( e)‘" < e—Rlscosy—(xD—) siny | —p—e]
z
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Fixons maintenat le nombre s, par la condition

(10) socos g — (aD — ) siny —p=1 (), sil<<aD,
(109 s,cosn -~ p=1, si !l > aD.

Alors, pour s = s,, on aura sur yz (R étant choisi comme il
est indiqué)

! p(z) e~

o1e)] < e—(1—er

i
Par conséquent, si R croit indéfiniment en prenant seulement
des valeurs pour lesquelles (8) est vérifiée, la partie de 1’in-
tégrale (7) relative & 1l'arc yx tend effectivement vers zéro.
Quant au second membre de (7}, il tend vers f(s), lorsque R
croit indéfiniment d’ une maniére quelconque (continue ou dis-
continue), tant que s se trouve dans un domaine intérieur au
demi-plan de convergence 6 < 0, ce demi-plan étant en vertu
de (1) le demi-plan de convergence absolue. Dans ces condi-
tions, nous pouvons affirmer que lorsque R croit indefiniment,
en ne prenant que des valeurs telles que (8) ait lieu, 'inéga-
lité (7) devient

— i s __ €T [ @ (0e=in) e=see™ dg
an f(s) = lim E e W= 2mi / C (ge—in)
» A|;<R
2 C (o ein) !

cette formule est ainsi démontrée pour s réel et supérieur
a5, ().

E 4
(1) C’est toujours possible si << - - Quant au cas 2—% ,

nous en parlerons plus loin (voir § 8).

(?) Notons toutefois que, si nous n’avions pas supposé explici-
tement que s se trouve dans le demi-plan de convergence de (1), notre
raisonnement ne nous aurait pas permis d'affirmer que (2) converge
pour les valeurs de s pour lesquelles ‘10) a lieu. On ne pourrait le
faire que si I'on était sir que dans chaque intervalle (An, An41) ily a
des valeurs de R pour lesquelles (8) est vérifiée, ce qui n'est pas le
cas en général. Le raisonnement permettrait seulement d° affirmer
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Pour achever la démonstration nous allons montrer que
chacune des intégrales qui figurent dans le second membre
de (11), est holomorphe & I’intérieur de tout angle 2 d’ouver-
ture (w — 27) qui a 1’axe réel positif pour bissectrice et qui
intercepte sur 1’axe imaginaire un segment de longueur infé-
rieuve (d’ailleurs d’aussi pen que l'on veuty & 217; ceci implique
édvidemment I"holomorphie de f(s) & Pintérienr du triangle
isocéle dont il est gquestion dans notre théoréme.

En posant s =061/, on a

—speXtM — I isi
‘ e—see l = o(ocosyTF-tsiny) ;
d’autre part

I'P (e eii")i < e@l(7D —D)sinyt-e]

IC (e ej:in)[ — e0[7Dsinyte,(0)]
1
€, (o) tendant vers zéro avec o Par conséquent, on a

i) e—-sgei m |

(12) plee i < e~ o[ocosy-(I7-¢)siny—e]
CleeE™)
Or, lorsque s est situé dans ’angle 2, on a

|t]<octgn4+1l—h

h étant un nombre positif; done
ccosn+ (IF ¢t)siny > hsinyg

et, lorsque s est situé dans 2, I’expression (12) est inférieure
& e—elhsing—e] ce qui démontre notre affirmation.

II. La condition est mécessaire. Supposons que f(s) est
holomorphe & 1’intérieur du triangle [— ltga; 4+ 17; — L{].
Soit 4 un nombre réel non nul, w un angle compris entre

qu’ une certaine suite de sommes partielles de (2) converge vers le second
membre de (11); on serait conduit & un phénoméne de extra-convergence
(Ueberkonvergenz), qui se rattache aux travaux de M. Ostrowski. Je
reviendrai sur ce sujet & une autre occasion.



66 V. BERNSTEIN,

F11

-5 et | —% tel que tgyw =— %k et a4 une constante telle

l
que d’une part 0 < a < m et d’ autre part a < ltga;

considérons I’intégrale
(13) J(z)::f £(s) et ds

prise suivant la demi-droite qui part du point -- @ en faisant
avec I’axe positif un angle égal & yw. Posons

s=—a-o-+tiko, z = gein;
alors
(14) l est | == @—A8co8y  goe(cosy—ksing)

et comme dans tout demi-plan &(s) > p >0, on a

®
7)1 < X lan)e
n=1
il s’ ensuit que I’intégrale (13) a un sens si cos 3 — ksiny <O,
c. & d. lorsque z est situé dans 1’angle

(15) —g——rp<argz<—g~ si k>0
ou
(16) —(*‘g——lwl)>argz>———g— si A< 0.

Il est clar d’ailleurs que, la valeur de a étant choisie,
I’intégrale (13) détermine la méme fonction de z, quelle que
soit la valeur positive de %, pourvu que cette valeur ne dé-

l
passe pas —a—; I’intégrale (13) détermine donc une fonction
J,(2) qui est holomorphe dans I’angle
l
(15%) % — arctg - < argz < 12‘-

Modifions maintenant le chemin d’intégration en suivant aupa-
ravant ’axe réel du point — @ jusqu'a l’origine et puis la
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. . l
droite arg s — y. Tant que k est inférieur & —, la nouvelle
a

intégrale représentera la méme fonction J, (z) et elle aura
encore un sens tant que z est situé dans (15). D’ailleurs, cette
derniére affirmation reste vraie méme pour des valeurs de %

- l . ‘s .
supérieures & — et, par conséquent, la premiére affirmation
a

reste aussi vraie pour les valeurs de k aussi grandes que l’on
veut. En prenant successivement pour % une suite de nombres
positifs indéfiniment croissants, on déterminera ainsi une
fonction J,(3) holomorphe dans le domaine

T
O<argz<T;

en procédant de la méme maniére et en premant pour % des
nombres négatifs indéfiniment croissants en valeur absolue, on
déterminera une fonction J, (z) holomorphe dans le domaine

0 >argz> — ——;—- .

Nous allons montrer que J, (z) est le prolongement analytique
de J, (2) au dessous de 1’axe positif et que la fonction J(2)
ainsi déterminée n’a dans le demi-plan & (z) > 0 aucune sin-
gularité & 1’exception des points 4; qui sont des pdles de
premier ordre de J(z). A cet effet, donnons & % une valeur
positive fixe et modifions le chemin d’intégration de maniére
A parcourir I’axe réel de — @ & -+ 1, puis la droite s =1+ ¢
d'puis 41 & 14:k(14a) et enfin la droite s—=—a-4o+iko
depuis 1 ik (1 4 @) jusqu & Uinfini.

La série (2) est uniformément convergente dans tout domaine
situé complétement & I’intérieur du demi-plan & (s) > 0. On
peut donc écrire

. 1+ik(1+a) —a+h(1+ik) o @ (z—l")l—ajh“_*—ik)l ) i @n ez—ln
I P hr e - —

1 1+ik(148) n=1 n=1

Or, on peut voir, en tenant compte de (14), que la premiére
somme du second membre de (17) est inférieure en module &

1 —2, (h—a) | sy ksi
Rh _ 2 an e ol a) elg(cow smr;);
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par conséquent, lorsque z est compris dans le domaine
n
18) T - wte) <argz< o €>0),

on a, en posant g = % sin (y + &) — cos (w + #) >0, pour h
assez grand

1 —4 —qeh
Rh<—k——[i‘20ne 1"8 e

Il 8’ ensuit que, z étant toujours intérieur i (18), on peut écrire

—A
an e’ 'n
2 -~ An

1 0
(19) J, (2) = / [(s) essds — >
—a n={1

On s’assurera de la méme maniédre que, -lorsque z est situé
dans le domaine

a8)  —[5—Gvi+a]|>wgs>— 5 (e > 0)
on a
S ® a z—2
ne 0
19) @ =[reemas - 32T
—a n=1

Les seconds membres de (19) et (19’) représentent une fonction
analytique dans tout le demi-plan & (z) >0 et ils sont d’ail-
leurs identiques, ce qui démontre notre affirmation.

Cela étant, si nous posons

(20) 9 (5)=—C(s). 7 (2),

la fonction @ (2) satisfera évidemment, en vertu de (19), & Ila
condition (6) et elle sera holomorphe dans tout le demi-plan
& (3) > 0. Il reste & démontrer qu’elle satisfait & la con-
dition (5).

A cet effet notons que, de la méme maniére que nous
avons démontré (19), nous aurions pu démontrer que

M ® (=2, )
21 J(z) = /f(s) e ds — 3 a—"ze—:l_
—a n={
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e désignant un nombre positif aussi petit que ’on veut. Or,
1’ abscisge de convergence de (2) n’étant pas supérieure a-
zéro, on a

(22) [ @n | < K e™n

et cela gquelque petit que soit @ > 0 (K, désigne ici une con-
stante qui ne dépend que de w). D’autre part, on sait que

C (o €i7) = el=Dsin'y +e(ole

C () < L. eve

(28)

et que les mémes formules sont valables pour les fonctions

C (2)

Cn(2) =——7—

(n=1,2,..)

les constantes qui interviennent au second membre ne dé-
pendant pas de n (*). On déduit, par conséquent, de (20) et (21),
en tenant compte de (22) et (23), que, pour o assez grand et

2
vl <, <—2'

(24) l ?’(Q e‘r) I < Ma eC’[-’eos)"l"ﬂD!Si"ﬂ‘i’B(e)] +
o

+ K, ee[scosy+nDisinyl+e(e)l 2 e(w—c)l,,

n={

ot Ma = max |f(s)]. Or, si nous prenons & = —E—, on a
—a=_s=1 2

o a© &

— —4
3w S

n=1 n={

ot la série du second membre, qui est s@rement convergente
pour & >> 0, ne dépend que de & On a donc

|p(eer)| < Nase ofecosy+-aDisiny,+e(el}

la constante N, . ne dépendant que de a et de &, On a donc
dans tout le secteur |arg s | <<y,

(25) @ (2) | <<evlwl {(p = const.)

(*) Voir § 4.
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et, en particulier, sur 'axe réel positif
(26) | 9 (3) | < evlele
Il s’ensuit, en vertu d’un théoréme de MM. Phragmen-Lin-
delof (*) que I’inégalité (5) sera démontrée pour tout le secteur

27) —a<largz < a

si nous avons démontré qu’elle est vérifiée sur les droites
arg s = + «. Or, les formules (13) et (14) montrent que, si
1"on désigne par M'yx le maximum de f(s) sur la demi-droite

arg [s — (— a)] = y = arctg &,
on a

1

J eia M’ k e—8ecosa .
| T (el) | < M, cos @ — & sin «

’

pourvu que l’on ait pris & tel que cosa - ksina <0, ot a

{
tel que 0 < @ << TET - Ces conditions seront évidemment

remplies si I’on prend

l
k=14 ¢)ctga a——-(l——s,).k|
1

les nombres £, et ¢, satisfaisant a la condition

1 — g

14 ¢ .> l—e
On aura alors

{1 —

——acosaa,—-—l—_—*_—g:’—lsinu——(l — €) lgin a

et, par conséquent,

l J(Q eia) l < Ns e—(l-c)hina.o
ou encore, en tenant compte de (23),
(28) | p(0ele) | << Pe ee[(nD—l)sina.{..] ,

N, et P, indiquant des constantes qui ne dépendent que de e.
L’inégalité (5) est donc démontrée pour argez=—a, ot on la

(Y) Acta Mathematica, T. 31, 1908, pp. 391-403.
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démontrera de la méme maniére pour arg z = — «. Notre théo-
réme est donc complétement démontré.

§ 8. — Il résulte du théordme que nous venons de dé-
montrer que, pour que f(s, soit holomorphe & 1’ intérieur de
la bande [ 3(s) | << !, il faut et il suffit que, quel que soit

I’angle 5 inférieur a -;i, il existe une fonction ¢, (2) qui est

holomorphe dans le secteur (4) et y satisfait aux conditions (5)
et (6). Or, il peut arriver qu’il existe une fonction qui satisfait
&4 ces conditions méme pour 3 = —;—; plus généralement, il
peut arriver qu’il existe une fonction qui satisfait aux con-
ditions suivantes:

1) ¢ (z) est holomorphe dans un demi-plan & (z) > 8,
étant un nombre réel, dont la valeur absolue n’est égale &
aucun des nombres A, ()

2) @ (3) satisfait & la condition (5) daus tout ce demi-plan

3) on a pour tout n entier positif, tel que Ay, > g

P (An) = an C' ("n)

Nous allons voir que dans ce cas la fonction f(s) est non seu-
lement holomorphe dans la bande

(H) [3(s) | <1

mais que dans toute semi-bande horizontale

(B) 3 I lL<l;  &()<O
complétement intérieure 4 la bande (H) on a
£(s) = e-p+ols & (s) siy>— 1
@ (= )
r(s) = qp—C’—('Zﬁ_ I A Y
An< Bl

ot £(s) tend uniformément vers zéro lorsque s croit indéfini-
ment dans la semi-bande (B), et cela quelque petit que soit le

(1) Cette restriction n’est pas absolument nécessaire. Le lecteur
qui connait le Chapitre V du Calecul des Résidus de M. Lindelsf trou-
vera facilement les modifications & apporter & ce qui suit pour ne pas
exclure le cas ot f est égal en valeur absolue 4 1" un des An.
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positif @ (1). Réciproquement, si la fonction f(s) satisfait dans
toute semi-bande (B), quels que soient les nombres & >0 et
l, <1, & la condition

[(s) = e~Bos £ (5) sif>—2,

n=Kk
f(s) = 2 [728° el"s + e—-(ﬁ+m)8 & (S) si -- z’k—l—-i <ﬁ< — A

n=14

s

ot £(s) a la méme signification que tout & 1’heure, il existe
une fonction @ (s) qui satisfait aux conditions que nous venons
d’énoncer (si— Ak 1< f<—Ak, on aura ¢(—4n)=dad—nC’(—2in)
pour n = 1,2,..., k) (?).

Il n’y a pas beaucoup & changer dans la démonstration
du § 7 pour obtenir la démonstration de la proposition qui
nous intéresse.

Nous prendrons cette fois comme contour d’intégration
Cx ua segment de la droite & (3) ==y, » désignant un nombre
arbitraire mais fixe, supérieur & g et différent des points 4 1,)
et I’arc de cercle |z | = R, & (z) = » qui joint les deux extré-
mités de ce segment. Nous pourrons alors écrire

2 an e-—Ans siy>— A'l
1 p(a)e—2dz ) y<n<lR
(30 PEX / C(z) - ~ @ (—2n) . 2
0y Zan T m) syl —2,
AR An<lnf\

(%) Si, au lieu de supposer que les conditions (1) et (2) sont vé-
rifiées dans le demi-plan ouvert & (3) > f, nous avions supposé qu’elles
sont vérifiées dans le demi-plan fermé & (3) = B, on aurait pu prendre
® — 0 dans les formules (29). Quant aux modifications a apporter a la
démonstration de la premiére partie du théoréme pour démontrer que
les formules (29) restent vraies pour @ == 0, on peut répéter ce que
nous avons dit dans la note précédente.

(%) Je n"ai pas pu démontrer que la fonction @ (3) satisfuit aux
conditions (1) et (2) dans le demi-plan fermé si f(s) vérifie les for-
mules (29) avec & == 0. C’est la raison pour laquelle j'ai conservé
dans la premiére partie du théoréme w > 0, pour avoir un théoréme
qui peut ¢étre complétement inverti.
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Nous choisirons encore R de telle sorte que {8) ait lieu,
: 4 13 Y n . .
mais 5 ¢étant égale 4 —, nous ne pourrons plus choisir s, de
2 L

telle sorte que 1’égalité (10) soit satisfaite. Cela étant, pour
démontrer que la partie de ’intégrale (30) relative au cercle
tend vers zéro, nous userons d’un artifice dd a4 M. Lindelof.

Eu premier lieu nous pouvons affirmer que, dans, le cas
qui nous intéresse, on a strement ! <  w#D. En effet, si nous
supposions que # D — I < 0, la fonction

— 1 @ e
h(y) — Iim og | ¢ (B + reiy) |
r — o r
. b ]
devrait étre négative pour O < y << 5 et pour 0 > p=— 5

Or ceci est en contradiction avec les théorémes de MM. Phra-
gmen et Lindelof ('); suivant un de ces théorémes on devrait
avoir h (0) << O, de sorte que A (y) serait négative dans tout

I’ intervalle fermé — T — < " mais suivant un autro
g =V=rTg7

théoréme de MM. Phragmen-Lindelof la longueur d’un inter-
valle fermné dans lequel L (y) est négative doit étre inférieure
A .

Cela posé, nous savons que, wp, étant un angle aigu arbi-
traire, on a pour y, < jy|=7=x

31 | C(2) | > elrDsinyo—e]R
on a donc pour les mémes valeurs de y et pour s réel et positif

(32) [————q’ (#) e

e—R[zDsi nye—aD+4i—e]
C (2) <

Choisissons y, de telle sorte que
a#Dsiny,=xaD—1+4 6

0 désignant un nombre positif convenable, et puis choisissons
s, de sorte que

se €08 g — (D — hsiny, — p=1

On aura alors sur Cy, en vertu de (9) et de (32)

(1) Acta Mathematica, l. c.
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tw(ﬂ)r“\ e pour ['y | << v,
) Q?e“‘“fﬁ”“ pour ¥, << | ¥ |

ot, par conséquent, 1"égalité (30) deviendra

& 2 an e_—A“B = f(?) —_ 2 an e-lns si y> — l‘
yfiwo
(33) 1 /‘ p(e)esadz ) y<lin Iny
2ni C N —=4An .
a 'y_i:o (=) ( = r(@s) + 2 ® ( )ﬂn) siy<{—4,
\ n<!)’|
Or,
r+iw o .
34) 1 /’ p(z)e82dz _ e—sy f @ (y -+ i) e—ier dv
( PE ] i C(z) 27 C(y—i—i‘r)
y-in S w

et, en vertu de () et de (31), on a, en posant s = o - i/

) —18T
‘ o+ it)e dt el Ititelel el

C(y +iv)

Il s’ensuit 1°, que ’intégrale du second membre de (34) re-
présente une fonction holomophe dans toute la bande | ¢ | <1,
et 2° que, dans la bande | ¢ =<1, <1, elle est inférieure & une
qu-dntité finie qui ne dépend que de la différence [ - I, et
ceci démontre la premiére partie de notre théoréme.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, suppo-
sons que f est compris entre — 4, et A, et posons

(35) J(z)==/f(sw"dg

1’ intégrale étant prise suivant 1’ axe réel; elle sera conver-
gente si z est situé dans la bande g < | R (2) | < 4,. Désignons
par £ un nombre positif aussi petit que 1’on veut; on pourra
alors écrire, la série (2) étant uniformément convergente dans
tout domaine situé complétement & 1’intérieur du demi-plan

K (s) >0,

(z—A4)h

f riseds = / f(s)yeszds 2 (t,;e_ A: 2 a"z ;_j;_
n={

n=1
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et 'on en déduira comme plus haut que pour g <& (2) < 4,
on a

@

(36) J(z)=/f(s) enas— 3 e

ll—ln)e

3 — Ay
n-1i
Le second membre e cette formule représente une fonction
de z, analytigue dans tout le demi-plan & (z) > f, et qui n’y
a pas d’autres singularités que les points 4, qui sont des pbles
de premier ordre.
Il s’ensuit que la fonction

P(2) = — C(2) J (=)

satisfait & la premiére et & la troisidme conditions de notre
théoréme.

On s’ agsarera maintenant, exactement de la méme maniére
qu’an § 7, que @ (2) satisfait dans tout demi-plan R =y >4
I’inégalité (24, ou toutefois M, représentera maintenant le
maximum de l"expression | f(s) ers| sur le segment infini
— 00 = s = ¢ si f est positif ou nul, et le maximum de | £(s) |
sur le méme segment si B est négatitf. On en déduit immédia-
tement que @ (2) satisfait dans le demi plan R (2) = » les iné-
galités (25) et (26); il ne reste qu’ & démontrer que 1’on a

(37) @@y + i) | < el@D—ite) i t]

La méthode de démonstration que nous avons employée pour
démontrer 1’inégalité (28) n’ est plus applicable ici, car main-
tenant ¢ga — oo. Mais nous pouvons appliquer telle quelle la
méthode que j’avais employée pour démontrer le théoréme cor-
respondant relatif aux séries de Taylor (%).

Soit y un nombre fixe compris entre f et 1,. Posons

(88) [(s) er = A(s)

il y aura alors un nombre positif A tel que dans toute bande
| 9(s) | <!, <! on ait pour | s | assez grand | A(s) | <e—4isl,

(1) Voir mes Notes: «Sopra 1'interpolazione ecc. » (Rendiconti
Accad. Lincei, 6 série, T. 111, 1926, p. 652) et « Complementi alla Nota
Sopra 1" interpolazione ccc. » (Ibid. 6 série, T. VII, 1928, p. 979).
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Cela étant, donnons 4 ¢ une valeur fixe ¢, comprise entre

— I, et 4 1,; nous pouvons alors écrire, en vertu de la for-
mule de Fourrier

o ~+-©
Ao+it)= 5 [enas [(a+in) esaar

et les intégrales qui entrent dans cette formule seront siirement
absolument convergentes et cela quelle que soit la valeur de .
Or, en vertu de (38)

+o +
eEtofA(C—}—ito) e—EtidC=/A(£)e——E€i Al=J(y —§)

Done
i
Ao+ it,) = v eloi—told J(y — §i) d &
E

-0

I’intégrale étant absolument convergente pour toutes les valeurs
de o et quel que soit ¢, inférieur en valeur absolue & {,. On
en déduit que, pour £ assez grand

Iy £ 80) | <eht;

or, !, peut &tre pris aussi voisin que ’on veut de /. On doit
donc avoir, pour ¢ assez grand

TI(£Ei) | < e—timek

et, par conséquent,
[y = £0) | < elrD—itelt

et cela quelque petit que soit &.
Nous avons ainsi démontré le théoréme dans les cas ou
— A, < B < A,; la démoustration sera la méme dans tous les
autres cas; on n’aura qu’a remplacer dans (35) f(s) par
P
fic (s) = E an € s <<y k=1,2,8,...
n=Kk-+41

ou
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k|
fk(3)=f(s)+ 2 d—nelﬂs Si——}l““>ﬂ>,1“;|+i
n=1
k=—1,--2 -3,...

et substituer la bande g << & (z) << Ak41 (£ > 0) ou la bande
B<&(2) << — A1k (A<C0) & la bande g << & (z) < 4,.

Notons encore que la formule (37) que nous avons dé-
montrée pour g < y < 4, est vraie pour tout y supérieur & f.
Voir & ce sujet ma Note « Sopra 1’ interpolazione ecc. n (Ren-
diconti Accad. Lincei, 6 série, T. III, 1926, p. 735).

§ 9. — Nous sommes maintenant en mesure de démontrer
les théorémes sur la droite d’holomorphir annoncés dans 1'in-
troduction. Nous nommerons ainsi la droite R (s) = ¥, telle que
[ (s) est holomorphe dans tout demi-plan R(s) >3 e (¢ >0,
mais posséde strement des singularités dans chaque demi-plan
&K (s) > H — ¢; nous donnerons encore au nombre ¥ le nom
d’ abscisse d’ holomorphie; et au demi-plan & (s) > 3 le nom
de demi-plan d’ holomorphie.

Nous nous servirons du théoréme I du § 7 et d’ un théo-
réme de Phragmen-Lindelst sur la fonction

1 - i
hip) — Tm o8l owe) |
oo r

M,

et nous allons montrer que les élémenis d’ un triangle isocéle
du type considéré au § 7 ne peuvent pas étre quelconques; ils
sont liés, par une inégalité, &4 deux nombres qui caractérisent
la suite des exposants de la série de Dirichlet. A 1’ aide de
cette inégalité nous allons démontrer que si la suite (A} a une
densité maximum finie D, chaque fonction f(s) délerminée par
une série de Durichlel

[(s) = 2 a, e=4,8
v={

qui a une abscisse de convergence et une abscisse d’holo-
morphie finies, posséde au moins un point siugulier sur chaque

(%) Acta Matemathica, 1. c.



78 V. BERNSTEIN,

segment de la droite ' holomorphie de longueur supérieure a
2xD. En outre, en nous servaunt toujours de la méme inégalité,
nous déterminerons une limite supérieure pour la distance
entre la droite de convergence et la droite d’ holomorphie de
toutes les séries de Dirichlet qui ont la méme suite d’exposants
{Av} (&4 densité maximum finie) et nous allons voir que cette
limite est précise, c. & d. qu’ elle ne peut pas étre remplacée
par un nombre plus petit.

Nous allons nous occuper dans ce paragraphe de séries
pour lesquelles la suite des 4, est mesurable. Nons verrons au
paragraphe suivant comment les résultats que nous obtiendrons
tout & 1’ heure peuvent étre adaptés aux séries pour lesquelles
la suite des A, n’est pas mesurable, mais posséde une densité
maximum finie.

Pour abréger le langage, nous appellerons triangle H, (I,a)
chaque triangle isocéle, dont la base est de longueur 21 et est
située sur la droite R (s) = o, dont les angles a la base sont
égaux 4 « et dont le sommet est & gauche de la droite & (s) =o.
Lorsque nous voudrons préciser que nous considérons un triangle

H; (I, «) particulier, nous }’indiquerons par H; (1, «), ¢ dési-

gnant 1’ordonnée du sommet du triangle considéré. Nous dirons
encore qu’ une fonction /(s) est holomorphe dans un triangle

H"; (l, @), si elle est holomorphe & I’intérieur de ce triangle et

sur sa base, les cdtés latéraux pouvant contenir des singula-
rités quelconques de f(s).

Cela posé, nous allons démontrer en premier lieu le théo-
réme suivant:

Théoréme II. La sutte

Ay Agy o evendnyonns

étant mesurable et de densité D et U abscisse de convergence
de la série

(A) r(s) = X, an—4n (s=o0+ i)
=1

étant égale & zéro, la fonction f(s) ne peut éire holomorphe
dans un triangle H, (1, ) avec 1 > D que si Von a

(89) (I —aD)tga=]9d|
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. log | C (A, h 2

r=1

Réciproquement, si H, (1, a) est un triangle dont les élé-
menls vérifient la condition (39), il existe au moins une série
du type (4) dont I’ abscisse de convergence est égale & zéro et
dont la somme est holomorphe dans le triangle H, (1, «).

Avant de passer a la démenstration de ce théoréme, notons
le cas particulier suivant:

Théoréme Il'. Dans les conditions du théoréme II la fonc-
tion f(8) ne peut étre une fonction entiére de s que si 8 = — oo.
Réciproquement, si 6 = — oo, il exisle au moins une série du
tvpe (A) dont U abscisse de convergence est égale a zéro et
dont la sumimne est une fonction entiére de s.

Pour démountrer ces théorémes, considérons une suite (A)
particuliére, dont 1’ abscisse de convergence est égale & zéro
et dont la somme est holomorphe dans un triangle H_ (1, %) avec
{ >z D. (Nous pouvons évidemment supposer, sans restreindre
la généralité, qu’ il s’agit du triangle qui a pour base le seg-
ment | ¢ ]| <!, c. & d. du triangle Hg 1, ).

Il y a alors une suite d'indices

My Mgy ee veay Myy e oo ns
telle que
log | an’ l
(41) lim —————— =0
Yy 0 ny

tandis que pour tous les autres indices on a

— lOg ; an l
lim —m—M——

=0
n—ex 7n

Le théoréme du § 7 montre d’autre part qu’il existe une
fonction ¢ (2) holomorphe dans le secteur

(42) — e argez=_«

(1) En vertu de considérations du début du § 4 et de la fin du
§ 6 il est évident que 6 < 0.
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et satisfaisant aux conditions

43,1) |¢ (Qe’tia) | < ee[(”D—.”sm bat e pour o assez grand
43,2) | @ (geiv) | < ere (A =const.; —a=<Cyp="a)
43,3) | @ @n) | = anC' (4)

gquelque petit que soit le nombre positif .
Or, suivant notre supposition

aD—1<0

Nous pouvons donc déduire des inégalité (43, 1) et (43, 2), en
vertu d’un théoréme de Phragmen-Lindelsf ('), que dans tout
le secteur (42) on a

— 1
h () = iim log | ¢ (0 ev) |

<@D—1Dtgla|cosy
o=» o

et en particulier, pour »p =0

E’n—li’f_‘_g’-(ﬁ)_i-g(nD—z)tgla|<o

o= oo
D' antre part, les formales (40), (41) et (43, 3) montrent que

log | ¥ (4n,) |

.
= H
- An
y==0c k4

par conséquent. en tenant compte de (44), on trouve que
(39") d<=(xD—-Ntgla]| <O

ce qui démontre la premiére partie du théoréme.

Quant & la premisére partie du théoréme II’, elle est aussi
démontrée par la formule (39'), car si f(s) est une fonection
entiére, elle est holomorphe dans chaque triangle H, (I, «)-
quels que soient les nombres ! et «. L’expression (#D —I)tga
‘dans (89') peut done &tre prise aussi grande que l'on veut en
valeur absolue et, par conséquent, 6 doit étre égal & — oo .

Pour démontrer la deuxiéme partie’ du théordme II, sup-
posons en premier lieu que & a une valeur négative finie, et

(!) Acta Mathematica, 1. c.
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soient ! et & deux nombres ({>znD, 0 < a < —;—) qui véri-

fient ’inégalité (88). Nous pouvons encore supposer que le
triangle H, ({, «) donné est le triangle symmétrique par rap-
port & 1’axe réel.
Il doit y avoir une suite d’indices n, pour laquelle
log | C’ (2,,7 ) |

"o 2n,

tandis que pour tous les autres indices on a

7
lim 108 1C ()| =3
it An
Posons
n
(45) ap = m—

On aura alors, pour les indices de la suite =,

lOg | anv I é ;“‘v - lOg ‘ CI (ln' ) | Anv
lim —— — lim = .
¥ —0 ny ¥ —$ o An Ny

v

et pour tous les autres indices

—_ 4 A
lim log | an | — lim é An Iog|C().,.)|. n

0]
n —ew n n—9w® An n =

Done, la série du type (A), qui a pour coefficients les nom-
bres (45), a 1’ abscisse de convergence égale & zéro. D’autre
part, si 1’ on pose

@ (2) = e
on aura évidemment
| @ (re"ﬂ) l = egdrcosy

et, par conséquent, en tenant compte de (89) et du fait que
7D — | est négatif, on verra que, pour | V¥ | < «

| @ (reiv) | << erl@D—lsin |y |
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ce qui montre que ¢ (z) = ez satisfait aux conditions du thé-
oréme du § 7; par conséquent, la somme de la série

® L3

> (;(,1':.) en’

n=1
est holomorphe dans le triangle Hg ¢, @), c. q. f. d.

Considérons maintenant le cas ol 6 = — w0, c. & d. ol

] C'

lim og | (4n) | —_
n—» An

Nous avons vu au § 6 qu’il existe alors une fonction ¢ (2) ho-

lomorphe dans un secteur | arg z | <<y, < —;— et telle que

I’on ait
. 1 ol
lim og l (4 (’ e'll) I — — ® pour l y ‘ g'p-)
r—ew r
et que si 1’on pose
@ (An)
an = ——r
n C' (Arn )
on a.
— 1
fim 28l o
An

Par conséquent, en vertu du théoréme du § 7, la somme de la
série Zane 'n® est holomorphe dans le 'triangle Hz 1y wy)s

quelque grande que soit la valeur de I, et ceci ne peut avoir
lien que si cette somme représente une fonction entiére de s.
Les théorémes II et IT' sont donc complétement démontrés. Il
est d’ailleurs évident que ces théorémes sont aussi applicables
aux séries dont ’abscisse de convergence n’est pas nulle; si
¢ désigne cette abscisse de convergence, il faudra simplement
remplacer le triangle H, (I, «) par le triangle He (I, «).

Nous allons maintenant démontrer une suite de proposi-
tions qui se rattachent immédiatememt aux théorémes préce-
dents. Dans (loutes ces proposilions nous supposerons pour
commencer (comme nous l’avons déja indigué au début du pa-
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ragraphe), que la suite des i, est mesurable et de densité D.
Voici les théorémes que nous allons démontrer.
Théoréeme 1II. Si la série

(4) rs)= 3 ae ™"

y=={

dont Uabscisse de convergence est égale & o, représenle une
fonction holomorphe dans un triangle He (1, a), avec 1> =aD,
cetle fonclion est holomorphe dans tout le demi-plan

K(s)>c — (I —nD).tge;

ce demi-plan peut d’ailleurs étre détérminé comme le demi-
plan swur la limite duquel le triangle He (1, ) intercepte un
segment dont la longueur est exactemente égale a 2 n D.

Théoréme IV. Chaque segment de longueur supéricure @
2 7 D de la droite d’holomorphie contient aw moins un point
singulier de f(s). En particulier, st D est nul, la droite d'ho-
lomorphie est une coupure de f (s) et cette fonction ne peut
avoir aucun point singulier isolé.

Théoreme V. Si sur la droite de convergence ow sur une
droite située & gauche de la droite de convergence il y a un
segment de longueur supériewre @ 2xD qui est loul entier
intérieur a U'étoile horizontale de f(s), la droite d’ holomor-
phie est s@rement située a gauche de la droite considérée.

Théoréme VI. Si l'on désigne par ¥ 1’ abscisse ’holo-
morphie de la série (A), on a stirement

H=c—|0]

8 désignant, comme plus hawt, U expression (40). D’ailleurs,
la suite {An| étant donnée, il existe loujours aw moins une
série du lype (A) pour laguelle Uabscisse d’holomorphie est
exactement égale & ¢ — | o|.

Ces théorémes se démontrent trés facilement en partant
des théorémes I et II. En effet, le théoréme I nous montre
que, si /(s) est holomorphe dans un triangle H. (/, «) (et nous
pouvons toujours supposer, sans restreindre la généralité, que
¢=0 et que le triangle considéré a son sommet sur ’axe
réel), il existe une fonction ¢ () holomorphe dans le secteur
| arg 3 | < « et telle que I’on a, quelque petit que soit &,
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| p(reiv) | < 008wt pour » assez grand et |y | < a
@ (An) = an C’ (4n) (n=1,2,...).

Il s’ensuit, en vertu du théoréme déja cité de MM. Phragmen
et Lindelof que I’on a, pour |y | <a

— log | reiv) |
lim ——g'—ﬂ————)—'—g(uD — l)tg a cosy
r—eo0 r
}
5
A
L 2D
. (LDt |
oDy o — N W T >
T . -aD
A
fig.1 f‘gl r_B_ ---4.

Si donc on prend un angle quelconque «, inférieur & a et si
1’on détermine le nombre !, de telle sorte que 1’on ait

(46) @D —1l)tga,=(xD—)tga,

on verra, en tenant compte de la condition # D — 7 << 0, que
la fonction @ (z) satisfait, pour |y | < «, et » assez grand, &
la condition

l @ (r&hp) l g er[("- Diy)sin | y | +e] ,
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et cela quelque petit que soit . Il s’ ensuit, en vertu du théo-
réme I, que /(s) est holomorphe dans le iriangle Hg y, a).

Or, si 'on se donne un point quelconque s, intérieur a la
bande

O0>R()>—({U—=nD)tga

on peut prendre «, assez petit pour que ce point s, soit situé
4 Dintérieur du triangle Hg (1, «,); ceci est une conséquence

directe de (46), qui deviendra évidente si 1’on considére la
figure 1. D’ autre part la distance des points A et A’ est évidem-
ment égale & 2 7 D. Le théoréme 1IT est ainsi démontre.

Le théoréme IV se démontre aussi facilement. En effet,
supposons que [ (s) est holomorphe sur un segment A’ A de
longueur supérieure a 2 7 D de la droite d’holomorphie R(s) =13
(voir fig. 2. Nous pouvons évidemment supposer, sans restrein-
dre la géuéralité, que ce segment est symétrique par rapport
4 Daxe réel. Cela étant, il est clair que nous pouvons choisir
un point 8 de 1’axe réel situé a gauche de la droite d’holo-
wmorphie et tel que le triangle SA’ A ne contienne aucun point
singulier de f{s). Prolongeons les droites SA’ et SA jusqu'a
I’intersection avec la droite de convergence & (s) = ¢ et soient
B’ et B les points d’intersection respectits. Le triangle SB' B
sera alors un triangle du type Hz (I,e) ot f(s) sera holomorphe

dans ce triangle. Construisons maintenant la droite & (s) =K
sur laquelle le triangle SBB’ intercepte un segment de lon-
gueur 2 & D. Comme, par hypothése, AA" > 2 n D, la droite
R (s) == H sera située & gauche de AA’; on aura donc X< H.
Mais, en vertu du théoréme III, f(s) sera holomorphe dans le
demi-plan & (s) >> H; on devra donc avoir X =¥. Ainsi I’ hy-
pothése que f(s) est holomorphe sur un segment de longueur
supérieure a 27 D de la droite d"holomorphie nous a conduit
4 une contradiction, et ceci démontre le théoréme IV. Quant
au théoréme V, il est une conséquence immédiate du théoréme
IV, de sorte que nous ne nous arréterons pas & sa démonstra-
tion.

Passons donc¢ au théoréme VI. Lia premiére partie de ce
théoréme est une conséquence dun fait que 1’on peut toujours

construire un triangle H_(/; «), situé entiérement & I’ inté-

rieur de la bande
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tals)=e,
pour lequel la quantité (! — x D) tga soit aussi voisine que l’on
-
veut de ¢ — ¥. En effet, le triangle H (“c*t"" — ), dont le som-
g

met est situé an point ¥ (voir fig. 8), satisfait a cette condi-
tion poar « assez petit. Si done, pour une série guelconque,

= I

DY

&=
[l
1

H - 13| G g

B 3]

fig 3

-4 &

on avait X< c — | 6], on pourrait construire un triangle
Hg (¢, «) dans lequel la somme de la série serait holomorphe
et pour lequel on aurait (! —wx D)tga > |d!, ce qui serait
en contradiction avec le théoréme II. Enfin la deuxiéme partie
du théoréme VI est une conséquence immédiate des théorémes
IT et I1I. Nos théorémes sont donc tous démontrés.

Avant de terminer ce paragraphe notons que, si ’on con-
fronte les théorémes I et IIT on en déduit immédiatement le
théoréme suivant.

Théoréme VII. Si Uabscisse e convergence de la série
(A) est égale @ zéro, une condilion nécessaire et suffisante
pour que U abscisse d’holomorphie de celle série ne soit pas
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supériewre & un nombre négatif donné ¥ = — h est qu’il ewiste
une fonction @ (3) holomorphe dans un secteur

JT
|argz|§_a<—2—

et telle que Uon ait dans ce secleur, pour r assez grand et
quelque petit que soit e,

' @ (reitp) I < e—r{hcosy—e]
et que de plus on ait

14 (ln) == ay C’ (An ) (n = 1, 2,....)

La démonstration de ce théoréme est presque évidente;
elle consiste 4 remarquer que, pour que f(s) ait son abscisse
d’holomorphie égale & — A, il faut et il suffit qu’elle soit holo-
morphe dans chaque triangle Hg (l, «) qui satisfait & la con-

dition { tg « = h, et & appliquer le théoréme I.

§ 10. — Voyons maintenant comment on peut adapter les
théorémes du paragraphe précédeunt aux séries pour lesquelles
la suite des exposants 4, n’est pas mesurable, mais admet une
densité maximum. En premier lieu, il est clair que, si la suite
admet la densité maximum D et si I’on désigne par

Uy Uy yereny I yovee

une suite mesurable de densité D, qui contient la suite {iq |
comme suite partielle, toute série du type

0

(A) 3 an et

(B) bm e 'm®

certains des b, étant nuls et les autres étant égaux aux a,.
Il s’ ensuit que les théoremes III. IV et V du paragraphe
précédent sont applicables sans modification a toutes les sé-
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ries (A) pour lesquelles la suite des exposants a la densité
maximum D. En particulier, le théoréme IV peut &tre mis
alors sous la forme suivante:

Théoréme 1V'. St la suite des A,, mesurable ou non, @
la densilé supérieure D, chaque segment de longueur supé-
rieure @ 2xD de la droite d’holomorphie d’une série quel-
conque du type

[(s) = EV an e *n®

n={

dont U’abscisse de convergence est finie, contient au moins un
point singulier de la fonction f(s). Si D est égal a zéro, la
droite d’holomorphie est nécessairement une coupure de f (s).

Nous avons signalé dans I’ introduction que des cas par-
ticuliers de ce théoréme ont été démontrés par MM. Carlson,
Landau et Polya. Il résulte, en particulier, des théorémes de
M. Poélya que lorsque

(48) lim (441 — 4 ) >0
V—R0

les droites de convergence et d’holomorphie se confondent.

Considérons maintenant le théoréme VI. Nous pouvons
encore affirmer que sa premiére partie reste vraie & condition
toutefois A’y remplacer le nombre & par le nombre

SI
(49) o — lim 081§ W) 1
— lm
ol
o*” z’
s@=Jla-+»
m=1

et cela quelle que soit la suite {l,,}, pourva qu’elle contienne
la suite (A, | comme suite partielle et soit mesurable et de
densité D. Et si 1’on tient compte du fait que pour toutes
les suites mesurables 8" << O, on verra que la premiére partie
du théoréme VI restera encore vraie, si au lieu du nombre 8
on place le nombre 8, égal &4 la borne supérieure des & pour
toutes les suites /,,! qui satisfout & la condition d’étre me-
surables et de densité D et de contenir la suite {4, comme
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suite partielle. Or, le nombre &, ainsi défini est évidemment
assez peu maniable. Nous allons montrer que ’on peut donner
une définition de ce nombre qui ne dépend que de la suite
1An] et d’une seule suite /!, au lien de dépendre de toutes
les suites |/} comme la définition que nous venons de donner.

Supposons done gue la suite {lm} est la suite mesurable
principale S qui contient la suite }4,} comme suite partielle
et reprenons les notations du § 5, c. & d. désignons par mk les
points /,, qui ne se confondent avec aucun des 4,, et posons

Ay =1lp ; mg = ln k=1,2..)

il 22 * 2*
co=[Ta- ME@H=]]a~-5-)
k=1

r=1

i 2
Ko =Jla—-—»
v=1

Nous avons vu au § 5 que

60) lim 'EISUndl gy, log I M moOemo )
k —w l.,k k —o mg

Si donc nous déterminons le nombre & par la formule (49) et

si nous tenons compte dua fait que ce nombre ne peut pas
&tre positif, nous verrons que

log | 8' () | A " (A
& = lim - Py — lim JogIM#).C )]

e lp, el Ay

Or, au méme § 5 nous avons vu que

v —w© Ay

Nous pouvons donc écrire

log | C' (&) | —log | K'(p,) |

(61) & = lim .

v;ao

Nous avons ainsi trouvé une expression du nombre & relatif
a4 la suite mesurable principale S qui, en outre des 4, , ne
contient que les p,, ¢. & d. les numéros d’ordre des 4, eux-
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mémes dans la suite principale 8. Nous aurions pu montrer
maintenant que les nombres & relatifs & toutes les autres suites
mesarables et de densité D qui contiennent le suite {4, | comme
suite partielle, ne peuvent pas étre supérieurs au nombre &’
relatif & la suite principale S et déterminé par la formule (51);
au lieu de cela nous allons démontrer que la seconde partie
du théoréme VI reste vraie pour les séries dont la suite des
exposants n’ est pas mesurable, mais admet la densité maximum
D si Pon y remplace le nombre & par I’ expression (51). Par
cela méme nous démontrerons évidemment aussi que cette ex-
pression nous donne précisément la borne supérieure 6, de
tous les 9.
Considérons la série

o 3'l
e —_
(52) F(s)= E W e lys
u=1

ot &' est déterminé par la formule (51). Cette formule étant
équivalente & la formule (49), nous verrons facilement, en ré-
pétant un calcul déja fait au § 9, que I'abscisse de conver-
gence de (52) est égale & zéro, tandis que son abscisse d’ho-
lomorphie ne dépasse pas o' en vertu du théoréme VII du § 9.
Or, la formule (50) montre que 1’ abscisse de convergence de
la gérie

® e&’mk .

— e eT™k
F, (s) 2 S" (mk ) €
k=1

est égale & &'. Il s’ensuit que la foncticn
® Sty .
—1_8
f(5)=2"sﬁn—y—)‘3 =F(s)—F, ()
v=1

est holomorphe dans le demi-plan & (s) >> &', et comme son abs-
cisse d’holomorphie ¥ ne peut pas &tre inférieure & o', nous
voyons que 'on a ¥ = 9§’

Pour achever la démonstration du théoréme VI pour les
séries pour lesquelles la suite des exposants n’ est pas mesu-
rable, nous devons encore considérer le cas ot ' = — oo. Dans
le cas des suites mesurables nous n’ avons pas eu & considérer
séparément le cas de & = — oo, car pour cette valeur de o le



SUR LES SINGULARITES, ETC. 91

théoréme VI est équivalent au théoréme II’. Mais maintenant
nous ne pouvons plus nous baser sur les théorémes II et IT',
car nous ne savons pas si ces théorémes sont vrais pour les
séries pour lesquelles la suile j4, | n’est pas mesurable. Sup-
posons donc que & = — oo et reprenons la démonstration de
la deuxiéme partie du théoréme II' c¢. & d. la démonstration
de 1’ existence d’une série du type

(3) r(s)= 2 bne n®
n=1

dont I’ abscisse de convergence est égale & zéro et dont la
somme est une fonction entiére de s. Cette démonstration
consiste & construire une fonction ¢ (z; holomorphe dans un
secteur — a << arg z <~ « et telle que 1’ on ait

log | ¢ (reiv) |

54)  lim _ ar
(54) r:l)lw - oo pour |y |<a
et
(65) im Joglbal _
n —eo In

avec

b = ?’(ln)

" S (In)

La série (53) satisfait alors aux conditions posées par le théo-
réme II'. Quant & 1’ existence d’ une fonction @ (z) qui satisfait
aux conditions (54) et (55), elle a été démontrée au § 6. Or, &
la fin du § 6 nous avons vu que la fonction ¢ (z) peut &tre
choisie de telle sorte qu’elle satisfasse non seulement aux
conditions (54) et (55), mais encore & la condition

@ (mg)=0 k=1,72,..)

Dans ce cas la série (53) devient une série du type (A), ce qui
prouve gue, toutes les fois que & = — oc, il y a une série du
type (A) qui représente une fonctinn entiére tout en ayant une
abscisse de convergence finie.

Le théoréme VI est done applicable aux suites {4, | non
mesuarables mais admettant la densité maximum D, pourvu que
I’on y remplace le nombre & du § 9 par I'expression (B1).
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Notons d’ailleurs que I’ expression (51) est générale en ce sens
que pour les suites {4, ] mesurables elle est équivalentie &
Pexpression (40) du § 9. En effet, si la suite {4, | est mesurable,

on peat prendre K (z) = ST et p» == v de sorte que
Tz
1 "(py )
lim g1 K 3l
v —o A‘v
ot
6’ = 6

Nous pouvons maintenant condenser les résultats prineci-
paux des deux derniers paragraphes dans le théoréme suivant:

Si la suite {2, |, mesurable ou non, admet la densité ma-
ximum D et si U on désigne par § U expression (51) (ou, dans
le cas d’une suite mesurable, t* expression équivalente (40) on
peut affiriner que la plus grande distance entre la droite de
convergence d’une série quelconque du type

(A) f(s) = 2 Ane "
=1

et la droite d' holomorphie de la méme série est égalea |9d |,
et chaque seginent de la droite d’ holomorphie de longueur su-
périewre ¢ 2aD contient au moins un point singulier de la
[onction [ (s) représentée par lu série considérée. Dans cet
énoncé le nombre |0 | ne peut pas étre remplacé par un
nombre inférieur.

Nous avons dit plus haut que, lorsque la suite }i, | & une
densité maximum finie et satisfait & la condition (48), les droites
de convergence et d’holomorphie se confondent. Ce fait, qui a
été démontré par M. Polya, résulte aussi de nos théorémes. En
effet, & la fin du § 5 nous avons remarqué que, lorsque la
suite {4, | est mesurable et vérifie la condition (48), on a

lim '8 10 (A}l

=0
n—eo An

donc a fortiori § = 0. D’autre part, si la suite }4,| n’est pas
mesurable, mais admet une densité maximum, la suite principale
mesurable S qui contient la suite (i, | comme suite partielle
satisfait & la condition (48), si la suite jin ! y satisfait elle
méme. Done, en vertu de ce que nous venons de dire, 1’ ex-
pression (49) de ¢ montre que o' = 0. La coincidence des
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droites d’holomorphie et de convergence pour les suites d’ex-
posants qui vérifient la condition (48) résulte donc effective-
ment de nos théorémes.

Avant de terminer, considérons encore le cas, ou & étant
égal & — o, la série (A) représente une fonction entiére de
s. Dans ce cas, nous pouvons appliquer le théoréme du § 8 si,
dans une bande horizontale de largeur 21, 1’expression

(56) H@) = lim &8Iz +inl
o —x o

conserve une valeur finie. Alors, si nous supposons que 1’ abs-

cisse de convergence de la série (A) est négative ou nulle,

ce que nous pouvons faire sans restreindre la généralité, il y

aura une fonction ¥ (z) holomorphe dans un demiplan & (z)=#

et satisfaisant dans ce demiplan & la condition

| 9 (B4 reiy) | = exlwd=Dsin 1+ (lw | g%)

pour 7 assez grand et quelque petit que soit &. Or, nous avons
va au § 8 que ceci n’est possible que si 7 n’ est pas supérieur
a4 nD.

On peut donc affirmer que, si I’ expression (56) reste bor-
née dans une bande horizontale, la largeur de cette bande ne
dépasse pas 2xD. En d’aatres termes, la propriété des sé-
ries de Dirichlet d’avoir un point singulier sur chaque seg-
ment de la droite d’ holomorphie dont la longueur dépasse
2D trouve son pendant dans le fait que, st une série re-
présente une fonction entiére f(s), chaque bande horizontale
de largeur supérieure a 2mxD contient aw moins une droite
3 (s) = t,, telle que sur cetle droite I’ expression

log [ 7 (s) |
I'sl

ne reste pas bornée lorsque la partie réelle de s tend vers
moins U infini. Et le fait que la droite d’ holomorphie est né-
cessairement une coupure pour la somme d une série pour
laquelle D = 0 trouve son pendant dans le fait que, si une
telle série représente une fonction entiére de s, I’ expression (57)
ne peut rester bornée sur aucune droite horizontale lorsque
la partie réelle de s tend vers moins U infini.

(67)



