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SUR L'APPLICABILITE PROJBCTIVE DES HYPERSURFAGES DEVELOPPABLES

PAR

M. ALEXANDRE PANTAZI

—————

INTRODUCTION

Le probléeme de 'applicabilité projective des surfaces posé et
étudié par M. Fusint '), puis développé et complété par M. Car-
TAN 2), a été aussi I'objet de nombreux travaux dans les dix der-
niéres années, mais dans tous ces travaux le cas des variétés dé-
veloppables occupe une place trés peu importante; ce sont pour-
tant parmi les hypersurfaces d’un espace 4 un nombre plus grand
Jue trois de dimensions les seules qui admettent, comme l’a
montré M. CaRTAN, une déformation projective du second ordre.
C’est donc & 1’étude dela déformation des hypersurfaces dévelop~
pables qu’a été consacrée la plus grande partie du présent travail.

L’étude des correspondances qui généralisent celle posée par
I'applicabilité de M. Fusini et qui ont fait ’objet d’un travail de
M. FEraup?), m’a conduit 4 certaines correspondances entre deux
hypersurfaces développables données ne dépendant que d’une
fonction arbitraire d’'un argument et qui s’obtiennent en établis-
sant une correspondance ponctuelle arbitraire entre les arétes de
rebroussement des deux hypersurfaces.

Les différentes correspondances établissant des applicabilités
projectives, au sens de M. FERAUD, entre ces arétes des rebrous-
sement méme et dépendant d’une fonction arbitraire d’un argu-
ment, donnent naissance, d’un autre c6té, & des correspondan-

1) Rend. Circ mal, Pat. &1, 1916, pp. 135—162.
2) Ann sc. Ec. norm 37, 1920, pp. 268 —356.
3) Thése 1928, Ed. Presses nouvelles,



ces ponctuelles bien déterminées entre les deux hypersurfaces et
la comparaison de ces diverses correspondances m’a conduit a
certaines propriétés intéressantes, qui jouissent d’un grand degré
de généralité. Ces propriétés, qui se trouvent développées dans le
chapitre 1II C, ont fait d’ailleurs 'objet d’une note parue aux
Comptes Rendus?).

L’étude du contact des variétés correspondantes sur deux
hypersurfaces applicables I'une sur 1’autre, qui dans notre cas se
laisse traiter sans difficulté, (Chapitre IIl E), conduit également
a certaines propriétés intéressantes. Cette étude se trouve pré-
senter une importance pour deux principales raisons. Elle est
d’abo:d liée au probléme qui pour les surfaces projectivement dé-
formables de ’espace ordinaire, consiste & la recherche des ré-
seaux de déformation projective, En effet, en chaque point d’une
telle surface, les directions de déformation projective sont celles
des courbes passant par ce point et qui par I’homographie uni-
que qui réalise I'application Cg (au sens de M. FErAUD), ont un
contact de 3™ ordre avec les courbes correspondantes 2).

Un deuxiéme point important de cette étude cest qu’elle
conduit naturellement & la découverte de certaines classes de
variétés v, qui admettent une correspondance Cg, qui de cette
maniére s'obtiennent plus facilement que par une méthode directe.
C’est ainsi que j'ai obtenu, sans intégration, une classe impor-
tante de couples de surfaces reglées de 'espace 3 quatre dimen-
sions, admettant une Cy; et dépendant de sept fonctions arbi-
traires d’'un argument, tandis que les couples les plus généraux
de v, de cette espéce dépendent de huit fonctions arbitraires d’un
argument. De la méme maniére je raméne a l'intégration d’un
systeme d’équations différentielles ordinaires d’une forme élé-
mentaire, la recherche de couples de surfaces de E, spéciales (3
une famille de caractéristiques planes et i une transformée de
Laplace dégénérée), admettant une Cy; et dépendant de huit fonc-
tions arbitraires d’un argument, qui d’ailleurs est le degré de
généralité d’un tel couple de variétés.

Le probléme de la recherche des différentes applicabilités

1y ¢. R. 185, 1927, pp. 1178 =179.

3) Ce théoréme dii & M. CarTAN a été exposé dans les lecons professées 4 la Sor.
bonne 192728,



possibles entre deux hypersurfaces développables m’a conduit,
en dernier lieu, & des propriétés concernant des variétés trés gé-
nérales, propriétés qui se trouve étre ’extension d’un théoréme
de M. CEcH et d’un autre théoréme de M. Fubint relatifs & ap-
plicabilité projective des surtaces de I’espace ordinaire. Ces pro-
priétés, développées au Chapitrel, ont été trouvé en partie par M.
BERsANO'), mais 4 un degré beaucoup moins avancé.

Je dois le succes de ces résultats 4 I'attention que mon cher
Maitre M. CaRTAN a voulu porter & mon travail. L’emploi de la
méthode du repére mobile et des systémes de Pfaff en involution
dont M. CARTAN a été le créateur et I’animateur, m’a été d’un
secours certain pour simplifier, d’'un coté, les démonstrations
dans bien des cas et dans d’autre cas, comme par exemple celui
ou sont poussées plus loin les recherches de M. BERsaNO, comme
moyen unique d’investigation. Qu’il me soit permis de lui expri-
mer par cet hommage, avec mon admiration, ma plus profonde
gratitude.

CHAPITRE PREMIER
Généralités sur Vapplicabilité projective

A. Préliminaires

Nous avons employé, pour démontrer les résultats du
présent travail, la méthode du repére mobile, développée par M.
CARTAN et par d’autres auteurs dans des nombreux travaux de
géométrie infinitésimale. J’indiquerai dans ce chapitre, entre
autres, briévement, quels sont dans cette théorie les principaux
résultats dont nous nous sommes notamment servi. La plupart
ont été résumés par M. CARTAN dans son article Sur les variétés
& courbure constante d’'un espace enclidien ou mnon en lidien
(Bull. soc. math. 1919 et 1920); une autre partie se trouve dé-
veloppée dans la thése de M. Latan [ Variétés a trois dimensions
etc. J. Mat. pures et appl. 1924).

1°. — Le repére mobile. Un point analytique est défini par
I'ensemble de ses n 41 coordonnées homogénes par rapport a

1) Rend. r. Inst. lombardo 56. 1923 pp. 267—275.
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un systéme fixe de coordonnées. Nous désignerons par des lettres
majuscules, comme il est d'usage, aussi bien un point analitique
que ’ensemble de ses n 4+ 1 coordonnées homogénes.

Un repére mobile sera défini par » 4 1 points analytiques
Ay, Ay, ..., A, non liés par aucune relation linéaire de la forme

Mo AgF A A bt A Ay =0

dont on comprend facilement les sens. Il dépend en général de
(n+1)>—1 paramétres, par ex. les rapports mutuels des
coordonnées homogénes des n -+ 1 points Ay, Ay, .., A, qu’on
appelle aussi les scmmets du repére. On sera souvent conduit 3
considérer des repéres moins généraux, en soumetant les som-
mets du repére A satisfaire a certaines conditions que nous pré-
ciserons dans la suite.

En donnant 4 tous les paramétres dont dépend la position
du repére des accroissements infiniment petits, les coordonnées
homogénes des sommets du repére subiront des variations d A,
dA,, ..., dA, quisatisferont a des relations de la forme

w

(1) di, = Z o A fi==0,1,.. 1)

h=o0

W0y -eey W, étant des formes linéaires des différentielles des para-
métres, les coéfficients étant des fonctions de ces parameétres. On
appelle ces formes de Pfaff w,, les composantes relotives du mou-
vemen! instantané du repére mobile. Nous remplacerons souvent
dans la suite, pour simplifier les écritures, A, qu’on appelle
Vorigine du repére par A et v, (i20) par o, Les quantités
w,, satisfont aux relations extérieurs

n
,
w'yy = 2 [w, ®u)
=0

dont nous ferons implicitement usage dans la suite des calcules.
Nous nous servirons souvent également du théoréme suivant:
Lorsqu’or. o une relation de la forme
fo; %]+ 1o L]+ o +op 4k |=0
et w,, ..., », sont des formes linéaires indépendantes par rapport
aux différentielles des variables, les -, sont des fonctions linéaires
des v, avec des coéfficients formant un tableau symétrique ’)

1y Cantavy (T) p 151, Dorénovant par des désignations de cette nature nous
renvoyons & la hibliograhie placée & fa fin du volume
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D’aprés cela nous pourrons écrire.

(i=1,2....k
k

@:Z o, % étant un polynome homogéne du 2¢ degré en w;, ..., w,.
=1

90, — Repéres attachés & une variétés V, Une variété & k di-
mensions V, de E, sera définie par les relations qui expriment
les coordonnées non homogénes x,,%.,..., &, par rapport & un
systétme de coordonnés fixe d’un de ses points courants M en
fonction de k paramétres u,,u,,..., u,. Nous considérerons une
suite de repéres ou le point A sera confondu avec le point M et
les sommets A;, Ay,..., A, seront situés dans le E, tangent a la
variété en M. Certains parameétres dont dépend en général la po-
sition du repére mobile, seront ainsi déterminés en fonctions
de u;,us,..., u, par 'intermédiaire des fon tions x, et leurs dé-

., . ) & . X .
rivées partielles du 1" ordre ;—u—” Nous dirons qu’un repére satis-
k

faisant & ces conditions, considéré dans toute sa généralité, ou
pour lequel on a particularisé arbitrairement les parameétres non
déterminés, est un repére du 1" ordre. Les conditions imposées
se traduisent par les relations

m/.,-l-l:O y v e ,(0;1,:0

On déduit des relations extériears et du théoréme cité les
relations

('?q)u “ 1‘:1’ ?;"‘>/{’
(2) vu=3 2w, Z m‘"‘oy(“zk“l"L . ")

b

les ®, étant certains polynomes homogénes du 2’ degré en
w;,..., 0, et les quantités m,, = m,, étant des fonctions de
Uy, Ug,..., %, (par Pintermédiaire de x,,x,,...,x, et de leurs
dérivées de 1" et de 2 ordre) et de certains paramétres restants
Viyeuny U,

Lorsqu’on aura donné des valeurs particuliéres & ces para-
metres le repére sera dit du 29 ordre. Si nous désignons d’ailleurs
par X;,Xe,...,X, les coordonnées non homogénes d’un point
de la variété par rapport & un repére quelconque du 1" ordre
ayant le point M pour origine, les équations de la variété, sup-



posée analytique, pourront s’écrire par rapport aux & premiéres
coordonnées prises comme paramétres

L
Xe=3 o8 (Xa.. ..,xh)+6cpg,”(x,,...,xk)—;-..(p=/¢+1,

00 étant des polynomes homogénes de degré sen X,, Xg,..., X
et on aura ')

2
tpé,)(m,,mz,...,w,‘)=fbe

(p=k41,...,n)
La dérivation extérieure des relations (2) nous conduira &
des relations de la forme

13
Z [w; (dmija + Tija ) ] =0
j=1

T, €tant des expressions linéaires A coefficients numériques
connus des w; Nous pourrons donc écrire

124
('3) e + e b (20)) d('IJ lJla ‘
ou l’on a
Fa =(P’(3')<(01.(1)2 e ,(1)]‘;\,(0(:: k"l" l:' L] n)

M. dépendant des éléments du 3™ ordre de la variété et de
certains parametres auxiliaires qui une fois particularisés déter-
minent un repére du 3™ ordre,

Remarquons que pour fixer les valeurs des parameétres
auxiliaires vy,...,v,, les relations (3) suffisent. Si nous fixons
en effet les valeurs des parameétres uy, u,,..., %, ce qui revient a
poser

0, =0,0,=0,...,0,=0

et si nous disignons par 8 une variation compatible avec ces con:
ditions et par e, e, les expressions o, (8), ©,, (3) nous dédui-
sons de (3)

o
9 Myjn = — €0

o les expressions ¢;;, sont connues. Les quantités m,;, subissent
ainsi les substitutions d’un groupe dont les traansformations in-

1) Lavan (14) p. 248—235.
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finitésimales se déduisent facilement des expressions ¢,.'). Nous
pourrons donc assigner aisément & priori des valeurs numériques
convenables aux fonctions m,,, ou suivant les cas des valeurs
égales aux invariants du groupe ainsi déterminé qui seront d’ail-
leurs des invariants projectifs de la variété considérée.

Nous avons esquissé ainsi un procébée de normalisation du
repére de proche par ordres successifs?), jusqu’d un certain
ordre ou Jusqu’a I’épuisement complet des paramétres lorsque
cela est possible; dans le cas contraire on est conduit naturelle-
ment 4 certaines variétés algébriques dont I’étude joue un role
important dans 1’étude méme des variétés les plus générales.

3% — Coordonnées pliickeriennes d’'un élément plan. Lors-
qu’un élément plan E,_, est défini par k points M, , My, ..., M,,
ses coordonnées pliickeriennes sont par définition ’ensemble de
tous les mineurs d’ordre h de la matrice formée avec les
h (n + 1) coordonnées homogénes des points My, Mg, ..., M,.
Nous désignerons Y'ensemble de ces coordonnées par le symbole

[M; My.en My )
auquel on appliquera, le cas échéant, les régles de différentiation
des déterminants.

Si M, Mg,..., M,) et (N, Ns, ..., N,) sont deux séries
de poins de définition d’un méme E,_,, les coordonées de E,_,
définies de ces deux maniéres sont proportionnelles, ce que nous
exprimerons dans la suite par la relation

[M My o My =p [N, Ny.o. N ]

Des régles plus complétes concernant ce calcul symbolique,
pour » = 3, ont été exposées par M. MENTRE dans sa thése (Les
variélés réglées etc. Ed. Presses Universitaires). Ces régles se gé-
néralisent sans peine pour n quelconque et nous en ferons con-
stamment usage.

4%, — Eléments plans osculateurs a une variété V,. Si nous
considérons I’ensemble de toutes les courbes passant par un cer-
tain point d’une variété V, et les E, osculateurs en ce point &

Ih)

1) 8i en effet on a eye = Zjin) mﬁm

X an) af
) ue dmuu'

2) v par ex. CarTan (8) p. 280—286.

el les transformations infinitésimales du groupe

seront x(h) [ = (
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chacune de ces courbes, on appelle hyperplan osculateur du
(h—1)™ ordre*) ou plan h — tangent ?), le plus petit élément
plan contenant tous ces E, osculateurs.

Si nous choisissons le repére de maniére que.

[AA, ...A ], TA...Ax... Apso],
[A...Ap. o Aigg. . Aigg+rls
(Ao Ai.o Aigge - MNerogn--Asgprnesl)
soit le plan tangent, 2 — tangent, 3 — tangent, etc.... nous aurons

3 =0, s =0,q"0,...
O=k+4+0Q,p=k+Q+R,v=k+R4+R}S,...)
quant aux formes

(2) (3) (4)
Q1 5 Pu s Py o5

B A<k Q=p=kdQ4+R=<v=kt+QF+R+S<..,
on les appelle les formes assymptotiques du 1, 2¢ , 3™, ... ordre;
elles jouissent de la propriété remarquable suivante :

Les dérivées partieles d’ordre h d’une forme assymptotique
d’ordre m est une forme assymptotique d’ordre m — h?),

On a en fin les relations suivantes qui nous serons utiles*):

htg
(4) =) Pon  (u=k4Q)
A=k1
50, — Dualité. Nous pouvons aussi déterminer un repére

mobile par les (n--1)* coordonnées tangentielles des » +1 hyper-
plans (E,_,) formés en associant les sommets du repére n & n.
En désignant par a; 'hyperplan (ou la face) opposé au sommet
A,, ou bien ’ensemble de ses n-+ 1 coordonnées tangentielles et
par le symbole (a A) une expression de la forme
voZo+v, 2, . v, an

Vg, Uy ... , U, étant les coordonnées tangentielles d’un hyperplan
a et x,, xy, ..., , les coordonnées homogeénes d’un point A, nous
aurons pour définir les coordonnées a; les relations

(5) (@i Aj )=o0 (t=j;i,j=0,1,..,n)

1) Carran (7) pp. 146—156.

2) v. Tosint (12) p. 731.
%) Carran (7) p. 155.

4 do (T)p. 153,
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qui expriment que le point A; estsitué sur la face a;. Nous
pouvons achever de déterminer les coordonnées des E,_, analy-
tiques a; par les relations

6) (a; Ay)=1 (i=o,1,..,n)

car les premiers membres ne sont pas nuls. Nous aurons alors
des relations de la forme

7 da, =Y o a. t=o0,1,. .10

(7 ;;; n dy ( )

De la différentiation des relations (5) et (6), en tenant
compte de ces relations et des relations (1) et (7), nous deduirons
facilement

(8) oy T 05 = 0.
Cela étant la corrélation particuliére
La=U, By =14 ., Ln =1y

fera correspondre & un repére dont les faces sont ag, ay, ..., ay,

un autre repére ayant pour sommets les points analytiques A,
Ay, ..., A, tels qu’on ait

et par conséquent

n
dA,= Z;m a, (t=o0.1,..,n)

h=0
A une variété V, correspond par dualité une hypersurface
T dont le plan tangent dépend de k paramétres. A des repéres
d’ordre h attachés & V, correspondront des repéres attachés a
T® et les équations de I en coordonnées tangentielles par rap-
port & un de ces repéres mobiles seront les mémes que celles de
V, en coordonnées ponctuelles par rapport au repére correspon-
dant. Les relations (8) font passer des composantes du mouve-
‘ment instantané des repéres attachés & V, aux composantes re-
latives au mouvement des repéres correspondants attachés a =®,

60, Systémes différentiels en involution. Nous aurons
souvant besoin dans la suite d’appliquer la théorie des systémes
de Pfaff en involution, aux systémes différentiels que nous ren-
contrerons et qui seront posés par les différents problémes de
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déformation que nous traiterons, quand il y aura a determiner
le degré de généralité de la solution,

La théorie des systémes de Pfaff en involution a été édifiée
par M. CARTAN dans deux mémoires fondamentaux parus dans
les Annales de U'Ecole Normale (Sur Uintégration des systémes
d’équations aux différentielles totales t. 18, 1901 et Sur la struc-
ture des groupes infinis de transformations ch. I, t. 24, 1904) et
exposé par ailleurs en résumé dans un mémoire cité?'). Nous
renvoyons 3 ces travaux pour toutes les fois que nous aurons
besoin d’appliquer les résultats de cette théorie fondamentale.

B. L’applicabilité projective. Extension d’un théoréme de Cech.

7°. — D’aprés M. Carran?®) le probléme de Papplicabilité
projective peut s’enoncer de la maniére suivante :

»Deux variétés & p dimensions s et S d’'un espace projectif
4 n dimensions sont dites déformées I’une de 'autre d’ordre h si
’on peut établir entre ces variétés une correspondance ponctuelle
telle que deux morceaux infiniment petits correspondants des
deux variétés puissent étre amenés en coincidence, aux infini-
ment petits prés d’ordre 2 - 1, par un déplacement projectif
convenablement choisi (et variable avec le morceau considéré)«.

Ce probléme a été généralisé par M. FERAUD®); jemprunte
au travail de ce dernier la notion de correspodance C,, entre deux
variétés s et S & p dimensions d’un éspace E,, qui est une géné-
ralisation de Papplicabilité d’ordre h de M. Fusini, qui n’est que
la correspondance C,, (ou simplement C,):

»nUne correspondance C,;, entre deux variétés s et S est telle
que par un déplacement projectif convenablement choisi H (va-
riable d’un point 4 'autre) on peut amener un point A quelconque
de S sur son homologue a de s de telle sorte qu’au point commun
les deux variétés aient aprés le déplacement une application C,
et un contact d’ordre k > h«,

La recherche des équations différentielles que ce probléme
pose est trés simple. On choisit le long de s un repére (r) ou A...

1) Cartan (7) pp. 136 —146.
2) d0 \9) Le probléme général de la déformation.
8) Fizraup (10) Thése p. 2,
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A, Qordre k (§ 2°), qui sera défini par un certain nombre d’équa-
tions linéaires en v, les composantes du déplacement instantané
de ce repére. On écrit que ce mémes equations sont satisfaites par
les composantes Q; relatives au repére (R) ou B... B, attaché A
S, repére qui se déduit de (r) par 'homographie H ' inverse de
H; ceci est une conséquence du fait que ces équations linéaires
résultent de Ja structure des formes ¢ (§ 2') qui doivent étre les
mémes pour les deux varétés si ¢ <k, parce qu’ il y a contact
d’ordre k. On écrit ensuite les équations que posent la C,.

Pour écrire ces derniéres équations M. CARTAN a donné une
méthode dans la communication faite au congrés de Strasbourg
et une deuxiéme méthode valable pour la C, des hypersurfaces
dans son mémoire sur la déformation des surfaces’).

Nous donnerons ici une troisitme méthode pour h =2, 3,
4, méthode inspirée des lecons professées par M. CARTAN & la
Sorbonne (1927—28) et qui a ’avantage de s’appliquer aussi
aux problémes déformation avec contact géomélrigue dont nous
parlerons plus loin et mémes aux problémes de déformation avec
un troisiéme genre de contact, que nous définirons égallement et
que nous appellerons contact de Cech, parce qu’il a 6té considéré
pour la premiére foie par cet antear dans un beau théoréme sur
applicabilité projective des surfaces.

80, —Suivant la notion de déformation avec contact géomé-
{rigue, deux variétés s et S sont applicables avec contact géomé-
trique d’ordreh, si on peut établir une corrcspondance (que nous
désignerons par G,), telle que par une homographie‘convenable
H on puisse amener deux points correspondants en coincidence
de maniére que deux courbes correspondantes quelconques, pas-
sant par ces points, aient entre elles aprés le déplacement un
contact d’ordre h?).

De méme nous dirons qu’une correspondance (que nous dé-
signerons par I',) établit une applicabilité d’ordre h avec contact
de Cech, lorsque par un déplacement projectif convenable on peut
amener en coincidence les E, osculatenrs 4 deux courbes corres-
pondantes en deux points correspondants,

1) CarraN (8) pp. 208 - 272.
%) Cf. Fosmv (11) p 141 et aussi Carran (8) p. 264,

2
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M. Fusint avait déja démontré que pour les V, de E; et pour
h=2 on a les deux propriétés suivantes:

A. Une applicabilité G, est nécessairement une C,_,").

B. Uneapplicabilité G, est aussi une C,, si ou appliqgue au be-
soin une nouvelle transformation homographique & la variété $%).

D’un autre c6té M. CEcH, dans les mémes cas également, a
démontré le théoréme suivant?).

C. Une T, est aussiune G, si on applique au besoin une nouvelle
homographie 6 S (qui peut d’ailleurs varier d’un point & autre).

Ces trois propriétés montrent 'identité pour les surfaces de
’espace ordinaire entre les trois genres d’applicabilité projective
du second ordre.

Les propriétés A et B ont été généralisées par M. CARTAN
p6ur h=2 et pourles V,_,de E,; M. BERsaNO a généralisé aussi
les propriétés A et C pour h=2 et 3 et la propriété B pour
h =2 pour toutes les variétés d’un espace projectif E,.

Il est remarquable le fait que toutes ces généralisations ont
un caractére & part. Comme on peut parler d’applicabilité pro-
jective en un seul couple de points correspondants*), ces proprié-
tés sont valables isolément, ¢’est & dire qu’il suffit de supposer la
validité des hypothéses en un seul couple de points correspon-
dants pour que les conclusions soient justes en ce méme couple
de points.

La propriété A est trés générale; quant aux autres propris-
tés, que nous avons tichés de pousser plus loin, i faut, pour
qu’elles soient valables dans les cas que nous avons traités, que
les hypotéses soient vérifiées dans tous les points, correspondants
des deux variétés,

99.—En empruntant pour le moment 1’analyse de M. BEgr-
SANO°), nous considérerons deux courbes () et (X) d’un espace
E, dont les coordonnées non homogénes x,, xs,..., X, et X, Xo,...,
X, d’un point conrant seront exprimées en fonction d’un méme
paramétre u. Pour qu’en un point correspondant & la valeur u,

1y Fostnr (1) p. 144,

2) do (11) p. 148.

%) Cf. Foevr (12) p. 120.

4) Fosin (11) p. 148

%) Bensano (1) p. 267—275.
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du paramétre il y ait un contact du 4™ ordre, il faut que pour
u —u, on ait les relations suivantes :

X, = i3 Xy =pa; X=pz” +sz2;
X" =¢%z," + 3 poz, + Xz ; XV = gh 2,7 + 6926‘”1’” +
- hgh - 36t 1 dae =12

les accents désignant des dérivées par rapport & u et p, o, 7y, o
étant des constantes. Les deux premiéres relations sont relatives
au contact du 1" ordre, les trois premiéres relations au contact
du 2% ordre, les quatre premiéres relations au contact du 3™
ordre.

Considérons maintenant deux variétés V, et v, & k dimen-
sions, rapportées biunivoquement de maniére qu’a deux points
correspondants, correspondent les mémes valeurs des paramétres
Uy, Us, ..., W par rapport auxquels sont exprimées les coordon-
nées X;. x, des points courants des deux variétés; pour qu’elles
aient en un point correspondant aux méme valeurs uf, u, ...,
u) des paramétres un contact géométrique du 29 , 3" ou 4™ or-
dre, il faut que, lorsqu’on remplace u,, s, ..., u, par des fonc-
tions arbitraires d'un paramétre u, assujeties simplement aux

conditions que pour % = u,, on ait
wy (uy) = ul, .., Uy fuy) =
les relations suivantes soient satisfaites:
Xo=a,, DX =phz & D,X =p,2 4 oDz
D;X, =p Dy, 4 3p3Dy 2z, %Dy a,;
D X, = p'Dyz, - 6p*3Dyz, 4 (4 pX 4 3 o2) Dyz, -+ 3Dz,
=12 .,n)

k

N oaf SRS 2/
lezzdur w,’; Dy f = ZW"””‘"*"TZ; u,”;

r=1 rys=1 aUr

k
3 2
E 2B/ s 2 ..
Dsf = PR T . Zs—l " s " =

oy Uy U
h
a
+X A
=1 Y
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I3 Y
D, f = Z - ) ws w4

rosatig=1 AUy QU5 QU AUy
b Al -—

k

: Af Ef
+6 Z — o, w43 Z —u," u”

S i N U P, e s
N v —
k

13 3
2
‘2 4
+ 4 2 : a f ur, usm _}~ Z f u?‘”” ;
= a Uy

rs=g QM dlts

9, g, ¢ et ¢ dépendront fonctionellement de u,, us, ..., ;. Les deux
premiéres relations (9) sont relatives au contact du 1" ordre, etc.

Contact géométrique du 2° ordre. Les deux premiéres rela-
tions (9) devant avoir lieu quelque soient u,, u,” on montre
sans ditficulté qu’il faut que l'on ait

k
p=1; c:?Eo,.w-'

r=1
et par conséquent
(10) x, — 4 . 2% _ 9% 2X, P +
 — (2] - . —

a "7* a u'l' AUy us s ur aUs
) I; €X

+ 07: o 2 + Gs (2 13 ;
QUs Uy

1i=12.,n
(rw:'],...,/ﬁ )
d’ou P'on déduit qu'on contact géométrique du 2 ordre est néces-
sairement analitique du 1" ordre.
Contact géométrique du 3™ ordre. De la troisiéme relation
(9) on tire immédiatement en tenant compte des relations précé-
dentes

k
6 = ®=3 Z %ps Up’ Us'

rys=1

et par conséquent

> 2 2
X = » <2Xi_al‘i . 2 X 2,
&y = 5 =
‘ ’ au, U, c?u,. g an, g
2 X, P, 2, 2z,
(14) - + +

NN AN, gn QU U, "Sau, s an,

a4, v=1,2 ,n
%, — "6 —
Con, rys,t=1.. k
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et on déduit comme précédemment qu’un contact géométrique du

3" ordre est néceesairement analityque du 27 ordre.

Contact géométrique du 4™ ordre. De la derniére relation
(9) nous tirerons facilement en tenant compte des relations pré-
cédentes

et par conséquent

> T D -
(X —2 ceX,  ar 27X > X,
A, =2, — = — = ) =
an, aw,’ ou, ang ow, T au, aug QU
2z, 2'X, R ax,
(12) ; = ST
QU QN AU, QN N U, Ay U, QU M, e,
Y oL ar i=12..,n
8st : 3t r — Oqr ——l7 o 8
+ q (2“,.+ q d"s_l— qrs an, r.si q_l. ,Iu

ce qui montre en particulier qu’un contact géométrique du 4™
ordre est nécessairement analytique du 3™ ordre. On reconnait
immédiatement que le procédé est général ; on peut donc consi-
dérer la propriété A (§ 8%) vraie dans toute sa généralité.

10% Nous considérons comme évident, que lorsque deux va-
riétés V, et v, ont en un point un contact de Cech d’ordre h, elles
auront par le fait méme un contact de Cech d’ordre i < h*).

Contact de Cech du 1" ordre. On doit avoir évidemment

.
o X, ENA

(13) X,=z,,D,x =¢D, 2 donc ~{ﬂ—L=P

1 "
» all,

par conséquent un contact de Cech du 1° ordre est géométrique
du 1" ordre ce qui était évident & priori.

Contact de Cech du 2° ordre. On doit avoir les relations
(13) et
D,X,=aD,z,40D, z

ce qui donne par identification en tenant compte de (13)

k

’

cl,:_g N G:?E 3,,'“1'
r=1

1) I faut pour cela évidemment qu’une des variétés au moins ne soit pas située
toute entiére dans on Ep,
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et par conséquent on aura (13) et

2 2 ’ .
2 X, 0 Fe, . IS
- l I £ ki

U, U a, qu Taty au,

il sera alors facile de voir que par ’homothétie

L= £,
on peut réduire ¢ & 'unité. On a ainsi démontré la théoréme de
Cech (proposition C, § 8°) dans toute sa généralité.

119, Pour démontrer la propriété B (§ 8°) pour =2, nous
considérerons pour simplifier un systéme de référence ayant le
point considéré comme origine et tel que le E, tangent en ce
point soit défini par les équations

x =0, . ' =0

k41 ' n
Nous prendrons ensuite x;, %s,..., &, comme parameétres u, et
nous écrirons les équations de la variété v, sous la forme

(14) Fo= 52 e i)+ b g0 )+ @=ht Lo )
(k)

9o étant des polynomes homogenes en &, Xy, .., &, de degré h.
Avec ce choix les conditions (10) deviennent

, 2 X, »
Xo=uwx, =y Epp=Ley=0p =1
a &
2 X 2
I° Ay P R
" = - + 5 eu 4+ o gy
2L, I Xe QLy; 3 Le

(4245

On voit alors immédiatement que ’homologie

—_— z R

z = ——F—— e=12..,n

1 — E Op In
h=1
transformera v, en une variété v, telle que pour ¢, = .- =, =0
on aura
P2 Xz — e = (?W . 672 XL . (72 EL—
Xl:xl PR B Y anly ’ a%y; 3 Le Q2T 2 Xe

z=1,2,....,n
(=220

et la proposition B se trouve ainsi démontré pour =
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12°, — Supposons en dernier lieu, que deux variétés aient
en un point commun un contact de Cech du 32 ordre. On pourra
par une substitution homographique convenable faire en sorte,
d’aprés ce qu’il précéde, qu’elles aient en ce point un contact
analytique du 22 ordre. Nous aurons alors, apreés le déplacement,
les relations (10) avec s = o0, et si nous en tenons compte, la
relation

DyXo = ADgw, +BD, 2 4 GD) 2
=1,2..,n

qui exprimera la derniére condition nécessaire et suffisante pour
qu’il y ait contact de Cech du 3™ ordre, donnera par identification

h
A=1 » B=o , == 3 2 Hps Wp Ul
7y s=1
et on déduira les relations (11). La propriété C se trouve donc
également démontré pour h = 3 dans toute sa généralité. Les
démonstrations que nous venons de donner différent peu de
celles de M. BERsANO et les simplifie légérement.

13%. — Pour aller plus loin, nous allons considérer un repére
mobile (7) que nous ferons varier d'une maniére déterminde le
long de la variété v,. Supposons V, projectivement applicable
sur v, avec G; en tous les points correspondants des deux variétés
et considérons le long de V, le repére (R) avec lequel viendra
coincider () par I’homographie qui réalise en chaque couple de
points correspondants le contact géométrique du 3™ ordre. Dé-
plagons =, le long de V, de maniére qu’a chaque instant (a k pa-
ramétres) ce contact soit réalisé. Un point de V, de coordonnés
non homogénes X,, X,, . . ., X, aura par rapport & (r) un mou-
vement relatif dont les composantes par rapport a (7) se calculent
facilement. Ce sont:

n n

Axbzdxb "‘mb"“xl,(mu_")oo)"" Z XJmJL_XL E Xh Wpo
,Iiz—:f h=1
(z:’[, 9,...,1’1,)

Mais comme ce point est fixe, on aura d’un autre coté

n k2

0=d N, +Q + X, /2 —Q)/ + X, X, —X, Y, X
sza=t n=1
(t=1,2,..,n)
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et en faisant la différence et posant

Eij e Q,j —_— (l)lj
on aura

(15) AXi= =B — X (Fu = Bo) =, X, Ei + X 2, X Eno
Jji=1 h=1
(t= 1,2..., ")
On tire d’autre part des relations (11) qui expriment les
conditions de contact géométrique du 3™ ordre, le développe-
ment suivant:

k E )
Z; 1 2 &
Xi = (ﬂm)o—i-}: 220 (4, — u° — Z <
g\ s o( ' )+ 2 = \auraug/,
%
1 B ) T;
0 0 < . < 12
. Up ~ Up) (U — Ug) + — Z — =+ 4
(15 bis) ( ) t% el o qus gug T o T
Loaxi . z )
A =+ e Lilbadl (wp —ul) (us— 1) (0, — uj) + .
QU U,

D’aprés ces relations on a

E
1 A&, -, A 1 X
S 3 (2, 22, 22)
(15 tEI') i i br,s,t:l ¥ Qs T st + 2] .

Uy a2 Us
(Up — up) (Us— 1) (uy — ui) ...

Si nous faisons maintenant varier uj , u3, ..., ug nous ti-
rerons en différentiant les relations (15 bis) apres simplification

%
1 Y X3 ) VT,
AXi=——2— 2: g = +xatc? = gy <
/]

s
Pysyt=1 U at, aUs

(r — uy) (g —us) dui + ...
Revenons alors au choix fait au § 14° du systéme de référence
et des parameétres; avec ce choix on a

Up=Zp , Up =0 , d UL =0,
et par conséquent

k
1 . . .
e A= g X st Flnn) o so 4

ry 8y t=1

(2_24,2,...,7&)



avec ce méme choix les relations (15 ter) deviennent
h

(16 bis) X, =z, + _27 7’ 23: 1 Ay s STt SartHoar Sus)ir X5 Ty +-n
a (t=1,2,...,n)
et ces relations donnent l'écart qui existe entre deux points cor-
respondants.
Posons dans (14)

(2) d
(17) C?e ey 2 Myo Ly & (p=]£+1. . ,n)

4,y =1
et en tentant compte de ces expressions, introduisons les valeurs
des x, d’apres les développement (14) dans (16 bis) et ces der-
niéres ainsi modifiées dans (15) et identifions avec (16). L’iden-
tification des termes constant, du 1" et du 2 ordre en x,, x,,.. .,
a, nous donnera sans difficulté les relations suivantes, qui for-
meront la systéme différentiel de la Gy :

[ E, =0, Fg=o0

l Eu“hoo:o: Fu =0, E19=0 (ti})
() "

My e (oo — Eyb) + E My, Bop =0
022 9=h+1

£ %
2 Ezo - Z M0 Eez =-7,0, — 2 Z Ko oo
(18) 0=l hei

b
By — 3 nge B = <4y 0, — X, Ty (15 79)
{b} ! e=h+1 =1

— Z m,, Ko, == —%, v, (nt%£)
9=k} 1

( 1,{)];:[ lj:—#’f,. ,’nk )

Si dans ces relations on fait », = o0, on obtient la systéme
dela C,.

14°% — Soit alors Q le nombre des formes ¢ linéairement
indépendantes;ona Q < k (k4 1) et k+ Q est le nombre
de dimensions de I'hyperplan asculateur de 1” ordre (§ 4°) & v, ).
Cela étant, on a entre les coéfficients m, , des formes o /2.

1) Cartan (7) p 1E0.
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S=qk'k4+1) -
relations linéaires indépendantes de la forme
19 AY e = 0 a=1 2 .. ,S
4o Z P (g:k—+’1 n)

De ces relations et de (18 b) on déduit immédiatement des
relations telles que

k
U(a =9 Z /\(al (LJU +Z '<Jh, o, ) —_

J=1

{
ll e ] E Aiﬁ’; [

hd=1

a=, ‘2,...,3)
( v =1,2, k)

(20)

Si alors la forme quadratique;

I
) Ao =,

iyj=1
qui définit dans un E, un cone caractéristique, a son discrimi-
nant nul, on voit facilement que

k

(21) Z AW =0

=1

dans ce cas, en effet, on a entre les premiers membres O/ des
relations (20) une relation linéaire et homogéne & coéfficients
v; non tous nuls dela forme

k

2: (a)
’i®’i, = 0

i=1

k I
{a) -
Z Aw K X< Z Vi W =0,

=1 . =1

et par conséquent

ce qui démontre la relation (21).

Cela étant plusieurs cas sont & distinguer.

I. S=o. 1l n’y a aucune relation dela forme (19) et parmi
les formes ¢, il y en a ¢ k (k1) linéairement indépendentes.
On peut trouver dans ce cas des coéfficients =, tels qu'on ait

k 7
. ey d . 2y /2 )Y
(22) PRI Y A LN !

iy j=1 e=k+1
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ou:

(23) = 3 mete.

e=k+1
II. S>2; on peut toujours s’arranger de maniére que
S — 1 cones de base du réseau de cones caractéristiques solent
dégénérés. On aura S — 1 >1 relations telles que (21). Sile
S™ cone du réseau est lui aussi dégénéré on aura une S™ relation
telle que (21). Dans le cas contraire supposons, par exemple, que

la forme:

Z A”‘ Z

2, 9=1
n’est pas dégénérée. On tire des relations (20) correspondant &
a=1 des relations telles que

k k
l - . (/
. . )
Eo —+ Z Aoy @) = — — A 2_, e Oy
k=1 - =1
ou:

et ou les a!) désignent les mineurs du déterminant des Af/ divi-
sés par la valeur méme de ce déterminant. Si nous tenons compte
de ces expressions une quelconque des relations (20) relative &
a =2 deviendra :

i 2 A(2) (1),_,,
i=1 J=1

et comme les quantités,
k
2 )
zl:Z A( ) a'g )>
=1

ne peuvent pas étre toutes nulles’) on aura nécessairement
k

(21) L= Z hl Ly =0.

1) Car autrement le systéme d’équations linéaires

k
2 AgJQ} -7] = ’ (1' =1 2:" > k))
J=1
admettrait & systémes de solutions 5, = ’“ , (L= 1,2, k), indépendantes ce quiest

impossible.
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'3

[lI. S=1 et le cone caractéristique unique est dégénéré,
On aura dans ce cas également d’aprés ce qui précéde.

k
(21) Z A Ky =0
Ry l=1
Dans tous ces trois cas par conséquent le cone
k

Z %, 89 8D =0

1, 1=1
appartient au réseau assymptotique et on aura toujours des re-
lations telles que (22) et (23). Cela étant, ’homologie

— x,

a, = m :(2:’1.9, .,n)

1 — Z %o Zyg
0=h+1
transformera v, en une variété v, qui aura avec V, un contact
analytique du 3™ ordre comme le montre un calcul facile.

15". — Le cas S=1, ou le cone caractéristique n’est pas
dégénéré, doit étre traité i part. Nous verrous justement qu’il
présentera un cas d’exception. Nous voulons d’abord caracté-
riser d’une autre maniére les variétés appartenant & cette ca-
tégorie. On a dans ce cas, en effet, une seule relation de la

forme
k

(24) MoAume =0 (e=k+1 .,n)

i g=1
Soit alors

% T + Z %y &
(25) x, — =/ L (=12, .., n)
Ay Eo +Z % ib—:,
3=1
les équations dela substitution homographique qui font passer

d’un repére fixe (caractérisé par les coordonnées homogénes x,)
au repére choisi au § 11°. On a les relations

k2

(26) Z % (-I_m)() =0 Z Fom (&E)O =

(1
=0 m=0 I

t=1 2. R
(?‘:7, Lk

g::/i—l—-f, ., N
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qui expriment que le point qui correspond & u, = u? est 'origine
du nouveau repére et que le plan tangent en ce point a pour
équations par rapport & ce nouveau repere

Tpg41=0,..,Tp=20

Nous aurons d’un autre cote les développements

(x)n+§](‘””‘) )+ Z ( — i )(u, W3 (uen?) +
+ ..

h=o,1, ,ﬂ)

d’ol, en remplagant dans (25), par suite des relations (26)

n

3 Z‘ Z“w( - ) (e — wl) g = ud) A o

. Y or, =1 j=o Ay Qg
Te —
n
E aon (Tn)y + - -
k=0
k n
E % q ( " ) (np = ).
r;— 7.8:=1 ¢=0 d ) i
= "
Z Gon (xlb)g + vee
h=o0
(P=Ii 4—7,...,71,)
p=1,.,k

Si nous remplacons enfin ces valeurs dans les relations (14)
que nous écrirons de nouveau d’eprés (17) sous la forme:

k
1
g === Z Mije Ti Xj -+ . (p=Hk-1,..,7n)
< =1
nous trouverons l’identité

Eon k 7 ;
¢ X X d
% B 25) = 3 3 e wum,(22) (22
0 0 0

i=1 h=0 b QUs ig=1 pyg=0 LU/ \2 Us

(p:k-—{—-f,..,'n)

rs—=1,..,k

Nous pourrons alors déterminer les quantités 6,, de maniére
que l'on ait

k n E
X
% 3 e (12) (22) <,

r8=1 pg=0 My alts/o
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ce qui est toujours possible et nous aurons d’aprés (24)

Z Z g O, ( P4, ) =0
v=0 v, s=1 My I
relations qui expriment que le point de coordonnées homogénes

&-Z B,S( Fa, ) (t=0,1, n)

My U

par rapport au repére fixe, se trouve dans le plan tangent et
qu’on a par conséquent

8, 6, axb = =01, .
@ X -t 3e im0 o )

en supprimant l'indice 0.

Il n’y aura évidemment qu’une seule relation de la forme
(27) car autrement, s’il y en evait deux, en remontant en sens
inverse nous aurons tiré deux relations de la forme (24) ce qui
est contre les hypothéses.

Les variétés appartenant a cette catégorie sont donc les va-
riétés que M: Birsano !) appelle des variétés ®, par généralisa-
tion du nom de variétés ® donné au v, de cette espéce par C.
SEGRE 2), qui dans le méme travail a donné lui-méme un apercu
trés général sur ces variétés, en donnant entre autres une défi-
nition géométrique du cone ayant dans un E, pour équations

6,58 8 =0
qu’il appelle le cone caractéristique.

16° — Il résulte ainsi des deux paragraphes précédent que st
une variété v, n'est pas une variété ® (les variétés V, applicables
avec Gy sur v, ne le seront pas non plus, en vertu des équations
de la Gy) la proposition B se trouve vérifiée pour h = 3.

Il nous sera facile de montrer que chaque fois que la pro-
position B se trouve vérifiée pour h = 3, la propriété C se véri-
fiera elle-méme pour h = 4.

Supposons, en effet, que deux variétés, pour lesquelles nous
sachions que la propriété B se trouve vérifiée, sont applicablesl’une

1) Bersavo. (2) p. 261.
%) Secre. (16) p. 1079,
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sur l'autre avec contact de Cech de 4™ ordre (F;) en un certain
couple de points correspondants; il y a par hypothése une homo-
graphie qui améne les deux variétésa avoir un contact analytique
du 3™ ordre et par conséquent telle qu’on ait aprés le déplace-
ment les relations (11) avec »=o0; on a en vertu de ces relations
et tenant compte de la relation

Dy Xo=ADz.+pDsx;+vDo, 40D 2n
(28) pn=1,2 . n
qui exprime le contact de Cech de 4™ ordre, en identifiant
A=1, pn=v=o0

13
=14 Z Opstq W " w0y
7,8,y 1=1
d’ou les relations (12), ce qui démontre le théoréme,
Pour toutes les variétés autres que les variétés @, le théoréme
de Cech (propriété C, § 89) est vérifié pour h = 4.

17° — Revenonsaux variétés ®. Nous pourrons toujours par
un déplacement convenable des sommets Ay, A, ..., A, du
repére nous arranger de maniére que la relation (24) unique ait
la forme

7771]{' - nge _. .= mkl:() jasnd 0’

et par une modification appropriée des sommets A, 4, ..
maniére qu’on ait

A,, de

0
(J F#&L 1t=2, ... k L>kE4+Q)

ou 'on a désigné par

@2), (33),.. , (kk), (12), .., (1k), . , (k—1,k
les indices

k1, k+2 , 2k-1,2k..., 3k—1,. k-+0Q

Si nous prenouns enfin comme nouveau sommets A;, les

points

K(’J) = Ay + %y A
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nous annulerons tous les %;; (sauf %) et si nous posons
Ky = — 2%

le systéme (18) de la G; s’écrira sous la forme

F;=o, Eezo, Fi=o

Ei— Ep=0, E;j=0, Ep=0, Fiy=0 3£

(30) Eop — Epy =0, Eg,=0 (o4 9)

En=38x v, Ej,= - nw;
Cnys =— %0y Kge =0
Egnj = — 2% o;, Eypj=2n0;, Buy; =0, By, = - »er,
( Lks£j L=1.2..k; k<po<klQ
j= 9. k; )\>k+Q)

si dans ses équations ou fait x =0, on obtient lesystéme de la C;.

189.—D’apiés un théoréme énoncé plus haut (§ 4°), les for-
mes ¢§' ont pour ¢ > k-+Q, des dérivées partielles qui sont
toutes des combinaisons linéaires des formes (29); ces formes

¢l seront alors elles-mémes des combinaisons des formes sui-
vantes :

32 0 2 3 g 2 « 2 2
Ty —l—-33’)1 Zj s Zj + 3 xy Tj 3 Z;j (031 + ach).
6([11{[‘,',‘.7;1, Ga:ja;,,m.

( i, ky 1 ditférents entre eux)
=] 2,..., k )

Nous ne considérerons que des variétés ® que nous appel-
lerons exceptionnelles pour lesquelles le nombre de dimensions
de l’espace 3 - tangent (§ 4) est maximum c’est & dire :

R::lﬁ—n(n-{—ﬂ(n—j—!;);

on pourra dans ce cas choisir les sommets Ay 41,0y Brggtns
A. (» > k-4 Q-+ R) de maniére que
(8 —_ 8 Qm. 2 3 — mpd 2
l Pirqpr = %+ 32135, ofllg . =]+ 32145, .
(3') l oy (P(lgl)_Q.*_R =06 w0 Ty @}, y Pue =10

(> k+ Q+ 1)
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Pour plus de clarté nous allons faire k=3. On aura alors
d’apres (29) et conformément aux relations (2)

Oy = W, O = Wy, Wyg =Wy , Og== 3, Og=20
“’2A=‘”2"”25:07“’26:“)4 ,0)27:'0,0)28:0
Wgy == 0 , W3y == W3 , W35 == 0 , Wz = B} , Wizgg3 = Wy

et de méme d’aprés (31) et (4)

g9 =2 Wy 5, W5y =0 , W5y == Wy , Wy) =0 , Wgg =0
W0 =0 , O5 13 =W , Wgg =0, O; 5==03 , Wgy9=20
Opp11 == Wy 5, Oy =0, O == 0y, 07 ) T=0, Wy =0
Wy == 0 Qg1 = W3, O3 ==0 , W= 0 , O, =0
W13 =0 5 O3 7= 0y , W53 == , O3,137=0 , Oy,3= 0,
Opga == W3 5 Wy =0 5 Oy == 0, g,y == O , g,y == 0y
Opgs =0 5 @515 == 0, Ogyyp == W3 , Wgy; =Wy 5 W, 5 == O

Oy pu=0 (A==4,5,..,8;pn> 15),

Nous en tirerons par dérivation extérieure les relations
suivantes :

0yq = 201y + 0o 05y = @y by, ¢y,
Wgy — By, — 0y = b0, + €40, fi003

W14 —0og, == 001 = [0, ¢, 0,

04 — 20,55 - 0gg - €40, - Iy, | G405

Wgy — gy = [0y - 1,0, +~ ], 05

W5y == g0 = )40, = (005

Wy | W55 — L0y 0y =a,0, +b0, 4 c 0;
Wg5 —— Wy = byo) - €,0, 1 fywg

O 5 — O3 — Oy == C;0; = [0, + g0,

W5 = €,0; + N0, |- 1,0,

Wgg — Wy == [0~ 1,0y |- jyog

Wz — Y00g3 = 0y = G501 ~ jyw, |- {005

0ag + 06— 25 == age, by, - coug

Wy — Ogg — O 4= 059 = 0,0, ¢ 0, - 0,
07— gy 7= €01 = /0, |- G004

W45 — Z0g == €y =g, = 1003

wgg — 037 = [0 150, - jog

®;6 = o1+ Jg0s - Low03

Wy 07— 2043 == a.0, b, - cqog

gy — Wy == b0y =} €400, /4004

Wgq — Oz — O~ 059 = €100 - ;05 = G003
Wy = €;0; - /170, -} 1,05

Wgg — Wyy 7= [ ;0 | G30, = 7003

gy — gy = o 4 f1005 - L7003
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45— 055 = 500, Dy, 4~ g0

wgg — W13 = b, 1 gy + 503

gy — W15 == Cg®; - fa0; - 4003

05— 205 == €50 - g, 4~ 1504

Wgg — W33 — g+ g9 = fy®) =150, 1= jg03
055 — 20z == gg0; - Jgo, |- lgg

et par une nouvelle dérivation extérieure de ces relations on se
rend compte qu’on peut annuler tous les ay, b, ..., I, ce qui re-
vient d’ailleurs a la possibilité du choix d’un repére tel que ¢}’ =o
(b=p=8) (cf. § 2").

Les équations

A w
Eo=3%0,, Eyy=—20,, Egg=—1n0;3

qui figurent parmi les équations (30) nous donneront par déri-
vation extérieure, en tenant compte de toutes ces relations et du
choix simplifi¢ du repére (r),

3dn 4 Eyg 1 Ejg— 6 n w0y — 0gg = 840, + Byw, - Cooy
FBgo— 220, = By, 4~ Foeo, 4~ Fgoog
B — 220, = Cowy - Fow, 4 Gowg
| — -t Eg + 20y — 0g = Egoy + g, 4 Ty,
Eyo = Foo; 4 lp o, 4 Joog
—dx + Byo+ 210y — g = Goo; + Jo 0y - Lowy,

si x = o, c’est & dire dans le cas de la C;,0n a
Ap = Fo 4~ Go, By ==y 4 3. Cg = k!4 L

Le systéme formé par (30) et (32) est en involution. On le
démontrera en prenant les équations extérieures (les seules qui
ne soient pas identiquement nulles) des groupes swivants :

(82)

[ Ey—Ep=o0, Ey=0,Ey;=0, Ey=0,Fy=o0
WE;=0,E;—Epy=o0,E;=0,E;=0, Egz=o0.
HLEg=0, Eg=0, BEg—Ey=0 ., Ey=0, Egz=0.
IVEgy=o0,E;=0,Ey3=0,E;—Fy=0, Ez=0
VEg=o0,Eg=0,Ex=0,E3=0, Ey—Ep=o0.

VIiEy=o0,E,=0,FE;=—x,,E,=—w,, B =0

nl Al hl
Vll }h42=—-21.(1)2 ) hsz=0 B FGZ-_:KQ)] 5 E72=0 B (1.82:»—')1,(,)3
Vlll. 1‘14320 , E53:~.(2%(03 ) E3:0 B E73=7"ml , ESB:“_'M’)Z

et des équations (32).
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Les équations extérieures de chacun des groupes I— VIII se
mettent toujours sous la forme.
[ E, ] + [0 U, J4-[og L ]=0
[0, G, ] + [0, Jz_]'l"f“’s':z]:O
(33) ¢ log 3]+ [op Fo j+-[ogF, ] =0
| Loy (I 4-10)) 4 [0 Fo J4+-[036. J=0
[ [0 F.] + oy I J4-[o3 J. ]=0
(i=1,. .8
ou toutes les formes Ey, ..., Lg sont linéairement indépendantes.
Chacun des groupes I—VIII est ainsi en involution avec s, = 2,

Les équations extérieures du systéme (32) s’écriront par contre
si x = 0, sous la forme

[ [07Ag |+ we By |4 wsCo | =0
[0/ By |+ we Bg |4 [0 Fy | =0
(34) [mlco]+[‘”?Fol+[0)3GnJ=U
[wrEg ]+ [weHo|+[0s) | =0

[oFg]+ ol +[w;d | =0
[@;Gol 41w dy T3 Lo ]=v
et ce systéme est en involution avec s; =< 1.

Ainsi pour k=3, le systéme différentiel qui donne les variétés
V, applicables avec ‘contact géométrique du 3™ ordre sur une va-
riété v, appartenant o lespéce ® exceptionnelle admet des solutions
dépendant d’une fonction arbitraire de k arguments.

Si x == 0 on a au contraire.

Ap = Eo + G, By =Tl 4 Jo, Co =l + Ly
et le systéme (34) a lui aussi la forme (33).

Pour k = 3, les solutions du systéme différentiel qui donne
les variétés V, applicable avec contact analytiqgue du 3" ordre sur
une variété v, appartenant a Uespéce ® exceptionnelle ne dépend
que des fonctions arbilraires de k—1 arguments.

Ces deux résultats sont trés généraux; ils s’appliquent a
toute valeur de £ et montrent la différence essentielle entre 1’ap-
plicabilité projective analytique et géométrique du 3™ ordre des
variétés @ exceptionnelles.

199.—Proposons-nous maintenant de voir si le théoréme de
Cech est valable pour les var étés ® exceptionnelles.

Nous reviendrons pour cela aux considérations du § 13°;
cette fois (R) designera le repére avec lequelvient coincider (r)
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par l;homographie qui réalise le contact de Cech du 4™ ordre et
en méme temps un contact géométrique du 3™, ce qui est possible
d’aprés les résultats de M. Bemrsano (§ 120). Oa aura alors
les relations (11) et nous déduirons cette tois de (28) en tenant
compte de (11)

k
A=l pn=0, v=28 Zx,.su,’.u;,

r §=1
._122 Lps Us @13—{-/4 Z Spse Up s U
7, s =1 r, 8, t=1
et on aura par conséquent (11) et
3,4 Xz ()4 X, i (2? i X dz T
- +‘ rs ‘!‘ st
Aty N aUL 2 Uy AUp aUs QUL 2 U, AU Uy AUy QUyg
2, 2 2 2 4.
a1, a &, I 2“1, a°qi
—l“ th + qu + qu YT +
AlUs Uy alty AU aUs QU AUt QU
) T aT, ax, e,
81’st e st at 4 Ogrs ——
qr s .
+ 2 q au, + aUs + ¢ 2 ut

En tenant compte de ces relations nous aurons comme pré-
cédemment (§ 139) le développement suivant

X, = (@ ) +Z ( 2% )(u, —uy) 4 E ( o us )(u,. —uy) (U — ug) +

g (e . .
_|_ 6.7 ( X, _I_ Xm a &, l Los a &, l Lo P )
1]

s, t=1) @ Ur aUs 2 U a2 QUy QU

(y=—1?) (ug=18) (0,— u?) «

4
I* T, . (2 &y
lyyg ——— ..+
‘24 Z (a Up QUs QUL AUy + S au, J Uy

8,6,q=1

ax,

-+ Bm,, —|— + 8,,,,, 2T ) (U — uy )(m — u,) (o4 —u,) (g —u ) +

et par consequent

. IE 1Z . 4% ) X 0 0, , 0
AR; — < ax, ax, + " a L) (ul, —Il,,)(?l/g -—ug)du't—}-
a 0

z?’at QU

X i i N .
Z Al 1s+ 2 % d L |[ 2% d Ly (ur -—’ltg) (u.c'— ?13)(1:; —ut) -
Up QU 0

6 75\ @ U 2
1 Z ) @ P 2 %
— . (*rer F o e e e
6 1',&6#1( 1(2 U QUs ! AUr U + ! QUp QU +
aT, 0 0 0 v
+ gy — .- (uv' — 1y) (“8 — tg) (Us —U) dufl + .
a Uy 0

et avec le choix du § 11°.
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AN = D0 (e T eir - i 20 0 5 0, -

PySy L

A D (e d s e d o A w10 L) 2 5 @ —

T8 ¢

—74; Z (qu Mys; +xsq My + xtq Mpsi +

T,S![,q

+ st 3iq+ astq Eip +65m’ Sis ‘l“ aqrs elt) Tp Ts Bt Og 4 ..

oun,,=o0 (i=1,2,..., k), etles m, (c=~k41,..., n) sont
les coéfficients qui figurent dans les formes 9@ (17). En faisant
I’identification avec (15) par I'intermédiaire de (16 " ) jusqu’aux
termes du 2° ordre en x,, ¥, ..., &, nous retrouverons évidem-
ment les équations (18) de la G; tandis que Pidentification des
termes du 3™ ordre nous donnera des nouvelles relations, que
nous écrirons, pour fixer les idées pour k£ = 3, pour les variétés
@ exceptionnelles avec le choix simplifié du repére (r) et des
quantités X;;, comme il suit:

— Ly —Egon 3 EygF3E,;=5d £ =43, 0, —38 0, =383 04
— By —E3,-4+2 Egy = =380, =285 0,—2350,
—Eieg —Eus+2E5 = —38;30, =2 O1p3 92— 2033 03
—Bu 4+ By = =281, 0 - Tppp 03— Bz
—Ei 4 g = — 20153 O — g3 0y — Uy33003
— B, Ej = =28;.30,— 0Oy330;— Jp3305
—Eun4 = — G0
—Fia = — Opp3 0
— B, == — Op330
—Eye, = — U333
(35)
—Eg - Ejpe = — o,
—Buz—Eigt+ Ept+ Eo=2d%L— 8,,0,—20 ,0,— 3303
—Epe—Ene = — O30,
—Eg +2E; = —28,4,0,—305,0,—2 355005
—Eise+4 Ky, = ~ B30, =20 50— 530,
—Eie = — %330,
—Enz+-3 By, = =389 0y —40y5p 0, — 3 Gpp3 005
—Ene+-2Ey = —285,0; —30 p30,—2 35305
—Eise+4 By = — By330;—2 0853 0,— gz 05
| —Ep = — 3330,
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—Eg —FK103 = 8144 03
—E113—FE33 = — 3,0,
_E12,3—- E“,,3—~|— }‘)40—*— E“)O—:Q Y 5“1 w— 5“2 0.)2——25“3 Wy
—Eqg = 0152 03
—Eisa+ Eg = — Oy iy —23, ),
—E10,3 —~|~9. E?O pamned —-(23“3 (1)1——9 3,23«»2—38,33 0)3
~Eps = — Oy 03
—Eug+4 Ey == = B0 Jppp 0;—2 304
—E33+2E;, = —23,.30,—2 85,3 0,~38p330,
—Eyes 43 E;y = — 33330, —030,—4 3330,
— Egy — Ejp—+ 3B = — Yoy
— Eig — Eisp+4-Eop = 0
— Epp—Eup4-Eyy = o
— By 4 Ep = — 4oy,
— Bz = o0
— Eyop = o0
— Epa-+3Eyp= o
— Epupt+Ep = o
— Fags = o0
_— ‘jlgl’l o= 0
- EQS El0,5+ 3 Ew == - % )
T E“,S - E13,5 + Ego = 0
— lies— BnustEpp = o
— Kgs = 0
(36) - Ets,s = (4]
— Eps+Ep = —xuo
— Fugs = o0
o EM,S = 0
— Eps+Ey = o
- E19,5 + 3 ]«‘]30 - 7]
— Egg — Eiog = 0
- EM,G - E13,6—]|— 2 Em: — (‘_),Xm‘
— Eps— Eng = o0
- EQG + 2 l‘:go = 0
—Eiss+Ep = o
— Eog = o0
— Fug = 0
— Eigp = 0
— Fuzg = 0
— Eya == 0
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[~

[ — Esn —Eus

— Euz— Epn

— Eg1— Eua1+2Ey
— Egy
— Eisp- Ea
— Eio7+ 2 Eso

—'Eu,7

[~

-—21(&)1

[~

— Eup

[ [ T | A T

O 0o ¢ © o °

— Eyap
— Enn

— Eg — Eiog
(36) — Bug— Eysg
— Ejog— Eus

Il

I

I

— Eqgy

— Eisg+ Eso
— Eiog

— Engs

— Ens+ Eao
— B33+ Es

— Eyag

1 T T

S 0 0 SO vd o o0 o
>~
£

EBuu —~ [‘:00: 4] s
Eed = ¢. (uiﬁ, v f=910,..,15
A= 15 )

=2
2
™
l
S

on voit tout de suite du groupe de relations (36) et de (30) que
Pon a L= o. Pour les variétés ® exceptionnelles le contact géomé-
trique du 3" ordre subordonné & un contact de Cech du 4™ ordre
est nécessairement un contact analytique du 3™ ordre,

Nous pouvons alors appliquer la remarque du § 16° et con-
cluire que pour les variétés ® exceptionnelles le théoréme de Cech
est vérifié pour h = 4.

On peut méme aller ua peu plus loin. Nous tirons, en effet,
des relations (35) les relations suivantes :

— 2B — 2B = (43, — 2 Oy20 — 2033) 01 (3 8y — 820 — Opg3) Wy =4~
30,13 — 803 — O333) 03
— 2Bgp = (38115 — Uppp — Up33) 0 2855 0, |- 2353 005
— 2E0 = (3813 — 0293 — B335) ©; - ¢33 0, + 2855 05
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— 2B =28,,0, 4 (3815 — 0jy; 4 %133) 0+ 20155 03

— 2,0 = (3015 — 8141+ 0139) 0 F (40000 — 20y, -+ 2 0y33) &,
(30555 — 8143+ Fa33) 03

— 2 Egy = 28550 4 (33555 — 8)53 1 335) 0y - 2855 005

— 2L =208,130; 4 20,3 0, (38123 — 8yy; - 0ypp) 03

— 2 Egy = 20813 0; + 2895 0y 4 (3 Byg5 + 811 - Oppp) 03

— 2F;0 = (308133 — 051 + B120) 0 30p55 — By5p - ) 0,
+ (48355 — 23554 208,93) 005

Par la comparaison de ces relations nous déduirons faci-
lement.

8111 = D122~ 0133+ 0112 = Oppp 233 5 Oyy3 = Jpp3 -} U333

et si nous prenons comme nouveaux sommets du repére (r) les
points:

—‘Eg =A, +3122 A, 510=A10+8133A »:\_11:'\11 + ‘3222A y A= A12+5333A:
Apg=A3tT553 A, A==,y 03, A ;=0 + 01534,

les autres sommets restant inchangés (ce qui revient & faire une
certaine homographie sur v; qui ne change pas les hypothéses),
les nouveaux 3,, seront tous nuls et le contact du 4 * ordre sera
analytique. La propriété B (§ 8%) se trouve elle aussi vérifiée au
4™ ordre pour les variétés ® exceptionnelles.

Le cas des variétés ® n’appartenant pas 3 la classe excep-

tionnelle est plus compliqué. Nous reviendrons dans un autre
travail.

CHAPITRE I1
Propriétés projectives des courbes gauches

A. Les repéres attachés a une courbe gauche

200, — Suivant la méthode générale indiquée dans le chapitre
premier (§ 2°) nous attacherons & une courbe C des repéres de-
terminés par ordres successifs de la maniére suivante :

Awu premier ordre le repére sera déterminé par les conditions.

(371) B,=03=...=0,=0

en désignant dans ce chapitre par &;, &; les composantes du
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mouvement instantané du repére. Les équations de la courbe par
rapport & un tel repére auront la forme

o= pp . fa ap e
=2 3. ,n
Pour déterminer le repére au second ordre, nous pourrons
prendre
o, ® = 1 oy == 0 (s>3)

ce qui revient a poser

(37.2) (’612: (‘:)1’ (’;’)13 p— 6.’)]4:..-:( 1)1:0'

cette particularisation n’etant pas possible pour les lignes droites.
Awu trosiéme ordre nous poserons les conditions nouvelles

(37)) Gpp — 28+ Bpp=10 Q=0 Gy= .=0=0

cette particularisation excluant les courbes planes
... ete. ... etc. ... etc. ...
D’une maniére générale au p™ ordre figurerons les n — {1
nouvelles conditions (p < n + 1)
@1, =Gl @y 01 +C3 48, 39=0
@p.1,3— 01y 9By 99 +02 ad, 41 —(3_a®py 0 =0

. . .

S 10 = Cly gt @y o) 4402 g By, i —

(371-) co (= 1 Gy Byt =0
Gpotp 1~ 2@y9 9 + @prg, p—3 =0
@p-1,p == Gp—g, p—t (p = n)
Op_1,, =0 k=>p +1,p < n)

ou G} sont les nombres binomiaux et C; = o pour s > r;
... etc. ... ete. ... etc. ...
Enfin au (n -+ 2)™ ordre nous ajouterons les nouvelles conditions

- 2 ~ —
[ — Cin-{-l W,y + C nd1 wn—i, o — O

. . . . . . . . . . . .

(37, 42) { — Cla 1438, 101+ C2uiys Gy, -2~ o
.. +(- 1)1 ('ﬂ‘—t+3 wn~b+1,0: 0

e » . -

l - 36’1&, n—1 + 36’11—1 n—2 = By_ ,n—=3 =20
Les particularisations ainsi imposeés sont possibles pour
toutes les courbes gauches de I’espace (c'est-a-dire celles qui ne
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sont pas entiérement situées dans un hyperplan E,_,) en tout
point ordinaire d’une telle courbe.

21° — La dérivation extérieure des relations (37,.,,) donne
en tenant compte de (37,) .. .(37,4.) des nouvelles relations de
la forme

(37n+3) Bpp == Ay @y, Oy = Ay By, 0.y By, g2 = Ay O

ag, 3, . .., a, étant des fonctions des paramétres dont dépend la
position du repére mobile non encore déterminds au (n + 3)™
ordre et des coordonées du point correspondant de la courbe et
de leurs dérivées par rapport & I'une d’elles jusqu’au (n -+ 3)™
ordre.

Cela étant si & désigne un déplacement compatible avec
(374), (373) ... (87,4s) et laissant le sommet A fixe (par consé-
quent tel que &, (8) = o), on aura en dérivant extéricurement
(87,43) et posant &; (3) = ¢,

~ o e
9y ==o0a, €1y — Co
Sy —_— W2
Uy =4 Ay — 1611 — €0 — —5— Ay Uy p — 1
(38) L] . . . . - . - - . - . . . . . »
. e i) i)
0tp—itt == (4 2) - ip1 er1—ego —————Qu-it2€n -1
o . . ———— i— 2
Gar = (n—+1) az ey — ey — = — a3 Cuyn— 1

En général, en un point ordinaire de la courbe on aura
a, #o. _
Un point sera dit singulier de 1" espéce si a,= 0, a, ;7 0;
ou singulier de 2" espéce si a,=a,_, =0, a, ,#0;
«...etc....etc.. ...
d’une maniére générale un point sera dit singulier de la i"* espéce
(t<n—-2sia, =a,— ;= .. =0u-iy; =10 Op.i=~0
...ete....etc....ete. ...
enfin il sera dit sestatique (ou de la n —1™ espéze) si

Ap==QqAp_ 1= ... =0y = 0

D’une maniére analogue nous appellerons courbe singuliére
de la i™ espéce une courbe qui aura tous ses points singu-
liers de i™ espéce. Ces courbes existent et dépendent de n —i—1
fonctions arbitraires d’un argument, comme il est facile de voir
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en écrivant le systéme différentiel qui les définit, qui se com-
pose des relations (37,), (373), ..., (37,49) et

Op,p-2=0Wp g—g==...== 0 nyt1==0
et en montrant qu’il est en involution avec §; =n—i—1.

Les courbes de 1™ espéce sont connues dans un E; . Ce sont
celles dont les tangents appartiennent toutes 4 un complexe
linéaire. Nous n’insisterons pas pour la démonstration. Ces
courbes jouissent donc d’une propriéte géométrique d’ensemble
qui malheureusement ne se généralise pas pour n >3 aux
courbes singuliéres définies précédement’). 1l semble trés ditficile
de trouver pour ces courbes une propriété géométrique globale;
il faudra pour se rendre compte de la difficulté, trouver une deu-
xiéme propriété de cette nature aux courbes de E; dont les tan-
gentes appartiennent & un complexe linéaire. Nous donnerons
par contre plus loin plusieurs propriétés géométriques locales
caractérisaut les points singuliers d’espéce i.

Les courbes d’espéce n—1 (qu’on appelle aussi courbes nor-
males) ont une définition simple; nous verrons que ce sont les
courbes algébriques de degré n.

220, — Formules de Frenet, Nous, nous servirons dans la
suite aussi d'une autre particularisation du repére mobile qui se
conserve par une trasformation dualistique ; nous considérerons
pour cela la courbe comme engendrée par ses éléments oscula-
teurs définis par ’ensemble d’un point de la courbe, de la tan-
gente en ce point, du E, osculateur en ce point, etc.. du E,_,
osculateur en ce point; une premiére détermination du repére
consiste a faire coincider le sommet A avec le point considéré de
la courbe et & prendre le point A, sur la tangente, le point A,
dans le E, osculateur,...,le sommet A,_, dansle E,_, osculateur.
Cela entraine les conditions (qui existaient déja avec le choix pré-
cédent).

(39) @, =0 (I<j—1,7=238,...,n)

La dérivation extérieure de ces relations nous conduit &

poser
Wy = o) @y, 6)23 =0y W .., (T)n_.;’,, =y, -4 G')‘

1) Une telle propriét¢ appartient en quelque sorte aux courbes étadiées par M Borel
(Su(')l* Uéquation agjornte ete... A. F. N. 1892) qui sont différentes de celles que nous
étadions.
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et une nouvelle dérivation extérieure nous montre qu’on peut,
pour les courbes gauches, déterminer le repére de maniére que
'on ait
A =0y == v = oy = I.
c’est—a—dire
(39,) O =Qp=.. =, 1,

La dérivation extérieure de ces relations nous conduira de
nouveau a poser

o — 2@ut, net Tt Bpmopv =5, &,
et en suivant la méme méthode on pourra annuler 8., .., §,. On
aura alors
(393) By — B, =gy — Gy == .. =0 =By, n—v
puis de nouveaun par dérivation extérieure
By — 3By 1+ 3B, ®,
D3 = 3 Bgy 4 3 Wy, — g == 73 Oy
— B, us 3 upyn 2~ o s = T O
et nous pourrons annuler y,,..., v,. Nous obtiendrons enfin par
une autre dérivation extérieure

.o~ L
Wy — T g; — 0 Qg == 5, @

—6 ®n,n 0 *{" 4 Opgyn-g— Wyp_gn-5=8, @
A partir de maintenant deux cas sont & considérer :
I°, Tous les ¢ ne sont pas nuls. On peut alors poser

(39 4) l . 92) —= (":')n,n, 2 = (E)l
1 O3 =Wy =. .. .=2Wy—f,4-53=0

et tirer en dérivant extérieurement, des relations de la forme

®3f)=/-3 (Bl » (7)41:A4(':)1 3 e s a’)n,n 3:/(7;,(')1
M) — Bgp = 4, @,

eton poura poser Lo =0, X, =... %L, _,=o0, %=L, =k, k
sera un invariant projectif. De

(395) @y = @go =0
nous tirerons

O =Hpo,



et p sera un nouveau invariant ; puis
W= Op,n 4=k ®; ; Oyy=...=0On 1,0-5=0,
ky étant un troisiéme invariant, etc. .. ; on posera finalement
Onty o= Ops = kp 3@y ; Opo=FKn.2 &
ko_s, k._q étant également des invariants projectifs. &, sera alors
une ditférentielle exacte, que nous pourrons désigner par do, le

paramétre ¢ ainsi déterminé sera »l’arc projectif« de la courbe
gauche considérée.

119, Tous les ¢ sont nuls. On a alors
Ogg = Wgy=...=Qp,n 2=0
et par dérivation extérieure on obtient des relations de la forme
G)SO =X3 G’] ’ (‘641 :X4(":‘), y ey (T)n,n-g =Xﬂ("6]
Dans ce cas une nouvelle distinction pourra se présenter sui-
vant que les X; ne sont pas, cu sont tous nuls. Dans le premier
cas nous retrouvons les courbes de 1™ espéce'). Des particulari-

sations successives, analogues a celles considérées précédemment
nous conduiront & poser dans ce cas

W9 = Oppg = O , @y = .. = Op_g,p-s4=0
O — Opg=10 ., ©="npd,
(7)40 =] G)n,n——ft = k,) (';')1 , G’Sl —, ., = (611-1,n~5 = 0

Opt = Oy =kn_g ®, , Ono=hi2®,
ka 2, k3 ..., k, o étant des invariants projectifs.
Dans le'second cas on aura
Ogp = Bgy == o == Opp.g=20
et ainsi de suite. En posant dans tous les cas &, == d ¢ nous ar-

riverons & écrire pour toutes les courbes gauches, sauf pour les
courbes normales, les formules de Frenet suivantes:

dA

ds =4
(l,AL__

T =neA

1) Ii sera, en effet, facile de montrer fue le systéme différentiel qui les défimt et
quon obtient de cette maniére est identique 4 celui qu’on obtient par la voie du §
précédent.
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d A,
do

_”d‘r — kA +3(m— 2pa,+ A,

== kn_g A + 2 (72 _— 1) p An_g -l— An

=kA4+2(n—1)pA, + A,

aac
d A,

i = koo A tku sAy -t Fhu-s Ayt An—st+hA, o +npAy 4
ou l'on a

pour les courbes générales k= 1; o, ky = ,.., k,_o étant des
invariants; pour les courbes de 1™ espéce k= o, k,=1; o,
k,, ...k, » étant des invariants, etc...

pour les courbes de la (n—2)" espéce k=1Fk =...=k,_,=o
k,_..=1; p étant un invariant.

239, — On voit immédiatement qu’a un repére ainsi déter-
miné correspond par dualité un repére de méme nature. D’aprés
ce qu’il a été dit précédemment (§ 5°), les coordonnées tangen-
tielles des faces ay, a;, ..., a, du repére sont les mémes que les
coordonnées homogénes des sommets Ao, Ay, . - . , A, du repére
transformé et entre les composantes du mouvement instantané
des deux repéres il y a les relations (8). Mais comme le E,_,
osculateur de la courbe donneé c’est a,, le E,_, esculateur I’in-
tersection de a,, et a, 4, le E, ; osculateur I'intersection de
a, a, 4 0, o etc,.., on voit que pour I’hypersurface dévelop-
pable transformée a, sera le point de l'aréte de rebroussement,
An A, la tangente, A,, A, A, le E; osculateur en a,, etc...
En changeant alors les indices

n,n—1,. .., 1 0

en
oo 1.. ., n—1 n

les relations (8) deviendront
(40) E)ﬂj = (h‘,;n—j n—i

et on passera des composantes du mouvement instantané du
repére de Frenet d’une courbe & celles relatives 4 la courbe dua-
listique par une symétrie par rapport 3 la seconde diagonale ef
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un changement de signe du tableau de ces composantes. Cette
remarque met en évidence le caractére dualistique d’une point
singulier d’espéce k quelconque.

249, — Pour les courbes normales on ne peut pas achever
la détermination du systéme de référence mobile; toutes les
courbes normales sont projectivement égales entre elles; de plus
elles admettent chacune un groupe projectif a trois paramétres
de transformations en elles mémes et en chaque point de la
courbe il existe «? transformations de ce groupe qui laissent ce
point invariant. On peut achever arbitrairement la détermination

du repére en ajoutant, par exemple, aux conditions du § 20°,
les conditions supplémentaires

(T)m = 0, (:)“ == (300 =0

@, sera alors une différentielle exacte: nous pourons poser
&, = ds et I’on aura

dA . dA‘l - dAn—! . dAn
a5 A gy = g =An

d’ou 'on déduit facilement

il A o _sq 0 ! 2 A0 U
W:O,:\:A( +>A1 —i——Q—b s + ..+ —7}78 A, ),

AO AP L, AD étant la position du repére pour s= o, qu’on
peut d’ailleurs faire coincider avec un quelconque des repéres du
(n1+2)™ ordre attachés & la courbe normale en un point quel-
conque de cette courbe.

Il en résulte que les équations paramétriques de la courbe
normale s’écriront par rapport & un repére d’ordre n-+ 2 en
coordonnées homogenés

2
o e

lo=1, Li=s 7,=

et en coordonnées non homogénes
1

w2:7w?, By == 0}, on, Tp==— 0
Oa voit par conséquent qu'une courbe normale est une

courbe algébrique de degré », c’est & dire telle que tout E,_, la
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coupe en n points distincts ou confondus. On démontre aussi faci-
lement que par un point quelconque de ’espace on peut mener,
en général, n E,_, osculateurs a une courbe normale quelconque.

25%.— Deux courbes gauches arbitraires C et C, peuvent
toujours étre amenées par un déplacement projectif convenable
de I'une d’elles de maniére qu’un point M, de C, vienne coincider
avec un point déterminé M de C et que les deux courbes aient,
au point commun, un contact d’ordre n -+ 2. Il suffit, en effet,
de considérer I’homographie qui améne un quelconque des o2 re-
péres') d’ordres n+2 de C, en M, en coincidence avec un re-
pére d’ordre n 1 2 déterminé de C en M. On cbtient évidemment
de cette maniere toutes les transformations homographiques qui
réalisent le contact voulu,

En particulier on peut amener une courbe normale 3 avoir
un contact d’ordre n+ 2 avec une courbe donnée C en un point
donné M mais cette courbe normale sera unique car les «? trans-
formations de la courbe normale en elle-méme maintiennent
évidemment le contact d’ordre n—+ 2. On appelle la cou: be nor-
male ayant un contact d’ordre n+2 avec une courbe donné C
en un point donné, la courbe normale surosculatrice®).

26%.—Les équations d’une courbe par rapport a un repére
d’ordre n -+ 2 s’écriront d’aprés les considérations précédentes.

1 )
Ty=g & - mya, xy T +...

(41) \

T =7 x4 mia; a:.+-|—
' 3

Ta=737 & 4-ma ap @ PR

1y Par un déplacement «) (§ 21° ona en effet [cl;)(’S)j ,
—2 20 n—
dA=e0A, A =¢epA + oo Ay, Az ="——ep Ay + 5 €Az
-2
JdA; =L,:—+—1)em Ai- 1+ €ooAL, ,15An—-ewAn_-1-—eooAn,

il yadonc bien oo? repéres d’ordre n -+ 2 allaches 4 une courhes gauche en un point

donné,
2y cf. Berzolari (3) p. 13.
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iNg, My, .., M, 6tant certaines constantes numériques, dy, ds,...,
a, étant les quantités introduites plus haut (§ 21°).

279.—11 y aurait intérét a attacher & une courbe gauche un
repére satisfaisant & des conditions dualistiques par rapport &
celles que nous avons établies au § 20". Nous supposerons pour
cela que les équations de la courbe s’écriront par rapport & un
tel repeére, en coordonnées tangentielles non homogénes

43
My ly &1 4

+
3
g ag G 4

b3 -—-_1_ en n+3
n—Tl.' 3 +'mn ay &i + .

les composantes &, du mouvement instantané de ce repére satis-
feront comme on sait aux relations qu’on déduira de celles im-
posées au § 200 par la substitution (40).

La courbe qui par rapport a untel repéreaura comme équa-
tions en coordonnées tangentielles

ll 3 n
G &, &n:m &

-~ 19

=5 8, =

LS| e

3

est une courbe normale. C’est la seconde courbe normale suros-
culatrice 3 la courbe donnée au point considéré; elle joint de la
propriété d’avoir avec cette courbe n+3 hyperplans (E, ;) oscu-
lateurs confondus en ce point.

28%. — Nous voulons écrire les équations des deux courbes
normales surosculatrices par rapporta un méme repére (ue nous
choisirons pour la symétrie des résultats ¢tre le repére de Frenet
(§ 22,). J'indique sans développer les calculs, les moyens d’obte-
nir ces équations.

Remarquons d’abord que les équations dela courbe s’écriront
par rapport i un repére de Frenet, en coordonnées ponctuelles
non homogenes, sous la forme (d’aprés § 2°)
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@)= @} +mo &+ muzaf 4 mas 2] 4y, ot
&y = & 23 4 mys @ 4 may @] - me3 x§ + ...

(41 bis)] — — - - - =
L moy @ A my, e g, @

1
Lp == w (B:’L + mOn m:"-'-? +m1n $?+4 -‘l—' P

ou m,, est une expression linéaire & coéfficients numériques des
termes de la forme

dvh, \ | dely, » 8 (dr he \ 7
(dd") X kds'l X _(lc’) =
ala4+p)+B0+ v+ =h
en particulier m,, ont certaines valeuts numériques, les m,, sont
a des facteurs numériques prés égaux a k, etc....

Nous écrirons ensuite les équations d’une courbe normale
sous la forme

avec

& -+ o1t $1,+ O18 X2 - o Qe 2y

T4 o

__ag 409 T1 g w2 A . a0 Twr

- L2

Ay -'{" Apy T4 + af_n% T3 + _—*_‘ Qpp Ln

T
a n

ces relations exprimant que la courbe normale est le lieu des in-
tersections des rayons homologues de deux gerbes homogra-
phiques, le sommet d’une de ces gerbes étant 1’origine*).

En remplacant dans ces équations préalablement mises sous
forme entiére, o x5, ..., x, par les expressions (41 bis) et en
identifiant jusqu’aux termes en a}**inclus?), on trouvera (n—1).
(n12), équations linéaires et homogénes des [n (n+1)—1] quan-
tités iniéterminées a, a,, (i £j), @,—a,, qui les définiront com-
pletement. On obtiendra de cette maniere les équations de la
courbe normale surosculatrice R, qui s’écriront avec un para-
métre 7, sous la forme

1) Berzolar: (3) p. 7
2) Un calcul analogue pour n==3, se irouve dans le celéebre mémoire de Hulphen
(13) p. 360 et pour n quelconque dans Berzolar: (3) p. 13.
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@ =1+ Mg 03+ Myon* + ... 4+ Magom”,

zy="n~+ Moy 0+ My W34 oo = Mo aa ™,
ag) oo ww T N

Tn—2 = 5oy ntTe,

Tp—g = ‘;é,—)—. 1,

o= gy

ol les M;; ont la méme forme que les m,;

Si dans les équations (42) on change x, «;, ..., &, respecti-
vement en §, §,_; .. & ou obtient les équations paramétriques de
la seconde courbe normale surosculatrice r, en coordonnées tan-
gentielles. Les équations de r en coordonnées ponctuelles s’obtien-
dront ensuite facilement ; elles auront la forme

[!/o=1+.\_Toon3+§mn‘_+--+i\_|n-fx,on”’
\ Y=+ Moy n* o = Masa "
| - — — — — — < - — —

1
l Yn = Wi Tin

les M,; étant analogues aux m;

29°. — Des équations (41) on peut tirer sans complications
les deux théorémes suivants déji énoncés par M. BERzoLARI ) :

1) Dans un point singulier d’espéce k le E, principal®) de la
courbe donnée et de la courbe normale surosculatrice est situé dans
le E,_, osculateur commun aux deux courbes, mais coupe le E,_,_,
osculateur commun suivant la tangente, et

2) Si nous projettons suivant le E,_,_o osculateur sur un
B, arbitraire la courbe donnée, la projection du point considéré
M étant Uintersection M’ de ce E, ., avec le E,_,_, osculateur en
M, on obtient une courbe pour laquelle M’ est un point singulier
sestatique.

30%.—Nous ajoutons i ces théorémes, deux autres, que nous
démontrerons facilement avec les considérations du § 28°.

1 Herzolary 3) p 17—21.
2) On appelle ainsi, pour deux courbes ayant an plas un contact d’ordre p, le E;

tel que les projections & partir d’'un point de ce Ep des deux courbes aient un cuntact
d’ordre p ~ 1 an moins. Cf. Berzolari (3) p. 18.
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3) En un point singulier d’espéce k, les lieux géométriques
des points d’intersection des E,_,_, osculateurs a chacune des deux
courbes normales surosculairices avec le E, o osculateur en M a la
courbe donnée forment une méme courbe normale Ry, (0u T)y5)
de ce E, 5, passant par M, et

&) Les lieux des intersections des E,_,_; osculateurs & chacune
des deux courbes normales avec le E, 5 osculat ur en M sont deux
courbes normales R, 5 et v, 5 de ce E, 5, passant par M et situées
sur un méme cone Cg (0 deux dimensions| du second ordre ayunt
son sommet au point M.

Pour les demontrer nous remarquerons d’abord que, d’apreés
leurs expressions, les M,; et M,; sont nuls pour h < k. Les équa-
tions de R, ;¢ et 7,42 qui se déduisent facilement de (42) et (43)
seront les mémes ce qui démontre le théoréme 3. Ces équations
s’écrivent.

iy

' T = g(”l‘. .- » T = i1 9,” k Y] y o0 Tp42 == +‘J) IIHSZ' k +2’
en mettant

I L Y L N B
O = L T T T ’ 3 —/r-]l—::)

Les épuations de R ;o et 7,4, s’obtiennent aussi immédiate-
ment. Ce sont.

i -
Ty =1 + @}z )/e-{-l l“k 0 Y]h+3
= ®n 41 T
Rigg) { — — — — — =
1 (k+3)
A i3
a‘l{-{-g T . k44 Y],+
L (’L {) / n, it
(k) — P
Lo == I + G)n, k-H1 '\llm n
y
s 1 w®ﬂ,l;+l n
(71f+3) . — _ . . .
1 6u;+::» k3 .
p 3= (,+ ”T 0, k4 N 3

elles permettent de vérifier immédiatement le théoréme 4.

Ou remarque qu'a ’encontre des théorémes de M. BERZOLART,
les propriétés de ce paragraphe montrent bien le caractére dua-
listique que posséde un point singulier de n importe qu’elle espéce
et par conséquent les courbes singuliéres correspondantes.
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B. L’applicahilité projective des courbes gauches.
Les ¢ rrespondances T, T, T, T, Puraméires projectifs.

31". — En nous rapportant aux notions et méthodes envi -
sagés au § 79, sur applicabilité projective des variétés d’un E,,
nous commencerons par I’étude de ’applicabilité Cy, , 1, entre deux
courbes gauches données C et C,. Nous choisirons pour cela le
long de C un repore particulier (r) ou AA,.... A, satisfaisant
aux conditions (7)), (37,) ..., (37,,4.) qui définissent le long de C
un repére d’ordre n-}2; nous ajouterons pour achever de le dé-
terminer la condition supplémentaire.

o + @1 + ... + Opp =20

et d’autres conditions qu’il est inutile de préciser. Les compo-
santes du repére B" B{" . . . B! ou (R") qui se déduit de (r) par
Papplication Cy, , o, devront satisfaire a4 des relations analogues
aux relations (37,), (37y), . . . , (37,43) c’est & dire se déduisant
de celles-ci en remplacant les ®; par les =i} correspondants et
les paramétres «, par des nouveaux paramétres A", Les =i} étant
supposées étre les composantes des repéres (R") les plus généraua
satisfaisant & ces conditions, les seules équations qui résolvent
Papplicabilité Cq, ,,q sont celles de la C,, c’est 4 dire

(44) ) = @y, T — T = Gyg — ®oo
qui conduisent a la seule équation extérieure qui ne soit pas
identiquement vérifiéz
[(T)l (ftﬁ)) — (Tno)J =0
d’out l'on tire
(45) ) — So=a &
a étant un certain paramétre.

Le systéme (44) est donc en involution et sa solution dépend
d’une fonction arbitraire d’'un argument. On peut poser.

E&i)z)\dé

{ ésant un paramdctre de position sur le courbe C,. Si @y —=dT

9
I'équation m{¥ = & =d 7t nous donne ¢ ==f(v). La correspondance
ponctuelle qui réalise ’application peut étre une correspondance

arbitraire entre les deux courbes.
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Nous aurons besoin d’écrire le systéme différentiel qui
donne le repére (R®) sous une forme équivalente nouvelle. En
posant

]'Jik =T o

ol m,, sont les composantes du repére le plus général attaché i Cy,
ce systéme s’écrira

(rl‘(i)) [ ||“‘I/i - 0 (& < /">

0T Keg== By ==...=2K,, =0
i) Ko . ‘l‘-:m____ - . I*A‘n,n*-1

qoyt ) T I T T T
/'l‘(i) Ego . E31 . . En,n-v"l
(12) n—1" 3 m—2)" T G
(TL) mEu0=2En

Nous remarquerons en plus, qu’en vertu des relations (T"),
(37,,43) et (45) on aura toujours des relations telles que

(46) ‘ E,] = G)l

Imaginons alors le »mouvement projectif« de la courbe G,
sur la courbe C, qui & chaque instant réalise I’application C,, , 0 ;
&, sont les composantes du mouvement absolu, =} celles du
mouvement relatif, par conséquent — E; celles du mouvement
d’entrainement du repére (R") suposé invariablement lié a (7).
Si nous appellons A& un déplacement d’entrainement laissant fixe
le point A (&, (A)=0), ‘'on aura d’aprés (46).

(47) AA=0,34,=0, ..., AA, =

antrement dit la position du repére (R™) est parfaitement déter-
minée par rapport & (r), par le systéme (T?). On voit de plus que
dans le mouvement le E; osculateur [B® B{» ... B®] a C, coin-
cide & chaque instant avec le E; osculateur [A A, ... A;] 4C au
point correspondant.

32°, — La transformation homographique qui réalise appli-
cation Cg , e est d’aprés (47) unique pour chaque couple de
doints correspondants. On déduit de ce fait une correspondance
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bien déterminée entre les éléments plans générateurs [A A, ... A{]
et [BMB{"...B{"] des deux variétés développables & i-+1 dimen-
sionsv;y, et Vi, (1 < ¢ < n — 2), ayant Cet C, comme arétes de
rebroussement. Nous appellerons (T,) cette correspondance, que
nous recontrerons plus tard (§ § 42° — 48%) dans plusieurs pro-
priétés interessantes relativement a [’applicabilité projective des
hypersurfaces développables.

33’. -— Nous nous occuperons en second lieu de I'applica-
bilité C,_4, ,44. Nous choisirons le long de la courbe G le méme
repére (r) du § 12°. Le repére B® BP... B® ou (R®) qui se
déduit le long de C, parla transformation homographique qui
réalise l’application Co_1,ns devra étre du (n -+ 1)™ ordre; les
composantes =) du repére (R®) seront supposées assujetties a
vérifier les relatlons (374), (872) 5 . .., (37,41) qui par dérivation
extérieure nous conduiront aux relations.

- n—}_‘)‘tnl—i—(n-[-l n IO_Bl '

—(n—1 —|" J) ﬁn,L 1+7t(): L-—-l+(‘n-L—|—-3 n«-i -2 e
== Bi—l ”1(2)

(2 — n® (2
-3 n‘n, n -1 + 0T yu T2, n-3 — = By T

(37,4 bis)

Le systéme de Pfaff imposé par Papplicabilité C,_, s’écrit

9 -~ o 2 2 —_— -~ ~
o — @ =0 w) — 7f) = @y — By
(48) § 7 — 27 =@y — Lypeen.n

7rn)21 - (i’l-—('))’]t()30 R wn«-? i '—(n "2)(0"'_,3 0

il donne lieu 4 la seule équation extérieure non identiqueinent
verifiée

; 5. (7D @ 1.
(49) O (@ - n-l?t“~9' — @y, 12— wn_»o) =0

qui montre que le systéme (48) auquel se réduit le systéme de
la C, 1,441, est aussi en involution et sa solution dépend.d’une
fonction hrbitraire d’un argument. Comme pour la Cg ,.o U'appli-
cation peut étre réalisée avec une correspondance ponctuelle ar-
bitraire entre les deux courbes.
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Nous écrirons également le systéme de la C,_y ,41 sous la
forme équivalente:

T(i)) { m =0 ¢ :’: h)
Yoo == l‘,” = .. = l‘,nn = 0
(ng)) B _:_%l_ U ﬂ%i_
‘9 YY) Eyp = Eﬁ‘ «_;& — L. &”i_—”

(’I (—)) ) 6 ey

(I(Z) E . En—-‘.‘,l . K10 - E.s

T T OL TG
('l‘,(,f) o) Epa, = ‘:7:,«__‘1’1 . _Eg_a
-1

En vertu de (T%®), (87, bis) et (49) on aura
[.\—\A—A\ .=A—\Me:0

GO\ A, =8, , (A, AA =F (AA4+LuE,_, ()4,
ce qui montre que la transformation homografique qui effectue
I'application C,_4,,4, n’est plus unique ; elle dépend, pour cha-
que couple de points correspondants de deux parametres arbi-
traires ; il existe par conséquent oo® transformations qui effec-
tuent 'application. Toutes ces transformations, pourtant, déter-
minent comme on le voit facilement une méme correspondance
ponctuelle entre les éléments générateurs [A A,... A,] et [B"
B .. B®] (i<n —2) des deux varietés développables v, et
V.. qui ont été considérées précédemment (§ 32°). Nous désig-
nerons par (T,) cette correspondance.

34°. — Les correspondances dualistiques T; et T,. Remar-
quons que chacune des homographies qui réalisent les deux ap-
plicabilités Co,, 10 et C,, 4,41, font correspoudre & des E,_, pas-
sant par le K,_, 4 osculateura C (1 <i < n—2) des E, , bien
déterminés passant par les E, _,_, osculateur & Cy. En effet les re-
lations (47) ou (50) montrent qu'on a

AJAA Ay Ay el=0,

quelque soient les indices i, ... , i, o différents de O et 1 ¢t cela
démontre immeédiatement la propriété. Appellons 9, et 6, les deux
correspondarnces d’hyperplans que nous venons de mettre en
évidence.
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Soient alors y et v, les transformées de C et C, par une
méme corrélation; de toute correspondance ponctuelle entre
C ct G, on déduit une correspondance ponctuelle entre y et y,.
Envisageons les correspondances 0; et 9, qui se rapportent aux
courbes v et y,. Par la corrélation envisagée plus haut on déduira
de 6, et 0., inversement, deux correspondances ponctuelles nou-
velles entre les éléments osculateurs [A A; ... A,] et [B B, ... B,
correspondances que nous désignerons par T; et T,; elles vont
jouer un role analogue aux correspondances T; et Tq

Pour écrire les systémes différentiels de la T; et T,, considé-
rons les homographies (h,) et (h,) qui réalisent les applications
Consa €t C,_y, .44 entre y et y, (par conséquent les correspon-
dances 0, et 6,) et soient (H,) et (H,) les homographies qui se d¢-
duisent (n sens inverse par Ja corrélation envisagée ((H,) et (Hy)
réaliseront par conséquent Ts et T,); soient enfin B® ... BY ou
(R™) et BY ... BYY ou (R™) les repéres qui se déduisent de (r)
(§31%) par (H,) et (Hy)..Comme il a déja é'é expliqué ailleurs (§23")
les systémes qui donnent (R¥) et (R“) se déduiront des systémcs
(T™) et (T™) en échangeant partout d’aprés (40)

Eux en — En-—k, s
ses systémes s’écriront par conséquent
(,IV(S)) ‘ 'Alh == ¢ 1(1 < /i)
0 1 Eoo = ki = ... —_
(rl({)) hﬁ——ﬁ___ — ;"n -4
' w2z n—1) T an
(1) ! i 1
(TG)) E‘_‘-’_ﬁl . e ]3n—1, n—3 __ hn,ﬂ,-—:}
) (o 3n—2) n—I
. L e e ..
() 2E, 1,0 ==nEu
et
" l‘: = 0 l < k
ae, { = 0 "( < )
g = K1y —= ... =K, =0
, B Em Bt na
(I‘ﬁ’)) e == P = Py
n n—1 9
|® Ex» Ept,ne3
" ( ) 3 T e — — e l"n, 2
(T ot 3
<,l(4) ) Frn_3,0 ___En—-?.,1 . En_,,Q_F 3
-3 3 —_— T —
' C::' (‘n—l n—32
4§ l“ —9,0 E 1
0y Proae _Bru

2 -
("n—i n-1



350. — Parameétres projectifs. Considérons en dernier lieu
lapplicabilité C; ;o Le systéeme qui résout cette applicabihité
s’obtiendra en ajoutant aux équations (44) de la Gy, o et aux
conditions envisagées au § 319 1’équation nouvelle

ah — 9 ) = @u - 2o

qui en vertu des relations (1¢") devient

(51) ’It(liu p— 6.)(1:,)

On trouve facilement que le systéme formé par (4%) el (51)
est complétement intégrable; sa solution dépend de trois
constantes arbitraires.

En particulier ’applicabilité C; ,, ;o entre une courbe quel-
conque C; et une courbe normale C conduit & une notion nou-
velle interessante.

Choisissons, en effet, pour la courbe normale le repére dé-
fini plus haut (§ 24°). Les conditions auxquelles doivent satisfaire

les ni} (§ 31°) nous permettront facilement de poser succesive-
ment

7#) = A dl
(l A (A
Il!) -_— ,:(ol‘z = — T*"—;let,
1 du 12 Wt
"‘*‘1:))::;—)\—“‘ l—l— ()(ﬂ

La résolution du systéme comp]étement intégrable formé
par (44) et (51) qui dans notre cas s’écrit

s =ds, wl] —ali=0, =« =0
nous donne
s=/({), r=/"{{) u==n )
1"
ION VEIONE S

ZONENCIUNS
La forme de cette équation nous montre que si 7 () en est

une solution particuliére toutes les autres solutions sont des fon-
ctions homographiques de 1. Nous pouvons prendre T comme
paramétre dela courbe C; ; nousi’appellerons paramétre projectif.
Tous les parameétres projectifs sont des fonctions homographiques
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de l'an d’entre eux. Cette notion nous permettra entre autres
de définir la notion de »rapport anharmonique de (uatre points«
de la courbe C,, d’'une maniére intrinseque, comme étant le rap-
port anharmonique des quatre valeurs de T correspondant & ces
points.

Il est évident qu’en prenant t comme paramétre de la courbe
Cy, les points se correspondants par la (3, . se déduisent d’une
meme valeur donnde au paramétre commun s = t. Mais s est un
parametre rationnel de la courbe normale. Tout autre paramc-
tre rationnel se déduit de s par une substitution homographique-
On peut donc dire qu’une correspondanceréalisantla C; , ;.o étant
donnée, ou obtient toutes les autres en effectuant une substitu-
tion homographique sur un des paramétres rationnels de la courbe
normale. Si C, est elle méme normaleon a ¥ (v) =0 et 7 est un
paramélre rationnel.

D’une maniére analogue la Cs ,,o entre deux courbes quel-
conques C et C; s’obtiendra en établissant une relation homogra-
phique arbitraire entre les paramétres projectifs des deux courbes.
Car de la forme des conditions imposées par P’application, on
voit immédiatement que si une correspondance entre C et une
courbe normale I et une C; ,,¢. la correspondance qui s’en dé-
duit entre I' et C, sera une C; , 1 pour ces deux derniéres.

CHAPITRE IIL
Les hypersurfaces développahles
A. Détermination du repére mobile

36°. — Nous désignerons par ; les composantes du repere
mobile A A, ... 4, ou(r) attaché en chaque point d’une hypersur-
face. En faisant coincider A avec le point considéré et en prenant
Ay A, ..., A,_ydans le E,_, tangent nous obtenons un repere dé-
terminé au 1" ordre par la condition

(51 1) Wy =0
Wy, ..., 9,y seront alors n—1 formes de Pfaff iinéarements in-

dépendants par rapport aux différentielles des n—1 paramétres
définissant la position du point sur 1’hypersurface.
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Si I'hypersurface est dévelopoblle, ¢’est-a-dire que son E,_,
tangent dépeni d’un paramétre, on peut rameuer la forme.
w1

P == 5—: 0, O

¢ 1

assymptotique du 1" ordre (§ 4") & la forme

a9
P =0
ce qui revicnt a poser
(512) O =0 , Wy — W3 ==.. =Op .4,y =20

L’équation de ’hypersurface par rapport & un repére quel-
congue du 27 ordre s’écrira alors

2 1 1
o= x + 5 % (g, .. xn--‘)"r‘T/‘ Gy (Byer e Tyn) +
- dd

O3y T4 - - » 6tant des polynomes du 3™, 4™, ...degréen x,, s, ...,
Z,_(. Suivant la méthode générale indiquée au début (§ 2?), nous
devons, pour déterminer le repére au 3", .™, ... ordre, simpli-
fier successivement o, ¢,, etc. ... Nous pouvons d’abord prendre
03 = 0, ce qui revient a poser,

- [ Wpp -~ 9(0“-4-(000:0

(313)
1 Wy ==Wgy ==,., =04 {=—= 0
puis ramerer 9, a la forme.

G=dadx,
en posant
Swg—-3o, =0
0| T

W) ==W ;W39 ==. .. Wy 1,9 =0

et 'on excepte par cette particularisation le cas d'une hypersur-
face dont le E, ; tangent passe par un E, , fixe.

37°%. — Pour rendre plus facile ’étude de la corespondance
Cq; (§ 7°) nous poursuivrons un peu ditféremment les particula-
risations successives du repére mobile.
Nous remarquerons d’abord que les relations
Wag =Wy ==... =0y 19

¢erites sous (51,) nous donnent par dérivation extérieure

Wgp == A3 0, U4y = A0, . Opy_12 = (ly_| O
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il nous sera permis de prendre ag =1, 0;=...= 0, 4 = 0, par
conséquent
(515) (?)32'—-—(&)1 s (1)42=...—.:(,0,n__1’2:0

si nous écartons le cas des hypersurfaces développables dont le
E,_, tangent contient un E, ; fixe.

De la méme maniére nous pourrons poser pour foutes les
hypersurfaces & aréte de rebrouss-ment proprement dite, succes-
sivement les conditions suivantes :

Wya == W), Wz = ... =0y_13 =0

Wiy == W0y, Wy =...=Wp_44 =20
(Bl | —— - — - — = — — —

Wy 2 -3 = Oy, On_g n_3=0

Wpg,n-2 == W

38% Dans le repére ainsi déterminé, le point A, , décrit
toujours l'aréte de rebroussement car

d Ap_q= 0y An_sg +“)n—l,n--! 4, y;
ou s’apercoit aussi immédiatement que le sommet A, _, est sur
la tangente en A,_, 4 I'aréte de rebroussement, le sommet A, _;
dans le E; asculateur en ce point, d’une manicre générale le som-
met A,_,_,; est situé dans le E; osculateur au point A,_, a I'aréte
de rebroussement ; Ic E,_o

[An—t Ap—s... A, A]
étant osculateur en 4, . c’est 'éléméat générateur de 1’hyper-
surface développable.
La dérivation cxtérieure des relations

W, =gy =... =0,y =0
(51 bis) w,; =0 G>k+1;k=1,..n~23)
Wy == @)= Wy =Wy = .. =Wy 1,y 2

qui figurent parmiles conditions ¢crites, entraine des relations de
fa forme

gy — oyt 0y = by w,
9
w33 — 2wy, + gy = by,

(
|
!
| —
\

Oy —§ p—t ™ )‘l)n,-—" n—°+‘”n—3 n-3=0n1 (O
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et la dérivation extérieure de ces nouvelles relations nous donnera
n—2 relations telles que

— ! "
[ oy (dbi — b oy—o5 48 0 + Biog + B onr +
n—2

+ Z (ih-H) W, k41 ) ] =0

k=2
3, , Bi,-.. étant certains coéfficients numéciques. Si nous désignons
maintenant par ¢ un déplacement compatible avec toutes les
conditions écrites et laissant en plus le point A fixe, (¢’est-3-dire
tel que w; (8) = w, (8) = ... = w,_; (3) =0) et par ¢; les quan-
tités w; (3), nous aurons

n—2

3 " " 1)
5b = — Bi +Fi) ey — 2 gt er gt + b (e — e)

=2
avec n—2 parameétres indépendants
€0 €235 €k, Cn-9 n—t;
nous pourrons annuler tous les b; et poser par conséquent.
[ 0y — 2o 0y =0

gy — 20y, + 05 =10

[ Op—g, n-1 — 9 Wy -9, n—~2 + Wy 3 g3 = 0

et par suite des dérivations extérieures
n—2

’ " (k1)
Bi oy + B 0,0 + B 0y + Z Bi O, 44 = €; ¥

pp— §
=2 N

(t=1.,n—-9)
Ces relations et la relation
(52) Swy— 3w, =0,

qui figure sous (51,) nous permettront d’écrire

sabi | TR =GR
W, gt =€), 0y 1 B 0,y (h=2.. n-=-2)
les ¢, étant des combinaisons linéaires & codficients nuinérigues
connus des ¢, les B, étant des nouvelles constantes numériques.
On a d’ailleurs
1

30"“@1:3“ :



La dérivation extérieure de la relation (52) nous donne
(53) bwyg— doy,=aw, —uo,

et la dérivation extérieure des relations (52 bis) nous montrera
gqu’on peut annuler ¢,, cs,..., ¢,_, €t nous aurons

(518> Op, ;44 :ﬁ W, (k = 2,... n— Q)

En dérivant extérieurement ces relations, ou trouvera en
tenant compte de (53), des relations telles que

Wn0 = g0y | Y 3
W == € 0 -7 O3
0, ;42 7= ey 0N -+ 1 (OFY (/i = 2 ey n—3)
avec
6ey,—de —=a et 6yg— 47, +1=0,
les y, étant certaines constantes numériques.
Nous pourrons annuler e, €,,..., €,_s et tirer

) 1 —
(5’19) Wy 0 = «6~ a oy + Yy
(1)12 o ﬂ (;)3_
51
(51s) { e == Tr =2 ..., n—3
Wy k42 == Tk W3 ( =% ..., 1 d)

et la dérivation extérieure de (51,) nous donnera
(5'140)’ Wypo =/yw, + e_()m4-2;)m2
wg=/[1o; + &0y
wk,k+3=f\‘l)1+s_km4 (Ib:(‘-)a\”““/l)
les g étant des coéfficients numériques.
L . .
En annulantf, ,..., f,_s ce qui est possible, nous aurons
(Oljg) w13 =21 04 , @4, 143 =28y 00y
k=2, ..,n—%
et ainsi de suite. On arrivera finalement aux relations
(Ol y45)" @, ng == My @) = Ao O -y — Lo W3
Oy, neg == My Oy = A 0y
Ay et A, étant deux nombres déterminés. Nous pourrons annuler

i, et nous aurons
(51 gs) 0, nmg = Ay Ouy

et en dérivant extérieurement
(Bl nte) (1 42y 04,01 — kg 0n, 5y + g Onmp = 73 0
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B. La coorespondarce Cgy. I’homographie H.

39". — Supposons choisi sur une hypersurface développable
(s) en chaque point un repére () dont les composantes v, soient
restreintes en particulier & toutes las conditions (51,), (51,), . .,
(31 ,45). Nous considérerons alors en chaque point d’une deuxiéme
hypersurface (S) le repére B B, ... B, ou (R) qui se déduit de (r)
par la transformation homographique qui réalise P'application
Ces de () sur (S) supposée possible.
Les composantés 2, du repere (R) devront satislaire a des
conditions analogues a (51,), (512), (51;) et (51,). L’applicabilité
C, impose les relations ')

Qr=0,,Q, =0, ..,0 -y =0,

Q, — Qgp=-0; —wg (b= 1,2 ..., n—1)

Qu=0,,Q, =0, /=12 . ,9—1)
et cela montre d’abord que les ©,, devront satisfaire en plus aux
relations analogues a (51;), (51¢), -.. , (51 ,.+2). Nous considérerons
en fin de compte les repéres les plus généraux attachés a (S) et
satisfaisant a toytes ces conditions. Cela est toujours possible si
(s) est une hypersurface développable &4 aréte de rebroussement
proprement dite. Si celd est les Q, satisferont également & toutes
les relations analogues & (51;), ..., (31,45) et (51,4) qu’'on
déduit par dérivation extérieure.

Dans ces conditions le systéme de Pfaff qui résout 'applica-

bilité Cq so réduit aux seules équations

54 Q=0,,Q,= Oy, e Ly | =0y
(54) Q — Q=0 — 0y, 0 ny =0
11 L] 11 00 » 1, n—1 1,7 1

qui conduisent A la seule equation extérieure

[0 (Qn ney — O, n— +Apou_y) |=0

ot Ay = 50 ——'cﬂo et C, est le paramectre analogue & ¢, relatit a
(S) (§ 38°).
Le systéme (54) est en involution et sa solution depend d’ane
fonction arbitraire d’un argument.
40°. — De toutes les relations écrites on déduit facilement
que si i % n on a
O Qp— o0, =A, 0,

1) Cartan (8) p. 272.



de méme
(55)) Qui —wpi=Ap 0, ; (1==0,1)
d’autre part
(55,) Qpp — O =Ap 0y — A oy
(h=2,3,..,n-1)
Si nous considérons alors un mouvement d’entrainement

qui laisse le point 4,_, de I'aréte de rebroussement fixe, c’est &
dire tel que w, = o on aura

glij — 0, =0 (lin)

autrement dit la correspondance entre les arétes de rebroussement
(peut qui étre arbitraire) étant donnée, la correspondance ponc-
tuelle entre les E,_; générateurs est projective. De plus si on con-
sidére un déplacement laissant le point A lui méme fixe (0, = ... =
w,_1="0) on a pour toute (ij)

Qij - 0ij = 0

Il en résulte qu’il y a une seule transformation homogra-
phique qui améne deux points correspondants en coincidence de
facon que I'application Cg; ait lieu. Nous appellerons H cette ho-
mographie, dont nous verrons plus loin (§ 51° et suivants) des
propriétés projectives intéressantes.

41°., — Considérons maintenant le long de la courbe C,
aréte de rebroussement de (s) le repére (r) qui se déduit de (r) en
faisant d’écrire au point A une certaine courbe de (s) non situé
dans un E,_, générateur et soit w;=drt ét w;=a; dt, T étant
un paramétre de position sur C; les «; sont des fonctions bieu

déterminédes de t. Soient A, A,, ..., A, les sommets du repére (r)
que nous allons faire correspondre respectivement 3
An_l, An_?. veey ‘Az, A, Al’ An

et nous allons désigner par @; les composantes du mouvement
instantané de (r), Les @, se déduisent des w;; =«,; dt par la
substitution d’indices

n—-1,n-2 ...,201n
respectivement en

(%]
0,1,...,n-3n~-2n-1n
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et doivent satisfaire en particulier aux relations suivantes qu‘on
tire de (514), (512), (513) et (51,) par cette substitution :

[ ’ p9, =0

Op_g, n=W0p_28 n1y, Op =Wgp=..7=Op_3 n= 0

Wyn — 2 G’n—l, n—1, @, + (Bn——Q, n-2=— 0
(56)

WOy = G)I,n-l == G’:’,n—i == =G')n—3, n-1
G’n—%, n—3— 3 (.611,—1, n—2 + 3 Gj‘n, n—t =0
W3 pe= (311—2; -ty Wpma=@ gpg==...= G’n-b, n—2 = 0

et de méme aux relations qu’on déduit de (51 bis) par la méme
substitution.

Remarquons bien que les repéres définis plus haut (§ 31°)
satisfont & ces conditions. Nous allons désigner par BB, ... B,
ou (R) le repére le long de I'aréte de rebroussement C, de (S),
qui se déduit de (r) de la méme maniére que (R) de (r) et par =,
ses composantes du mouvement instantané. Les =; satisferont
eux aussi aux relations suivantes
( Tn—2, n== 0

Th—d, n =Tp-2n-t, T\ =—"=Tp = ...=Tp_3 n— 0

Tpn — 2 Tn—4,n—1 —l—“n-&, n-2=— 0

Tl =T p | =T2Qn4=.. ==Tpa3 n-i— 0
(57) Tn-2,n-3 — O Tn—1, 71,—-3"]"3 Tnaa =0
Tpn-3,n—2=Tp-9g n-1, Tp-2==T| n-25= ... == Tl n—2 = 0

ﬂn—e‘i:a)n—-ﬂ,i (ZZO, '1, ey n—3 et 71— 1)

ﬁii-“oo:a"ii—(noo, T = Oin (l: la 2.... NG —l)

=6 0F; 4 )=0,1,...,n—3eln—1)
relations qhi d’ailleurs ne sont pas toutes indépendentes si I’on
tient compte de (56).

Avec ces considérations nous pourrons écrire le systéme de
relations (57), en se servant des notations déja employées (§ 31°)
sous la forme équivalente :

. Ey=0
(0}
(To ) { E60= E“: 3
(T(l’)) (T(io)) Eio = Fat=...=E, -2, n-3 = 0, Enot, n2= Fn'""—‘
(1) Bu=Ey=.. =Fuis s=0
| (T9.) Evro=0
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C. Relations entre les correspondances Cq, Ty, Te, Ty et T,

42°. — Une comparaison des systémes de relations (T®),
(T®), (T®), (T®) et (TV) (§§ 41°, 31°, 33°, et 34°) qui se referent
aux correspondances Cg, Ty, Ty, T; et T; nous permettra aisé-
ment de tirer plusieurs conclusions intéressantes.

Remarquons en premier lieu que dans tous ces systémes le
premier groupe de relations (T{) (i =o,1,..., 4) est le méme
et que de ces relations seules on tire tout d’abord.

Bio=A4,0®,, Fpy = 8,1 &y ..., Ep na =124, n ®p.

Si A est alors un déplacement d’entrainement compatible
avec ces relations et laissant fixe le point A (&, (4) = o), on aura

AA=o0, AA, =0, A[AA;)]=0, A[AA;A;]=0, elc...

ce qui prouve que lorsque la correspondance entre les arétes de
rebroussement est donnée, ces relations déterminent a elles seules
les positions des points B et B,, de la droite [B By] de 1’élément
plan [B B, B;] etc... autrement dit on a

(58) Bl — Bl“) — Bl(!) — 81(3) — 81(5)
puis

BY =B, 4 u{) B
(59) { B =By +uP B, + v B
(t=1,2, 3, 4)

On tire d’un autre coté des relations dont on parle au
début en tenant compte des relations (56) et analogues

I— (<j—1, j=2...,n)
puis
(60) Ty =Ty = ..== T, n
et
(61) To+ Ty + . F T =0
ce qui nous permettra de poser
(62) ™, == Adt¢

¢t étant un paramétre de position sur C, et A un paramétre arbi-
traire,
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De la dérivation extérieure de relations (60') en tenant
compte de (61) et (62) nous tirerons

n—2¢ (dA u
(T - ‘;"—dt)—(2=0;11"" n)

et par un calcul simple, en dérivant de nouveau extérieurement
ces derniéres relations, nous trouverons,

41 (nH) [du u? ¢ (D
(63) ™ot i == T (T “gax P d‘)*‘

Ty == ~——eer——

2

(cl+g—cl+1)dl (1:0,...,”—‘ 1)
avec ¢, = ¢,41 =0, u et les ¢, étant des nouveaux parametres,
o (t) une fonctions bien déterminée de {. Nous aurons alors

(
(64) T+ Tt -+ﬂn,n_1=(n+”12n+% X

du u2 ®
(T - ‘2n)\dt+ Td‘\,

Enfin la dérivation extérieure des relations (63), nous per-
mettra de poser

n

1 « dA
(65) “20+“31+-"+“n,n—~:‘“){—Ed“i"j\é‘zci'{"

=% j=2
+ 9 z”: Wt 4
nh “+ w4

Wit étant une nouvelle fonction déterminée de t.
Posons d’autre part avec les notations du § précédent

(66) a4o+ . "l’an, n_azé(n—{— |) (n+2) o

et
(67) ot F-tnn-2=2p
Cela étant nous tirerons de E, = o
Adl=dr<
d’ou

v=f() A=)
puis de Egy = 0.

/”
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On déduit de 13, par (64) et (66), en tenant campte des va-
leurs de u et A

Eo+E,+... +E, =
(68)

_(n+-D(n+2) fdun u? o )
_-——T--—-—- —}\—-—;z—”—)\dt'fxd‘—a/dl —-U(Ol

ou

(n+1)n+2) r7 82 , moh o, o
U:‘-—"T;Z’—"{n(/ﬁ—oz-/;z)—(zuoo+20C00/—IE+;G00+/—;2-—-01}

et si la correspondance entre les aréles de rebroussement est donné
(donc si la fonction f [t) est connue) U sera une fonction bien
déterminée de £.

43°. — Ces considérations générales ayant été développées
prenons pour commencer le cas n = 3. Soit M un point quel-
conque de la surtace développable (S); nous aurons

Soient N, Ny, N, N; et N, les points de (S) qui correspondent a
M par les correspondances Cgy, Ty, To, T3 et T,. On aura
N=B, +ab

N, = B{V + « B t=1,2384%

et d’apreés (58)
N=N=N=N=N,

par conséquent les correspondances Cq, T, Ts, Tset T, sont iden-
tiques dans ’espace & trois dimensions.

44°. — Soit maintenant dans un E,, M un point de I’hyper-
surface développable (S) et N, N; N,, N; et N, les points qui se
déduisent de M par les correspondances Cy, T,, Ts Ts et T,.
Nous aurons
M=4&, +ad, + £4
N=28,+aB, +8b
N, =B +a B + 8 BY (=123, 4)

et d’aprés (58) et (59)
N =N+ upB
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pat conséqent dans un espace a quatre dimensions les poinis N,

N, Ng, N; et N, sont en ligne droite avec le point correspondant
B de Paréte de rebroussement.

Les relations (T{") nous donnent ensuite en tenant compte
de (68)

D’autre-part les relations
R(i()) — Bgz)
nous donnent en différentiant et identifiant le coéfficients de B:

=) = = — u{ =
par conséquent

B = By - u m = - w5,
ou aura ainsi
1 1
W= = — U, @ = —_ U,
Ug 5 W 10
1 2
3) — 4) —
w=-5U w=-57
par conséquent
1 . i |
Nl:i‘-g’Uh) i\zzN’mUB
Ny=N - UB Ny=N—— UB
5 4 5

Nous déduisons ainsi que les points N, el N; sont confundus

et quatre quelconques des cing points B, N, N;, N, et N, forment
des rapports anharmoniques numériques fixes.

45". —Passons maintenant au cas n=>5. Nous aurons d’apreés
les relations (T{") et (68)

Bg=o . Bi=o
Ey=1Us, By =2 UG,
E‘fg:%Utbl , Elg%):%U(T)d
Bf=1
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et de
d Bl = B“z)
nous déduirons par I’identification des coéfficientsen B
ug)z—%U sup=—20, 2P=—1U, u) =—1T
De méme la différentiation des relations
Bp=8, + uB
et 'identification des coéfficients de B, nous donne
(69) uwp=—20U, up=—10, uP=— 20, up=—20
tandis que l’identification des coéfficients en B nous donnera
(70) o6y = = 5+ o + duf) = — B + dug)
relations qui nous se viront plus tard (§ 46°).
M, N, Ny, N5, N; et N, ayant toujours la méme significa-
tion on aura
M=2A;+ad, + B4, +717
N=B;+aB,+8B, +7%B
N,=BP+ aBY + pBY 4+ yBY
(=1,28 4
et en vertu des relations (59)
N=N+u®B +(aup + 1B
par conséquent
[BN] = [BN] + u{ [BB]
ainsi dans un espace & cing dimensions les points N, N,, Ny, N; et
N, sont dans un méme E, passant par la tangente B B, correspon-
dante de Paréte de rebroussement.
Les expressions trouvées pour les u{) nous montrent en plus
que les droites B N, et B N3 sont confondues et que les rapports

anharmoniques de qualre quelconques des cing droites B B;, B Ny,
B N, B N, et B N, soni des nombres fixes.

46°. — Nous pouvons aller plus loin. Posons

_4U

1
p— W — ! R
V=sW—§ , U="7

¥ et B étant les fonctions de ¢ et de = qui figurent au § 42°; des
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relations auxquelles sont supposées satisfaire les ©;,, ; en parti-
culier (§ 319) et de (66) nous tirerons d’abord

(1) (n—1)

Gt = T

d’ou en tenant comte de (63) et (68),

By s = (’_“’"_'2_5212:2 (4 g dth L di—ar Ao =i i=
(z 4+ 1) (n—1)

IR0 6, 4 (e — eua) i

Un calcul direct des E{), ; d’aprés les relations (T{”) comme
nous I’avons fait plus haut pour E{? et ES (§ 45°) nous donne-
rons par comparaison ¢§?, ¢J?, ¢{ et ¢{?, que nous introduirons
dans (65) et obtiendrons ainsi les expressions de

ml) e af) L2l LA (h=0, 1,2, 3, 4)
et en tenant compte de (67) pour

rh)+Lh)+ E(M_I_ 1,5,.;

Leés relations (T{") nous donneront aprés, en particuliér,

4 o
£ =0, h%)__ =V, B = 4UU +20

E;‘;‘,’:_\ h;f,’__QU'—l-—;V

)
et par conséquent (d’apres (69) et (70))
1y 1 1 (2) 1 , |
v ‘““T(KU +~>5V) ; (40” +20‘)

P=-Euey) d=gav-gY)

d’ou enfin par (59) nous obtiendrons la relation définitive

2 N4-35N, — 60 N, -7 N; — 6 N, = 0.

Considérons alors les points
Q;=9N,+N;, Q=10 N,-+N,
P=N,—Ng P,==N,— N,
P,=110, —60Q,;
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le point P se confond avec B tandis que P, et P, sont sur la tan-
gente 4 ’aréte de rebroussement. D’autre part on a

20N=60Q,—70Q,
par conséquent

C N ; 7
(P Qy Ny Ngj=—~ 5, (M; Qp N Nj) = — 10, (M, N Q, Qz):ﬁ'

Ainsi la droite N; N, coupant la tangente en B a Paréle de
rebroussement en un point Py, il existe une droite Q, N Qg P, pas-
sant par N, qui coupe la droite Ny N; (qui passe par B) en un
point Q,, la droite Ny N, en un point Q, et la tangente en B a
Varéte de rebroussement en un point P, et telle que les raports an-
harmoniques (B Q; N, N3), (P, Qs NgNy) et (Po N Q, Q) sont des
nombres fixes

47°. — Tous ces théorémes peuvent se généraliser facile-
ment pour #» > 5. Nous en enoncerons quelques uns sans donner
aucune démonstration, qui d’ailleurs n’offre pas de difficulté.

Les points N, N,;, Ny, N;, N, sont dans un méme E, _; passant
par le E,_, osculateur a Uaréte de rebroussement en B.

Le E, _, osculateur et trois quelconques des E,_, passant par
le E,_; osculateur et par un des points N, N, N,, N;, N, font des
rapports anharmoniques numériques fixes.

48%, — On a un cas particulier intéressant si U=0. Cela
correspond au cas ou la correspondance entre les arétes de re-
broussement est hymographique (§ 35°). On a, en effet, dans ce cas

Ef) =0
par conséquent la Gy, .o entre C et G, (qui servait & la définition
de la correspondance T,) est aussi une C;, _, (cf. § 359).

On a alors les théorémes suivants pour lesquels nous passe-
rons la démonstration :

Les points N, Ny, Ny, N3, N, sont dans un méme E, _, passant
par le E, _5 osculateur.

Pour n =15, le rapport anharmonique de quatre quelconques
des points B, N, Ny, Ny, Ny, N, sont des nombres fixes.

Pour n>6, le E, 5 osculateur et trois quelconques des E,_,
passant par le E,_; osculateur et par un quelconque des points N,
Ny, No, N3, N, font des rapports anharmoniques numériques fixes.
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Enfin par une démonstration un peu plus compliquée on
pourrait obtenir pour n=6, dansle cas ou la correspondance
entre les arétes derebroussement est homographique, le théoréme
suivant, analogue & celui qui a été trouvé plus haut (§ 46°).

Si les droites Ny N, et Ny N, coupent la tangente en B a
laréie de rebroussement aux points P, et P, il existe une droite
passant par N qui coupe les droites N, Ny, Ng N, et la tangente
en B respectivement en Q,, Q, et Py, telle que les rapports anhar-
moniques (Py Q; N; Nj), (P; Qy N2 Ny) et (Py NQ, Q.) sont desnom-
bres fixes.

D, La correspondance Cgs.

49°. —Nous dirons, dans ce qui suit, quelques mots sur les
correspondances Cs, (k>5).
Si nous tenons compte les formules (915), (53) la forme o;
devient pour ’hypersurface (s)
o5 == @ai — Dt 2y
et pour I'hypersurface (S)
D5 == A X§ —5HNi Xy
et si le deux hypersurfaces ont un contact du 5™ ordre on a
a=A\
d’ott nous déduirons
(71) 3)71.0 = Wy 0.
C’est cette équation qu’il faut ajouter au systéme de la Cy
pour obtenir celui de la Co,.
Mais la dérivation extérieure de la relation (53) et de la re-
lation analogue nous donne

oy [ -
[o) (da—+ Baw;— g+ 8 056, ‘°4+§°’o‘°2>] =0

[Q,(dA+3A8,—9),+6,9,46,Q +0, Co2)]=0

f; et 6, étant deux nombres déterminés, co le paramétre introduit
dans (52 bis) et C, le paramétre analogue pour (8). Si a=A on
déduit

1, _
:T_}‘(()O—-co) ["’1 0)2]
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=t
et en tenant compte de (52 bis)
(72) Qip = w0

Avec les notations du § 41° de (71) et (72) on déduit:

{ En—1, 77,—-2( == En, n--14 ):0
By n—2=0.
La premiére relation montre que U=0, par conséquent
la correspondance entre les aréle de rebroussement est homographi-
que, mais cette condition n’est pas suffisante, car il faut tenir
compte de la 2™ relation (73).

Réciproquement si (73) sont satisfaites pour les repéres a
un paramétre que nous venons de considérer, les relations (71)
et (72) seront aussi satisfaites pour les repéres & plusieurs para-
métres (§ 41°), comme on se rend compte par un calcul facile
(que nous omettrons et alors la Cy, sera une Cq;.

Les ¢quations (TY"), (T) et (T{") dela C, prennent dans
notre cas la forme trés simple

;=0 i <k+42

et on se rend facilement compte que ces équations sont indépen-
dantes du choix du repére (r) pourvu qu’il soit tel que le E,

[AA; A

soit le K, osculateur a I’aréte de rebroussement. Nous pourrons
alors prendre comme repére (r)le répere de Frenet définiau § 22°;
le repére (R) nesera pas nécessairement un repére de Frenet pour
C,. Deux cas peuvent se présenter.

a) La courbe C est singuliére de 1™ expéce. La 2" relation
(73) exige alors que C, soit aussi au moins de la 1™ expéce et
cette relation se satisfera alors d’elle-méme. Il suffit alors d’établir
entre les arétes de rebroussement C et C; une correspondance
homographique pour que la C,; soit une Cy;.

La Cy5 entre deux hypersurfaces dout les aréles de rebrou-
ssement sont des courbes singuliéres est toujours possible et dépend
de trois constantes arbilraires.

b) La courbe C n’est pas singuliére. On a alors

(73)

Ggg=do , &g=npds
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o étant 1'are projectif et p un invariant projectif de C (§ 229).
Mais on a aussi

Tt20:d2 N ﬂ“):an}:

I étant 'are projectif et R I’invariant de C; analogue & p, car les
relations (39)), (39,),.., (39;) du § 229, qui suffisent & définir ces
éléments, seront vérifiées.

Nous aurons alors

Ai=ds , R=g.

et ces conditions seront alors suffisantes. Par conséquent la C,;
entre deux hypersurfaces (s) et (S) dont les arétes de rebroussenent
ne sont pas singuliéres, n'est pas toujours possible; lorsqu’elle est
possible elle dépend tout au plus d’une constante arbitraire,

500, — Quelque soit le cas ou la Cy; est possible, dans un
E; par exemple, nous aurons d’aprés § 46°

VY=o

et nous concluerons que pour n =5 les correspondances Cy;s, T,
Tg, Ty et T, sont identiques.

Ce résultat nous fait déja pressentir .e théoréme suivant
que nous énoncerons sans démonstration :

Pour n =6, les points N, Ny N, N3 et N, sont en ligne
droite avec le point B de Uaréte de rebroussement et les rapports
anharmonignes de quatre quelconques des points B, N| Ny Nj et
N; sont des nombres fixes.

De la méme maniére on peut énoncer la théoréme plus gé-
neral :

Pour n > 17 les pmints N, N, N, N, et N, sont dans un méme
E,_s passant_ﬁar le E,_g; osculateur et trois quelconques des E,_g
passant par le E,_, osculateur et par un quelconque des points N»
Ny, Ny N, et N forment des rapports anharmoniques numérigues
fixes.

Des résultats analogues s’obtiennent si nous considérons les
correspondances Cy,avec k> 5. Nous n’insisterons pas davantage.
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E. Propriétés spéciales de ’homographie H dans un E; ou E,.

519, — Le probléme que nous nous proposons maintenant
est d’une facon générale le suivant : Trouver en chaque couple
de points correspondants quelles sont sur deux hypersurfaces
développables (s) et (S) les variétés v, et V, se correspondant par
la Cyy et passant par ces points, qui par ’homographie H (§ 419
viendront en contact du 3™ ordre (elles auront toutes d’apreés la
définition de la Cy un contact du 2° ordre).

Pour traiter ce probléme nous reviendrons aux considéra-
tions du § 13°. Suivant les conditions de la Cy, si x;..., X, X...,
X, sont les coordonnées non homogeénes des points des deux va-
riétés exprimées paramétriquement en fonction de u,..., v, de
maniére qu’a deux points se correspondant par la Cy correspon-
dent les mémes valeurs des paramétres, on a pour u; = u; yoreny
Uy = Uy,
2Xi _ awm X %

Xi =y = P =
Ur au Ny g Ay U

k]

par conséquent on aura

(14) N (ot R (), o+

k

1 2 0 ;
— > (u, — u. — ul
+g 2 (520 ) (=) (v - )

7, 8=1 /

1 .
g P (= ) gy T (1, —u) +

P{” désignant d’une maniére générale un polynome homogéne de
degré s en u; — uj,..., u, —up , les coéfficients étant des fonctions
de ui,.. , uj. On aura aussi par conséquent

. 1 .
Xy = —[—b—. e (u, —uld) -

ol

k 3
— 2
PfS) — P(:-!) — 2: (m)o (u,,_ uf{) (us - u‘s’) ( utauﬁ’)

s, t=1

et avec le choix du § 11°.

(75) Xi =a, + PV (@, - 2,) +.
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En dérivant les formules (74) par rapport aux %}, on aura,
comme ailleurs, aprés simplitications

AX :!_ Zk: <__M___) (u-uo)(u —uly du® —

o2 r, 5 t=1 Ay JUs Uy 0 r r s s) AUy
1y ——(J—P—f’i— dul -

—F X 3wy et

et avec le choix du § 11°.

(76) ol & Fa 1 E 10
33 Y ) e R

7,8 t=4

L’identification de ce développement avec le développement
(15) nous fournira dans la suite les relations qui nous seront
utiles.

520. — Pour traiter le cas des hypersurfaces développables
nous prendrons comme repéres (r) et (R) du § 13° les repéres (r)
et (I}) du § 39° et nous tiendrons.compte des relations auxquelles
ces repéres sont assujetis satisfaire.

Considérons d’abord le cas des surfaces développables de E;.
Nous avons d’aprés § 36°.

1 4, 1 .
(77) T3=g T1 4§ P
Les relations (76) deviennent ici
2
. 1y a PP
(78) . }\i - 61; &y or +‘“
(=123

(79) F3o = Az 0,
Fgp = Agp 01—A,p 0,

les autres E;; étant nuls. Ces relations nous donnent d’ailleurs
par dérivation extérieure immédiatement les relations suivantes

[ d A= (A%)’“ Agp) 0, — 4 Aygogy
4 )
d Agy = Ally "’4"§Am wy, — 6 Agom

(80)

1 i
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et la nouvelle dérivation extérieure de la premiére de ces rela-
tions nous donne

(81) d A = (AL + AR o,— g A 1o 0 — 6 AfY) ©g,

Si nous tenons compte de (75) et (79) le développement (15)
s écrit
1
Axﬁngmﬁm+w
/ ! 2 1 2
AXy = (—§ Agp 1+ Ay, %) o1t g Ago 2y @y 4.
AXy=.

les termes non écrits étant d’ordre supérieur au 2™ . La com-
paraison avec (78) nous donnera tout de swte

PO) = — Ay a}
PP = Anat — 34,008 @,
ng) =0
et par conséquent
[ X, =z bAw‘”?—l‘
(82) !
Xo =@ + — An o] — —Q‘Aw 2} @, +
l X3 = X3 -I-— B

Cela étant I’équation d’une courbe passant par A pourra
s’écrire d’apreés (77)
Ty=may+nadtpad ..

1
w;;:?x‘;’—[—...

et si cette courbe a un contact du 3™ ordre avec sa correspon-
dante on doit avoir

Xo=mX;+nX 4 p X3 4...
Xg == —;- X2 4-...
Remplacgons dans ces relations X, X;, X; par les développe-
ments (82) et identifions; nous trouverons
(83) 2A,0m=A;,.
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Supposons d’abord A,y 2 0, condition dont nous verrons
plus loin la signification géométrique ; ’'équation de la tangente a
la courbe repondant au probléme s’écrit par rapport au repére(r)

2A0 7, =Age,, @3=o0

autrement dit I’équation différentielle des courbes cherchées sur
la surface (s) s’écrira

(84) 24y, 0= Ag 0

La premiére relation (80) montre que A,y est 3 un facteur
prés constant le long d’une génératrice (v, = 0) et d’apreés (T9)
et (68) si Ay, =0 onaU = o, c’est 4 dire que la correspondance
entre les arétes de rebroussement est homographique. La condi-
tion écrite plus haut exprime donc que la correspondance entre
les arétes de rebroussement, qui définit la C,, n’est pas homo-
graphique.

53". — L’équation (84) est complétement intégrable. Les
courbes cherchées dépendent d’une constante arbitraire; elles
forment une famille et par chaque point dela surface (s) il passe
une courbe et une seule. Ces courbes jouissent d’une propriété
géométrique caractéristique. Considérons, en effet, le point

P=ANA 24,4, + A 4,

qui se trouve a la tangente i la courbe passant par A. Si 8 dé-
signe un déplacement le long d’une génératrice (w; () = 0) on a
d’aprés (80) et (81)

tP=o

ce qui montre que les tangentes aux courbes de la famille en tous
les points d’une méme génératrice passent par un méme point P.
De cette propriété découle d’ailleurs immédiatement que quatre
courbes quelconques coupent les génératrices de la surface sous le
méme rapport anharmonique.

Réciproquement étant donnée sur (s) une famille de courbes
satisfaisant & ces propriétés il existe toujours une surface (S) et
une Cy entre (s) et (S) telles que les courbes de la famille consi-
dérée et les courbes correspondantes sur (S) soient des courbes
répondant au probléme proposé. En effet la position du point P
nous donnera & un facteur arbitraire prés (fonction du para-
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métre T de définition sur 'aréte de rebroussement) les quantités
A{J, Ay, Ag et la 1% relation (80) nous donnera Aj. Le systéme
complétement intégrable formé par les relations (55} nous
donnera la surface (S).

Si maintenant Aj,=o c’est & dire si la correspondance
entre les arétes de rebroussement qui définit la Cy est homo-
graphique, pour qu’il y ait une direction répondant au probléme,
autre que la direction de la génératrice, il faut d’apres (83) que
Aj, soit nul. Mais d’aprés (80) on a dans ce cas

AfY = Ag
1
d Asg = AR 0y — Aggwa — 8 Age g

si donc Ag = o, c’est & dire (cf. § 49°) st la Cq, west pas une Cy
la relation
A:;a =0

ne peut pas étre identiquement vérifiée. Elle définit sur Ia surface
une ligne (Q) telle que toute courbe passant par un point quel-
conque de (Q) a un contact du 3™ ordre avec sa correspondante;
de plus d’apres (82) les surfaces auront en un tel point un con-
tact analytique du 3™ ordre (au sens de M. Fusini). Nous pour-
rons pour cette raison appeler la courbe (Q) une ligne flécnodale
de déformation et par un raisonnement analogue & celui qui a
été fait plus haut montrer que la courbe (Q) peut étre une courbe
(quelconque tracée sur (s) en ce sens qu’il y a une infinité de sur-
faces (S) telle qu’une courbe quelconque tracée sur (s) soit la
ligne flecnodale de déformation pour une Cy; spéciale entre (s) et (S).

On se rendra compte aussi facilement, en dernier lieu que
si la Cq est une Cg; ou bien il n’y a aucune direction en aucun
point (sauf sur Paréte de rebroussement) jouissant de la propriété
demandée, ou bien les deux surfaces sont projectivement égales.

54°. — Passons au cas n =14, On aura de méme d’apros § 36°

S DN
et d’apres les relations (55)
Big=Ey == Ay o,
Lo = Ago

Ep=Ap0, — 4,0,
g = Ag o, — Ao
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les autres E,; étant nuls. Ces relations dérivées cxtérieurement
nous donnent
)
[ d A= (A —Ay)o, —2A,50,
)] 4
(85) ! dAp= Aw 0, —73 A;w 0y — 3 Ay 0
1
dAp,= Al w,—A 0w, —2 Apop—4Apoy
1
l dAg= A(M) ) — Aoy — AE’O) W3 — 2Ap0;— 0 A0,
et la nouvelle dérivation extérieure de la premiére de ces relations
p
nous donnera
1 1 1 1
d AW = (A% 4 AR 0, — 2 A, 0, — 3 Afflw,,
Avec cela les développements (15) deviennent

1 2
AX’:EAIOCM(L” +
1 a
szz(—'?A42$1+Amxi L7 @y =~

)
\e 1 4 \
AX,=.

A, z(;c]’ w, - ...
2
Alo X1 (!)3 + ver

ro] = te]

et la comparaison avec (76) nous donnera

3] 3

3 3 2
P = Ap i — 3 A0 21 2,

3 3 2
|‘§;): A43.’B1 _—3A40 1 L3

3
19—

par conséquent
[ N 3 3

Xi=a, —TA,m +..
I \ * 3 4 9
J Xo=a,FvApxi —T A1 oy ..

- 1 3 1 o
| No=a3+ A1 —7 A, rpag-+..

| Xy=x,+ ..
Cherchons d’abord les courbes répondant au probléme. Les

équations d’une telle courbe passant par A s’éeriront

Ty=mur,+n fv‘f—}—p}r—{—
3= q@ 4 rZ] | sat 4 ...
Ty= T} + ..

et celles de la courbe correspondante
X,=mX,+n Xf—{—p X?—I—-
o= ¢X, 4+ rXisXi ..
X, = %X+ ..

(86)
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en identifiant d’aprés (86) nous obtiendrons immédiatement

{ 2A0m = Ap

(87) 2009 = Ag

par conséquent les équations différentielles qui donne les courbes
cherchées s’écriront, si la correspondance entre les arétes de re-
broussement n’est pas homographique (A, 5% 0),

o 20,0, = A, 0

) | 2o = aie,

Ce systéme est complétement intégrable. Les courbes cher-
chées forment donc sur T'hypersurface (s) une congruence de
courbes (I') dépeadant de deux paramétres arbitraires et telle
que par tout point de (s) il passe une courbe de la congruence et
une seule. Ces courbes jouiront, comme pour #» = 3, de la pro-
priété caractéristique d’aprés laquelle les tangentes aux courbes
de la congruence (T) le long d’un dlément plan générateur de (s)
passent toutes par un méme point P. En effet le point

P=al4 + 2804, +Ap A+ A4,
est fixe car si
0, @) =0 , wy(®=ce
on a
3P=—3eP
De la propriété précédente il résulte immédiatement que
les courbes de la congruence (I') tracent sur les plans générateurs
de (s) des configurations homographiques.
Si la correspondance entre les arétes de rebroussement est
homographique on a A,y = o, par conséquent d’aprés (853)
Af] = Aws
si alors la Cy, n’est pas une Cy; (A4 52 0) il 0’y a aucune relation
identiquement vérifiée entre Ay, et Ay et pour qu’il y ait une
courbe répondant au probléme il faut d’aprés (87) que I’on ait
Ap=0 , Ag=o0

et ces deux relations définiront sur (s) une certaine courbe (Q)
qui sera une ligne flecnodale de déformation dans le sens qu’en
chaque point de cette courbe la Cy; est une Cy;.
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Enfin sila Cy, est une Cg; ou bien il n’y a aucune courbe en
aucun point (sauf celles situdes dans un E, générateur ou en des
points de ’aréte de 1ebroussemens) répondant & la question, ou
bien les deux hypersurfaces développables (s) et (S) sont projec~
tivement égales.

La congruence (I') aussi bien que la courbe (Q) peuvent
étre d’ailleurs comme dans le cas précédent une congruence
jouissant de la propriété énoncée plus haut ou une courbe quel-
conque tracée sur (s).

55°, — Passons maintenant au cas des surfaces. L’équation
d’une surface située sur (s) et passant par A pourra s’écrire

rg=aiy+ By Pyuy, 1)+ a2 2y) 4

19
Ly = v—)ﬂ'/' 1 —-l— s
-l

P, , P;, ... étant des polynomes homogénes du 22, 3", ... degré
en x,, &q. Si cette surface a un contact du 3™ ordre avec la sur-
face correspondante on aura aussi

Xs=aX; 48X, 'l“Pz(anz)“l“Pa(Xl s Xo) -t eee
1 X‘.’Z

271

X, =
et par identification d’aprés (86) on obtiendra

(89) Aipg==20 A+ B Ay,

Si la correspondance entre les arétes de rembroussement
n’est pas homographique (A, == 0), 'équation différentielle des
surfaces cherchées s’écrira

(ZApo3 —Ago)=—2 (2 A0, — Ay vy

avec un parameétre o. La dérivation extéricure de cette équation
nous montre que ces surfaces dépendent d’une fonction arbitraire
d’un argument; de plus on trouve par cette voie que les carac-
téristiques de cette équation sont données par les équations (88)
c¢’est-a-dire ce sont les courbes de la congruence (I'). Les surfaces
cherchées (¢) sont donc engendrées par les courbes de la con-
gruence (I').
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569 — La nature des surfaces (v) st facile & définir d’a-
prés la propriété géométrique énoncée précédemment des courbes
de la congruence (I'). Les plans générateurs de (s) coupent en
effet une surface (¢) suivant une famille de courbes projective-
ment égales, qui forment d’ailleurs une premiére famille de lignes
caractéristiques de (o); la transformée de Laplace correspon-
dante se réduit & la courbe décrite par le point P. La deuxiéme
famille de courbes caractéristiques est formée par les courbes de
la congruence (I') génératrices de (c) et la transformée de Laplace
correspondante est la surface développable ayant la méme aréte
de rebroussement (c) que ’hypersurface (s). La surface (X) qui
correspond & (o) par la Cqy, entre (s) et (S), donnera alors avec (o)
un couple de surfaces dépendant de huit fonctions arbitraires
d’un argument (six fonctions déterminant (s) et (S), une autre
fonction déterminant la Cg et une huitiéme définissant la loi
d’aprés laquelle on associe les courbes de la congruence (I') pour
engendrer (c)), et d’aprés la maniére dont on les a obtenues les
surfaces (o) et (£) admettent une Cy;. La détermination d’un tel
couple de surfaces et de la correspondance Coy se réduit donc sim-
plement a Uintégration du systéme complétement intégrable (88).

Si la correspondance entre les arétes de rebroussement est
homographique Ja relation (87) devient

A =104,
et 'équation des surfaces répondant au probléme se réduit a
A oy — Ap 0g=a0,
avec le paramétre a. La dérivation extérieure de cette relation
nous montrera également que la solution de cette équation dépend

d’une fonction arbitraire d’un argument et que les caractéris-
tiques sont données par

=0, Ago,—Ap=0

Ces caractéristiques sont par conséquent des lignes situées
dans les éléments plans générateurs de (s) qui recontrent la
courbe (Q). Mais le long d’une telle ligne on a

(O]
4 A :KZ—<A42 A+ A5 d3)
42

; A
d (A A4 A A = — (500,43 0y,) (Apy 4,445 49)

A42
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cette ligne est donc une droite. Les surfaces (p) répondant a la
question sont par conséquent les surfaces réglées engendrées par
des droites rencontrant la courbe (Q). Si nous considérons main-
tenant la surface reglée (R) correspondant a (p) par la Cy nous
aurons en (p) et (R) un couple de surfaces reglées admettant uune
Co; et dépendant de sept fonctions arbitraires d’un argument,
qu’on obtient ainsi sans aucune intégration.

Enfin si la Cy, entre (s) et (S) est une Cy sans que les deux
hypersurfaces développables soient projectivement égales, je
signale sans démonstration que les surfaces répondant au pro-
bléme sont les surfaces reglées engendrées par des droites situées
dans les plans générateurs de (s) et rencontrant I’aréte de rebrous-
sement (c) de 'hypersurfaces (s).
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