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PREMIÈRE THÈSE

SUR L'APPLICABILITE FROJECTIVE DES HÏPERSURFACES DEVELOPPABL1S
PAR

M. ALEXANDRE PANTAZI

INTRODUCTION

Le problème de l'applicabilité projective des surfaces posé et
étudié par M. FUBINI % puis développé et complété par M, CAR-

TAN 2), a été aussi l'objet de nombreux travaux dans Jes dix der-
nières années, mais dans tous ces travaux le cas des variétés dé-
veloppables occupe une place très peu importante ; ce sont pour-
tant parmi les hypersurfaces d'un espace à un nombre plus grand
que trois de dimensions les seules qui admettent, comme l'a
montré M. CARTAN, une déformation projective du second ordre.
C'est donc à l'étude delà déformation des hypersurfaces dévelop-
pables qu'a été consacrée la plus grande partie du présent travail.

L'étude des correspondances qui généralisent celle posée par
l'applicabilité de M. FUBINI et qui ont fait l'objet d'un travail de
M. FÉRAUD3), m'a conduit à certaines correspondances entre deux
hypersurfaces développables données ne dépendant que d'une
fonction arbitraire d'un argument et qui s'obtiennent en établis-
sant une correspondance ponctuelle arbitraire entre les arêtes de
rebroussement des deux hypersurfaces.

Les différentes correspondances établissant des applicabilités
projectives, au sens de M. FÉRAUD, entre ces arêtes des rebrous-
sement même et dépendant d'une fonction arbitraire d'un argu-
ment, donnent naissance, d'un autre côté, à des correspondant

*) liend. Cire mat. Pat. 41, 1916, pp. 135—162.
2) Ann se. Ec. norm 37, 1920, pp. 259-356.
3J Thèse 1928, Ed. Presses nouvelles.



ces ponctuelles bien déterminées entre les deux hypersurfaces et
la comparaison de ces diverses correspondances m'a conduit à
certaines propriétés intéressantes, qui jouissent d'un grand degré
de généralité. Ces propriétés, qui se trouvent développées dans le
chapitre III G, ont fait d'ailleurs l'objet d'une note parue aux
Comptes Rendus1).

L'étude du contact des variétés correspondantes sur deux
hypersurfaces applicables Tune sur l'autre, qui dans notre cas se
laisse traiter sans difficulté, (Chapitre III E), conduit également
à certaines propriétés intéressantes. Cette étude se trouve pré-
senter une importance pour deux principales raisons. Elle est
d'abord liée au problème qui pour les surfaces projectivement dé-
formables de l'espace ordinaire, consiste à la recherche des ré-
seaux de déformation projective. En effet, en chaque point d'une
telle surface, les directions de déformation projective sont celles
des courbes passant par ce point et qui par l'homographie uni-
que qui réalise l'application C2* (au sens de M. FÉRAUD), ont un
contact de 3"me ordre avec les courbes correspondantes 2)«

Un deuxième point important de cette étude c'est qu'elle
conduit naturellement à la découverte de certaines classes de
variétés vk qui admettent une correspondance Cj3, qui de cette
manière s'obtiennent plus facilement que par une méthode directe.
C'est ainsi que j'ai obtenu, sans intégration, une classe impor-
tante de couples de surfaces réglées de l'espace à quatre dimen-
sions, admettant une C23 et dépendant de sept fonctions arbi-
traires d'un argument, tandis que les couples les plus généraux
de v2 de cette espèce dépendent de huit fonctions arbitraires d'un
argument. De la même manière je ramène à l'intégration d'un
système d'équations différentielles ordinaires d'une forme élé-
mentaire, la recherche de couples de surfaces de E4 spéciales (à
une famille de caractéristiques planes et à une transformée de
Laplace dégénérée), admettant une C23 et dépendant de huit fonc-
tions arbitraires d'un argument, qui d'ailleurs est le degré de
généralité d'un tel couple de variétés.

Le problème de la recherche des différentes applicabilités

i) C. H. 1£5. 1927. pp. 1178-79.
9) Ce théorème dû à M. CARTAN a été exposé dans les leçons professées à la Sor.

bonne 1927-28.



possibles entre deux hypersurfaces développables m*a conduit,
en dernier lieu, à des propriétés concernant des variétés très gé-
nérales, propriétés qui se trouve être l'extension d'un théorème
de M. CEGH et d'un autre théorème de M. FUBINI relatifs à l'ap-
plicabilité projective des surfaces de l'espace ordinaire. Ces pro-
priétés, développées au Chapitre I, ont été trouvé en partie par M.
BERSANO1), mais à un degré beaucoup moins avancé.

Je dois le succès de ces résultats à l'attention que mon cher
Maître M. GARTAN a voulu porter à mon travail. L'emploi de la
méthode du repère mobile et des systèmes de Pfaff en involution
dont M. GARTAN a été le créateur et l'animateur, m'a été d'un
secours certain pour simplifier, d'un côté, les démonstrations
dans bien des cas et dans d'autre cas, comme par exemple celui
où sont poussées plus loin les recherches de M. BERSANO, comme
moyen unique d'investigation. Qu'il me soit permis de lui expri-
mer par cet hommage, avec mon admiration, ma plus profonde
gratitude.

CHAPITRE PREMIER

Généralités sur l'applicabilité projective

A. Préliminaires

Nous avons employé, pour démontrer les résultats du
présent travail, la méthode du repère mobile, développée par M.
CARTAN et par d'autres auteurs dans des nombreux travaux de
géométrie infinitésimale. J'indiquerai dans ce chapitre, entre
autres, brièvement, quels sont dans cette théorie les principaux
résultats dont nous nous sommes notamment servi. La plupart
ont été résumés par M. GARTAN dans son article Sur les variétés
à courbure constante d'un espace enclidien ou non en lidien
(Bull. soc. math, 1919 et 1920); une autre partie se trouve dé-
veloppée dans la thèse de M. LALAN ( Variétés à trois dimensions
etc. J. Mat. pures et appl. 1924).

1°. — Le repère mobile. Un point analytique est défini par
l'ensemble de ses n + 1 coordonnées homogènes par rapport à

ij Rend. r. InsL lombar do 56- 19°23 pp. 267—275.
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un système fixe de coordonnées. Nous désignerons par des lettres
majuscules, comme il est d'usage, aussi bien un point analitique
que l'ensemble de ses n -f-1 coordonnées homogènes.

Un repère mobile sera défini par n + 1 points analytiques
Ao, Af,..., kn non liés par aucune relation linéaire de la forme

Xo Ao -f- Xj A1 -f-... + *« An = o
dont on comprend facilement les sens. Il dépend en général de
(n-4-4)2 — 1 paramètres, par ex. les rapports mutuels des
coordonnées homogènes des n -j- 1 points Ao, Af, .., kih qu'on
appelle aussi les sommets du repère. On sera souvent conduit à
considérer des repères moins généraux, en soumetant les som-
mets du repère à satisfaire à certaines conditions que nous pré-
ciserons dans la suite.

En donnant à tous les paramètres dont dépend la position
du repère des accroissements infiniment petits, les coordonnées
homogènes des sommets du repère subiront des variations d Ao,
dAi, ..., dAn qui satisferont à des relations de la forme

(1) d At = ] £ tùth Âh (i — o, f,.,., n)

woo» —iwna étant des formes linéaires des différentielles des para-
mètres, les coefficients étant des fonctions de ces paramètres. On
appelle ces formes de Pfaff (oJh les composantes relatives du mou-
vement instantané du repère mobile. Nous remplacerons souvent
dans la suite, pour simplifier les écritures, Ao qu'on appelle
l'origine du repère par A et w0l (i^o) par «è Les quantités
tolh satisfont aux relations extérieurs

dont nous ferons implicitement usage dans la suite des calcules.
Nous nous servirons souvent également du théorème suivant :

Lorsqu'on a une relation de la forme
[tôj X! J 4- [ û>2 Z2 J + ... -h | iùh lk | = 0

et Wj, ..., u>k sont des formes linéaires indépendantes par rapport
aux différentielles des variables} les y, sont des fonctions linéaires
des (oft avec des coefficients formant un tableau symétrique j)

i) CARTAN (7) p loi . Dorénovant par dos désignations de cette rmlure nous
renvoyons à Ja bibliograhie placée à la fin du volume
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D'après cela nous pourrons écrire.

X*£=«"ST ( i= f ,3 . . . ,A)

i pétant un poJynome homogène du 2*degré en tou ...,cok

2°.—Repères attachés à une variétés Vh Une variété à k di-
mensions Va de En sera définie par les relations qui expriment
les coordonnées non homogènes xi, x%,..,, xn par rapport à un
système de coordonnés fixe d'an de ses points courants M en
fonction de k paramètres ^ , w 2 , . . . , uh. Nous considérerons une
suite de repères où le point A sera confondu avec le point M et
les sommets ki > À2 ? . • . , kk seront situés dans le Efc tangent à la
variété en M. Certains paramètres dont dépend en général la po-
sition du repère mobile, seront ainsi déterminés en fonctions
d e w j , ^ , . . . , uk par l'intermédiaire des fon tions x% et leurs dé-

rivées partielles du l r ordre :L^i- Nous dirons qu'un repère satis-
faisant à ces conditions, considéré dans toute sa généralité, ou
pour lequel on a particularisé arbitrairement les paramètres non
déterminés, est un repère du îr ordre. Les conditions imposées
se traduisent par les relations

iùk+1 = 0 , . . . , (ùn = 0

On déduit des relations extérieurs et du théorème cité les
relations

(Z) toia = oj ^ ~IJ wv,a>„ a = £ i f „I

les * a étant certains polynômes homogènes du 2(l degré en
wi y • • •, wk et les quantités twVa = twJtw étant des fonctions de
^i,w2 , . •., wft (par l'intermédiaire de xi9x^j... ,a:B et de leurs
dérivées de ll* et de 2d ordre) et de certains paramètres restants

*>i , • . . , v
Lorsqu'on aura donné des valeurs particulières à ces para-

mètres le repère sera dit du 2d ordre. Si nous désignons d'ailleurs
par X l 9 X 3 , . . .,X t t les coordonnées non homogènes d* un point
de la variété par rapport à un repère quelconque du l r ordre
ayant le point M pour origine, les équations de la variété, sup-



posée analytique, pourront s'écrire par rapport aux k premières
coordonnées prises comme paramètres

<pP
(s) étant des polynômes homogènes de degré s en Xd, X 2 , . . . , Xk

et on aura *)

La dérivation extérieure des relations (2) nous conduira à
des relations de la forme

K> (rfWy, + *ya ) ] = 0

étant des expressions linéaires à coefficients numérique?
nus des coy> Nous pourrons donc écrireconnus

(3) dmija + \ a = i

où l'on a
= A

wijia dépendant des éléments du 3me ordre de la variété et de
certains paramètres auxiliaires qui une fois particularisés déter-
minent un repère du 3me ordre.

Remarquons que pour fixer les valeurs des paramètres
auxiliaires viy... ,Vp, \e$ relations (3) suffisent. Si nous fixons
en effet les valeurs des paramètres uu w2 î . . . , uk, ce qui revient à
poser

(Dj = 0 , W2 = 0 , . . . , (Û& = 0

et si nous disignons par § une variation compatible avec ces con-
ditions et par elJy eija les expressions o)(j (S), izlja (8) nous dédui-
sons de (3)

où les expressions eiJa sont connues. Les quantités mija subissent
ainsi les substitutions d'un groupe dont les transformations in-

ULAN (U) p. 948—&>5.
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finitésimales se déduisent facilement des expressions etJJ). Nous
pourrons donc assigner aisément à priori des valeurs numériques
convenables aux fonctions mijtt, ou suivant les cas des valeurs
égales aux invariants du groupe ainsi déterminé qui seront d'ail-
leurs des invariants projectifs de la variété considérée.

Nous avons esquissé ainsi un procébée de normalisation du
repère de proche par ordres successifs2), jusqu'à un certain
ordre ou jusqu'à l'épuisement complet des paramètres lorsque
cela est possible; dans le cas contraire on est conduit naturelle-
ment à certaines variétés algébriques dont l'étude joue un rôle
important dans l'étude même des variétés les plus générales.

3°. — Coordonnées plückeriennes d'un élément plan. Lors-
qu'un élément plan Eh_i est défini par h points Mt , M 2 , . . . , MAt

ses coordonnées plückeriennes sont par définition l'ensemble de
tous les mineurs d'ordre h de la matrice formée avec les
h ( n + 1) coordonnées homogènes des points M1( M2, . . •, Mft.
Nous désignerons l'ensemble de ces coordonnées par le symbole

[ M 1 M 2 . . . M A 1
auquel on appliquera, le cas échéant, les règles de différentiation
des déterminants.

Si (Mu M2,.. . , Mh) et (Nu Na,. . . , N,,) sont deux séries
de poins de définition d'un même Eh_,, les coordonées de E,t_,
définies de ces deux manières sont proportionnelles, ce que nous
exprimerons dans la suite par la relation

[M1Ma...MJJ = p[iNIN2...Nfc]
Des règles plus complètes concernant ce calcul symbolique,

pour n == 3, ont été exposées par M. MENTRÉ dans sa thèse (Les
variétés réglées etc. Ed. Presses Universitaires). Ges règles se gé-
néralisent sans peine pour n quelconque et nous en ferons con-
stamment usage.

4°. — Eléments plans osculateurs à une variété Vfc. Si nous
considérons l'ensemble de toutes les courbes passant par un cer-
tain point d'une variété Vft et les Ek osculateurs en ce point à

i) Si en effet on a e l ja = £(ih) m ^ elh les transformations infinitésimales du groupe

s) y par ex. URTAN (8) p. 280—286.
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chacune de ces courbes, on appelle hyperplan osculateur du
Qi—iy™ ordre1) ou plan h — tangent2), le plus petit élément
plan contenant tous ces Eh oscillateurs.

Si nous choisissons le repère de manière que.
[ A A j . - . A f c ] , f" A . . . Afe . . . Afc + Ô ] ,

| A . . . Aft . , . A k + o . . . A* 4 o + R] ,

| A . . . A* . . . An + Q . • • Afc f. Q + H . . . A* + g + H + s J •

soit le plan tangent, 2 — tangent, 3 — tangent, etc.... nous aurons

quant aux formes
<P(i> , < £ ' , ?< V

avec
/j^X^A + Q^ji^A + Q + R^v

on les appelle les formes assymptotiques du lr, 2* , 3mc, ..• ordre;
elles jouissent de la propriété remarquable suivante :

Les dérivées partieles d'ordre h d'une forme assymptotique
d'ordre m est une forme assymptotique d'ordre m — h3).

On a en fin les relations suivantes qui nous serons utiles4):

5°. — Dualité. Nous pouvons aussi déterminer un repère
mobile par les (n + If coordonnées tangentielles des n + 1 hyper-
plans (Efc_,) formés en associant les sommets du repère n à n.
En désignant par ax Thyperplan (ou la face) opposé au sommet
Ai, ou bien l'ensemble de ses n + i coordonnées tangentielles et
par le symbole (a A) une expression de la forme

vOy vu ... , vn étant les coordonnées tangentielles d'un hyperplan
a et a?0, xu ..., xn les coordonnées homogènes d'un point A, nous
aurons pour définir les coordonnées ax les relations

(5) (aiAj) = o (i=j;i,j = o}1f...,ri)

I ) ( U R T A N ( 7 ) pp. U6—156.

») v. TOBINI (12) p. 731.
3) GARTAN O) p. 155.
4) cl» (7) p. 153.



15

qui expriment que le point A, est situé sur la face at. Nous
pouvons achever de déterminer les coordonnées des Eft_, analy-
tiques cii par les relations

(6) ( f l i A < ) = f ( t = o, ƒ , . . , « )

car les premiers membres ne sont pas nuls. Nous aurons alors
des relations de la forme

(7) d Ch =^£V i7 l ah . (t = o, /, . . n)
h=o

De la différentiation des relations (5) et (6), en tenant
compte de ces relations et des relations (1) et (7), nous déduirons
facilement

(8) ^ + «Vi = *.

Gela étant la corrélation particulière

x0 —1\ , xx = vv ,., xn ~ rn

fera correspondre à un repère dont les faces sont a0, au ...> an>

un autre repère ayant pour sommets les points analytiques Ao,
A|, ..., Âtt tels qu'on ait

Ao = a0, A j = a 4 . . ., An = an

et par conséquent

À une variété Vk correspond par dualité une hypersurface
2(k) dont le plan tangent dépend de k paramètres. À des repères
d'ordre h attachés à Vk correspondront des repères attachés à
S(k) et les équations de I(k) en coordonnées tangentielles par rap-
port à un de ces repères mobiles seront les mêmes que celles de
Vk en coordonnées ponctuelles par rapport au repère correspon-
dant. Les relations (8) font passer des composantes du mouve-
ment instantané des repères attachés à Vk aux composantes re-
latives au mouvement des repères correspondants attachés à S(k).

6°* Systèmes différentiels en involution. Nous aurons
sou van t besoin dans la suite d'appliquer la théorie des systèmes
de Pfaff en involution, aux systèmes différentiels que nous ren-
contrerons et qui seront posés par les différents problèmes de
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déformation que nous traiterons, quand il y aura à déterminer
le degré de généralité de la solution.

La théorie des systèmes de Pfaff en involution a été édifiée
par M. CARTAN dans deux mémoires fondamentaux parus dans
les Annales de VEcole Normale (Sur l'intégration des systèmes
d'équations aux différentielles totales t. 18, 1901 et Sur la struc-
ture des groupes infinis de transformations ch. I, t. 21, 1904) et
exposé par ailleurs en résumé dans un mémoire cité *). Nous
renvoyons à ces travaux pour toutes les fois que nous aurons
besoin d'appliquer les résultats de cette théorie fondamentale.

B. L'applicabilité projective. Extension d'un théorème de Cech.

7°. — D'après M. CARTAN2) le problème de l'applicabilité
projective peut s'énoncer de la manière suivante :

«Deux variétés à p dimensions s et S d'un espace projectif
à n dimensions sont dites déformées Tune de l'autre d'ordre h si
l'on peut établir entre ces variétés une correspondance ponctuelle
telle que deux morceaux infiniment petits correspondants des
deux variétés puissent être amenés en coïncidence, aux infini-
ment petits près d'ordre ft + 4, par un déplacement projectif
convenablement choisi (et variable avec le morceau considéré)».

Ce problème a été généralisé par M. FÉRAUD3); j'emprunte
au travail de ce dernier la notion de correspodance Chk entre deux
variétés s et S à p dimensions d'un espace E», qui est une géné-
ralisation de l'applicabilité d'ordre h de M. FUBINI, qui n'est que
la correspondance Ghh (ou simplement Gh) :

«Une correspondance Chk entre deux variétés s et S est telle
que par un déplacement projectif convenablement choisi H (va-
riable d'un point à l'autre) on peut amener un point A quelconque
de S sur son homologue a de s de telle sorte qu'au point commun
les deux variétés aient après le déplacement une application Ch

et un contact d'ordre k ^ /i«.
La recherche des équations différentielles que ce problème

pose est très simple. On choisit le long de s un repère (r) ou A...

1) CARTAN (7) pp. 1 3 6 - 1 4 6 .
2) d° v9) Le problème général de Ja déformation.
») FÉRAUD (10) Thèse p . %
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An d'ordre k (§ 2°), qui sera défini par un certain nombre d'équa-
tions linéaires en w ,̂ les composantes du déplacement instantané
de ce repère. On écrit que ce mêmes équations sont satisfaites par
les composantes ni3 relatives au repère (R) ou B... Bn attaché à
S, repère qui se déduit de (r) par l'homographie H * inverse de
H; ceci est une conséquence du fait que ces équations linéaires
résultent de la structure des formes <p(jj (§ 2l) qui doivent être les
mêmes pour les deux varétés si i ^ k, parce qu' il y a contact
d'ordre k. On écrit ensuite les équations que posent la Ch.

Pour écrire ces dernières équations M. GARTAN a donné une
méthode dans la communication faite au congrès de Strasbourg
et une deuxième méthode valable pour la G2 des hyper surfaces
dans son mémoire sur la déformation des surfaces1).

Nous donnerons ici une troisième méthode pour h = 2, 3,
4, méthode inspirée des leçons professées par M. GARTAN à la
Sorbonne (1927—28) et qui a l'avantage de s'appliquer aussi
aux problèmes déformation avec contact géométrique ctont nous
parlerons plus loin et mêmes aux problèmes de déformation avec
un troisième genre de contact, que nous définirons égallement et
que nous appellerons contact de Ùech, parce qu'il a été considéré
pour la première fois par cet auteur dans un beau théorème sur
l'applicabilité projective des surfaces.

8°.—Suivant la notion de déformation avec contact géomé-
trique, deux variétés s et S sont applicables avec contact géomé-
trique d'ordre h, ci on peut établir une correspondance (que nous
désignerons par Gft), telle que par une homographie convenable
H on puisse amener deux points correspondants en coïncidence
de manière que deux courbes correspondantes quelconques, pas-
sant par ces points, aient entre elles après le déplacement un
contact d'ordre ft2).

De même nous dirons qu'une correspondance (que nous dé-
signerons par Fh) établit une applicabilité d'ordre h avec contact
de Gec/i, lorsque par un déplacement projectif convenable on peut
amener en coïncidence les Eh osculateurs à deux courbes corres-
pondantes en deux points correspondants.

I)CARTAN (8) pp. 268-272.
s) Cf. FDBIHI(H) p 141 et aussi CARTAN (8) p. 264.
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M. PUBÏNI avait déjà démontré que pour les V2 de E3 et pour
h— 2 on a les deux propriétés suivantes:

A, Une applicabilité Gh est nécessairement une ( W ) .
B. Une applicabilité Gh est aussi une Ch, §i ou applique au be-

soin une nouvelle transformation homographique à la variété S3).
D'un autre côté M. CECH, dans les mêmes cas également, a

démontré le théorème suivant3).
G, Une Th est aussi une Gh si on applique au besoin une nouvelle

homographie à S (qui peut d'ailleurs varier d'un point à l'autre).
Ces trois propriétés montrent l'identité pour les surfaces de

l'espace ordinaire entre les trois genres d'applicabilité projective
du second ordre.

Les propriétés A et B ont été généralisées par M. CARTAN

pour h = 2 et pour les Vn_, de Eft ; M. BERSANO a généralisé aussi
les propriétés A et G pour h = 2 et 3 et la propriété B pour
h = 2 pour toutes les variétés d'un espace projectif Eft.

Il est remarquable le fait que toutes ces généralisations ont
un caractère à part. Comme on peut parler d'applicabilité pro-
jective en un seul couple de points correspondants4), ces proprié-
tés sont valables isolément, c'est à dire qu'il suffit de supposer la
validité des hypothèses en un seul couple de points correspon-
dants pour que les conclusions soient justes en ce même couple
de points.

La propriété A est très générale; quant aux autres proprié-
tés, que nous avons tâchés de pousser plus loin, il faut, pour
qu'elles soient valables dans les cas que nous avons traités, que
les hypotèses soient vérifiées dans tous les points, correspondants
des deux variétés.

9°.—En empruntant pour le moment l'analyse de M. BER-
SANO5), nous considérerons deux courbes (x) et (X) d'un espace
En dont les coordonnées non homogènes xu ^ j , . . . , ^ et X4, X2>...,
Xn d'un point courant seront exprimées en fonction d'un même
paramètre u. Pour qu'en un point correspondant à la valeur u0

i)FüBiNi(11)p. 144.
s)d<>(H)p. 148.
«)Cf. FOBIM (12) p. 120.

*) FCBINI (11) p. 146
G) BERSANO (1) p. 267—275.
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du paramètre il y ait un contact du 4mc ordre, il faut que pour
u — u0 on ait les relations suivantes :

Xl = xi ; X/ = p xj ; X/' = p2 x," + a xh' ;

X/' = P W + 3 pos," + XJV ; Xtw = p* *-,<") + 6 p W +

les accents désignant des dérivées par rapport à w et p, a-, y, S
étant des constantes. Les deux premières relations sont relatives
au contact du ip ordre, les trois premières relations au contact
du 2d ordre, les quatre première? relations au contact du 3rae

ordre.
Considérons maintenant deux variétés Vk et vk à k dimen-

sions, rapportées biunivoquement de manière qu'à deux points
correspondants, correspondent les mêmes valeurs des paramètres
Wi, t*2, •••» uk par rapport auxquels sont exprimées les coordon-
nées X^ xx des points courants des deux variétés; pour qu'elles
aient en un point correspondant aux même valeurs te?, tej, .,.,
vl des paramètres un contact géométrique du 2â , 3me ou 4rae or-
dre, il faut que, lorsqu'on remplace uu w2, ..., vk par des fonc-
tions arbitraires d'un paramètre w, assujeties simplement aux
conditions que pour u = w0, on ait

les relations suivantes soient satisfaites:

' X, — xx, Dj J , = p \)xxx ; D2 X, =

(9) - 3 l ~ [ *X
 2

 Pa *X> l*l\
(t=1,9, . , n)

où Ton a posé

§ f£ -/ •• ̂  =§

, , ^ 7 ^ "'' "•' "•'+3



, s , t> q -.

/«.'«,"+5

W/tt/ « / M,/

2 /*
<3 /

au g

Ur" US"

«r

?> Q* X e t ^ dépendront fonctionellement de ttt, u2,.,., wk. Les deux
premières relations (9) sont relatives au contact du l r ordre, etc.

Contact géométrique du 2â ordre. Les deux premières rela-
tions (9) devant avoir lieu quelque soient uv\ vs" on montre
sans difficulté qu'il faut que Ton ait

et par conséquent

0 0 ) x - - x
\ / iVg J,< y s

j t = /, 2, .., n \

dJoù Ton déduit qu'on contact géométrique du 2d ordre est néces-
sairement analitique du l r ordre.

Contact géométrique du 3me ordre. De la troisième relation
(9) on tire immédiatement en tenant compte des relations précé-
dentes

X =±: 3 Us'

et par conséquent

(11)

% l ?

1 5 \ r s / = 1 k 1



et on déduit comme précédemment qu'un contact géométrique du

g me o r ( j r e es(; néceesairement analityque du 2 ordre.
Contact géométrique du 4me ordre. De la dernière relation

(9) nous tirerons facilement en tenant compte des relations pré-
cédentes

H

r, s, t=1

et par conséquent
Y i Y *2

â"r ê\ dJ<t

ce qui montre en particulier qu'un contact géométrique du 4rae

ordre est nécessairement analytique du 3me ordre. On reconnaît
immédiatement que le procédé est général ; on peut donc consi-
dérer la propriété A (§ 8°) vraie dans toute sa généralité.

10° Nous considérons comme évident, que lorsque deux va-
riétés Vfc et vk ont en un point un contact de Gech d'ordre h, elles
auront par le fait même un contact de Cech d'ordre i < h j).

Contact de Ùech du lr ordre. On doit avoir évidemment

( 13) \ = oût j 0i xt —p D/ x% donc = p

par conséquent un contact de Gech du l r ordre est géométrique
du lp ordre ce qui était évident à priori.

Contact de &ech du 2â ordre. On doit avoir les relations
(13) et

ce qui donne par identification en tenant compte de (13)

i) II faut pour cela évidemment qu'une des variétés au moins ne soit pas située
toute entière dans un Eh.



et par conséquent on aura (13) et

il sera alors facile de voir que par l'homothétie

<i% = 2 X%

on peut réduire § à l'unité. On a ainsi démontré la théorème de
Öech (proposition G, § 8°) dans toute sa généralité.

11°. Pour démontrer la propriété B (§ 8°) pour h — % nous
considérerons pour simplifier un système de référence ayant le
point considéré comme origine et tel que le Ek tangent en ce
point soit défini par les équations

= o, . Jrn = o

Nous prendrons ensuite xu ar2j.*., xk comme paramètres uT et
nous écrirons les équations de la variété vh sous la forme

9g} étant des polynômes homogènes en œu x^ .., xk de degré h.
Avec ce choix les conditions (10) deviennent

x%

i=I,2>. ., n
j,l = J,...,k

On voit alors immédiatement que l'homologie

transformera vk en une variété vk telle que pour aîd = • • = xk = o
on aura

t = i, 2,...., n

et la proposition B se trouve ainsi démontré pour h = 2



12°. — Supposons en dernier lieu, que deux variétés aient
en un point commun un contact de Cech du 3— ordre. On pourra
par une substitution homographique convenable faire en sorte,
d'après ce qu'il précède, qu'elles aient en ce point un contact
analytique du 2fl ordre. Nous aurons alors, après le déplacement,
les relations (lo) avec o = o, et si nous en tenons compte, la
relation

D3 Xt = A D3 xt + B D2 xt + C D/ xL

(i = M, . . . , n )
qui exprimera la dernière condition nécessaire et suffisante pour
qu'il y ait contact de Gech du 3— ordre, donnera par identification

A = 1 , B = o , C = h

et on déduira les relations (li) . La propriété G se trouve donc
également démontré pour h = 3 dans toute sa généralité. Les
démonstrations que nous venons de donner diffèrent peu de
celles de M. BERSANO et les simplifie légèrement.

13°. — Pour aller plus loin, nous allons considérer un repère
mobile (r) que nous ferons varier d'une manière déterminée le
long de la variété vk. Supposons Vk projectivement applicable
sur vk avec G3 en tous les points correspondants des deux variétés
et considérons le long de Vk le repère (R) avec lequel viendra
coïncider (r) par l'homographie qui réalise en chaque couple de
points correspondants le contact géométrique du 3~ ordre. Dé-
plaçons rk le long de Vk de manière qu'à chaque instant (à k pa-
ramètres) ce contact soit réalisé, Un point de Vk de coordonnés
non homogènes Xu X2, . . ., Xn aura par rapport à (r) un mou-
vement relatif dont les composantes par rapport à (r) se calculent
facilement. Ce sont :

A X4 = d X4 +- cût -h X t ( w u — o)00) H- _

[i = i7 %..., ri)

Mais comme ce point est fixe, on aura d'un autre côté
n n

(i = 1,2,...,n)



n

et en faisant la différence et posant

Ey = Lï tj — (ÙtJ

on aura

(15) i = - E, - X> (Kit - E00) - ^ X, E,-i + X, 2 x» E
ifto

On tire d'autre part des relations (11) qui expriment les
conditions de contact géométrique du 3me ordre, le développe-
ment suivant :

(15 bis)
( ô\ / 0 \ l X ƒ ^ * *

- « ? ; (t/. -

D'après ces relations on a

( » = ƒ , * , . . . , n ;

(Mr - tl?) (W,— tij

Si nous faisons maintenant varier u\ , wj , . . . , wjj nous ti-
rerons en différentiant les relations (15 bis) après simplification

ê Xi

(llr — U°r) ( « s — l«s) rf tt? 4- . . .

Revenons alors au choix fait au § 11° du système de référence
et des paramètres; avec ce choix on a

Ur = Xr , 11° = O

et par conséquent

(16)
^ i , «,...,n)



avec ce même choix les relations (15 ter) deviennent

(16 bis) 6
r, *, t =

(t = f, 2, . . . , n)

et ces relations donnent l'écart qui existe entre deux points cor-
respondants.

Posons dans (14)
fSi k

(17) © = V m „ r r (o = k-i-i . n)

et en tentant compte de ces expressions, introduisons les valeurs
des xç d'après les développement (14) dans (16 bis) et ces der-
nières ainsi modifiées dans (15) et identifions avec (16). L'iden-
tification des termes constant, du l r et du 2(l ordre en œi9 #5 , . . . ,
xk nous donnera sans difficulté les relations suivantes, qui for*
meront la système différentiel de la G3 :

(18)

(a)i/

tè — h00 = o, F y = o,

mlJif (hÇç - Ko0) -h

= o

I n

\^T+t' 'n)
Si dans ces relations on fait %„= o, on obtient la système

de la C5 .

14°. — Soit alors Q le nombre des formes ©^ linéairement
indépendantes ; on a Q < f

s k (k + 1) et k + Q est le nombre
de dimensions de Thyperplan asculateur de V ordre (§ 4°) à vK

 4).
Cela étant, on a entre les coefficients mvÇ des formes cp {*K

Carfcm (7) p 1E0.
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S = ! * ' * + * ) - Q

relations linéaires indépendantes de la forme

(19) J (A^w = o (J-'^-.S
De ces relations et de (18 b) on déduit immédiatement des

relations telles que

2
( 2 0 ) { J=' h='

Si alors la forme quadratique;

qui définit dans un Efc un cône caractéristique, a son discrimi-
nant nul, on voit facilement que

(21) £ Aft Xw=o;

dans ce cas, ea effet, on a entre les premiers membres ®ifl) des
relations (20) une relation linéaire et homogène à coefficients
vi non tous nuls delà forme

1=1

et par conséquent
k k

il' 'hl X

ce qui démontre la relation (21).
Gela étant plusieurs cas sont à distinguer.
I. S= o. Il n'y a aucune relation de la forme (19) et parmi

les formes 9^ il y en a y k (fc + 1) linéairement indépendentes.
On peut trouver dans ce cas des coefficients %9 tels qu'on ait

(22)



ou:

(23) 7-y =

IL S > 2 ; on peut toujours s'arranger de manière que
S — 1 cônes de base du réseau de cônes caractéristiques soient
dégénérés. On aura S — 1 > 1 relations telles que (21). Si le
Sme cône du réseau est lui aussi dégénéré on aura une SIÏW relation
telle que (21). Dans le cas contraire supposons, par exemple, que
la forme :

n'est pas dégénérée. On tire des relations (20) correspondant à
a = i des relations telles que

H . A:

ô 4" 2 '̂
où :

et où les aty désignent les mineurs du déterminant des A#J divi-
sés par la valeur même de ce déterminant. Si nous tenons compte
de ces expressions une quelconque des relations (20) relative à
a = 2 deviendra:

et comme les quantités,

ne peuvent pas être toutes nulles1) on aura nécessairement
k

(21) X= 2 AkV X M =0.
h, 1^1

1) Car autrement le système d'équations linéaires

Aij Jj — K > V* — '» - / - ? ' v »

admettrait fc systèmes de solutions jj = a'^ , (̂  = 1,2,. .fc), indépendantes ce qui est
impossible.
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[IL S —1 et le cône caractéristique unique est dégénéré.
On aura dans ce cas également d'après ce qui précède.

(24) É
h, 1=1

Dans tous ces trois cas par conséquent le cône

appartient au réseau assymptotique et on aura toujours des re-
lations telles que (22) et (23). Gela étant, l'homologie

ï, = ? = («=!« - •.«)

transformera vh en une variété vh qui aura avec V\ un contact
analytique du 3me ordre comme le montre un calcul facile.

15°. — Le cas S = l, où le cône caractéristique n'est pas
dégénéré, doit être traité à part. Nous verrons justement qu'il
présentera un cas d'exception. Nous voulons d'abord caracté-
riser d'une autre manière les variétés appartenant à cette ca-
tégorie. On a dans ce cas, en effet, une seule relation de la
forme

k

( 2 4 ) 2 A y m*rt = ° (g = * + ' ' • > w )
i 3 = 1

Soit alors

(25) *. - ^ , (i - 4, 9,

2u
3=13

les équations delà substitution homographique qui font passer
d'un repère fixe (caractérisé par les coordonnées homogènes x3)
au repère choisi au § 110- On a les relations

(26) 2 *™ W o = « S a^ f ~r) * °

\
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qui expriment que le point qui correspond à ur = u°r est l'origine
du nouveau repère et que le plan tangent en ce point a pour
équations par rapport à ce nouveau repère

ork+i — o , . . , orn= o

Nous aurons d'un autre côte les développements

- \ 4 *

(7 = 0 , ? , . . . , n

d'où, en remplaçant dans (25), par suite des relations (26)

„. r, a=y j=o

\ ; = f , . . . , k

Si nous remplaçons enfin ces valeurs dans les relations (14)
que nous écrirons de nouveau d'eprès (17) sous la forme :

nous trouverons l'identité

Nous pourrons alors déterminer les quantités 0Pfi de manière
que Ton ait

r7^4 pj^o î? IP J Î \a«Jol«Jo
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ce qui est toujours possible et nous aurons d'après (24)

UJ?IL) =0

relations qui expriment que le point de coordonnées homogènes
i.

par rapport au repère fixe, se trouve dans le plan tangent et
qu'on a par conséquent

en supprimant l'indice 0.
II n'y aura évidemment qu'une seule relation de la forme

(27) car autrement, s'il y en evait deux, en remontant en sens
inverse nous aurons tiré deux relations de la forme (24) ce qui
est contre les hypothèses.

Les variétés appartenant à cette catégorie sont donc les va-
riétés que M; B^RSANO

 j) appelle des variétés *, par généralisa-
tion du nom de variétés <ï> donné au v2 de cette espèce par G.
SEGRE2), qui dans le même travail a donné lui-même un aperçu
très général sur ces variétés, en donnant entre autres une défi-
nition géométrique du cône ayant dans un Ek pour équations

%s Êr Ê* ~ 0

qu'il appelle le cône caractéristique.

16° — II résulte ainsi des deux paragraphes précédent que si
une variété vk n'est pas une variété * (les variétés Vk applicables
avec G3 sur vk ne le seront pas non plus, en vertu des équations
de la G3) la proposition B se trouve vérifiée pour h = 3.

Il nous sera facile de montrer que chaque fois que la pro-
position B se trouve vérifiée pour h = 5, la propriété G se véri-
fiera elle-même pour h — 4.

Supposons, en effet, que deux variétés, pour lesquelles nous
sachions que la propriété B se trouve vérifiée, sont applicables Tune

i) BERSANO. (2) p. 261.

«) SEGRE. (16) p. 1079,
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sur l'autre avec contact de Cech de 4me ordre (F4) en un certain
couple de points correspondants ; il y a par hypothèse une homo-
graphie qui amène les deux variétés à avoir un contact analytique
du 3me ordre et par conséquent telle qu'on ait après le déplace-
ment les relations (11) avec ^ = o\ on a en vertu de ces relations
et tenant compte de la relation

D^ X% = X H,, oot ~\-\i. Ds Xi -\- v D^ (Ci~\- 6 Dj œ%

qui exprime le contact de Ûech de 4me ordre, en identifiant

X — 2, p. — v = 0

A.

6 = 4 J ] SrHq Ur' Us' Ht Vq'

d'où les relations (12), ce qui démontre le théorème.
Pour toutes les variétés autres que les variétés <I>, le théorème

de Gech (propriété C, § 8°) est vérifié pour h = 4.

17° — Revenons aux variétés *. Nous pourrons toujours par
un déplacement convenable des sommets A1( A8, . . . , Ak du
repère nous arranger de manière que la relation (24) unique ait
la forme

et par une modification appropriée des sommets Ak + if . . . , An, de
manière qu'on ait

1 (2) _ 9 A * 2) —

(2) _ 9 T T . (S) __

où l'on a désigné par

(22), (38)... , (kk), (12), . . , (l k), . , (k - I,

les indices

Si nous prenons enfin comme nouveau sommets Atij) les

points
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nous annulerons tous les x^ (sauf x„) et si nous posons

~ZH — — 2 x.

le système (18) de la G3 s'écrira sous la forme

Fi — o, Eç — o7 FA = ö

(30)

ü(jj)j = — 2 * CÛJ , E(^)j = % , (ÛJ , ElWb- = 0,

= ? ; X > k + Q j

si dans ses équations ou fait x — 0, on obtient Je système de la G3.

48°.—D'api es un théorème énoncé plus haut (§ 4°), les for-
mes yf ont pour § > k + Q, des dérivées partielles qui sont
toutes des combinaisons linéaires des formes (29) ; ces formes
(f(p} seront alors elles-mêmes des combinaisons des formes sui-
vantes :

8 , s> 2 3 y> 2 >jy / 2 i 2 \
t ^ / ' l"™ <J i>ï/ 4 o( /1 3 \A/7 i *J dû 7 t v 7 5 ^ ' *AJ 7 \ IA/ 7 r IA^ /J, ƒ %

/ /, &, Z différents entre eux\
\ = 2 , . . , A- j •

Nous ne considérerons que des variétés * que nous appel-
lerons exceptionnelles pour lesquelles le nombre de dimensions
de l'espace 3 - tangent (§ 4Ü) est maximum c'est à dire :

on pourra dans ce cas choisir les sommets Aft + Q + 1>..., Aft+Q+R,
AA ([A > fe + Q + R) de manière que

(3!)
4,

P =



Pour plus de clarté nous allons faire fc = 3. On aura alors
d'après (29) et conformément aux relations (2)

« U = W l > W 15 = <°1 » W 1 6 = tó2 i ^ = tó3 » <°18 = °
W24 = tó2 > W 25 = ° > <°26 = W4 > W27 = ° » W 28 = °

<*>34 = O , U)35 = O)3 , W 3 6 HT: O , W3 7 = Wj , W3 S = (û2

et de même d'après (31) et (4)
W49W49 —-" tól

= O , <Û8 ,U = Ö

(Ü4)13 = O

©4H4 = w3 , w 5 ) 1 4 ^ 0 , tófi,14 = o , to7,14 = <

Nous en tirerons par dérivation extérieure les relations
suivantes :

44 11 i 00 I 54 '^4 1 r~ 4 2 I 4 3

W 7 4 — t ó 3 l =

44 — ?W22 + W00

— W 32 =

— W32 =

V 2

0)'77

I I I .
dl) ——» (OQQ ' . O-tui ~"|— {^tôo —|— /—

4 7

>21 = / 7 to 1 4- i7a
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<*>48

-f
°>8S — °>33

et par une nouvelle dérivation extérieure de ces relations on se
rend compte qu'on peut annuler tous les ai9 &„ .. . , lx ce qui re-
vient d'ailleurs à la possibilité du choix d'un repère tel que yjp = o
( 4 ^ p ^ 8 ) (cf. § 2°).

Les équations

E, o = 3 % wj , E20 = — x CÛ2 , Ego = — x û)3

qui figurent parmi les équations (30) nous donneront par déri-
vation extérieure, en tenant compte de toutes ces relations et du
choix simplifié du repère (r),

3d x - } - E40 + E50 — 6 x (ùn — w00 = AQ©! + B0w2

E60 — 2 x tól2 = Bow1 - f F0

E70 — 2 * J * M — °0tól + I1 > 2
E40 + 2 x ( o n - (o00 = E0(ÙX + [Jow2-|-

— d x 4 - E50 -f- 2 x tûn — o)00 = GOCÖ! + Jo a>2 + L0w3;

si x = o9 c'est à dire dans le cas de la Gg> on a

Le système formé par (30) et (32) est en involution. On le
démontrera en prenant les équations extérieures (les seules qui
ne soient pas identiquement nulles) des groupes suivants :

I E44 — E00 = o , E54 — o , Eu^zo , E74 = o } Fu^o
U K4s = o , E56 — Eoo = o , EC5 = o , E75 = o , E85 = o.

III. E4^ = o , E56 = o , E66 — Eoo = o , E76 = o , E86 = o.
IV. E47 = o , Ehl = o , E67 = o , E 7 7 — K00 = o , E 8 7 = : o
V E48 = o , E5S = o , E68 -= o } E78 = o , E88 — Eoo = o.

VI E 4 1 = O > E 5 l r ^O , E01=r—Xtó2 , E71 = — 7Uùé , Egl = O

VUL E43 = 0 , E53%- - l«x»3 ,' R ^ = 0 , ' 4 = XM, ,' E» = - >uo3
3

et des équations (32).
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[wj G, ] -f [a>2 J, ] -f \tùs U ] = o
K (H, + J, )] + K F, J + [«3 Ft ] = o
K (

Les équations extérieures de chacun des groupes I—VIII se
mettent toujours sous la forme.

(33)

où toutes les formes E t , . . . , L8 sont linéairement indépendantes.
Chacun des groupes I—VIII est ainsi en involution avec s2 = 2,

Les équations extérieures du système (32) s'écriront par contre
si x 9^ 0, sous la forme

r W 7 A 0 i + r <°s B

(34)

c01 =

ï
J = o

r ®i c0 ] + r w2 Fo i + r w3

ï F0 j 4- r W2101 +- [ <*3 h i = o
Go ] + [ w2 J, J 4- [ o)3 Lo J = y

et ce système est en involution avec s3 — 1.
Ainsi pour fc=3, le système différentiel qui donne les variétés

VA, applicables avec 'contact géométrique du 3me ordre sur une va-
riété vK appartenant à Vespèce * exceptionnelle admet des solutions
dépendant d'une fonction arbitraire de k arguments.

Si x = o on a au contraire.

et le système (34) a lui aussi la forme (33).
Pour k = 3, les solutions du système différentiel qui donne

les variétés Wk apphcable avec contact analytique du 3me ordre sur
une variété v̂  appartenant à Vespèce * exceptionnelle ne dépend
que des fonctions arbitraires de k—l arguments.

Ces deux résultats sont très généraux ; ils s'appliquent a
toute valeur de k et montrent la différence essentielle entre l'ap-
plicabilité projective analytique et géométrique du 3me ordre des
variétés <ï> exceptionnelles.

19°.—Proposons-nous maintenant de voir si le théorème de
Gech est valable pour les var étés * exceptionnelles.

Nous reviendrons pour cela aux considérations du § 13°;
cette fois (R) designera le repère avec lequelvient coïncider (r)



par l'homographie qui réalise le contact de Gech du 4nie ordre et
en même temps un contact géométrique du 3me, ce qui est possible
d'après les résultats de M. BERSANO (§ 12°). Oa aura alors
les relations (11) et nous déduirons cette lois de (28) en tenant
compte de (11 )

r s= 1
k k

= 12

et on aura par conséquent (11) et

êHàU 'attêU êUWt ' ^ ^ a «

En tenant compte de ces relations nous aurons comme pré-
cédemment (§ 13°) le développement suivant

x, = <*, )0 + 2 U f - W - »'?) + Y] f - r ^ i r V r ~ tt°^(Ws - u*> +
I k f „

I i V1 ^ Xt I V <3^t , Y <*#* , Y
~ « ZJ l r &rs r hst r ^

\Ur ?/ rJ (Us H8) [Ut Ut)
Q

a ut a

ùrstq—— 4 - + 5«^ —— (Wr — Wr) (»/, - Uê) (Ut —Ut) (Uq ~ Vq)
cf Uq atit j 0

et par conséquent
A v y / v <3 ̂ * » v <? ^&X — — crZj X,.« • 1 ^ — 0 v / 0

i Y <j2xi i v
r **^ — h *• ̂ Q

hst —; h - ) («r — ur) (»'* — WW (w, — tl"; d w" 4 -

et avec le choix du § 11°.
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A Xi = -- g 2 J (Z^ sa - r ^st

BU d 'Ars + e»p d Xst ~Atr) xr xs oot —

SÎ6. -f-

où r) ̂  = 0 (i = 4, 2 , . . . , fc), et les w3̂ o (o = fc-|-l,..., n) sont
les coefficients qui figurent dans les formes cp(|} (17). En faisant
l'identification avec (15) par l'intermédiaire de (16 bis* ) jusqu'aux
termes du 2° ordre en xif sr2,..., xk nous retrouverons évidem-
ment les équatioDs (18) de la G3' tandis que l'identification des
termes du 3me ordre nous donnera des nouvelles relations, que
nous écrirons, pour fixer les idées pour k~3, pour les variétés
<t> exceptionnelles avec le choix simplifié du repère (r) et des
quantités Xl7, comme il suit;

(35)

—Eyi —Eio,i-j-3E

—JEn,t —K.3., - ï-2 E6 0

E|2,l — E\^\ -f"5 ^70

- E ; ) 1 + E4)
Ego

— Et3,l

— K-J2 - EIO,Î

— En,3 — E|3,9+ 1-40
— Ei'2,2 — E 14,2

- E « +2Efl1

E
7)

4)

- 3 § n 2 w i -G- )§ i22 (

• 3 8 , 1 3 « 1 — 2 8123(

= - 2
,2 -

^ Ö 1 2 3 C O 1 ~ °223'

- 2 § r . 3 « > i - 8233<

= Ô

.22

223 (

233 l

= — 0.'333

5 0 = 2 ( r > C - 81I1CÛ

, — 1 ; Ô 123 '

,— o,

t . w 3

?33 C03

J\U w?

i l l w l ~ ^ U112U>2~ ^113^3

°H2 W l ° Oi22 W2 - °123 W3

3 3 ?

S S122
 w i — 4 82o2 W2— 8 §223 0>3

2 8 , 2 , û)j - 3 § 2 3Ü)2—5 §233 ©g

— §333 W 2
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-E93 —Elü,3
-El |,3—Ei3,3

— 3

(35)

(36)

Eo3

— Ej5,T-r l̂ oo
-E1 0 ,3+2E7 0

K40+ E 3 0 = 2 / / X - §111œ1—

E,.

E
40

= * *I22W1— °222W;

= - 2 8 r 3 t ó i — 2 8 2 2 3 W ;

141

— §122(o3

2 —2 8123(o,

— 3 8233 W3
— 4 §3330)3

— E n ^ — E

— E94

E20

E30

— Eii,4-f- 3 E

— Ë u , t + E30

E95 — Ei O ) 5+ 3 Ei

Ef i S5 — E 1 3 j 5 4 - E20

Elï,5— Ei4,5-|- E30
— E95

= o

- — Xo

= o

— o

=t o

= o

= - x<
= o

= o

= o

= o

= o

E96 — Eio,o — o

Eltf6 - E13f6+ 2 E 3 0 ^
Ei-2,6 — E I ^ B =

— E05 + 2 E2Ü =

Ei5,6-J- E30 =

— Eto,6 =

En ,5

O

o

O

O

O

o

O

O
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o
o

- E « , -
E97 :

— Ri5,7 + E20 :

E30:

(36) {
- E.8 - Ei 0,8

— E98

- E 1 0 ) 8

o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o

- 2 X (o
o

l

= o

= O

= o. 0 fi 9,10,..., 15
15

on voit tout de suite du groupe de relations (36) et de (30) que
Ton a X = 0. Pour les variétés <ï> exceptionnelles le contact géomé-
trique du 3me ordre subordonné à un contact de Ùech du 4me ordre
est nécessairement un contact analytique du 3me ordre.

Nous pouvons alors appliquer la remarque du § 46° et con-
duire que pour les variétés * exceptionnelles le théorème de Ùech
est vérifié pour h = 4.

On peut même aller un peu plus loin. Nous tirons, en effet,
des relations (35) les relations suivantes :

- 22 E 6 0 = (3 81 1 2 - §2 2 2 - 8233)
- 2 E 7 0 = (3 81 1 3 - §2 2 3 - 5333)

l 13
2 8

I 2 2

223

2 S 1 2 3 o>3

% § 1 3 3 0)3
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^ E00 = 2 8U 2 o)1 + (3 §122 — 8U1 + 8133) o>2 -f- 2 S123 tô3

2 E40 = (3 §122 - 81U + 8133) oh + (4 5222 - 2 8112 + 2 S233)

•"* §223 — §113

oj + (3 8223 — SJ13 + 6333) ©2 + 2 S
233

— 2 Ego = 2 S123 ̂ i + 2 6223 o)2 + (3 §233 — 8112 + §222) <

— 2 F50 = ('3 §133 — S l l l + ê122) Wl + 3B233 ~ §112 + 82
+ (48333-«8113 + «82

Par la comparaison de ces relations nous déduirons faci-
lement.

* ^113 = ^223 + ^333

et si nous prenons comme nouveaux sommets du repère (r) les
points :

A9 = A 9 + § i 2 2 A i ^io—Aio + si33A » ^ u = A n + 8222A ,Â12 = A n + ö333A,

les autres sommets restant inchangés (ce qui revient à faire une
certaine homographie sur % qui ne change pas les hypothèses),
les nouveaux Sljk seront tous nuls et le contact du 4'e ordre sera
analytique. La propriété B (§ 8°) se trouve elle aussi vérifiée au
4me ordre pour les variétés * exceptionnelles.

Le cas des variétés 4> n'appartenant pas à la classe excep-
tionnelle est plus compliqué* Nous reviendrons dans un autre
travail,

C H A P I T R E II

Propriétés projectives des courbes gauches

A. Les repères attachés à une courbe gauche

20°.— Suivant la méthode générale indiquée dans le chapitre
premier (§ 2°) nous attacherons à une courbe G des repères dé-
terminés par ordres successifs de la manière suivante :

Au premier ordre le repère sera déterminé par les conditions.

(374) a2 = û3 = . . . = &n = o

en désignant dans ce chapitre par &i} ö^ les composantes du



mouvement instantané du repère. Les équations de la courbe par
rapport à un tel repère auront la forme

Pour déterminer le repère au second ordre, nous pourrons

(o>3)
prendre

ce qui revient à poser

(37^) co12 = w„

cette particularisation n'étant pas possible pour les lignes droites.
Au trosième ordre nous poserons les conditions nouvelles

co13 = û 1 4 = . . . = cöjft =o13 14

(373) w
22

— 2 ww u + w0 0 = o to32 = co12 co24 = . — Co2n = o

cette particularisation excluant les courbes planes
. . . etc. . . . etc. . . . etc. . . .

D'une manière générale au p>nr ordre figurerons les n
nouvelles conditions (p < n + i)

(37P)

p - t 2, I

3 — - s , o

— i

= o

tóp-l p 1 " $ 0^-9,^- p-^p-j = 0

= o p<n)

oü Ĉ  sont les nombres binomiaux et CJ = o pour s > r ;
. . , . etc. . . . etc. . . . etc.

Enfin au (n + 2)me ordre nous ajouterons les nouvelles conditions

f — C 1 ^ , Coni + C 2
n + 1 fi>ft_lf 0 = o

f 2 /

Les particularisations ainsi imposées sont possibles pour
toutes les courbes gauches de l'espace (c'est-à-dire celles qui ne



sont pas entièrement situées dans un hyperplan En_4) en tout
point ordinaire d'une telle courbe.

21°. — La dérivation extérieure des relations (37ft+2) donne
en tenant compte de (37^ . . . ( 3 7 ^ ) des nouvelles relations de
la forme

a2, a3 ) . . . , an étant des fonctions des paramètres dont dépend la
position du repère mobile non encore déterminés au (w + 3)me

ordre et des coordonées du point correspondant de la courbe et
de leurs dérivées par rapport à Tune d'elles jusqu'au (n + 3)me

ordre.
Gela étant si 8 désigne un déplacement compatible avec

(372), (372) . . . (37fl+3) et laissant le sommet A fixe (par consé-
quent tel que to1 (8) = o), on aura en dérivant extérieurement
(37îl+3) et posant ffiy (8) = eu

(38)

,,, = San eu — <?oo

Sa» = 4 an _ i eu — em _ '^—^ an efl

= (i + S) a,̂ _ i+i ea-eoo-"

oa* = (« - j - i ) «2 ^n — ôo — }±~- Û3 «a MI - /

En général, en un point ordinaire de la courbe on aura

U n p o i n t s e ra d i t singulier de lre espèce si an= o, an ,}^o;
o u singulier de 2de espèce si ail = a]l^l = o , a î t 2 5 ^ 0 ;

• • • • eic» • • * €ic* * * * *

d'une manière générale un point sera dit singulier de la ime espèce
(i^n-2) si an =flf t_ / = ,. = an.i+/ — o. an„t-£0

4 m • etc . •*. etc. •• • exe* • • •

enfin il sera dit sestatique (ou de la n — ime espèce) si

D'une manière analogue nous appellerons courbe singulière
de la ime espèce une courbe qui aura tou3 ses points singu-
liers de ime espèce- Ces courbes existent et dépendent de n— i—1
fonctions arbitraires d'un argument, comme il est facile de voir
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en écrivant le système différentiel qui les définit, qui se com-
pose des relations (37!), (372),..., (37,l+2) et

et en montrant qu'il est en involution avec si — n—i—1.
Les courbes de ire espèce sont connues dans un E5 • Ce sont

celles dont les tangents appartiennent toutes à un complexe
linéaire. Nous n'insisterons pas pour la démonstration. Ces
courbes jouissent donc d'une propriété géométrique d'ensemble
qui malheureusement ne se généralise pas pour n > 3 aux
courbes singulières définies précédement*).ll semble très difficile
de trouver pour ces courbes une propriété géométrique globale;
il faudra pour se rendre compte de la difficulté, trouver une deu-
xième propriété de cette nature aux courbes de E3 dont les tan-
gentes appartiennent à un complexe linéaire. Nous donnerons
par contre plus loin plusieurs propriétés géométriques locales
caractérisant les points singuliers d'espèce i.

Les courbes d'espèce n—i (qu'on appelle aussi courbes nor-
males) ont une définition simple; nous verrons que ce sont les
courbes algébriques de degré n.

22°. — Formules de Frenet. Nous, nous servirons dans la
suite aussi d'une autre particularisation du repère mobile qui se
conserve par une trasformation dualistique ; nous considérerons
pour cela la courbe comme engendrée par ses éléments oscilla-
teurs définie par l'ensemble d'un point de la courbe, de la tan-
gente en ce point, du Ê  osculateur en ce point, etc.. du En_,
osculateur en ce point; une première détermination du repère
consiste à faire coïncider le sommet A avec le point considéré de
la courbe et à prendre le point A, sur la tangente, le point k2

dans le E2 osculateur,...,1e sommet Aw_, dans le Ert_, osculateur.
Gela entraine les conditions (qui existaient déjà avec le choix pré-
cédent).

(394) &tJ = o (i<j-i,j = 2,3,...,n)
La dérivation extérieure de ces relations nous conduit à

poser
co12 = a , coj, w 2 3 = a 2 co1 , &n-i,n = an -4 ûj

x) Une telle propriété appartient en quelque sorte au* courbes étudiées par M Borel
(Sur l'équation adjointe etc.. A. F. N. 4892) qui sont différentes de celles que nous
étudions.
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et une nouvelle dérivation extérieure nous montre qu'on peut,
pour les courbes gauches, déterminer le repère de manière que
l'on ait

c'est—à—dire

( 3 9 2 ) (o, = co12 = . . = LoIL /t n

La dérivation extérieure de ces relations nous conduira de
nouveau à poser

$22 ~~ %&\\ + C%) = h &l

Mini — 2 &n—ft n~1 "f" ^éi—^yii—2 ~ Pvt W t

et en suivant la même méthode on pourra annuler p3,.., ptt. On
aura alors

( 3 9 3 ) Ö n — <ÔOJ = : ^S22 — û ( 1 = , . = Û,(U — W7l_/f H_/

puis de nouveau par dérivation extérieure
G>32 — 3 ö 2 , -f- 3 toJ0 = Y 2 Cô1

— ^ C0H) tt_ / -f- 3 W r t _ / f H „o '^ n - ^ , n—S — V»i ^ i

et nous pourrons annuler y2,,.., yîr Nous obtiendrons enfin par
une autre dérivation extérieure

A part i r de maintenant deux cas sont à considérer :
P . Tous les tx ne sont pas nuls. On peut alors poser

I W2} = C0nfa 2 = 0 !

et tirer en dérivant extérieurement, des relations de la forme
Wg., s / g l u ! , W 4 1 = Z 4 W 1 , . . . , W-l)h 5 = X n W 1

COn tO00 = X2 Wj

et on poura poser X2 = 0 , X4 = . . . Xn_, = 0 , X3 = Xn = k^: kx

sera un invariant projectif. De

(39 5) Con - coü0 = o

nous tirerons
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et p sera un nouveau invariant ; puis

fe2 étant un troisième invariant, etc. . . ; on posera finalement

&n-iy o = &ni — kn 3 COj ,' COno = " i l - 2 « l

frn_3, /rn-â étant également des invariants projectifs. w1 sera alors
une différentielle exacte, que nous pourrons désigner par de, le
paramètre a ainsi déterminé sera «Parc projectif« de la courbe
gauche considérée,

11°. Tous les £i sont nuls. On a alors

et par dérivation extérieure on obtient des relations de la forme

&30 = ^3 &1 > c^41 — ̂ 4 c^l » • • • t &n,n-3 = ^w Wj

Dans ce cas une nouvelle distinction pourra se présenter sui-
vant que les XL ne sont pas, eu sont tous nuls. Dans le premier
cas nous retrouvons les courbes de lre espèce1). Des particulari-
sations successives, analogues à celles considérées précédemment
nous conduiront à poser dans ce cas

& & & G = O«30 =

«11 ~

«40 =

Mntn-3 — W

«CO = ° *

<ün,n-4 - * ,

1 ' «41 = - = Mn-1,n-4

tö10 = ?ï p COj

«1 . «51 = • • = « n - M

10n 0 = -

A2, ?, ̂ 3 — > A* 2 étant des invariants projectifs.
Dans le second cas on aura

«30 = «41 = •'• = «»,n-5 = 0

et ainsi de suite. En posant dans tous les cas $>i — d a nous ar-
riverons à écrire pour toutes les courbes gauches, sauf pour les
courbes normales, les formules de Frenet suivantes :

dk - A

L±i

i) II sera, en effet, facile de montrer que le système différentiel cjui Jes définit et
qu'on obtient de cette manière est identique à celui qu'on obtient par Ja voie du §
précédent.



d A,
• = k A 4 - g ( n — f ) p A, + A,

<•/ a

// A,
d a

i~^± = K-3 A + 2 (n — 1) p An_2 + A«

d An

où l'on a
pour les courbes générales k = 1 ; p, fe4 = , . . , kn_* étant des
invariants; pour les courbes de ire espèce k = o7 kx = i; p,
k^ . . . 9kn-2 étant des invariants, etc..
pour les courbes de la (n—2)me espèce k = ki = . . t = A:7I_j = o

/c?l„2 —il? étant un invariant.

23°. — On voit immédiatement qu'a un repère ainsi déter-
miné correspond par dualité un repère de même nature. D'après
ce qu'il a été dit précédemment (§ 5°), les coordonnées tangen-
tielles des faces a0, au . . . , an du repère sont les mêmes que les
coordonnées homogènes des sommets Âo, Ai,. . . , ÂftJ du repère
transformé et entre les composantes du mouvement instantané
des deux repères il y a les relations (8). Mais comme le En_{

osculateur de la courbe donnée c'est om le En_2 esculateur l'in-
tersection de an9 et an_u le E?l_3 osculateur l'intersection de
0», G»-I, °n-2, etc. . . , on voit que pour Thypersurface dévelop-
pable transformée Â» sera le point de l'arête de rebroussement,
Ân Ân-i la tangente, Â7l, Ân-i ~Ân-z le Eâ osculateur en A*, etc..
En changeant alors les indices

w, n — iy, . . , t o

en
ö, i , . . , n— if n

les relations (8) deviendront

et on passera des composantes du mouvement instantané du
repère de Frenet d'une courbe à celles relatives à la courbe dua-
listicjue par une symétrie par rapport à la seconde diagonale et



un changement de signe du tableau de ces composantes. Cette
remarque met en évidence le caractère dualistique d'une point
singulier d'espèce k quelconque.

24°. — Pour les courbes normales on ne peut pas achever
la détermination du système de référence mobile ; toutes les
courbes normales sont projectivement égales entre elles ; de plus
elles admettent chacune un groupe projectif à trois paramètres
de transformations en elles mêmes et en chaque point de la
courbe il existe °o2 transformations de ce groupe qui laissent ce
point invariant. On peut achever arbitrairement la détermination
du repère en ajoutant, par exemple, aux conditions du § 20°,
les conditions supplémentaires

co1 0 = (K w H = co00 = O

Co{ sera alors une différentielle exacte : nous potirons poser
(o, = ds et Ton aura

d X . dkn dXn-\ A d An __
— ! — • A<, • no * • * ) * » — • Aft, — 0

d s l du 2 ds ' ds

d'où l'on déduit facilement

A(0), A(jü) , . . . , A£° étant la position du repère pour s = o5 qu^on
peut d'ailleurs faire coïncider avec un quelconque des repères du
(n+2)m* ordre attachés à la courbe normale en un point quel-
conque de cette courbe.

Il en résulte que les équations paramétriques de la courbe
normale s'écriront par rapport à un repère d'ordre n + 2 en
coordonnées homogènes

et en coordonnées non homogènes

Öa voit par conséquent qu'une courbe normale est une
courbe algébrique de degré n, c'est à dire telle que tout Ett_4 la



coupe enn points distincts ou confondus. On démontre aussi faci-
lement que par un point quelconque de l'espace on peut mener,
en général, n Ew_4 osculateurs à une courbe normale quelconque.

25°.—Deux courbes gauches arbitraires C et Ĉ  peuvent
toujours être amenées par un déplacement projectif convenable
de Tune d'elles de manière qu'un point Mt de Ct vienne coïncider
avec un point déterminé M de G et que les deux courbes aient,
au point commun, un contact d'ordre n + 2. Il suffit, en effet,
de considérer l'homographie qui amène un quelconque des oo2 re-
pères*) d'ordres n + 2 de Ci en M* en coïncidence avec un re-
père d'ordre n + 2 déterminé de G en M. On obtient évidemment
de cette manière toutes les transformations homographiques qui
réalisent le contact voulu.

En particulier on peut amener une courbe normale à avoir
un contact d'ordre n + 2 avec une courbe donnée G en un point
donné M mais cette courbe normale sera unique caries oo2 trans-
formations de la courbe normale en elle-même maintiennent
évidemment le contact d'ordre n + 2. On appelle la couibe nor-
male ayant un contact d'ordre n + 2 avec une courbe donné G
en un point donné, la courbe normale surosculatrice''1).

26°.—Les équations d'une courbe par rapport à un repère
d'ordre n + 2 s'écriront d'après les considérations précédentes.

X2 "
== 5" ^i "+ ^ 2 ^2 ^l H~"

1

(41)

1

i) Par un déplacement d (% ^ 1 °> on a en effet [cf. (38) J
n-2 2n-4) n-4

eCo À, à Â! = el0 A -f -^— #00 Ai , $ A2 = — - ei0 A 4 -+- n

o Aj = ~ #io Ai-4 -h fl CQO A* ,..., " A n — (ÎJO

il y a donc bien oo* repères d'ordre n ~h 2 attachés à une courbes gauche en un point
donné.

2) cf. Berzolari (3) p. 13.
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m2, w*3, .., mn étant certaines constantes numériques, ût2, ö3,-.,
an étant les quantités introduites plus haut (§ 21°).

27°.—II y aurait intérêt à attachera une courbe gauche un
repère satisfaisant à des conditions dualistiques par rapport à
celles que nous avons établies au § 20°. Nous supposerons pour
cela que les équations de la courbe s'écriront par rapport à un
tel repère, en coordonnées tangentielles non homogènes

— JJ €? —|— /w 3 «3 ê3 êîî l + 3

les composantes fi>tJ du mouvement instantané de ce repère satis-
feront comme on sait aux relations qu'on déduira de celles im-
posées au § 20° par la substitution (40),

La courbe qui par rapport à un tel repère aura comme équa-
tions en coordonnées tangentielles

1 a 1 , i

est une courbe normale. C'est £a seconde courbe normale suros-
cuïatrice à la courbe donnée au point considéré; elle joint de la
propriété d'avoir avec cette courbe n + 3 hyperplans (E,,^) oscil-
lateurs confondus en ce point.

28°. — Nous voulons écrire les équations des deux courbes
normales surosculatrices par rapporta un même repère que nous
choisirons pour la symétrie des résultats être le repère de Frenet
(§ 22J. J'indique sans développer les calculs, les moyens d'obte-
nir ces équations.

Remarquons d'abord que les équations delà courbe s'écriront
par rapport à un repère de Frenet, en coordonnées ponctuelles
non homogènes, sous la forme (d'après § 2°)

A
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xz = 1 #J 4- wo2 #* + mu &\ + m22 oc\ -f-

- o* # } + 3 4* m l t a?}+* + •• + »»A, fl?J-+;'+3 4 - . . .

xn = 1 â?y 4 - mon a%

où w^ est une expression lineaire à coefficients numériques des
termes de la forme

Y
\d7F) [dïT] l d ^ j X '"

avec

en particulier rwot ont certaines valeuis numériques, les mh sont
à des facteurs numériques près égaux à \ etc....

Nous écrirons ensuite les équations d'une courbe normale
sous la forme

at 4 - ou ®i 4 - °w x% 4 - — - j~ ̂ j?t ^« __
Xi ~

_ CLy 4 " Pal fl?l + 2̂2 ^2 + - 4 - flan #w* _

-. 4* a«

ces relations exprimant que la courbe normale est le lieu des in-
tersections des rayons homologues de deux gerbes homogra-
phiques, le sommet d'une de ces gerbes étant l'origine1).

En remplaçant dans ces équations préalablement mises sous
forme entière, Xç>y x%... , xn par les expressions (41 bis) et en
identifiant jusqu'aux termes en œ1^2 inclus2), on trouvera (n — 1).
(n+2), équations Ijnéaires et homogènes des [n (n-\-\)—1] quan-
tités iniétermmées ah a,} (i ^ j), an—a3h qui les définiront com-
plètement. O a obtiendra de cette manière les équations de la
courbe normale surosculatrice R, qui s'écriront avec un para-
mètre 7), sous la forme

*) Berzolan (3) p. 7
2) Un calcul analogue pour n=3, se trouve dans le célèbre mémoire de Halphen

(13) p* 360 et pour n quelconque dans Berzolan (3) p. 13,
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(42)
] —

ou les Mki ont la même forme que les mkL

Si dans les équations (42) on change #0, #i, ••• > xn, respecti-
vement en %Vt %n„l .., ?0 ou obtient les équations paramétriques de
la seconde courbe normale surosculatrice r, en coordonnées tan-
gentielles. Les équations de r en coordonnées ponctuelles s'obtien-
dront ensuite facilement ; elles auront Ja forme

= l + 5)0

les Mjfci étant analogues aux mkit

29°. — Des équations (41) on peut tirer sans complications
les deux théorèmes suivants déjà énoncés par M. BERZOLARI *) :

1) Dans un point singulier d'espèce k le Ea principal®) de la
courbe donnée et de la courbe normale surosculatrice est situé dans
le En_k osculateur commun aux deux courbes, mais coupe le Eft_&_4
oscillateur commun suivant la tangente, et

2) Si nous projetions suivant le En_ft_2 osculateur sur un
Eft+f arbitraire la courbe donnée, la projection du point considéré
M étant l'intersection M' de ce Ek+1 avec le EB_fc_4 osculateur en
M, on obtient une courbe pour laquelle M' est un point singulier
sestatique.

30°.—Nous ajoutons à ces théorèmes, deux autres, que nous
démontrerons facilement avec les considérations du § 28°.

i) lierzolart xZ) $ 17—21.
2> On appelle ainsi, pour deux courbes ayant an plus un contact d'ordre p, Je E^

tel que les projections à partir d'un point de ce E2 des deux courbes aient un contact
d'ordre p 4- / au moins. Cf. Berzolari (3) p. 18.



3) En un point singulier d'espèce fc, les lieux gêoynêtriques
des points d'intersection des En„k_% osculateurs à chacune des deux
courbes normales surosculaîrices avec le E&+2 osculateur en M à la
courbe donnée forment une même courbe normale R/c+2 (ou rk+2)
de ce E&+8, passant par M, et

4) Les lieux des intersections des En_ft_3 osculateurs à chacune
des deux courbes normales avec le E,.+3 oscidat ur en M sont deux
courbes normales R ^ et rft+3 de ce Ek+3, passant par M et situées
sur un même cône Cl (à deux dimensions) du second ordre ayant
son sommet au point M.

Pour les démontrer nous remarquerons d'abord que, d'après
leurs expressions, les Mhi et Mhi sont nuls pour h < k. Les équa-
tions de Rfe+2 et rfc+a qui se déduisent facilement de (42) et (43)
seront les mêmes ce qui démontre le théorème 3. Ces équations
s'écrivent.

1 r\{ i \ * »i \ Î
/y E - («H i I */^ "y r\\ \) *f\l

v t-A. \ • **s , ' i i • • ) ' • * / f \J h i î *

en mettant

71 A' n— »

Les épuations de R&f2 et rk+î s'obtiennent aussi immédiate-
ment Ce sont.

(k+3)

î f/c+5( A'f 3

elles permettent de vérifier immédiatement le théorème 4.
Ou remarque qu'à rencontre des théorèmes de M. BERZOLARI,

les propriétés de ce paragraphe montrent bien le caractère dua-
listique que possède un point singulier de n'importe qu'elle espèce
et par conséquent les courbes singulières correspondantes.



53

B. L'applicabilité projective des courbes gauches.
Les c rrespondances TJ( T2) T3f T4t Paramètres projectifs.

31°. — En nous rapportant aux notions et méthodes envi -
™e~o au § 7°? sur l'applicabilité projective des variétés d'un ER,
nous commencerons par l'étude de l'applicabilité C2) n+2 entre deux
courbes gauches données G et Ci, Nous choisirons pour cela le
long de G un repore particulier (r) ou AA, . . . . Àn satisfaisant
aux conditions (37^, (37a),..., (37n+2) qui définissent le long de C
un repère d'ordre w-j-2 ; nous ajouterons pour achever de le dé-
terminer la condition supplémentaire.

tOoo 4- ton 4- . . . 4 - Cônn = 0

et d'autres conditions qu'il est inutile de préciser. Les compo-
santes du repère B(1) Bi1) . . . B^} ou (R{1)) qui se déduit de (r) par
l'application CgJn_j 2, devront satisfaire à des relations analogues
aux relations (374), (372), . . . , (37tt+3) c'est à dire se déduisant
de celles-ci en remplaçant les fiiy par les TCW correspondants et
les paramètres ai par des nouveaux paramètres A^. Les TCW étant
supposées être les composantes des repères (R(1)) les plus généraux
satisfaisant à ces conditions, les seules équations qui résolvent
l'applicabilité C2,n+2 sont celles de la C2, c'est à dire

qui conduisent à la smle équation extérieure qui ne soit pas
identiquement vérifiée

d'où Ton tire

(45) rcio — töio = a toi

â étant un certain paramètre.
Le système (44) est donc ea involution et sa solution dépend

d'une fonction arbitraire d'un argument. On peut poser.

t ésant un paramètre de position sur le courbe G,. Si toi — dx?

l'équation -ép = &{ — d-z nous donne f = / ( T ) . La correspondance
ponctuelle qui réalise l'application peut être une correspondance
arbitraire entre les deux courbes.



Nous aurons besoin d'écrire le système différentiel qui
donne le repère (R(1)) sous une forme équivalente nouvelle. En
posant

où nik sont les composantes du repère le plus général attaché à
ce système s'écrira

h^co = H*u = . . . — : E j n n = U

n

Nous remarquerons en plus, qu'en vertu des relations (T(1>),
(37n+3) et (45) on aura toujours des relations telles que

Imaginons alors le «mouvement projectif" de la courbe G5

sur la courbe C{ qui à chaque instant réalise l'application C2()è+S;
toy sont les composantes du mouvement absolu, ic^ celles du
mouvement relatif, par conséquent — Etj celles du mouvement
d'entraînement du repère (R(i)) suposé invariablement lié à (r).
Si nous appelions A un déplacement d'entraînement laissant fixe
le point A (toi (A) = 0), 'on aura d'après (46).

(47) A A = 0, A Ax = 0, . . . , A An = 0

antrement dit la position du repère (R(1)) est parfaitement déter-
minée par rapport à (r), par le système (T(I)). On voit de plus que
dans le mouvement le E* osculateur [B(1) B[l) . . . B|4>] à d coïn-
cide à chaque instant avec le Ê  osculateur [A At . . . AJ à G au
point correspondant.

32°. — La transformation homographîque qui réalise l'appli-
cation G2>îl+2 est d'après (47) unique pour chaque couple de
doints correspondants. On déduit de ce fait une correspondance
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bien déterminée entre les éléments plans générateurs [A A, . . . AJ
et [B^B^. . . B\{)] des deux variétés développables à i + 1 dimen-
sionsvi+i et Vi+i (1 <* i < n — 2), ayant C et d comme arêtes de
rebroussement. Nous appellerons (Ti) cette correspondance, que
nous recontrerons plus tard (§ § 42° — 48°) dans plusieurs pro-
priétés intéressantes relativement à l'applicabilité projective des
hypersurfaccs développables.

33°. — Nous nous occuperons en second lieu de l'applica-
bilité CIfc_j,,l+i. Nous choisirons le long de la courbe G le même
repère/r/du § 12°. Le repère B(â) Bf>... B<?> ou (R(2)) qui se
déduit le long de C4 par la transformation homographique qui
réalise l'application Cft_1)îlf4 devra être du (n + i)me ordre; les
composantes n\p du repère (R(2)) seront supposées assujetties à
vérifier les relations (374), (372) , . . , , (37n+1) qui par dérivation
extérieure nous conduiront aux relations.

Le système de Pfaff imposé par l'applicabilité C ^ s'écrit

X f ) - COj = 0, îcg> — 7Ï<2) = W n — CO00

(48) (

il donne lieu à la seule équation extérieure non identiquement
vérifiée

(49) [öi(* '?- i i - "

qui montre que le système (48) auquel se réduit le système de
la Cft. i,w+i, est aussi en involution et sa solution dépend-d'une
fonction krbitraire d'un argument. Gomme pour la C2 n±% l'appli-
cation peut être réalisée avec une correspondance ponctuelle ar-
bitraire entre les deux courbes.
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Nous écrirons également le système de la CB_ljW+1 sous la
forme équivalente:

(Tf) E10="%-= • = - J ^ i -

ce.)

en.1»,)
En vertu de

E
3 o

'n-2,1

(37n+1 bis) et (49) on aura

. = A A B 2 = of(5Ü) \ C >
ce qui montre que la transfoimation homografique qui effectue
l'application Cn.1(W+1 n'est plus unique ; elle dépend, pour cha-
que couple de points correspondants de deux paramètres arbi-
traires ; il existe par conséquent oo2 transformations qui effec-
tuent l'application. Toutes ces transformations, pourtant, déter-
minent comme on le voit facilement une même correspondance
ponctuelle entre les éléments générateurs [A A 4 . . . AJ et [B(i

Bf}. . Bf ] (i^n — 2) des deux variétés développables vi+1 et
Vi+i qui ont été considérées précédemment (§ 32°). Nous désig-
nerons par (T-i) cette correspondance.

34°. - Les correspondances dualistiques T3 et T4. Remar-
quons que chacune des homographies qui réalisent les deux ap-
plicabilités G2jn+2 et Ca_1|W+i, font correspondre à des En^ pas-
sant par le E ^ _ i osculateur à G (1 < i < n—2) des En^{ bien
déterminés passant par les En_twl osculateur à d . En effet les re-
lations (47) ou (50) montrent qu'on a

A | A A | At{ ... A?»—a| = o ,

quelque soient les indices i4j ... , in_% différents de 0 et 1 et cela
démontre immédiatement la propriété. Appelions 64 et % les deux
correspondances d'hyperplans que nous venons de mettre en
évidence.
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Soient alors y et yi les transformées de C et C4 par une
même corrélation; de toute correspondance ponctuelle entre
C et Ci on déluit une correspondance ponctuelle entre y et yt.
Envisageons les correspondances 0, et 6̂  qui se rapportent aux
courbes y et y t.Par la corrélation envisagée plus haut on déduira
de 6i et ô,, inversement, deux correspondances ponctuelles nou-
velles entre les éléments osculateurs [A Ai ... AJ et [B B, ... B,],
correspondances que nous désignerons par T3 et T4; elles vont
jouer un rôle analogue aux correspondances T4 et T2

Pour écrire les systèmes différentiels de laT3 et T4, considé-
rons les homographies (h{) et (h2) qui réalisent les applications
Cs^ + a et Cn_ f |n+1 entre y et y{ (par conséquent les correspon-
dances 0d et 02) et soient (Hi) et (H3) les homographies qui se dé-
duisent (n sens inverse par la corrélation envisagée ((H,,) et (H2)
réaliseront par conséquent T3 et T4); soient enfin B(3} ... B^ ou
(Ri3]) et B*} ... B;?J OU (R(4)) les repères qui se déduisent de (r)
(§31°)par(H1) et (H2).[Comme il a déjà été exphqué ailleurs(| 23°)
les systèmes qui donnent (R{S)) et (R(i)) se déduiront des systèmes
(T(1)) et (T(2}; en échangeant partout d'après (40)

ces systèmes s'écriront par conséquent

/T(3w ƒ Kk = o (i < k)

n-i

(J )) \
n 1 (n—1) n

3 ( n - 5 ) n—\

et

Vo)\ E» = fin = ... = Knn = o

( l a ) -^- = ... = 5 = Ni, n-%
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35°. — Paramètres projectifs. Considérons en dernier lieu
l'applicabilité C3fW+2 Le système qui résout cette applicabilité
s'obtiendra en ajoutant aux équations (44) de la G2)ft+2 et aux
conditions envisagées au § 31°, l'équation nouvelle

qui en vertu des relations (TJ0) devient

(51) 4V = fflii}.

On trouve facilement que le système formé par (44) et (51)
est complètement intégrable ; sa solution dépend de trois
constantes arbitraires.

En particulier l'applicabilité C3#n + a entre une courbe quel-
conque Ci et une courbe normale C conduit à une notion nou-
velle interessante.

Choisissons, en effet, pour la courbe normale le repère dé-
fini plus haut (§ 24°). Les conditions auxquelles doivent satisfaire
les 7î } (§ 31°) nous permettront facilement de poser succesive-
ment

La résolution du système complètement intégrable formé
par (44) et (51) qui dans notre cas s'écrit

nous donne

> - ' (0 > * - > ( ) » - >l - ^

/'" (0 _ 3 /^_(0. + 2 w ( = 0<

La forme de cette équation nous montre que si x (t) en est
une solution particulière toutes les autres solutions sont des fon-
ctions homographiques de x. Nous pouvons prendre x comme
paramètre delà courbe Ci ; nous l'appellerons paramètre projedif.
Tous les paramètres projectifs sont des fonctions homographiques
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de l'un d'entre eux. Cette notion nous permettra entre autres
de définir la notion de «rapport anharmonique de quatre points"
de la courbe Ci, d'une manière intrinsèque, comme étant le rap-
port anharmonique des quatre valeurs de T correspondant à ces
points.

Il est évident qu'en prenant x comme paramètre déjà courbe
Ci, les points se correspondants par la C3(îl + 2 se déduisent d'une
même valeur donnée au paramètre commun s— T. Mais s est un
paramètre rationnel de la courbe normale. Tout autre paramè-
tre rationnel se déduit des par une substitution homographique-
On peut donc dire qu'une correspondance réalisant la C3()l + 3 étant
donnée, ou obtient toutes les autres en effectuant une substitu-
tion homographique sur un des paramètres rationnels de la courbe
normale. Si Ci est elle même normale on a W C0 = 0 et x est un
paramètre rationnel.

D'une manière analogue la C3, n+a entre deux courbes quel-
conques C et Ci s'obtiendra en établissant une relation homogra-
phique arbitraire entre les paramètres projectifs des deux courbes.
Car de la forme des conditions imposées par l'application, on
voit immédiatement que si une correspondance entre C et une
courbe normale F et une C3j n+2 • la correspondance qui s'en dé-
duit entre F et Ci sera une C3f n+a pour ces deux dernières.

CHAPITRE III

L e s h y p e r s u r f a c e s d é v e l o p p a b l e s

A. Détermination du repère mobile

36°. — Nous désignerons par totj les composantes du repère
mobile A At... An ou (r) attaché en chaque point d'une hypersur-
face. En faisant coïncider A avec le point considéré et en prenant
Aiy A%j..., An_i dans le En^ tangent nous obtenons un repère dé-
terminé au V ordre par lav condition

w4, . . ., wn_t seront alors n—1 formes de Pfaff îinéarements in-
dépendants par rapport aux différentielles des n—1 paramètres
définissant la position du point sur l'hypersurface.
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Si Thypersurface est dévelopoblle, c'est-à-dire que son
tangent dépeni d'un paramètre, on peut rameuer la forme.

l 1

assymptotique du V ordre (§ 4°) à la forme

ce qui revient à poser

L'équation de Thypersurface par rapport à un repère quel-
conque du 2â ordre s'écrira alors

1 2 1 1

?3> ?4* • • i étant des polynômes du 3tft% 4we, . . . degré en xu ci\2, . . . ,
#n_t. Suivant la méthode générale indiquée au début (§ 2°), nous
devons, pour déterminer le repère au 3me, >m% . . . ordre, simpli-
fier successivement ç33 <p4, etc. . . . Nous pouvons d'abord prendre
93 = o, ce qui revient à poser,

V >̂ » 3 i I CÛ = CD — CO — 0

puis ramerer o4 à la forme,

en posant

et Ton excepte par cette particularisation le cas d'une hypersur-
face dont le En_4 tangent passe par un En 3 fixe.

37°. — Pour rendre plus facile l'étude de la corespondance
Gu (§ 7°) nous poursuivrons un peu différemment les particula-
risa tions successives du repère mobile.

Nous remarquerons d'abord que les relations

écrites sous (514) nous donnent par dérivation extérieure

COort 0 o tOi { l , o = (tj 0)«, . tiJ« _ i a = (?«_| t')i
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il nous Sera permis de prendre a3 = 1, oA = . . . — cfn_4 = o, par
conséquent

si nous écartons le cas des hypersurfaces développables dont le
En_! tangent contient un En_3 fixe.

De la même manière nous pourrons poser pour toutes les
hypersurfaces à arête de rebrouss^ment proprement dite, succes-
sivement les conditions suivantes :

(Sic)

. . = Wn_| | 4 = 0

Wn_2 ) f t_3 = Wj, tO n _ i j n _ i = 0

38°. Dans le repère ainsi déterminé, le point An_i décrit
toujours l'arête de rebroussement car

d An^i = Wj i4«-2 + û>n-if»-i An-i ;

ou s'aperçoit aussi immédiatement que le sommet An_% est sur
la tangente en An_x à l'arête de rebroussement, le sommet An^
dans le E8 asculateur en ce point, d?un.e manière générale le som-
met An_k_i est situé dans le E/; osculateur au point An_t à l'arête
de rebroussement ; le Ett„2

[An-t Â n - * ••• A l A]

étant osculateur en Ân^v c'est Téléméat générateur de l'hyper-
surface développable.

La dérivation extérieure des relations

û)?, = ©an = . . . = W»_j,n = 0

(51 bis) < w?/b -= 0 ( * > t + | ; i = f,..., n - o)

qui figurent parmi les conditions écrites, entraîne des relations de
la forme

- 2 co
0 0

°00~

2 (û^-Sj m„2



et la dérivation extérieure de ces nouvelles relations nous donnera
n—2 relations telles que

) t (il bi - bi COH— tó00 + & W2 + Pi Oi10 + P

& , Pi,... étant certains coefficients numériques. Si nous désignons
maintenant par S un déplacement compatible avec toutes les
conditions écrites et laissant en plus le point À fixe, (c'est-à-dire
tel que w4 (S) = <o2 (8) = ... = coft-1 (S) = 0) et par etj les quan-
tités «y (8), nous aurons

tt-3

3 6£ = - (Pî + ?D f io - E ?''i+1' f*.*fi * 'h (en - <?oo)

avec n—2 paramètres indépendants

nous pourrons annuler tous les b4 et poser par conséquent.

<Û
00 =°

et par suite des dérivations extérieures

P/ o)2 + pî oiJ0 + pi co„ i -h 2

Ces relations et la relation

(ô2) 3 w i 0 — O O)tt 1 = O32

qui figure sous(514) nous permettront d'écrire

(52 bis) \ _ _

les ch étant des combinaisons linéaires à coét'icients numériques
connus des ciy les (3& étant des nouvelles constantes numériques.
On a d'ailleurs

Po ~ Pi = 3 '
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La dérivation extérieure de la relation (52) nous donne

(53) 6 (ùno — 4 w12 ~öiOj — o>3

et la dérivation extérieure des relations (52 bis) nous montrera
qu'on peut annuler c^ c3,..., cn_2 et nous aurons

(51s) »*, *+i = P* «2 (A = 2,... n -2) .

En dérivant extérieurement ces relations, ou trouvera en
tenant compte de (53), des relations telles que

W12=^lwl + Ï 1 «3

Wft, ft+9 = 0% <«! -+• YA, 0)3 M = 2 .. , W — 3 )

avec
6 É-0- 4 ̂  = a et 6 7o - 4 T~i + ' = 0.

les Y/T étant certaines constantes numériques.
Nous pourrons annuler eu e2)..., ^„ 3 e t tirer

(519)5 û>ft0 = g a c û i -*- ï w 3

—
«o*, k+3 = Yk w3 (A=2 ..., n—3)

et la dérivation extérieure de (5i9) nous donnera

(tijg = A W4 4- Sj ü>4

<ûk, k+3 = /k » i + ek W4 (k = - . - ^ w — / ( )

les ëiT étant des coefficients numériques.
En annulant /4,..., /^_4 ce qui est possible, nous aurons

( 5 ' io) tó13 = £1 W 4 7 W/t', /^+3 = £fc W 4

(& — 2,...,»—4)

et ainsi de suite. On arrivera finalement aux relations
(31 „+-)'ü)n, n_ 3 = mo©

^l , «-2 = m\ tol + ^1 C0«-l

Ao et X4 étant deux nombres déterminés. Nous pourrons annuler
wA et nous aurons

et en derivaat extérieurement

(51 w + 6 ) (1 -f" ^i) <*>*, » - l ~ ^
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B. La coorespondattce C24. L'homographie H.

39°. — Supposons choisi sur une hypersurface développable
(s) en chaque point un repère (r) dont les composantes a>lk soient
restreintes en particulier à toutes las conditions (514), (513), . . ,
(51 n+5). Nous considérerons alors en chaque point d'une deuxième
hypersurface (S) le repère B j?4... Bn ou (R) qui se déduit de (r)
par la transformation homographique qui réalise l'application
C24 de (s) sur (S) supposée possible.

Les composantes i \ du repère (R) devront satisfaire à des
conditions analogues à (514), (512), (513) et (514). L'applicabilité
C3 impose les relations A)

ily = tù{ , il2 = W2 . . . , Qn _j = ton x

1 2 , 4 — 1 2 0 0 = - ©f, — co 0 0 {i = = 1 , 2 ... , w — I )
£ 2 f ï = w , , , I 2 i n = Û ) I W ( i ^ ] , i j = 1 , 2 , ... , w — 1 )

et cela montre d'abord que les i \ devront satisfaire en plus aux
relations analogues à (515)> (516), •.., (51 tt+3). Nous considérerons
en fin de compte les repères les plus généraux attachés à (S) et
satisfaisant à toutes ces conditions. Cela est toujours possible si
(s) est une hypersurface développable à arête de rebroussera ent
proprement dite. Si cela est les fty satisferont également à toutes
les relations analogues à (51S)?,..., (51w+5)' et (5I,i+6)

? qu'on
déduit par dérivation extérieure.

Dans ces conditions le système de Pfaff qui résout l'applica-
bilité Cu so réduit aux seules équations

qui conduisent à la seule équation extérieure

f Wj (127l, w _ ! — Cûflf n - i - j - A10 û),j . j ) | = O

où Aio = Co — c0 et Co est le paramètre analogue à c0 relatif à
(S) (§ 38°).

Le système (54) est en involution et sa solution depend d'une
fonction arbitraire d'un argument.

40°. — De toutes les relations écrites on déduit facilement
que si i ^= n on a

(5f>) £2y —(o t J = Ayft^

Cartan (8) p.
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de même

(55j) ilni — o>ni = kni(ùl ; (i = o,

d'autre part

(552) ilnh — <*nk — Ank w l ~ A10 «

Si nous considérons alors un mouvement d'entrainement
qui laisse le point An_x de l'arête de rebroussement fixe, c'est à
dire tel que ^ = o on aura

autrement dit la correspondance entre les arêtes de rebroussement
(peut qui être arbitraire) étant donnée, la correspondance ponc-
tuelle entre les Ew__2 générateurs est projective. De plus si on con-
sidère un déplacement laissant le point A lui même fixe (toj = ... =
w^j = 0) on a pour toute (ij)

II en résuite qu'il y a une seule transformation homogra-
phique qui amène deux points correspondants en coïncidence de
façon que l'application C24 ait lieu. Nous appellerons H cette ho-
mographie, dont nous verrons plus loin (§ 51° et suivants) des
propriétés projectives intéressantes.

41°. — Considérons maintenant le long de la couibe C,
arête de rebroussement de (s) le repère (r) qui se déduit de (r) en
faisant d'écrire au point A une certaine courbe de (s) non situé
dans un E„_2 générateur et soit W1 = C2T et wii = â  d i , i étant
un paramètre de position sur G ; les ay sont des fonctions bieu
déterminées de T. Soient A, Ai, . . ., An les sommets du repère (r)
que nous allons faire correspondre respectivement à

A » A a A A A AM

et nous allons désigner par wy les composantes du mouvement
instantané de (r), Les ûy se déduisent des w^ —»ifjt dx par la
substitution d'indices

n - 1, n - 2 , • . ., 2, 0, 1, n

respectivement en
0? 1, .. ., n - 3 , n —2, n - 1, n

5



et doivent satisfaire en particulier aux relations suivantes qu'on
tire de (514), (512), (513) et (51*) par cette substitution:

(56) {i^j^St^-zi .r "
et de même aux relations qu'on déduit de (51 bis) par la même
substitution.

Remarquons bien que les repères définis plus haut (§ 31°)
satisfont à ces conditions. Nous allons désigner par B B4 . . . Bft

ou (R) le repère le long de l'arête de rebroussement Cd de (S),
qui se déduit de (r) de la même manière que (B) de (r) et par ^
ses composantes du mouvement instantané. Les iry satisferont
eux aussi aux relations suivantes

(57) -2, »-3 — 3 Wft-i, n-2

= . . . = îCrt—3, n -1 = 0

- 2 = ^ ! , f t - 2 = • • ' = ^n— », n—2 = 0

! , . . . , « — 3 et «— I)

i i ^.; = °> 1» ••• ' « —3el n—relations qui d'ailleurs ne sont pas toutes indépendentes si Ton
tient compte de (56).

Avec ces considérations nous pourrons écrire le système de
relations (57), en se servant des notations déjà employées (§31°)
sous la forme équivalente :

E,o = E« = . . • = = 0, En_,t n-t —
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C. Relations entre les correspondances C24, To T2, T3 et Tv

42°. — Une comparaison des systèmes de relations (T(0)),
(T(1)), (T(2)), (T<3>) et (T<4>) (§§ 41°, 31°, 33°, et 34°) qui se réfèrent
aux correspondances C24> T1? T2, T3 et T4 nous permettra aisé-
ment de tirer plusieurs conclusions intéressantes.

Remarquons en premier lieu que dans tous ces systèmes le
premier groupe de relations (T£°) (i = 0, 1 , . . . , 4) est le même
et que de ces relations seules on tire tout d'abord.

8>

Si A est alors un déplacement d'entraînement compatible
avec ces relations et laissant fixe le point À (toj (à) = 0), on aura

A 3 ] = o7 e t c . .

ce qui prouve que lorsque la correspondance entre les arêtes de
rebroussement est donnée, ces relations déterminent à elles seules
les positions des points B et B4, de la droite [B BJ de l'élément
plan [B Bd B3] etc... autrement dit on a

( 5 8 ) Bj = B/1) = B/2) = Bx<
3> = BXW

puis
| BW = B 2 + t i W B

(59) ! BJ> = B8+iif)B1 + i;J|OB

(* = 1.2,S I 4)

On tire d'un autre côté des relations dont on parle au
début en tenant compte des relations (56) et analogues

«w = 0 ( t <C J — 1 , ; = 2 . . . f n )

puis

(60) 1̂ ^= «12 = • • = Kn-i, n

et

(61) *£0 + *H + ' • • + ««» = °

ce qui nous permettra de poser

(62) %l — \dt

t étant un paramètre de position sur Ci et X un paramètre arbi*
traire.



Üe la dérivation extérieure de relations (601) en tenant
compte de (61) et (62) nous tirerons

M — 2 i

et par un calcul simple, en dérivant de nouveau extérieurement
ces dernières relations, nous trouverons,

( c i + 2 — c i + 1 ) clt (i = o, . . . , » — 1)

avec Ci == cw+1 = o, w et les ci étant des nouveaux paramètres,
o(t) une fonctions bien déterminée de t. Nous aurons alors

(64) «,„ + ««+ . + «.,.-,=(" + V

Enfin la dérivation extérieure des relations (63), nous per
mettra de poser

1 n d X n

%+ + + HdC 2(65) _

)dt

étant une nouvelle fonction déterminée de t.
Posons d'autre part avec les notations du § précédent

(66) «10+ • +««,»-! = ^(n+1) (n +S) «

et
(67) « 20

Gela étant nous tirerons de Ed = o
Xdt—iz

d'où

puis de Eoo — o.



On déduit de là, par (64) et (66), en tenant campte des va-
leurs de u et X

( El0 +• E21

où
"2\ a /" A

) 2 i 2 +fe { " ( / ~ 2 r ) ~2aio + 2a°° P+ n
2

et si Za correspondance entre les arêtes de rebroussement est donné
(donc si la fonction f (t) est connue) U sera une fonction bien
déterminée de t.

43°. — Ces considérations générales ayant été développées
prenons pour commencer le cas n — 3. Soit M un point quel-
conque de la surface développable (S); nous aurons

M = A t 4 a A

Soient N, N4, N2, N3 et N4 les points de (S) qui correspondent à
M par les correspondances C^, Ti? T2, T3 et T4. On aura

N = B4 + a B

et d'après (58)

N = N4 = N2=N3 = N4,

par conséquent les correspondances C24, Ti T2, T3 et T4 sont iden-
tiques dans l'espace à trois dimensions.

44°. — Soit maintenant dans un E4, M un point de l'hyper-
surface développable (S) et N, N4 N3, Nj et N4 les points qui se
déduisent de M par les correspondances Gâ4, T4, T2, T3 et T4.
Nous aurons

M= A2 + aA^ + pA

N = B2 -f a B1 -t- p B

N4 = Bf > + a BJO + p B^ (i = 1, 2, 3, 4)

et d'après (58) et (59)

N = N 4- «f > B
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pat conséqent dans un espace à quatre dimensions les points N,
N4, N2> N3 et N4 sont en ligne droite avec le point correspondant
B de Varête de rebroussement.

Les relations (Tf}) nous donnent ensuite en tenant compte
de (68)

n £ i i

E^ = 3- ött Eft) = ^ cor

D'autre «part les relations
n^)= Bf)

nous donnent en différentiant et identifiant le coefficients de B :

par conséquent

ou aura ainsi

par conséquent

N1 = N - i - ÜR, N 2 = N - 1 ü B

N3 = N - -i- U B, N4 = N - | - U B.

Nous déduisons ainsi que les points Nt et N3 sonf confundus
et quatre quelconques des cinq points B, N, Ni, N2 et N4 forment
des rapports anharmoniques numériques fixes.

45".— Passons maintenant au cas n=5. Nous aurons d'après
les relations (T^) et (68)
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et de
d Bj = d B̂ >

nous déduirons par l'identification des coefficients en B

De même la différentiation des relations

Bj > = B2 + t£> B

et l'identification des coefficients de Bt nous donne

(69) ««> = - Î | U , w * = - i ü , w?> = - g U , iii*) = - J Ü

tandis que l'identification des coefficients en B nous donnera
(70) t,<;) s>x = - ^> + ^ + d«£> = - E<a + rf«^>

relations qui nous se viront plus tard (§ 46°).
M, N, Ni, Ni, Ni et N4 ayant toujours la même significa-

tion on aura

M = A 3 + aA2 + PÀ! -h Y A

N = B3 + a B2 + P B4 + Y B

X4 = B£> 4 a BJ> * P B;*) + Y B *>

( . = 1, 2, 3, 4)

et en vertu des relations (59)

Nt = N H- u<,*> Bd 4- (a u£> M- ?J>) B

par conséquent

ainsi dans un espace à cinq dimensions les points N, Ni, N2î N3 e£
N4sont dans un même E2 passant par la tangente B Bi correspon-
dante de Varête de rebroussement.

Les expressions trouvées pour les u$} nous montrent en plus
que les droites B Ni et B N3 soni confondues et que les rapports
anharmomques de quatre quelconques des cinq droites B Bu B Nl5

B N; B N2 et B N4 sortf des nombres fixes.

46°. — Nous pouvons aller plus loin. Posons

F̂ et p étant les fonctions de t et de T qui figurent au § 42°; des
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relations auxquelles sont supposées satisfaire les wi+4|i en parti
culier (§ 31°) et de (66) nous tirerons d'abord

( n = 5 , t = o . l , . . . , 4 )

d'où en tenant comte de (63) et (68),

U

Un calcul direct des E$4|j d'après les relations (Tï°) comme
nous l'avons fait plus haut pour Eft> et Eft} (§ 45°) nous donne-
rons par comparaison c(£\ cf\ cf] et cf\ que nous introduirons
dans (65) et obtiendrons ainsi les expressions de

ttï + fcff + iuV+itó' (A = 0, I, % 3, 4)

et en tenant compte de (67) pour

Lés relations (T^) nous donneront après, en particulier,

et par conséquent (d'après (69) et (70))

d'où enfin par (59) nous obtiendrons la relation définitive

24 N + 35 N, - 60 N2 + 7 N3 - 6 N4 = 0.

Considérons alors les points

Q^ÖNi + Ns, Q2=10N2 + N4

P ^ ^ - N g , P ,^N 2 -N 4

P2= îl Ut - 6 Q2;
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le point P se confond avec B tandis que P t et P2 sont sur la tan-
gente à l'arête de rebroussement. D'autre part on a

°24 N = 6 Q2 — 7 Q,
par conséquent

(P QI N4 N8) - ~ 5, (M, Q2 N2 N4) = - 10, (M2 N Q4 Q2) = ^

Ainsi la droite N3 N4 coupant la tangente en B d Varête de
rebroussement en un point Pu il existe une droite Qx N Q2 P2 Vas~
sant par N, qui coupe la droite N< N3 (qui passe par B) en un
point Qiy la droite N2 N4 en un point Q2 et la tangente en B à
Varête de rebroussement en un point P2 et telle que les raports an-
harmoniques (BQtNiNs), (PtQ2N2N4) et (P8 N Qt Q2) sont des
nombres fixes

47°. — Tous ces théorèmes peuvent se généraliser facile-
ment pour n > 5. Nous en énoncerons quelques uns sans donner
aucune démonstration, qui d'ailleurs n'offre pas de difficulté.

Les points N, N4, N3, Nj, N4 sont dans un même Ew_3 passant
par le EB_4 osculateur à Varête de rebroussement en B.

Le Eît_4 osculateur et trois quelconques des En^ passant par
le En_5 osculateur et par un des points N, Ni, N,, N3, N4 font des
rapports anharmoniques numériques fixes.

48°. — On a un cas particulier intéressant si U = 0. Gela
correspond au cas où la correspondance entre les arêtes de re-
broussement est h omographique (§ 35°). On a, en effet, danô ce cas

par conséquent la C2fn+3 entre G et d (qui servait à la définition
de la correspondance T^ est aussi une C3(ft_8 (cf. § 35°).

On a alors les théorèmes suivants pour lesquels nous passe-
rons la démonstration :

Les points N, Nl3 N3, N3, N4 sont dans un même En_4 passant
par le Ett_5 osculateur.

Pour n=z5,le rapport anharmonique de quatre quelconques
des points B, N, N*, N2, N3, N4 sont des nombres fixes.

Pour n >. 6, le En_5 osculateur et trois quelconques des En„5

passant par le En^G osculateur et par un quelconque des points N,
Ni, N2, N3? N4 font des rapports anharmoniques numériques fixes.



n

Enfin par une démonstration un peu plus compliquée on
pourrait obtenir pour n = 6, dans le cas où la correspondance
entre les arêtes de rebroussement est homographique, le théorème
suivant, analogue à celui qui a été trouvé plus haut (§ 46°).

Si les droites Nf N 3 et N2 N4 coupent la tangente en B à
Varêie de rebroussement aux points Pi et Pâ il existe une droite
passant par N qui coupe les droites N4 N3, N2 N4 et la tangente
en B respectivement en Qu Q3 et P3 î telle que les rapports anhar-
moniques (P{ Qt Ni N3), (P2 Q2 N2 N4) et (P3 N Qf Q2) soni des nom-
bres fixes.

D. jLa correspondance C25.

49°. —Nous dirons, dans ce qui suit, quelques mots sur les
correspondances C2 k (fe > 5).

Si nous tenons compte les formules (515), (53) la forme o-o

devient pour Thypersurface (s)

tfs == wx\ — 5 x\ sz

et pour l'hypersurface (S)

<*>5 = AXÏ-5XiX3

et si le deux hypersurfaces ont un contact du 5"m0 ordre on a

a = \
d?où nous déduirons
(71) U«o = toMÜ.

C'est cette équation qu'il faut ajouter au système de la Câï

pour obtenir celui de la G25.
Mais la dérivation extérieure de la relation (53) et de la re-

lation analogue nous donne

64 et 92 étant deux nombres déterminés, c0 le paramètre introduit
dans (52 bis) et Go le paramètre analogue pour (S). Si a = A on
déduit

3 ((îo —co) [ w i w 2 ]
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par conséquent

et en tenant compte de (52 bis)

(72) G io = <*>io

Avec les notations du § 41° de (71) et (72) on déduit:

Eft_if w_a( = En , t t„i ) —0

La première relation montre que U = 0, par conséquent
la correspondance entre les arête de rebroussement est homographi'
que, mais cette condition n'est pas suffisante, car il faut tenir
compte de la 2-mG relation (73).

Réciproquement si (73) sont satisfaites pour les repères à
un paramètre que nous venons de considérer, les relations (71)
et (72) seront aussi satisfaites pour les repères à plusieurs para-
mètres (§ 41°), comme on se rend compte par un calcul facile
que nous omettrons et alors la C24 sera une C25.

Les équations (Tf), (T£0)) et (Tf) delà C24 prennent dans
notre cas la forme très simple

et on se rend facilement compte que ces équations sont indépen-
dantes du choix du repère (r) pourvu qu'il soit tel que le Et

[A A} .A tJ

soit le E, osculateur à l'arête de rebroussement. Nous pourrons
alors prendre comme repère (r) le repère de Frenet défini au § 22°;
le repère (R) ne sera pas nécessairement un repère de Frenet pour
Ci. Deux cas peuvent se présenter.

a) La courbe G est singulière de ire expèce. La 2me relation
(73) exige alors que G1 soit aussi au moins de la Ve expéce et
cette relation se satisfera alors d'elle-même. Il suffit alors d'établir
entre les arêtes de rebroussement G et Ct une correspondance
homographique pour que la G24 soit une G25.

La Cg5 entre deux hypersurfaces dout les arêtes de rebrou-
ssement sont des courbes singulières est toujours possible et dépend
de trois constantes arbitraires.

b) La courbe G n'est pas singulière* On a alors

tog,) = do y co10 = wp tfo
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a- étant Tare projectif et p un invariant projectif de G (§ 22°).
Mais on a aussi

K20 = rfS , TC10 = n R d SC10

S étant l'are projectif et R l'invariant de Ca analogue à p, car les
relations (39,), (392)f.M (395) du § 22°, qui suffisent à définir ces
éléments, seront vérifiées.

Nous aurons alors

d 1 = d* , R = p.

et ces conditions seront alors suffisantes. Par conséquent la C25

entre deux hypersurfaces (s) et (S) dont les arêtes de rebroussement
ne sont pas singulières^ n'est pas toujours possible; lorsqu'elle est
possible elle dépend tout au plus dJune constante arbitraire.

50°. — Quelque soit le cas où la C25 est possible, dans un
E5 par exemple, nous aurons d'après § 46°

1 = 0

et nous concluerons que pour n = 5 les correspondances C25, T4,
T2, T3 et T4 sont identiques.

Ce résultat nous fait déjà pressentir „e théorème suivant
que nous énoncerons sans démonstration :

Pour n — 6, les points N, Nlf N2ï N3 et N4 sont en ligne
droite avec le point B de l'arête de rebroussement et les rapports
anharmoniqnes de quatre quelconques des points B, Nlf N2) N3 et
N4 sont des nombres fixes.

De la même manière on peut énoncer la théorème plus gé-
néral :

Pour n > 7 les points N, N1?N2) N3 et N t son* dans un même
Eft-5 poissant par le Eft_6 osculateur et trois quelconques des Eft_6
passant par le En^ osculateur et par un quelconque des points N>
N1( N2) N3 ei N4 forment des rapports anharmoniqnes numériques
fixes.

Des résultats analogues s'obtiennent si nous considérons les
correspondances C2fc avec k > 5. Nous n'insisterons pas davantage.
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E. Propriétés spéciales de l'homographie H dans un E3 ou E4.

51°. — Le problème que nous nous proposons maintenant
est d'une façon générale le suivant : Trouver en chaque couple
de points correspondants quelles sont sur deux hypersurfaces
développables (s) et (S) les variétés vk et V,c se correspondant par
la Cu et passant par ces points, qui par l'homographie H (§ 41°)
viendront en contact du 3me ordre (elles auront toutes d'après la
définition de la C2 un contact du 2P ordre).

Pour traiter ce problème nous reviendrons aux considéra-
tions du § 13°. Suivant les conditions de la C2) si xv . . , xn; X^...,
Xn sont les coordonnées non homogènes des points des deux va-
riétés exprimées paramétriquement en fonction de «j,..., vk de
manière qu'à deux points se correspondant par la G2 correspon-
dent les mêmes valeurs des paramètres, on a pour u{ = u\ v...y

par conséquent on aura

(74) X* = K),H

Pls; désignant d'une manière générale un polynôme homogène de
degré s en« , — t*i,.», uk — u°k, les coefficients étant des fonctions
de u\y., u\. On aura aussi par conséquent

où

_ 1= v - 1 1 ( s ^ s r ) , ( -V - «5) ( ». -••:)(«,- «s )
et avec le choix du § 11°.

(75; x . ^ + F f ' K . .*») + .
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En dérivant les formules (74) par rapport aux ùl> on aura,
comme ailleurs, après simplifications

x, = 1 Y l iXi \ (%~K)(us-u°s)duï -
h !

= 2 la \^

4 2
et avec le choix du § 11".

(76)
4 x- - ï

L'identification de ce développement avec le développement
(15) nous fournira dans la suite les relations qui nous seront
utiles.

52°. — Pour traiter le cas des hypersurfaces développables
nous prendrons comme repères (r) et (R) du § 13° les repères (r)
et (fi) du § 39° et nous tiendrons .compte des relations auxquelles
ces repères sont assujetis satisfaire.

Considérons d'abord le cas des surfaces développables de E3.
Nous avons d'après § 36°.

y___\ A g i . o

Les relations (76) deviennent ici

(78)

Suivant les relations (55) on a
(•=1,2,3)

(79)

les autres Ey étant nuls. Ces relations nous donnent d'ailleurs
par dérivation extérieure immédiatement les relations suivantes

d Alo— (AII?— A30)a)l — 4 A10w0f)

(80) d A30 = A l 0 w2 — 6 A

d A32 = Ays töj — A(id w2—

3OW.O

2 —8 A 3 2 1



et la nouvelle dérivation extérieure de la première de ces rela-
tions nous donne

(81) d A / J = 8# ) « o 4 - 1 A 1 0 o > 2 - 6 AÎVÎV

Si nous tenons compte de (75) et (79) le développement (15)
s'écrit

A Xj = - A
40

v3 — .

les termes non écrits étant d'ordre supérieur au 2w e . La com-
paraison avec (78) nous donnera tout de suite

P<3) =

= A3î#j[ "~ ^ ^ 10 ̂ ?

et par conséquent

(82)

P<3) = O

1 A q i

1 . i
1̂0 « i X2 •

= %3

Gela étant l'équation d'une courbe passant par A pourra
s'écrire d'après (77)

x2 = m xx -}- n x\ 4- p x\ + . .

et si cette courbe a un contact du Sme ordre avec sa correspon-
dante on doit avoir

X2 = wX1+wXf + p XJ-f...
X3 — y xî + • • •

Remplaçons dans ces relations X4, X3, X3 par les développe
ments (82) et identifions ; nous trouverons

(83) 2Alom = A32,
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Supposons d'abord Alo ^ o, condition dont nous verrons
plus loin la signification géométrique ; l'équation de la tangente à
la courbe repondant au problème s'écrit par rapport au repère (r)

2 AiOx2 = A 3 2 # 4 , #3 = 0

autrement dit l'équation différentielle des courbes cherchées sur
la surface (s) s'écrira

(84) 2A1)w2 = A32w1 .

La première relation (80) montre que A10 est à un facteur
près constant le long d'une génératrice (wd = o) et d'après (T°)
et (68) si A10 = o on a U = o, c'est à dire que la correspondance
entre les arêtes de rebroussement est homographique. La condi-
tion écrite plus haut exprime donc que la correspondance entre
les arêtes de rebroussement, qui définit la Cî4, n'est pas homo-
graphique.

53°, — L'équation (84) est complètement intégrable. Les
courbes cherchées dépendent d'une constaute arbitraire; elles
forment une famille et par chaque point delà surface (s) il passe
une courbe et une seule. Ces courbes jouissent d'une propriété
géométrique caractéristique. Considérons, en effet, le point

P = Aft A + 2 A10 A, + A32 A2

qui se trouve à la tangente à la courbe passant par A. Si 3 dé-
signe un déplacement le long d'une génératrice (uj (8) = 6) on a
d'après (80) et (81)

S P = o

ce qui montre que les tangentes aux courbes de la famille en tous
les points d'une même génératrice passent par un même point P.
De cette propriété découle d'ailleurs immédiatement que quatre
courbes quelconques coupent les génératrices de la surface sous le
même rapport anharmonique.

Réciproquement étant donnée sur (s) une famille de courbes
satisfaisant à ces propriétés il existe toujours une surface (S) et
une C24 entre (s) et (S) telles qu e les courbes de la famille consi-
dérée et les courbes correspondantes sur (S) soient des courbes
répondant au problème proposé. En effet la position du point P
nous donnera à un facteur arbitraire près (fonction du para-
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mètre t de définition sur l'arête de rebroussement) les quantités
Aio*, Aio, A32 et la lèrc relation (80) nous donnera A30. Le système
complètement intégrable formé par les relations (55) nous
donnera la surface (S).

Si maintenant A10 = o c'est à dire si la correspondance
entre les arêtes de rebroussement qui définit la C24 est homo-
graphique, pour qu'il y ait une direction répondant au problème,
autre que la direction de la génératrice, il faut d'après (83) que
A32 soit nul. Mais d'après (80) on a dans ce cas

Aft' = Aso
d À32 = A32 tói — A30W2 — 8 A 32 woo

si donc A30 52e 0, c'est à dire (cf. § 49°) si la C2i n'est pas une G2s
la relation

A32 — 0

ne peut pas être identiquement vérifiée. Elle définit sur la surface
une ligne (Q) telle que toute courbe passant par un point quel-
conque de (Q) a un contact du 3me ordre avec sa correspondante ;
de plus d'après (82) les surfaces auront en un tel point un con-
tact analytique du 3me ordre (au sens de M. FUBINI). NOUS pour-
rons pour cette raison appeler la courbe (Q) une ligne flécnodale
de déformation et par un raisonnement analogue à celui qui a
été fait plus haut montrer que la courbe (Q) peut être une courbe
quelconque tracée sur (s) en ce sens qu'il y a une infinité de sur-
faces (S) telle qu'une courbe quelconque tracée sur (s) soit la
ligne flécnodale de déformation pour une C24 spéciale ejatre (s) et (S).

On se rendra compte aussi facilement, en dernier lieu que
si la Cu est une CQ5 ou bien il n'y a aucune direction en aucun
point (sauf sur l'arête de rebroussement) jouissant de la propriété
demandée, ou bien les deux surfaces sont projectivement égales.

54°. — Passons au cas n = 4. On aura de même d'après § 36°

et d'après les relations (55)
E 1 0 = E 4 1 = - A l o (Oj

- A l 0o>3



les autres Etj étant nuls. Ces relations dérivées extérieurement
nous donnent

A A ( hS}} À \u\ 9 À
tv f140 \**lu ^ ^ 40/ 1 i0

(85)
10d A 4 2 = AÖ « j — A

<̂  ̂ 43 == ^ « } w i — A 4 2 w2 3 — A ^ w3 — 2 A 1 0 <ü13 —• 5 A 43^22

et la nouvelle dérivation extérieure de la première de ces relations
nous donnera

d AiV = (A(# + AiV) «ÛJ - 2 Al0 co2 - 3 A$Ü>22

Avec cela les développements (15) deviennent

Xj = -j A
10

T A1

et la comparaison avec (76) nous donnera

! 2 -^4? i " •" 10 ^ 2
I i(3) * 3 O A "
1 3 43 * ~ *̂  ̂ 10 ^ 3

par conséquent

(86)
^3 = ^3 + "o A43 .rï — T A4, .ri a*

Cherchons d'abord les courbes répondant au problème. Les
équations d'une telle courbe passant par À s'écriront

x2 = m Ti -|- n x\ -j- p] x + .»
3̂ = ? ̂ 1 + »' ̂  + s a?ï + ...

7 a?i

et celles de la courbe correspondante

X 3 = ?X 4

Y Y'2
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en identifiant d'après (86) nous obtiendrons immédiatement

2 A10 q = A4 3

par conséquent les équations différentielles qui donne les courbes
cherchées s'écriront, si la correspondance entre les arêtes de re-
broussement n'est pas homographique (A10 ̂  o),

(88) [ l A lOö>2

Ge système est complètement intégrable. Les courbes cher-
chées forment donc sur Thypersurface (s) une congruence de
courbes (r) dépendant de deux paramètres arbitraires et telle
que par tout point de (s) il passe une courbe de la congruence et
une seule. Ces courbes jouiront, comme pour n = 3, de la pro-
priété caractéristique d'après laquelle les tangentes aux courbes
de la congruence (T) le long d'un élément plan générateur de (s)
passent toutes par un même point P. En effet le point

P = Aft A + "l A10 A, + A42 A2 + A43 Az

est fixe car si

«1 ( s) = o , (o22 (8) = e

on a
S P = — Se P

De la propriété précédente il résulte immédiatement que
les courbes de la congruence (Y) tracent sur les plans générateurs
de (s) des configurations homographiques.

Si la correspondance entre les arêtes de rebroussement est
bomographique on a A40 = o, par conséquent d'après (85)

si alors la C24 n'est pas une C25 (A40 ^ o) il n'y a aucune relation
identiquement vérifiée entre A42 et A43 et pour qu'il y ait une
courbe répondant au problème il faut d'après (87) que Ton ait

A42 = o , A43 = o

et ces deux relations définiront sur (s) une certaine courbe (Q)
qui sera une ligne flecnodale de déformation dans le sens qu'en
chaque point de cette courbe la Gu est une C34.
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Enfin si la Ca4 est une C2-, ou bien il n'y a aucune courbe en
aucun point (sauf celles situées dans un E3 générateur ou en des
points de l'arête de lebroussemens) répondant à la question, ou
bien les deux hypersurfaces développables (s) et (S) sont projec-
tivement égales.

La congruence (F) aussi bien que la courbe (Q) peuvent
être d'ailleurs comme dans le cas précédent une congruence
jouissant de la propriété énoncée plus haut ou une courbe quel-
conque tracée sur (s).

55°. — Passons maintenant au cas des surfaces. L'équation
d'une surface située sur (s) et passant par A pourra s'écrire

Pi , P3 , ... étant des polynômes homogènes da 2<*, 3rae, ... degré
en Xi» x%. Si cette surface a un contact du 3me ordre avec la sur-
face correspondante on aura aussi

i 2
X

et par identification d'après (86) on obtiendra

Si la correspondance entre les arêtes de rembroussement
n'est pas homographique (A10 ̂  0), l'équation différentielle des
surfaces cherchées s'écrira

( 2 A1 0 (ô3 - A 4 3 tùt) — a ( 2 A1 0 O32 — A 4 2 Wj)

avec un paramètre a. La dérivation extérieure de cette équation
nous montre que ces surfaces dépendent d'une fonction arbitraire
d'an argument; de plus on trouve par cette voie que les carac-
téristiques de cette équation sont données par les équations (88)
c'est-à-dire ce sont les courbes de la congruence (F). Les surfaces
cherchées (a) sont donc engendrées par les courbes de la con-
gruence (r).
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56°. — La nature des surfaces (or) est facile à définir d'a-
près la propriété géométrique énoncée précédemment des courbes
de la congruence (r). Les plans générateurs de (s) coupent en
effet une surface (a) suivant une famille de courbes projective-
ment égales, qui forment d'ailleurs une première famille de lignes
caractéristiques de (<r) ; la transformée de Laplace correspon-
dante se réduit à la courbe décrite par le point P. La deuxième
famille de courbes caractéristiques est fornaée par les courbes de
la congruence (r) génératrices de (o-) et la transformée de Laplace
correspondante est la surface développable ayant la même arête
de rebrou^sement (c) que l'hypersurface (s). La surface (I) qui
correspond à (cr) par la Gâ4 entre (s) et (S), donnera alors avec (<r)
un couple de surfaces dépendant de huit fonctions arbitraires
d'un argument (six fonctions déterminant (s) et (S), une autre
fonction déterminant la C24 et une huitième définissant la loi
d'après laquelle on associe les courbes de la congruence (r) pour
engendrer (<r)), et d'après la manière dont on les a obtenues les
surfaces (a) et (S) admettent une G23. La détermination d'un tel
couple de surfaces et de la correspondance G23 se réduit donc sim-
plement à Vintégration du système complètement intêgrable (88).

Si la correspondance entre les arêtes de rebroussement est
homographique ]a relation (87) devient

A43 = P A42

et l'équation des surfaces répondant au problème se réduit à
AAO <*>,> — AA a (0,»2 — rt42 W3 —— ̂  wl

avec le paramètre à. La dérivation extérieure de cette relation
nous montrera également que la solution de cette équation dépend
d'une fonction arbitraire d'un argument et que les caractéris-
tiques sont données par

wj = 0, A43 a>2 — A42 = 0

Ces caractéristiques sont par conséquent des lignes situées
dans les éléments plans générateurs de (s) qui recontrent la
courbe (Q). Mais le long d'une telle ligne on a

d (A42 A2\+ A43 /13) = - (^o>2 + *U2 2) (A42 A2 + A43
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cette ligne est donc une droite. Les surfaces (p) répondant à la
question sont par conséquent les surfaces réglées engendrées par
des droites rencontrant la courbe (Q). Si nous considérons main-
tenant la surface réglée (R) correspondant à (p) par la C24 nous
aurons en (p) et (R) un couple de surfaces réglées admettant une
C23 et dépendant de sept fonctions arbitraires d'un argument,
qu'on obtient ainsi sans aucune intégration.

Enfin si la G24 entre (s) et (S) est une C25 sans que les deux
hyperisurfaces développables soient projectivement égales, je
signale sans démonstration que les surfaces répondant au pro-
blème sont les surfaces réglées engendrées par des droites situées
dans les plans générateurs de (s) et rencontrant l'arête de rebrous-
sement (c) de Thypersurfaces (s).
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