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PREMIERE THESE

SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES PARTIELLES
ET SUR UNE GENERALISATION DU THEOREME DE JACOBI

INTRODUCTION

Le calcul fonctionnel dont le livre de M. P. Lévy (*) donne un tableau aussi complet que
possible, pose un certain nombre de problémes dont les solutions peuvent avoir les consé-
quences les plus heureuses tant pour l'exlension du calcul fonctionnel lui-méme que pour ses
applications a la physique mathématique. C'est un de ces problémes que nous avons lenté de
résoudre.

On connait la liaison entre les questions du calcul des variations des intégrales simples,
les équations canoniques qui leur sont attachées et la méthode d’intégration des équations
aux dérivées partielles, dite premiére méthode de Jacobi. Si I'on prend une intégrale multiple
et qu'on écrive les conditions pour qu'elle soit stationnaire, on oblient des équations aux
dérivées partielles du second ordre, qu'on peut aussi mellre sous forme canonique, mais de
deux maniéres. De plus, il existe une équation aux dérivées fonctionnelles partielles qui géné-
ralise U'équation aux dérivées partielles dite de Jacobi, satisfaile par les inlégrales simples
stationnaires. Peut-on tirer parti de cette équation ou plutét des solutions de cette égquation
pour la résolution des nouvelles équations canoniques, comme on tire parti des intégrales
complétes de Uéquation de Jacobi pour la résolution des équations canoniques classiques ?
Voila le probléme.

C’est en 1890 que M. Volterra (2) publia le premier travail sur cette question. I partait
d'une intégrale double portant sur une fonction donnée, dont les arguments élaient des fonc-
tions inconnues de deux variables indépendantes, et les délerminants fonctionnels des fonc-

() P. Lévy, Legons d’Analyse fonctionnelle, Paris, 1922,

{?) Volterra : Sopra una estensione della teoria Jacobi-Hamilton del calcolo delle variazioni. Rend. dei
Lincei, 1890, p. 127.
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tions inconnues prises deux & deuwx, relativement aux deux variables indépendantes. En
écrivant que Uintégrale est stationnaire, M. Volterra obtenait les équations aux dérivées par-
tielles auxquelles salisfont alors les fonctions inconnues, et il donnait & ces équations une
Jorme canonique en introduisant des variables conjuguées, et en définissant une fonction
caractéristique. Ici il faut remarquer que la méthode de M. Volterra s'éloignaitde la théorie
élémentaire, car a chaque fonction inconnue, il faisait correspondre autani de variables con-
Juguées qu'il y avait de déterminants fonctionnels dans la fonction sous Uintégrale double.
L’Auteur faisait remarquer ensuite que Uintégrale stationnaire dépendail de certaines lignes,
c’était, comme il lappelait, une fonction de lignes ou comme on dit, une fonctlionnelle. En
conlinuant cette généralisation,* M. Volterra variait U'intégrale stationnaire et,en introdui-
sant les dérivées fonctionnelles qu’il avait définies dans un mémoire () antérieur, il obfenait
une équation aux dérivées fonctionnelles partielles & laquelle satisfaisail l'intégrale station-
naire. 1l généralisait ensuite le théoréme de Jacobi en montrant que si l'on est & méme
d'obtenir une solution de celte équation, solulion dépendant d'un paramétre constant, la
dérivée de la solution par rapport & ce param?re est une constante.

Plus tard, M. Fréchet (%) reprit le probléme de M. Volterra, en le généralisant pour une
intégrale d’ordre quelconque et en le metlant sous la forme paramétrique. Les notations
dtaient plus symétriques. 1l définissait alors un systéme d’intégrales des équations canoniques
dépendant de deux fois autanl de constantes arbitraires qu'il y avait de déterminanls fonc-
tionnels des fonctions inconnues par rapport aux paramétres, et cela en partant d'une solu-
tion de l'équation aux dérivées fonctionnelles partielles, dépendant d’un nombre moitié
moindre de constantes .

On voit qu’aucun de ces deux Auteurs n’introduisail dans leur généralisation les fonc-
tions arbitraires dont doivent dépendre les solutions des équations canoniques comme il
semble que la nature du probléme Uexige (*).

M. P. Lévy a obtenu sur le probléme qui nous occupe des résultats importants. En parti-
culier, on lui doit U'introduction de la notion d'inlégrabilité (*); c’est aux conditions d'inté-
grabilité qu’une partie de notre travail est consacrée. D’autre part, M. Lévy a défini (3) la
notion d'intégrale compléte d’'une équation aux dérivées fonctionnelles ; c’est cette notion qui
nous a permis de faire intervenir les fonctions arbitraires au lieu des constantes de
MM. Volterra et Fréchet ef de généraliser le théoréme de Jacobi.

Ajoutons encore que dans une thése parue en 1915, (°) M. Prange a oblenu sur celle

(1) Volterra : Delle variabili complesse sugli iperspizii, Rend. dei Lincei, 1889, p. 158.

(%) Fréchet : SBur une extension de la méthode de Jacobi-familton ; Ann. di Matem. 1905 (IX) p. 187,
On trouve encore une bréve allusion & ce probleme dans : Volterra : Legons sur V'intégration des équations
différentielles aux dérivées partielles, Paris, 1912 (nouveau tirage) p. 42.

(%) Signalons le mémoire suivant :

De Donder : Sur les équations de Hamilton- Volterra ; Mémoires publiés par la Classe des Sciences de
I'’Académie Royale de Belgique, 1911, olt I'Auteur retrouve les résultats de ses prédécesseurs et démontre
1n certain nombre de propositions sur les relations entre les invariants intégraux, les équations cano-
niques de Volterra et les intégrales stationnaires.

{*) Lévy : Sur les équations intégro-diftérentielles définissant des fonctions de lignes; These, Paris, 1911.

(%) Levy : Sur l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles ; Rendic. di Palermo, 1913.

(5) Prange : Die Hamilton-Jacobische ; Theorie fur Doppelintegrale, Gittingen, 1913.
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question des résullals intéressants, en se plagant plutdl au point de vue du calcul des varia-
tions. Il a montré, en particulier, qu’on peut oblenir une solution de U'équation aux dérivées
Jfonctionnelles du probléme, lorsqu’on connait intégrale des équalions lagrangiennes; notre
but est de faire précisément le contraire.

Nous avons entrepris nos recherches d propos des intégrales d'action de la relativité et
avec le dessein d’en tirer une méthode d'intégration des équalions d'Einstein et des équations
de Maxwell généralisées.

Ce travail se compose de cing chapitres. Les deux premiers, trés brefs, sont un rappel de
théories classiques. Dans le troisiéme, nous écrivons les conditions pour qu’une intégrale
multiple soil stationnaire ; les équations de forme lagrangienne obtenues sont transformdées
grace a lintrodaclion de variables conjuguées en nombre égal & celui des fonctions incon-
nues. Nous obtenons aussi une équalion aux dérivées fonctionnelles partielles qui généralise
l'équation de Jacobi. Le qualriéme chapitre contient une étude générale des équations aux
dérivées fonctionnelles partielles, résolues par rapport a la dérivée normale ; celles-ci sont
étudides : 1° sous le rapport de leur intégrabilité, el les résultats en sont immédiatement
appliqués & l'équation obtenue au 3* chapitre ; nous démontrons par le calcul que cette équa-
tion est toujours intégrable; 2° sous le rapport des modalités que leur intégration présente
(intégrale compiéte, caractéristiques); nous oblenons un théoréme qui est tout o fait I'équiva-
lent du théoréme classique sur U'identité des équations canonigues el des équations des caracté-
ristiques de I'équation de Jacobi ; 3° sous le rapport de U'existence des intégrales complétes, en
Jaisant intervenir ce que Uon sait des solutions des équations aux dérivées partielles du second
ordre. Enfin dans le dernier chapitre, nous formulons la généralisation du théoréme de Jacobi
avec une démonstration calquée sur la démonstration donnée par Jordan du théoréme
classique ; cette généralisa'ion fait intervenir des fonctions arbitraires et non pas des cons-
tantes arbitraires.

Une note sur les fonctionnelles implicites termine ce mémoire.

Il m’est particuliérement agréable de remercier ici M. E. Vessiot auprés duquel j'ai trouvé
le plus bienveillant accueil et dont les précieux conseils ne m'ont jamais fait défaut durant
l'élaboration de ce travail. Qu'il veuille trouver ici l'expression de ma reconnaissance pour
tout ce que je lui dois.







CHAPITRE 1

Rappel de quelques théoremes relatifs aux équations aux dérivées partielles

du premier ordre.

Probléme de Cauchy. — Soit une équation aux dérivées partielles & k variables indé-
pendantes, du premier ordre et a une fonction inconnue, que nous supposerons résolue
par rapport a I'une des dérivées partielles :

dz
(I) b= \P(wu v Ly Ty Py e 10/.—1), (P‘ = -a—{;;)

Le théoréme de Cauchy affirme que sous certaines conditions d’holomorphie, il est
possible de déterminer une fonction z(a,, ... xx), solution de (1) se réduisant pour
x, = f(@yy ... ®r_q) ala fonction g(xy, ... 2,—). Géoméiriquement, cela revient & dire
qu'il est possible de déterminer une multiplicit¢ intégrale V, a & dimensions, contenant
une multiplicité Vi, & &k — 1 dimensions, arbitrairement donndée (ou & peu prés).

Caractéristiques. — Le probléme de Cauchy est indéterminé si la V,_, donnée est un
lieu de courbes sur lesquelles on ait :

o

e
ap,

l.— h—
=— [ p, G0 pk]dwh

et si le long de ces courbes les plans tangents soient tels que :

PR o !
3) dp, = <—()_d:: +W1)k>dx;, G=1,...H.

2z
Jdx.dx,
d’obtenir le développement de Taylor de la solution de Cauchy sont solutions d’'un systéeme
d’équations linéaires dont les coefficients et les termes connus sont nuls.

Les courbes satisfaisant aux équations (2)et les suites de plans satisfaisant & (3)
forment dans leur ensemble les caractéristigues de I'équation (1).

Les surfaces intégrales sont des lieux de caractéristiques.

D’une maniére plus précise, une caractéristique est définie par des fonctions xi, ... i,

(2) dx, + dxy = o, (J=1,... k—1)

et par suite :

Cette indétermination provient de ce que les dérivées partielles qui permettent
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Z, p1, ... pr d'une seule variable, satisfaisant aux équations (2) et (3) et prenant pour unc
valeur de la variable des valeurs «f, ... =}, 2% pi, ... pl données d’avance et telles quc
pl= Y(x, ... xh, 2% pi, ... ph_1). L’équation d’une surface intégrale z = z(xy, ... i)
est satisfaite par les fonclions oy, ... ay, z; ces fonctions définissent une courbe sur cette
surface, le long de laquelle les plans tangents ont des paramétres p,, . . p; qui sont
précisément les & derniéres fonctions définissant la caractéristique en question.

Intégrales complétes. — Une fonction z(x,, ... 2 ; ay, ... ar) dépendant de % con-
stantes arbitraires est une intégrale compléte de (1) si par élimination des constantes arbi-
traires, on obtient I'’équalion (1) et celle-la seulement. Les conslanles sont alors essentielles.

Relations entre les intégrales complétes et les caractéristiques. — Si 'on connait une
intégrale compléte de (1), il est facile de trouver l'intégrale générale des équations diffé-
rentielles des caractéristiques par des dérivations et une quadrature.

On démontre cette proposition en transformant l’équation)(x) de maniére qu’elle ne
contienne plus la fonction inconnue, ce qui est toujours possible. Supposons que I'équation
aux dérivées partlielles ait la forme nouvelle :

oV oV av
—— by, ... @ y by —— o L. =
@ o V( " m oy 0z, > °
et supposons que nous possédions une intégrale compléle
V(®yy coo Ty L, Gay oo Qo)+ Gy

de cette équation, avec n—+1 constantes arbitraires dont la seule a,; soit additive.
Les équations des caractéristiques de (4) sont alors : ’

dei  dY dpi av . ‘ oV
®) T = op. > Tdt T om . YT b o ('_ l){L‘i>’
v es 0\4 d= ay av
S D I 7 S e T (“77)'
=1

L’intégrale générale des équations (5) est donnée par les équations :

oV oV .

—_— iy = 0; = t., =1, ..
(7) preialls o b; = cons (=1 n)

et I'on a ensuite :

®) - f Ot pim ¢>d¢

et ®=—4¢,
L’équation (8) est évidente. Tout revient & montrer que les équations (7) donnent
I'intégrale générale des équations ( 5). Or, en suivant Jordan (!), on tire de (7) :

I L (dxj dp; !J>_ .
(9) lz‘ dxidx; \ dt dp, > ( )= =L n)-

(') Jordan : Traité d’Analyse, 3¢ éd. 1915, p. 344.



S 9V de oy \ _
(10) 2‘ 3007, o ) = o, t=1,...n).
Le déterminant | — i ost lo jacobien des ~r b !
e déterminan 9007, qui est le jacobien des 9%, par rapport aux a, es
différent de zéro puisque V est une intégrale compléte ; cela prouve que le systéme (10)
d. a4
n’admet que la solution nulle pour les inconnues £ % ; donc :
) dt ap,
dx, I
-—di—— = 'd—pj' ’ { 1, . n)
et 'on tire de (g) :
dp oy .
dtz ] —-——dw‘ ’ (l = I, . . I'l).

Les x, et les p, lirés de (7) sont donc solutions de (5) ; on peut d’autre part déterminer
les a. etles b, de maniére que les x, et les p, prennent des valeurs initiales données ; on a
donc bien I'intégrale générale de (5) au moyen des équations (7).




CHAPITRE 11

Calcul des variations relatif aux intégrales simples. Théoréeme de Jacobi.

Les fonctions 2,(¢) qui rendent 'intégrale simple :

t
dx,
(1) I = Sy o @, 2y, o xh DL, <a:§ = __a:_>
ta dt
stationnaire sont solutions des équations lagrangiennes :
of af .
(2) S _~_<da: ) 0, if=1,2,...n).

Si les «,(!) sont ainsi choisies, on a &I = o, lorsqu'on les varie d’une maniére
quelconque, enlre #, et ¢;, mais en les laissant invariées en {; et ¢;,. Si, au contraire, avec le
méme choix des x,, on les varie aussi en {y et {;,, on a :

(3) 8 = [ z:c,]h [ i gj : ax,]

Les équations ax, = x,(t) représentent dans l'espace (x;, ... ,) une courbe qui
est dite extrémale du probléme de variations considéré. La variation de I lorsqu’on passe
d’une extrémale & une courbe voisine ne dépend donc, d’aprés (3), que des variations
8z, aux extrémités.

Posons {, = { et laissons l'extrémité correspondant a £,, fixe. I est alors une fonc-
tion de t, par 'intermédiaire des x,, et 'on a tout d’abord :

dl
) T =lma .

On peut ensuite calculer cette dérivée autrement. Varions U'extrémité correspondant a
t, en considérant ¢ comme une fonction inconnue au méme titre que les a;, I'espace ot
I'on considére les extrémales élant alors l'espace & (n + 1) dimensions (&, @s, ... T, L).
On peut, en effet, varier ¢ dans (1) en considérant les z. et { comme fonction d’un para-
meélre arbitraire = ; 'équation lagrangienne relative & ¢ est alors identiquement salisfaite si
les x, salisfont aux équations (2). On a dés lors, / étant fonction des x, et de ¢ :

G, o,
dx, " ot

o

o] =

1 =1

mais par suite de (3), si ¢ est fixe, on tire de la :



; Jal If
(%) oz Ox,
Varions alors 'extrémité mobile sur une extrémale, alors :
s = d; = xidt, et el = di,
et, par suite :
Al _$o 9l
At T &ox; L ’
d’ou d’aprés (4) :
s df , d
(6) ; o St o =
Faisons le changement de variables de Poisson-Hamillon ;
o) p=gls =1

et supposons que ces équations soient résolubles par rapport aux ;. Posons de plus :
I(x1, ... T3P+ Pas b) = Ipix,—f,

la barre indiquant que dans la fonction surlignée, on a fait le changement de variables (7).
Puisque :

I

dx; ’
on voit que la fonction I(x,, ... x, ; t) satisfait & 'équation aux dérivées partielles, dite de
Jacobi :

1

oI / af a7
(J) W-FH\:I:“...J‘”,-&E, b—:,t)

Les équations des caractéristiques de (J) correspendant aux équations (5) du chapitre
précédent sont donc :

) dp, _ oH .
(8) i = 01)3 ’ o -%—, (l-— Iy ... n).

Ces équations sont équivalentes aux équations lagrangiennes (a).
En effet, si au lieu de mettre le systéme (2) sous la forme normale en considérant les
9f

a; comme des fonctions inconnues, on introduit les fonctions inconnues p; = —5a 0 on
Xy

voit immédiatement que le systéme (3) prend la forme :
dpi _ 9f

——dt = __—da;,- ) (l =1, ... n)
et si 'on introduit la fonction H\x, ... %} p1y ... pp; ) Onaura :
dx; oH dp; oH

dt opi ’ T oxi

’



car:
OH 9, on_
dx: 0x; dp;
comme le montre I'expression de 3H (!).
Par conséquent, les équations lagrangiennes du probléme &l = o, ne sont pas aulre
chose que les équations des caractéristiques de (J).
En vertu du théoréme rappel¢ plus haut, on peut donc formuler le théoréme suivant :
Les équations des extrémales relalives & &I = o sont données en termes finis par
les relations :
ol 0l

dac, = Di, %-l— = bz, (l =1, .. n),

Iy, .. Tpy &y a1y ... a,) élant une inlégrale compléle quelconque, sans constante additive,
de Uléquation (J).

Tel est I'énoncé du théoréme de Jacobi (?) pour les questions de calcul des variations
relatives A une intégrale simple.

('} Gf. Appell : Traité de Mécanique rationnelle, t. I, 3* éd. 1909, p. 501.

() Jaeybi, Vorlesungen iiber Dynamik, {916 e; 20te Yorlesungen. Edition de I’Acad. de Berlin, 1866,
publiée sous la direction de Clebsch, p. 143 a 1




CHAPITRE 11

Caleul des variations relatif aux intégrales multiples.

La théorie qui généralise, pour le cas des intégrales multiples, la théorie de Jacobi-
Hamillon des intégrales simples a été esquissée en partie par M. Prange (*) pour le cas des
intégrales doubles, dépendant d'une ou de deux fonctlions inconnues de deux variables. Le
cas des intégrales doubles et celui des intégrales triples présentent des simplifications au
point de vue du calcul, qui ne se rencontrent pas pour les intégrales d'ordre supérieur a 3.
Nous traiterons ici du cas d’une igtégrale m — uple; nous la suppeserons é¢tendue & un do-
maine A, d’un seul tenant limité par une frontiére C,,_, que nous appellerons indifférem-
ment frontiére, contour ou surface limite (ou courbe limite quand nous ferons m = 2).
Supposons que cetle intégrale porte sur une fonction f dépendant de % fonctions zy, ... zx
des variables indépendantes x;, @3, ... Tm, deleurs dérivées partielles

_{_)l'_=p” (t=1,...k;a= I,...m)
et peut-&lie anssi explicitement de xy, ... x» elles-mémes. Nous admelirens que f est con
tinue, dérivable par rapport & ses arguments et nous supposerons, en général, que les
o péralions que nous faisons sur / ont un sens, en particulier, que :

(1) I= B Hzn o Zes Pus Paas - Pims @ay oo Twdzy ., dEn
m

a un sens lorsque les fonclions z et leurs dérivées sont conlinues et dérivables dans Ry

Supposons que les fonctions 2, soient détermindtes par les ¢quations aux dérivées par-
tielles :

Y of >_ . ’
(2) A= -12:1‘ dz, < opn) (=1 B)

et par la donnée des valeurs des z, sur C,,_, (?). On sait alors que si les z, sont ainsi choi-
sies, la variation qu’éprouve / pour des variations ¢z, arbitraires dans R, mais nulles sur
Cn_, est nulle. Désignons par u. la fonction qui représente les valeurs de z, sur Cpn_y;
7 est alors — si les z, satisfont & (2) — une fonctionnelle dépendant du econtour €,,_, et
de toutes les valeurs que prennent les u, sur C,, .

(4) Loc. cit.

(2) Nous discuterons plus loin [chap. 1V, § ¢] les conditions d’existence des solutions de (2) déterminées
par les données des 3, sur Cj, -1,
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Calculons la variation ¢’/ de I lorsque les z, satisfaisant & (2), les 8z, ne sont plus
nulles sur C,,_,, et supposons tout d’abord que Cu._, reste fixe; nous avons alors :

N QU RN
(3) ¢ _'f.;i’m< E‘—OZI + - é dpl:

251 2

8p1a.>dxl LI dwm;

mais le méme calcul qui nous permet d’obtenir les équations lagrangiennes (2) nous per-
met de transformer &'/, En effel :

I_; (" of ez
ﬁ:n ()Pll o.pmdwl ve. drm -—P/Rm—d—ﬁ .E dxl dxm

- d_(9f . d_(9f \.
_ﬂm dma ( dpu OZL>(Z(L'1 . dxm —ﬁm dx; (—dp—h>0mdw1 . d.Zm,
or :
d [ df of
8z, N = — 82,
Ju, < oo 2z )docl dx, ./{: et 0P cos (n, x,)0z.ds,

olt (n, x,) est 'angle que la normale intérieure & C,_, fait avec la direction positive de
l'axe des x,; do est I'élément de C,,_,. Par conséquent :

vk

o N of .
(4) & = Rm%x\z&l;dwl oo dom — ./c - 2 ; e cos (n, x,)8z.da.

Supposons maintenant qu’a ces variations-la, nous ajoutions encore une variation du
contour C,_,; nous définissons cette variation de la maniére suivante. A chaque point P
de C,,_1, nous faisons correspondre un point P sur la normale au contour en P; nous
posons én = PP, 3n étant positif si P’ est & lintérieur de C,_;. La correspondance
ainsi établie est bien définie si nous nous donnons 2 comme une fonction de P, c’est-a-
dire des paramétres de représentation de C,,_, dans l’espace £,,; nous supposerons cette
fonction infiniment petite. Or sur le contour C',,_; ainsiobtenu, lieu des P', les fonctions
u,ont subi une variation, qui est égale a la variation 8z, que nous avons fait subir & z, en
chaque point de R,, contour compris, lorsque nous calculions &'/, augmentée de la
variation qu’éprouve la fonction z, définie par (2), lorsqu’on passe de P en P/, cette nou-

. ¢ . dz, .
velle variation étant évidemment ey on, et, par suite,

(5) Su, = 87,4 ——

Cependant la variation &I éprouvée par I lorsqu’on passe de C,,_; & (', est égale a
l'intégrale de f prise sur R',,, limitée par C),_;, moins Vintégrale de f prise sur R,. Cetle
différence est manifestement :

(6) 3 = — Jfends.

Cm—t



La variation totale de 7 :
3l =351+ 3"

si les z, satisfont & (2) est, par conséquent, en tenant compte de (4), (5) et (6) :

R of
g) ol = _‘Lm_i[;g I cos (n, 2,)8t,

d
/ _ZIZ: (;;jm cos (n, x,) diz' Bn]da.
Or si /1 est une fonctionnelle dépendant de C,,_, et des fonctions u,, on dira, par défini-
tion, que, si la variation totale 2/ est dela forme :

ol = I:a 8111 -+ I;ls lU,
\]—;m-A[; ! n](

les I, sont les dérivées fonctionnelles partielles de I par rapport aux u et que 7/, est la

dérivée fonctionnelle de I par rapport au contour C,,_;, ou la dérivée normale de I. Confor-
mément & cette définition, on tire de I’équation (7) :

+

of .
"o g — R
(8) r, = 2 op (n, ), (i=1,2,...k
, af dz,
(9) In - _.f -+ Zl 2‘1 opm cos (n9 X, d’l’b *

Pour la suite, il convient de modifier un peu le raisonnement que nous avons fait
jusqu'ici. Décomposons le contour C,_, en deux parties, qui soient chacune d'un seul

tenant. Désignons par I',)_, I'une de ces parties et par I',_,, l'autre. Nous supposerons

que I, est fixe et que les valeurs des z, sur I'},_, soient fixées une fois pour toutes ; appe-

lons-les u!; nous réserverons la notation u, pour les valeurs des z, sur I',,_,. Cela étant,
I'équation (3) subsiste, les équations (4), (6) et (7) subsistent & condition qu’on y remplace
Cn—1 par T,,_,. L'intégrale stationnaire I est alors une fonctionnelle dépendant de F,,_, et
des u, (!); on a dés lors :

5] = [ [ I{Lau,—{—lflan]do,
L l‘m,_d Z ¢

et les équations (8) et () définissent encore les dérivées fonctionnelles de I, 7, étant alors
la dérivée normale de I relativement & [,,_;.

_— dz, . . .
Eliminons les e entre ces équations. Pour cela, il convient de faire un changement
n

de variables. Soit une famille (F) de contours dont F,0_, et T',,_, solent des représentants.
Désignons par :

(IO) g(w(a Ly - 'mm) = Ym

(*) Elle dépend bien aussi de T, et des w9, mais ces arguments n'Interviennent pas dans notre raison-
nement actuel, puisqu'ils sont fixes
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Iéquation générale de cette famille ; & chaque "valeur de y,, correspond un contour déter-
miné. Les équations différentielles des trajectoires orthogonales de la famille (F) sont :

ﬂ"_’_—-)\_@_- G=1,.. m), 2 = !

dym 0w, 2( 99 >2 ;
ox,
¥ 6tant le paramétre de représentation d'une trajectoire. Admettons que, pour vy, = v.2,
I'équation {io) représente I'2_,; tracons sur [,9_; un réseau de lignes coordonnées :
Y15 +«+ ¥m—i. Ld trajectoire orthogonale passatit par le point y,, ... y,, de F,9_, aura pour
équation :
(II) X, = wz(yi cee Yt ym)

ou y,, est le paramétre variable. Ces équations ou les y,, ...y, _, sont considérées comme des

variables, définissent un changement de coordonnées (*). Cherchoiis le ds? de Vespace £,
avec ces nouvelles variables. Nous aurons :

(12) ds? 322 glkdyzd?/k -+ gmmd7 e
1k

Pris sur une trajectoire orthogonale, le ds® n’est pas dutre chose que le carré de la lon-
gueur dn de la normale au contour de la famille (F) qui passe par le point considéré ; nous
poserons alors :

dn = /gy

le signe du radical étant choisi de maniére que dn soit positif lorsqu’on passe d'un point
d'un contour de (F) a l'intérieur du domaine qu’il délimite avec F,0_;.
Au moyen des nouvelles variables, les fonctions z,(x;, ...x,,) deviennent des fonctions

z(y1, - y.) et fdevient une fonction

?(— — Jz, 0z, dz, dzz . \)
s . e B ey L, m———— 5 ... ;
13 AL dy: ()ym_i 4 dn W 5 Yi, Y
Jz, .
Nous poserons ¢, = 3y (¢t=1,...k;a=1,...m—1), et sur I';,, nous
J
poserons :
dz .
Wy = —— (z:x,.../c),
n

c'est-a-diré que les w, sont les valeurs des dérivées normales des Z sur T',_;. On a, d'une
maniére générale :
-3 L

de 02():1 dz, ‘
d( an > o(ar)

{ty Nous supposons que les trajectoires orthogonales remphssent toute la région R, sans laisser de
lacunes.




A .
Orsur ', :

J=m—q

o dy, di,

Pz = 2 9y -(—);:—}— T cos (n, :t,j,
d'ott
-—ﬂ-’:“—- = cos (n, .},
P dz,
(&)
et par suite :
(13) —%— = 2 3f cos (n, @,).
7 £ ph
ol ==
(&)
Les équations (8) et (g9) deviennent :
, of )
(I[l) qu=—-37;a (‘L‘—: Ty «u k)
, - J
(v5) I, =—f +2—(—,§-wz,

puisqu’elles se rapportent a I',_,. Stupposois gue les équations (14) soient résolubleés pat
rapport aux dérivées normales w,, et que I'on ait alors :

(16) w, =¥, (i=1,..k)

les ¢, éiant des fonctions des [, des u, et des dérivées des u, par rapport aux

Yolp = 1, ..t —1); Dléquation {15 devient alors :
(17) Iy=—f=XLb.
Posons :

H= _f_z 1;41‘%9

I'équation :

(18) IL,=H

est I'éguation aux dérivées fonctionnelles partielles qui généralise, pour les intégrales mul-
tiples, I'équation de Jacobi-Hamilton attachée aux intégrales simples.

*

* %
Montrons maintenant qu’il est possible de donner une forme particuliére aux équations
lagrangiennes (2) qui rappellent la forme canonique, non pas peut-étre d’uné maniére trés
immédiate, mais du moins qui, comme la forme canonique, ne nécessite que la considéra-
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tion d’une fonction qui sera précisément la fonction H. Reprenons donc les équations (2) :

TR R T YN

2 Ai =
() 0w, 44 dx, \ Op

(i=1,...k.

On peut les transformer au moyen du changement de varizbles (11), mais il est préférable
de remarquer que, ces équations étant les équations des extrémales du probléme de varia-
tions &/ = o, elles sont équivalentes aux équations que Fon obtient en écrivant que Vin-
tégrale I est encore stationnaire, si on la transforme au moyen des équations (r1). Or elle
s’écrit :

m qlrm

.. \/g s Yiy ven 'lm>Adyl ‘e d?/m,

1= Rm?(z_iy o -z-ln q“, .- qkwn—h \/q;

mm

A étant le déterminant fonctionnel de la transformation (11). On sait d’ailleurs que :

A* = | ga | Gooms
lgi;l| étant le déterminant des coefficients de la partie du ds? qui ne dépend que de
dyi, ... dy,_. Leséquations lagrangiennes définissantles fonctions z; qui rendent / station-
naire, s’écrivent alors :

__ o) @ d T oga) ] B
A 0zi b dy, L 0qi, 1T 0

A ne dépendant pas des z;, nides q;,, les équations précédentes s'écriront :

I~ ) 1y %
dz, azzx ay, < 0qi, N 2‘ dr],a 0,/1 -

Distinguons la variable y,, qui permet, en quelque maniére, de considérer la suite des
contours de (F) comme une suite de valeurs d"une variableindépendante. Pour généraliser la
théorie des équations canoniques, il est tout naturel de chercher les dérivées des fonctions
inconnues par rapport a la variable y,,. Nous représenterons, dans tout ce qui suivra, les
indices de la suite 1,2, ... m — 1, par o, « ou < et nous poserons :

p=m—y o=m—1
Y

. p=1 =¥
On a dés lors :

d or ) _of d of 1 S df 98 1 af dA '
dyYm < dqzm - ():'t S 7};:( dqic > - A ()qic 0?/‘, A ()Qim dym
Si I'on suppose que le contour T',,., est un contour variable dans la famille (F) et si

I'on suppose que toutes les fonctions qui entrent dans les équations précédentes sont consi-
dérées en un point de T',,_,, on pourra remplacer

af ar 1 of
————— —
dqu P \/gmm Jw;
car on a posé —_ w; sur F,_,. Alors:

dn
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= () = Vi e e ) = e (o) ok e ()

dn

dw; ow; OYym \ VGum
D’autre part :
1 df oA 1 Of dA
A dqim ()Z/m - A du’i dn ’
et:
LTSS S VAN N R SN V4 S N Ve SO B L
A dn V| g | an Vgmm dn Vy dn L Oym
1 d\/}' d ( I >
= e—— — —_— >
\/Y dn ()ym \/gmm
avec Y = | g,c | = déterminant des g,, (p, o6 =1, ... m —1).

Les équations lagrangiennes deviennent donc :

_«i_(d] +c)}" ) ( 1 )_()/"_S d(c)f)
dn ()ll,’i) dwi ()ym \/ﬁ o ()ui d'/c »()q"ﬁ

. )} A 13 v f a
_—I‘S(/d_l'~ ()deY+df (l__)
A 99i. dy, Vv Odwi dn ow; 0Yym \ Vgmm
Les deux derniers termes de chaque membre s’entredétruisent; posons de plus (%) :
]
(rg) 7

Du T T

et supposons que ces équations soient résolubles par rapport aux dérivées w;. Ce change-

ment de variables est la généralisation du changement de variables de I'oisson-Hamilton.

Une fois ce changement effectusd, ﬁ considéré en un point de I',_,, est une fonction des
0z; du, .

U, des ¢; etdes —— = —L(i=1,...ko=1,... m—1).
9y, 9y,

Posons maintenant :

du, - &
H<u1, e UL Prs e O Ty;—) = g—f- g“?’"”g
les accolades indiquant que dans les expressions qui y sont contenues, on doit remplacer
les w; en fonction des ¢;. Les équations lagrangiennes, qui s’écrivent :

v ., Of oA L ody/y
dn du; N dy, \ 9q,, >_ 'A_b 0q;c Y, + Vy dn ¢
deviennent :
: v )
G _0H_gd O ML, g °oF 04
dn Ou; dy, du; Vy dn ¢ A Ju; \ dy,
S E T e
0y, dy,

(1) Cf. Prange, loc. cit.



caron a:
of . oH of _ _ 0H
ou, du,’ q,. / Ou, ’
(55:)
Y,
puisque :

= of y Of
8<f+2cp,:vl> = —8H = E-—El;z- 8“1"’_2%6‘?’*‘}; é—_f—o» 3¢5+

Cette derniére égalité prouve encore que

_ OH
Wy, = d?,
Posons encore :
LAY
vy dn
T est une fonction du point considéré sur T,,.,. Remarquons que

. 1 dds)

T ds  dn

do étant I'élément de grandeurde I',,_,; on a, en effet,

3 dd) 1 oadys .. dyw) _ x  Oy 1 Yy
dG dn \/‘qu 1 v dy m-1 \/ 9;;;;;-0y1;z - \/? \/Md}/m \/"]' dn
Si p estune fonction quelconque variable dans R,,, dépendant du point P, posons
p ..
(Jp = —(7]7- dn,

C’est-a-dire, attachons au symbole d un sens trés particulier : dp est la différentielle de p
dans une dérivation normale au contour I',_; de (F) qui passe par le point dont p est
fonction.

Avec cette notation, les équations lagrangiennes s’écrivent :

du, = — —— dn,

oH d 0H
= (22 Q& | 7 4
de, <0u, T(pz>dn S m o
o 2
dy,
: 0H d(dn) 1 9A
—_—— ——dn|;
=S =G [T )
o 2o
dy,




or :
d(dn) 1 04 O G I VG ]
_—— ——dn = d‘m —_—— T mm
Y, A 9y, y dy, ‘/gmm‘( dy, &
R o
- / mmd it —é M— »
VY - ‘/Y ay,
et par suite, on peut écrire :
du; = ——0.!1 dn,
k J9;
2)¢, ol T 1dyy JH . d o0H -
[ =G i | TS x5y, () =5, =
a 0 >
4 TR . dy.

Telles sont les équations de Lagrange (2) sous leur forme que nous appellerons encore
canonique (*) bien que leur aspect ne soit pas aussi simple que celui des équations (11) du
chapitre II.

11 convient de justifier ici ce que nous avons dit plus haut des particularités présentées
parlescas m =2 et m =3. Pour ces deux cas, il est possible, en effet, d’associer a
I',.1, un systtme de coordonnées pour lequel les courbes y, = const. et vy, = const.
(si m=12) ou les surfaces 1y, = const., 7y, = const., vy; = const. (si m = 3)
forment un systéme complétement orthogonal. Mais dans un espace & m >3 dimen-
sions, on sait qu'une variété 3 m — 1 dimensions, arbitrairement donnée ne peut en
général faire partie d'un systéme m — uple orthogonal (2). Si I',,_, satisfait aux conditions
pour que cela soit, on pourra mettre le ds® sous la forme :

ds* = § Hidy? + Hidy,

et 'on a en posant :

I 1 ()Hﬁ
= —_— =1, ...m),
rafs Ha.Hg (),’/u. (d, (5 ! m’
JoH
dui = —-—d-gdn,

d 0H
do=gudn— S5 -+S85F d(dui =S . o(———du") -

oy,

g

Si I'on pose encore :

—_— = et 51'.89 = ——

Js, H,y,

() M. Prange appelle ce systéme, le deuxiénie systéme canonique, le premier étant celui que
M. Volierra avait obtenu dans le mémoire de 1890.

1910(2) leé4Da7boux: Lecons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 2¢ édit., Paris,
y P .
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on aura :

dy, = ()uI dn—S -;l—-dn—S dde [l dn]_ SS ,.l ()fl dn,
’ o L 0, pZs 1 Ous,
la derniére somme double étant prise en excluant les termes pour lesquels ¢ = p. On voit
sans peine que cette somme disparait quand m = 2.

En résumé les équations (18) remplacent complétement les équations aux dérivées par-
tielles du probléme de variation considéré; elles sont & proprement parler des équations aux
dérivées partielles, mais leur forme permet de considérer immédiatement les z, = u, (sur
le contour mobile T',,_;) et les ¢, comme des fonctionnelles de I'j},_; ou de I'un des con-
tours de la famille (F). Il est clair, d’autre part, que la forme de ces équations est indé-
pendante du choix de la famille (/7).




CHAPITRE 1V

Etude de I'équation :

(1) L@ | Uy ooos Ly Iyugy oy up s Doy Pl| =o.

a) Conditions d’intégrabilité.

P

Nous avons trouvé plus haut que la fonctionnelle [ = ‘/R Jdx,...dx,, salisfaita une

équation aux dérivées fonctionnelles partielles analogue a (1), lorsque les fonctions z; dont
dépend f sont solutions des équations lagrangiennes [(2) chap. III] et qu’elles prennent sur
une partie I',,_, du contour de &,,, considéré comme variable, les valeurs u;. L’équation (17)
trouvée plus haut ne contient pas I, ® y est une /onclion,° — H, des arguments ILl., u; et

dui . y . .
Ty, (1), tandis que pour généraliser, nous supposons que ® est une fonclionnelle des
[

arguments I, u,, (ce qui implique qu’elle peut.dépendre des g;‘ qui sont des fonctionnelles
4
des u;), elle dépend en outre de F,., et d'un point variable P delespace E,, ou l'on a

découpé la région R,,. Ekn plus de cela, nous admettrons que ¥ est continue par rapport &
chacun de ses arguments (*). La différentielle de 1 est définie par la relation :

=l
(2) &l =ﬁm_1 [Zl{tzaui—i—l,’ﬁ%]dc;

i=l

o/ est elle-méme une fonctionnelle dont on peut se proposer de rechercher la variation &8/
lorsqu’on varie les arguments de 3/, soient : les u;, les ];i, I, 1, les 8u,, 8n, de Sui, 8,7,
&1, 8,1, 8,8u, et &,3n. Cette recherche a pour but d’obtenir les conditions d’intégrabilité
de (1), conditions sur lesquelles M. P. Lévy () a le premier insisté en en faisant voir I'im-
portance. On peut admettre, en effet, que I'équation (1) fournit un certain mode de calcul
d'une fonctionnelle / lorsqu’on passe d'un contour I',,_, & un autre contour analogue et
d’un systéme de /& fonctions u; & un autre (choisi, par exemple, dans un certain champ fonc-

(*) Ces dérivées s’entendent par rapport & des coordonnées curvilignes sur I'y—i.
(*) Cf. Lévy, Lecons, chapitre I1,
(%) Cf. These, loc. cit. passim.
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tionnel), ce passage se faisant par conlinuité, au moyen d'une suite de contours intermé-
diaires et de systémes intermédiaires de u.; on peut alors se demander si le résultat obtenu
est indépendant des intermédiaires. La condition d’intégrabilité d’une équation telle que (1
est la condition qui exprime que :

(3) 3,0F = 88,1
est une identité en vertu del'équation (1} elle-méme et cela quelles que soient les variations ¢
et 8;. Cette condition est nécessaire. Nous nous bornerons dans ce qui suit 4 indiquer une
condition suffisante, pour que (3) ait lieu, car il est difficile, nous parait-il, de montrer que
(3) est une identité en vertu de (1}; nous pouvons faire voir que, si certaines conditions
sont satisfaites, toute fonctionnelle I satisfaisant & (1), satisfait aussi & (3); ces conditions
seront alors suffisantes.

La relation (3) exprime, d’'une maniére générale, que I'on peut intervertir les symboles
de différentiation dans la recherche d’une différentielle de /, d’ordre quelconque ; ces sym-
boles de différentiation pouvant, par exemple, caractériser des variations des arguments
de I, par rapport & certains paramétres dont ces arguments pourraient dépendre. Pour
fixer les idées, supposons avec M. P. Lévy que tous les arguments de / dépendent de 2
paramétres ) et . ; pour chacun de ces arguments, posons :

S J 8) N J N
0—--5_}7‘0» Oi—T'OH.

I qui est alors une fonction de % et u. subit pour les variations &% et Sy successivement
effectuées la variation :

La relation (3) doit é&tre vérifiée pour des variations aussi parliculiéres que celles que nous
venons d’envisager ; comme les arguments de / peuvent dépendre d’une maniére aussi
compliquée que I'on veut des paramétres % et u, nous devons admettre que la relation (3)
doit é&tre vérifiée pour toutes les fonctionnelles / quelles (ue soienl les varialions 3 et 3,.
Cela entraine tout d’abord certaines relalions entre 'o‘l{,, et of,.

On doit avoir en vertu de (2) :

a,f
1

"
m v

— =k
5o
do = a‘ﬁ \ Z‘I’Mom,—}- I'an {ds.
1

Do B

— =k -
SR .
l _)_‘ weu, - Ién

L |

Les variations & de 7, et de I, sont des fonctionnelles linéaires des du, et de én ; posons,
en nous inspirant des notations de M. Lévy (*).
J=k
8L, = ) By(ou,) + F(3n)+ 4,3.),
o
e, = Y X(3u)-+ G(n)-+ B.),
7=1

(') €f. Lecons, p. 231,
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les fonctionnelles Eir, Fi, Xi, G étanl linéaires par rapport & leurs arguments, les 4; et B
étant aussi linéaires, mais nous en disposerons de maniére que Eir, F;, X;, G aient entre
elles les relations les plus simples.

Remarquons que dds — [dsén, T étant la fonction de point sur [',,_, égale &

Ly > si on utilise le systéme de coordonnées yy, y. . . .Y, défini plus haut [chap. IIT;

VY dn

p. 1o]. Cela posé, ona :
* /
8,8 = f [28,1’,,1,'0‘111- +2 L 3idui+ du0;8n + L@ien -+ Kzlgzﬁui -+ 1,;an>1~a,n]da
Fﬂl—l
o~ N j aon
= [ZZEij(s1uj)aui + N Fuinsus -+ DAi(2)ous+ D 1, ddui
1 T, ] 3 i

Fm—-
N \a N o NI PR
+E)(i(61u,-)an + G(8,n)én + B(3,)8n —+ I}8,8u; +2_‘l I, Suidyn +- Igtonoin]dc.

Silon échange 3 et 8, il faut que cette derniére intégrale ne change pas et cela, quels

que soient o et 8,. Or,ona:
aa,n = S,Bn.

Considérons, en effet, une famille de contours T,,_;, & 2 paramétres yn et 7., définie
par les équations :

(4) X = fi(y“ cee Yuay Yy ynl)>
a chaque couple de valeurs yn et ym correspond un contour et nous porterons notre atten-
lion sur I'un d'eux, celui pour lequel yu =y et };fm =§‘,’,,,

Les équations (1) définissent, si %, est fixe, un changement de coordonnées
xi >y (t=1, ... m) etparsuite un certain ds*:

ds? = S Sgp=d7 pdyc -+ 2 Sg.mndy:»dym -+ gmmdyﬁ,, 5
et si ym est fixe, un aulre changement de coordonnées, et un autre ds? :

ds? = ;S S 9oy, dy; —+ 2 S fz)mdyrad?;n —+ g;md?’;?m

On sait quon a.
o afi  9Ofi N Jdfi  Idfi /[ Ofi \?
Jos = L —d-y_p—jg/—a_’ 9pm~—25§9— d—yn-:, Gmm —;(m)
— of;  9f; — dfi \?
W i i L1
m= N T mm = - .
g z1 ()"/9 0—!;»1 g ; < (’Z/m )

Nous aurons deux variations & considérer. L'une correspondant a y,,, laissant 'Zj,,, fixe;
elle change ym en ym-+~dy. et elle déplace les points d'un contour normalement & ce
contour. Pour une telle variation on aura ;
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()fz _of
=8 3y, e+ Gy b
Or ce déplacement ¢tant orthogonal é\_ T'm.1s ONDA:

dfi .
Zdy:, =0 G=1..,m—1),

i

soit aprés réduction :

(5) Sgp':ayc +gmnd_‘/n‘. =0, (P =1, ...,MmM— I).

Dans ce qui suivra nous introduirons la forme :
da* = § §godysdyr, (prs=1,...,m—1)

et les composantes contravariantes g°* de cette forme.
On peut alors résoudre les (m — 1) équations (5) par rapport aux 3y, ; en posant

A® = § ¢¢%¢,,, ontrouve:

P

Sy’d = - ATdym'
Oa tire de 14 pour les composantes ¢x: d'un déplacement orthogonal :

dfz < ()fz
boi = [ Y -S4 dy= ]dy'”'

Pour une fonction de point :
(P(mh e Lon s Yo _y-m) = d)(?/ib cor Youts Yous gm)

on aura :

by = A° Y.
dym § dy" y

D’autre part, si I'on considére I'élément de volume de I'espace R,,, il vaut :
drim) = \/ | gir | dys ... dy,,

lorsqu’on rapporte R,, aux coordonnées v, ..., #,.; | gix | désignant le déterminant de
la forme ds?. Mais si d«™~9 désigne I'élément du contour ¥,,_,, ona:

d-c(m-—l) = V I gf”: l d.‘/i A d.'/m—l ;
orsi dn représente la longueur du déplacement normal que nous avons effectué (corres-
pondant & dy,,), nous aurons :
dimgp = dxm,

el, par suile,

tn =\/ L gy .
| oo |
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On définit la variation 8, de la méme maniére, seulement on fait intervenir ds°, et
Pon aura :

- o i o
aiq‘(mh vees Tons Yoo ym) = "_—"_ p) ]dymv
Y J7

avec A = & ¢g°°g.n. Appliquons celte formule 4 :

?
| gl
y=y/ 1ol
I goe |
nous aurons aprés muitiplication par dy, :
Teal /Ll
l qpc l ‘ qc’o '

dymd—.m'
4 !

o2
[\Y]
2
2
? Cn

Cherchons la valeur de cette expression pour le contour T,_; considéré. On peut
supposer, sans amener de confusion avec le contour TIY_, considéré plus haut que I',,_,

correspond & vy, =y% et y, =71’ etquepour y, =y et y,=y% on ait

Jom = g':m =o0; alors A" = A° =o. Par conséquent :
d\/ ' Qix ‘
Bén = LSRN ZENN
ym 0
Or:
gim
gam
{gu] = b 9es | cee = gmm | g,c | + forme quadratique en les

.. Gom 5
Gm—1,m

gma gm2, ...s gmm—1 Gmm

par conséquent :
| Gix

_I 9oe | _ d\/_‘_”’"” ~+ forme linéaire en les g,, ;
0ym dqm

&M=[ﬂ@ﬂ]@m%.
OYm

donc :

Or:
NGmn 1 O 1 ofi  fi
dym 2V Imm 0§m V 9nun z dy m 0ym()f_/m ’




cependant :

1 ofi —
[m Wf:ﬂ] = CO8 (n) .’L‘i) [pOllI‘ rm—l(y'(r)m ygn)] )
par suite :
. P o
8idn = Z__':—COS (n, i)dy,dy,, = Bmn,
Y n9Y,

ce qui démontre notre assertion. Mais on n’a pas 8,0ui = 80,ui.
On a, au contraire,
3;8u; 4 V(ui,8n)8n = 33u; + V(u;,dn)én
ol v(u, v) estle paramétre différentiel mixte de Beltrami pour les fonctions u et v, défi-
nies sur le contour T,,_, et relativement au ds® sur ce contour.
En effet, la variation du (nous supprimons l'indice) est égale, d’aprés les notations de
la démonstration précédente & :

du = dym § AP-—]dym - lpdym

La variation 8, de cette expression s’écrira :

ow ow -

- AO ——]dy-mdym

dym 14 y?
et nous allons chercher les caractéres de symétrie de cette expression. Or pour
ym=19y% et y,=yl, ona A?= A°=o0; par suite, pour le contour considéré,
Pexpression précédente s’écrit :

92U 0A» JU

6 - TR T
( ) ‘9%”0}77», nS dym ()yP ]0

A = §9%Gon et (ﬂf—> = [S 9 yJ

dym G ()ym

Mais :

et (6) devient:
J9*U
()ym()gm

() cm,
‘QS.CS .(]pc _i‘ ()g % ] dl mdym

dym

La quantité entre 3 % est un invariant pour toutes les transformations de coordonnées
0

sur I'y_;; celarésulte de sa forme méme; mais on n’en voit pas la signification. Cher-
chons-la. Puisque

096»1 02 /L d i . ‘ﬁ ()2fz ()fi
= - - ,
dym Z oyc’)y:n 0ym At‘ oymdf/m ()yc



on voif gue :

fi 9, -
8 u + i ' d md m
8 SS 2y, 2‘ 9y oY Ym@y

est symétrique en & et &,. Or:
S8 ¢ 3 -h E
PG dycd(/m dym

est encore un invariant ; cherchons sa valeur dans un systéme particulier de coordonnées.
On a tout d’abord :

dzﬂ of 3,x,)
32 0YeOYm OYm %dj”dy’” - [2 9y, ]

0

car de
1‘7:’ = [ dfz "'P a/" ] d Ym
dym [ 01/9

on tire :

Z[ 3(011«'1) ] 2 ()2f1 (’fz 00‘:7?4 912 dfz dfz

" d,/c dymdy dym dyc dym

af, df

et Z;d_yf: _d_yf:,: = 0. De plus, si au point ou 'on fait ce calcul, on prend P’axe des z,,
suivant la normale, alors ¢z, = éx, = o, et 8z, = 6n, 3z, = on, Dinvariant est
alors : ’

oo U d(dyn)
dy, dy,

<

9 8n = V{u,8;n)dn

-
»
Qn

et par conséquent :

8;8u 4+ V(u,8m)n
est symétrique en 8 et ;.
Par suite, dans I'expression de ¢,3/, si 'on pose :

B(.) =17, V(u,, 3n)
on sera assuré que les termes
Z 1;,3:3u, + B(3,.)on
[
ne changent pas lorsqu’on intervertit & et &,. De plus, si 'on pose :

A1(81.) = I“I,"lam,
il suffira d'écrire que

f [ZZEI,(aiu,)sul + 2111’(8,11)311, ——i—ZXz(Siuz)an -+ G(Bm)sn]dc.
Fma™ ¢ 1 B
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ne change pas lorsqu'on intervertit 8 et 8 pour étre sr que &5,/ = 8,8/. Supposons
~

tout d’abord que & et &, soient des variations qui n’intéressent que les fonctions w, le
contour F,_, étant invariable; il faut alors que :

(7) f ZZE’cJ uy)8u,de = [ ZZE’J(W Yoru,do.

Fm—y @ty Y T'm—1
11 convient ici d’introduire une notion importante et utile. On dira que la fonction-
nelle fo(t) est Uadjointe de la fonctionnelle A(E) relativement au contour T,_, si lona (%) :

I mwmmﬁfewmmw
Fopy Tm—1

quelles que soient les fonctions §(P) et +(P) du point P de T,_, continues et uniformes
sur I, _,.

Montrons tout d’abord qu'une fonctionnelle 4{xz(P)] n’a qu'une seule adjointe. Si p
et Q' étaient les adjointes de A4, on aurait:

/kmmMmm=jmmmmmm=j@@wmww,

et cela quelles que soient les fonctions 2 et y : on a donc bien f = A).
De plus, I'adjointe de la fonctionnelle composée A[Bla(P){] est (B[Ajz(P)|] car

f[ «(P) ]y(P)dc _J ! a(P) ; P) ds fo}[ﬂ:,m%]mm%

. ge s ox(P) 1 d[\/?x(P)
Enfin, 'adjointe de est — —=— -—-——— car
9 9y, Vi o Jy,

ox(P) [0z .

f d_‘/p Z(P)dd _'f 0?]0 z\/de e dym—i ’
or
dx - (s,
f (7?/0 "'\/Ydy1 . dym—i '—f ()J\{Y dui .. dym~1 _"f \/Y) dy o.‘/m‘l'

Le premier terme du second membre est nul car on peut touJours supposer que la
surface I,,_, est fermée, en complétant la définition de z et x, qu'on pose égales & zéro sur
la partie de la surface qu’il faut adjoindre pour qu’elle soit fermée ; alors on a bien :

f 92P) L PYde = — f o(P) —— ‘)(‘V“f) do.
9, VY

La relation (7) devant avoir lieu pour des du, et &u, quelconques, il faut, en parti-

culier, que Y'on ait:

E.(3,u,)3u,ds = E,(8u,)8,u.ds
Py /Ty

(1) Cf. lLevy, Lecons, p. 91.
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en faisant Su; = 8, =0 si jFEi. et
Elj(ai'u]')auidG = Ej,(aui)s,‘u,—dig
rm—1 Fma—i
pour du,=o0 si pzEi, et du,=o, si g7=j, ce qui prouve que Ei est
identique & sa propre adjointe et que Ej;; doit étre égale a I'adjointe de Ej; :

Ei = gi,
Ei] = g]i-
Si maintenant on fait tous les 3u; et 8,u: nuls, il faut que :
G(3m)onds = G(3n)3ynds,
Ty l-"m—g

c’est-a-dire que G soit identique & sa propre adjointe.
Enfin, ces conditions étant réalisées, il faut encore que :

F,(84n)ou; -+ Xi(aiui)an]dc
‘f;‘m—i [Z E‘

soit symétrique en 8 et 3,, En faisant duw; = 0, saufpour j=14i, Jui=o0, 8 =o

et 3n quelconque, il faut que
f Fi(3;n)8uids = Xi(3u:)3nds,
Lo Yo,
ce qui prouve que X; doit étre Tadjointe de F.:
X.=9,.
Par conséquent, si les I;; et si I, sont des fonctionnelles telles que :

J=k

31, = ¥ E.,(3u;) + Fi(3n) —TT, 3n
/=L
(8) i=k i=k

S, = Efa"l(aul) —+ G(5n) + E.L;y(m, 3n)

=1 1=:1

E” = 811,, G == (;;,

on est assuré que la fonctionnelle :

o7 =f
|

La démonstration que nous venons de faire prouve que ces

l N1 s+ Iy ldc
1t -

est telle que 8,8/ = 33,/.
conditions sont suffisantes, elles ne sont pas nécessaires car on aurait pu disposer des

A; et de B autrement, on et alors obtenu d’autres conditions plus compliquées.
Nous sommes dés lors en mesure d’obtenir les conditions d’intégrabilité de I'équation
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(1); suivons pour cela, en la généralisant, la méthode qu'a indiquée M. Lévy. Calculons
I, & partir de I’équation (1) en variant tous les arguments. Nous en tirons :

9 o, = Y K(3,) + Y, Li(3us) + M(3n) ().

les K;, L; et M étant des fonctionnelles linéaires de leurs arguments respectifs. Rempla-
cons 3l et les 8f,; par leurs expressions (6), il vient :

(10) P Fi(dus)+ G(n) + ¥ I, V(ui, n)

= EKi[ZE,-j(Su,)] + Zm[Fi(sn)] — B i)+ 3 Lilous) + M(3n).
2 Fi t 1 1

En identifiant les termes en du; et 8n, on trouve les relations suivantes qui permettent
de calculer les &F; et G :

(62/5)] “+ Li{duy)

v AN

» ( Fiyldui) = JZI\’.-[E:;
II
G(dn) + 2 I,V (u;, on) = E Ki[Fi (Bn)] -—-2 Ki(]_"l;ﬂan) -+ M(n).

Les premiéres de ces équations permettent de calculer les F qu’on reporte ensuite
dans la derniére ; on a :

(12) Fie) = 3 85 90 |+ 26w
J
et

G — ¥y Ki[E,-j 3 HKy(3n) %] = M(en) — Z Ky(TI; 3n)
i J [

+ Z m[ﬁ,(an)] - Z 1.,v(u;, 8n).
Le premier membre est identique & son adjointe, car I'adjointe de
> K:[Eij 3 XK, (8n) ] est >y K,-[g,,-i 3 HKi(en) ] ;
¢ d iy

ces deux expressions sont identiques car E;; = §;; etl'on peut échanger les indices de
sommation. 11 faut donc que le second membre soit aussi identique & son adjointe.
La condition d’intégrabilité de (1), c’est donc que la fontionnelle :

M(sn) — 2 K(FLdn)+ Y Ki[ﬁ(sf»)] — ¥ 1V (uisdn)

(*) On a remplacé &I par sa valeur.
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soit identique a son adjointe. Cette condition est suffisante, car alors & sera identique &
son adjointe, les J; et les F, seront déterminés par les relations (11) et (12) et ce sont des
fonctionnelles adjointes 2 & 2. Enfin on a tenu compte dans ces calculs de ce que
Ei; = &, par conséquent la dérivée 1/, définie par (1) peut étre associée a des fonction-
nelles I;; dont on sait qu’elles sont les dérivées fonctionnelles par rapport aux wu; d’une
certaine fonctionnelle /, pour former une fonctionnelle :

8 = [ ¥\ I, du; I.,',an] d
[ [ Dnpur o] a
telle que 8,8/ = 83,7.

Il s’ensuit donc qu’une équation telle que (1) donnée au hasard ne saurait étre forcé-
ment intégrable ; on est assuré qu'elle I'est si @ satisfait & la condition que nous venons
d’obtenir et que nous allons immédiatement particulariser pour le cas de I'équation aux
dérivées fonctionnelles (18) du chapitre III. Nous supposerons donc que @ est une fonction

des arguments 7. u;, gui et du point courant sur I,_,, définie par la relation :
' Yo
()'/h ()uh duz )
o= —H(L, .. I ... w ;P)—_——- I
H( ? k s ()yi ()ym—i d ’ +f$

I'accolade indiquant que I'on doit effectuer dans les fonctions qui y sont incluses le change-
ment de variables (1g) du chapitre III, qui généralise le changement de variables de

. ; - , . dz; .
Poisson-Hamilton, c'est-a-dire qu’on exprime les —— en fonction des 7, par les
q dn u,

équations :
of

dzi
0(%)

L’équation aux dérivées fonctionnelles (1) est ainsi particularisée : (*)

= — 1

wj .

Iy=H(I, , ... Ly, oo Uk Quas oo o Qo omey s P)

Pour tirer de 1a les fonctionnelles K;, L;, M, il convient de prendre la forme :

du dys
I, = —Zwil' f[u,, cel Up, N ()y: 011 -+ w4 cos (n, xy) .
 Ow 0y,
5 dyn‘ 0$m Oa,, k0 (n’ "EM) I)]
. ds; . . s .
ou w; remplace I et ot on a remplacé dans f les dérivées pi; par leurs expressions :
Jui  dys
pij = S —017 01;] -+ wi COS (n .’I,'J)

{!) Remarquons que les dérivées I, et I, sont relatives & [p-y, ¢,c étantla dérivée par rapport &
Yo de u;, sur Tpy.



On peut écrire pour abréger :
du; dy,
I, = -walzcz_f[uw; S ():] ()y -+ w; cos (n, ) ; PJ

Remarquons, d’autre part, que I’équation 7, = H remplace le systéme :

L= —Yuwlu—f, el =1k,

on a, dés lors :

81y = — Nwidl, — 31 3w

of . ¥ ou; ue of dP
Z—dlti Su; — dpz, gS oy, o —+ wi €05 (z,? n)g >p 3

le dernier terme s’entendant aisément. Les termes en dw; s’entredétruisent, car :

— L= O o5 (wpym) =0 (.

¢ - ()ph
Par suite :
oll, = —21,0581’ -—E d/ dui
" " du;
of (& Yo , OUi ou; . 0y, of dpP
— ) " L =
(14) ZZ dprr (*? ox, dy. + S 9y, oz, Jdz, oz, T WBeos (@ m) ¢ — dP dn ’
or:
dui 0 Sus
0y, - dy, *
on tire de (14)
noN i of dy, 0
.Lz(OUz) = — Ju oUy —Zr§ dpir 0.’1‘," ()y, (8“1)9

Kl(a-l'luz) = - Wialfu.i’
dui  dy. of dP
M(on) = — ZZ ()}9”- [S ()y:, 1,‘ + wid cos (:t,,, n)] —_— 3})——(1—1;— n

Or la condition d’intégrabilité obtenue plus haut exprime que la fonctionnelle :

(15) M(in)— ¥ K{TLsn — Lien)] D LA D)

doit étre identique a son adjointe.
Mais cette fonctionnelle, linéaire en 8n, contient dans le cas qui nous occupe, des

() Cf. p. 14, éq. (13).



termes de la forme :

0(071)

Cdy.

ou A et A sont des fonctions de point sur [,,_,. Les termes Adn sont toujours identiques &
leurs adiointes ; il faut, dés lors, pour que la condition d’intégrabilité soit satisfaite, que les

Adn et

coefficients de —5;2- forment une somme identiquement nulle. Il suffit donc de prendre
dans chacun des termes de (15), le coefficient de d;;n) Remarquons que tout
d’abord (%) :
of Jdy, - ]
] z ’
o O sy § | B e Vi
z(ouz) = — o u; + 3 _\7:(_ 03]7

Le terme de EK,-[L,-(Sn)] qui nous intéresse est donc

oy, n)
_ZZ”” ()pz,- 'S ox, 0y,

son coefficient est :

of Oy,
—_— 272 Wi 7}-7:_7-. %r— (a).

On a d’autre part :

car de :
ozi dxi . o 0% dmi L [=o, si sFp ]
Z ()yc dyp = Gse on tire §219 T 0y°. dy,, = g [= . si Te=p ’

puis :

oxi dxi 0y, Y, _ Oy .
SSX0 5w v S an = e

d’ot ;

dwz . OTi d.’L'i d-l‘: dym _ d_l/-_
28 - 28y Do = on

Yo d‘/m

(*) Il pourrait y avoir ici une petite ditficulté dans la recherche de £:{du:) car on doit prendre I'ad-
jointe d'une dérivée et comme le contour Fp—i du texte n’est pas fermé, il faut supposer qu'a Fp_y on
adjoint un contour qui le ferme, et que sur ce nouveau contour du; = 0; alors si I'on suppose encore
que 3u; est continue sur tout le nouveau contour, I'adjointe de la dérivée est bien ce que nous donnons
ici.



mais :

done :

Cela nous permet d’écrire :

or/c [S - aw, ] S _|_ c' oxy 9%r ;

0

¢°" est une fonction rationnelle des ¢,,, et nous avons :

N 011 Oxi 0i_» Ot
3 .
o = 2 NI T
mais :
o%i 0 J N N 9on
3 = — ox;) = i, n)on] = Bon -+ cos Zi, N) ——
dYu 9y, (6] Yy ) ' ( ) Wy
Bdn désignant un terme ou dn esten facteur, par consérquent :
0x, 087"
3 i) cos (x4, ;
g = (o5, - X g eos s, m) G
mais :
Z gTJ;Z cos (zi, n) = o [condition d’orthogonalité)
et par suite :
3¢y, = Bin ;

il en est donc de méme de 38g°°.
Ces calculs nous permettent de mettre M(3n) sous la forme :

o~

of 1 u; j don
M(8n) = — N ‘
M(dn) = Bén 3‘ E Opn LL \\ dj ° cos (xr, n) 2.

On voit dans (15) que les termes :

du; Jdn o
—Z aqu ’ 0!/ 9y, '—22 0}7”- ASQ'_—-Q cos(z,,n)

s’entredétruisent car :

‘_,~8‘cos (s n)] .

L \ Y 0/
u; = —; o . c08 (2,, n).
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Il reste donc le terme (a) et le terme qui provient de

—ZZ

wJo cos (2,, n).

11 suffit de montrer que :

S 01“ 0;’: —Bcos(mr.n)—_-(S)

est de la forme Bdn.
Nous allons faire voir que ( S ) est nulle,
On a, en effet, les identités :

ox; ()1/, 0x; Oy,
(x6) S 0y, Oxi ()ym 0x;

Or, on a tout d’abord :

0x; —
(17) ()y; = \/gmm cos (n, ;) ;
multiplions (16) par cos (n, ;) et sommons par rapport & 7, il vient :
O _0z; dyn -
%‘ cos(n, x,) ——— g, wrake cos (n, xi),

car .

ox;
72 d_yi— cos (n, z;) = o.
Par conséquent, & cause de (17), on a :

oy,
2 c0s? (7, ;) V/ Gm ——0?;'- = cos (n, i),
j 1

mais

Z cos® (n, x;) = 1
J

d’'ott
0y
18 = = —=—— cos (», Zi).
( ) 6“"1: \/qmm ’ 2)
Ces relations permettent d’écrire les identités (16) sous la forme :

~+cos (n, a;) cos (n, x;) = &.

S 0z 0yc

dl/c wi

Appliquons Popération & aux deux membres :
dy,

Yy,
+ 9 dla/c 5 9% o+ cos (n, xi)8 cos (n, x;) + cos (n, ;)8 cos (n, z;)) = o

§



Multiplions par cos (n, z;) et sommons par rapport & j, mais auparavant rappelons

que :
8 ().’L‘j . () - N
; cos (n, ;) . = ,Z cos (n, ;) 3y {cos (n, x;)on)
an . 0 ¢os {n, x,) ddn \
Ty ; coslme) =g = oy O
et que :
0x;
Z cos (n, x;) 0yi = o.
J
La sommation donne alors :
A () < 08"’ N
A -():im--(—)y——}-ocos(n,xi):o,
T <

c’est-a-dire précisément ( S) = o.
La condition d’intégrabilité est donc satisfaite car en changeant de systéme de coor-
odn

dy,
Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

données, on ne peut pas introduire de termes en

L’intégrale stationnaire I = f fdx, ... dx,, satisfait ¢ une équaiion aux dérivées

Rm
fonctionnelles partielles.

In=—

Ziébilvi + /‘%

qui est toujours intégrable, quelle que soil la fonction f.

ES
* %k

b) Intégrales compleles et caractéristiques.

Avant d’aborder la théorie des caractéristiques de 1'équation aux dérivées fonctionnelles
que nous avons obtenue au chapitre III, il convient de faire quelques remarques sur les
solutions qu’une équation générale comme ’équation (1) du § @ du présent chapitre peut
présenter.

Considérons tout d’abord une fonctionnelle 1 = F|[uy, ... u U ud, ... uf, )]
dépendant de 2 contours ' et I'° et de deux sysitmes de k fonctions wuy, ... u, et

{y) Car I cos® {z;, n) = 1.
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u?, ... u} définies respectivement sur I' et sur I'°. Si 'on forme les dérivées fonctionnelles
sur I :
L, =F, L= F,

on pourra se proposer, si cela a un sens, d’éliminer les 4 fonctions u? et le contour [ entre
ces k-+1 équations et I'équation 7 = F. On obtiendra alors une relation entre les
I, I, et I qui, résolue par rapport & /;, aura la forme (1). On se rend compte que cette
indication est assez vague. Nous allons la particulariser en supposant que dans 1’expression
de I, le contour F° est fixe. On cherchera alors & éliminer les w? entre les équations
I, = F, et I,=F, Sicelaest possible, on obtiendra une équation aux dérivées
fonctionnelles partielles ne contenant pas /, le contour I'° n’y jouant plus aucun rdle puis-
qu'il est censé étre fixe.

Nous dirons qu’une fonctionnelle /' dépendant de 2% fonctions arbitraires u et u;, et
d'un contour variable I', est une intégrale compléte d'une équation aux dérivées fonction-
nelles partielles, ou I ne figure pas, si I’élimination des u? entre les équations :

I, = F, et L, =F,

conduit & 'équation aux dérivées fonctionnelles partielles donnée et a celle-1a seulement (!}.
La différentielle 8,/ d’une intégrale compléte prend la forme (?) :

(1) 81 = f [Z I{Li81ui+1,,'84n]dc + f 1298,uldoo,
F : ro

les I, pouvant dépendre des u) comme d’ailleurs les 7,2 peuvent dépendre des u; et de I'.
Cherchons des conditions auxquelles doivent satisfaire les variations des dérivées
de I pour que l'on ait 88,/ = &3/. A premiére vue, il semble que 'on pourrait gagner
en simplicit¢ en ramenant lintégrale le long de I?® qui figure dans (1) a une

0
intégrale le long de I, en posant ds® = \//z do et en exprimant les u? et les u; au
Y

moyen des seules variables yy, ... y,_,, par l'intermédiaire d’une famille (F) dont I' et
1 seraient des représentants. En fait, on altérerait le caractére intrinséque des calculs et il
vaut mieux conserver la forme (1) pour 8,/

Posons alors :

oy = D Euous) - Y EY(g) -+ Fidn) + Ai3.),
J 7

3L = XM (3uy) - 3 (308 -+ Nilem),
J J

By = Y XifBui) + ¥ XYEul) + G(3n) + B(3.).

(') Pour ces éliminations, voir la note & la fin de ce mémoire.

(%) On est obligé d’écrire 3,1 au moyen de 2 contours car les u; et les %! sont des groupes de fonc-
tions qui peuvent étre considérées sur deux contours différents ; la définition que nous venons de donner
de l'intégrale compléte ne suppose qu’un contour I’ dans l'expression de F, mais on doit distinguer pour
la suite 2 contours pour fixer les dérivées I; et les dérivées 143,
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Les fonctionnelles qui figurent dans les seconds membres sont linéaires par rapport &
leurs arguments; on disposera des Ai et de B de facon a avoir des relations simples.

Ona:
88,0 = f [22 Ei(Su)8,ui -+ ZZEO JEu)Brus ¥ Fi(Bn)dui + Y Ai(3.)8u
r v i J i 7
+ W Xi(Fubyn + Y X0Bu)8in + G(3n)din + B(.)bin
2 3
+ B} Bhoss - Lin F(ZI;Lia,u,--F Iiﬁ,n> Sn]dc
3

4 f [ B3 Miouput + 3 Nicanidt+ B3 M (Bu)s, e
To i g i : g

+ N CBRuw+ Y I;iss,u‘,’] do?.
i i

Ce second membre doit étre symétrique en & et 3, si 'on particularise § et 3,, en ne
les faisant porter que sur I' et les u;, on trouve, en prenant :

Ai3.) = — T, 3n,
B3.) = EJ;iV(ui, 3n),

que :
E;; estidentique, sur T, aladjointede £j;, X; aladjointe de Fi etque G estsa

propre adjointe.

En faisant porter & et 8, sur les u} seulement, on trouve que :

M} est, sur Fo, Vadjointe de MY ; il faut remarquer ici que 88,uf = 3,3u} puisque
T° est invariable (*).

11 suffit d’écrire ensuite que I'ensemble des termes restants :

f ) [Egj(aug)aiui +Y Xg(aug)am] o+ f [EZ MijPu o+ 3 Ni(Sn)S,u%J do",
A i o ¢

est symétrique en 3 et &,. En particularisant encore ¢ et 8;, on doit avoir :

f E'(3uj)dyuide = f Mji(8,ui)dudde®,
r 10
fX?(&u?)Smdc =J Ni(8;n)dulds®.
r o

11 convient alors de définir une nouvelle notion. Soient deux fonctionnelles 4° et A

(1) En fait, nos hypothéses sur T reviennent & dire que les %2 sont donnés sur un autre contour que
T, et que T est seul variable, entrainant dans sa variation, les variations des u;.
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dépendant de deux contours I' et I'*, & la fois, la premiere étant linéaire sur I'?, la seconde

sur I'. On dira que 4 est l'associde de A° par rapport aux deux contours I' et I, sil’on a :

[ ooy s, = [ Ayl prydcto;
F T

on a mis en évidence les arguments dont A0 et A dépendent linéairement. Cette

relation doit avoir lieu pour toutes les fonctions x9(P%) et y(P) pour lesquelles A9 et A
ont un sens, ainsi que les intégrales précédentes.

Une fonctionnelle A° 'n’admet qu’une seule associée par rapporta I et I'°, carsi B
était aussi une associée de A°, on aurait :

f 3 Aly(P)] — Bly(P)] { x°(P*)dol, = o,
“fo

quelle que soit xz,(P° ; cela enlraine A = #. On peut montrer d’ailleurs que

- vy

AlyP)} = 75 MU(P,
A° étant 'adjointe de A° sur I'°,

On voit donc que Mi; est 'associée de LY, (Mi,- = E;) et que N; l'est de X9,

(Ni = X) .

On est donc assuré que 838,/ = 3,8/ si

3, = ¥ Eijfdw)) + ¥ BY(3uf) + Fi(3n) — T1,on,
J J

8Lo = ¥ Fjidu;) + 3y M (3u) -+ Xi(dn),
J )]

3, = W\ Fi(dui) + I XYu) + G@n) + JLV(w, Bn),

avec :
gji = Eij, G = Cj sur I
et
MG = M5 sur O,

Ces résultats permettront de donner du théoréme généralisé de Jacobi une démonstra-
tion calquée sur celle que nous avons. donnée, d’aprés Jordan, du théoréme classique.

11 convient maintenant de transposer le probléme de Cauchy pour une équation telle
que (1, § a), dont on suppose, bien entendu, qu’elle satisfasse aux conditions d’intégrabilité.
On cherchera une solution 7 de cette équation, qui se réduise pour le contour arbitraire C° &
une fonctionnelle arbitraire /,, dépendant de % fonctions arbitraires wus, wy, ... u;. Les
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u, sont définies dans R,, et elles sont choisies dans un champ fonctionnel donné ¢ priori.
Pour un choix des u,, il est facile de calculer leurs valeurs sur C°. On peut déterminer §/
lorsqu’on donne aux u, des variations du, (*) qui ne les font pas sortir du champ fonctionnel
choisi et quon fait varier C° a l'intérieur d’une famille (#). On cherche i calculer ensuite
2/, &], elc..., et par suite de la définition des différentielles successives d’une fonction-
nelle (*), on a, pour la valeur de 7 sur le nouveau contour C :

/

(2) I= I+ 81+ :—~21+--.

Le probléme qui nous occupe peut donc se formuler de la maniére suivante :
Trouver un développement (2) satisfaisant & (1, § a) étant donné le premier terme /,. Le
langage géométrique imaginé par M. Lévy fournira un énoncé plus intuitif.

Supposons que la donnée de £ fonctions wu,, ... u, d’un contour I', et de la fonction-
nelle /| [uy, ... u,; ]| définisse un &tre mathématique que nous nommerons un
« point ». Une équation de la forme :

3) I=1]Juy, ... u; F]|,
si I'on imagine que les u,, et T' soient des arguments variables, dont les premiers peuvent
prendre toutes les valeurs possibles & Pintérieur d’un champ fonctionnel, et dont le dernier
varie a I'intérieur d'une famille (F), définit un ensemble de « points » qu’on appelle une
« surface » fonclionnelle Sy, dépendant de k-1 variables indépendantes. Si 7 ne
dépend que d’'une des « coordonnées » w, ... u; ou I, de I' par exemple, et les u, dépen-
dant aussi de I', — fonctionnellement bien entendu, — on dira que les équations :

I=171|[N]j

uo=u | [T (i=1,... k)
définissent une « courbe » S;. Une surface 8;, contient une courbe S,, si I'équation de
Sky1 se réduit & la piemiére équation de S,, lorsqu’on remplace dans I'équation de 8,
les u. par leurs valeurs données par les & derniéres équations de S,. On peut encore
définir les surfaces S, 4 (j < k) comme un « lieu de points » :

([[) 1=1|[v,,vg...vj:f‘]|,
les fonctions v, étant choisies dans un champ fonctionnel, et les u, étant des fonctionnelles
dépendant des j fonctions v, ... v, et de I :

(5) U= | [vg,...0,; 1] GC=1,...k).

Une S;, contient une S, si I'équation (3) de la S, se réduit & I'équation (4) de
la §,, lorsqu'on assujettit les arguments u, de (3) & satisfaire aux équations (5).

(*) C'est méme la donnée du champ fonctionnel qui définit les Su.. Par exemple, si le champ fonc-

tionnel est formé de fonctions u. dépendant d'an paramétre a, On aura Ou, = ?)uz 8a, & quoi il
x

J=m
faudra ajouter la différentielle du. =E -g—ul— dr,, s1lya lheu.
Y= 01

(*) Cf. Levy, Legons, p. 79.
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Le probléme de Cauchy revient donc au probléme suivant: Trouver une Sk, solu-
tion de (1, § a) qui contiendraune S, donnée.
Reprenons les calculs qui permettent de trouver 87, ¢!/, ... Nous avons :

81 = [ 1;,,su-+1;sn]da
e 2 ’

les 1;‘1_ et I, étant ici les dérivées fonctionnelles de I,. On a ensuite :

] =5 f [El'isu,-q-l;an]dc.

Ce seront les formules (8) du chapitre IV, § a, qui permettront de calculer les
81, pourvu que l'on connaisse les Eij, les /i, et G. Or sur €°, on peut déterminer les
variations [8/,.] et [3/}], les premiéres se déterminant & partir de /;, et la derniére, en
différentiant (1, § a) et en tenant compte des premiéres. Or, on sait qu'en vertu de 1'équa-
tion {1, § a) elle-méme, on a

J=k
Fu(ows) = Y\ K[ (ows)] + Lidus)
7=1
et que, par conséquent ,:

J=k
Fifgui) = 3 Eq[J,(3ui)] + Li(Bus) ;

d'autre part :

i=k i=k
G(%n) = ZK.[F;'(Bn)] —-E K;(TI’ )+ M(8n) — 2 L.V(u,, on,
=t =1

ou, puisque G est identique 4 son adjointe.:
=k i=k
((8n) = 5;{5(3,(5:1 Ki{TL,n) + NY3n) — adj. ¥, 71, V(ui, 3n).

Par conséquent, en substituant dans les équations (8, § @), [3/,] & 31, et [81;] & oI},
et en remplacant F;, Fi et G par leurs valeurs, il vient :

L) = ¥ Ei; { 8u;~+ Ky(on) | + Li(en) — T gn,
J
o) = X@ { du;+ IC,(8n) | —Z.ﬂci@‘/,glan) —+ IM(8n) — adj. 2 1,V\ui, &n).
J i i
Or, par suite des conditions d’intégrabilité :

M (dm) — JyKATL, 5n) — adj. 3y Ly (ui, on) —}—Z];h.V(ui, 8n)

Mzn) — 2 Ki(T2, 3n) + X K Li(en)) — 2 LI (an)].

4



Par conséquent .

[81,] = Zg«, [ 8u, + &K,(on) | - ZK,(W;Jan) —+ M(3n) + ZK,[B,(an)] TE L[, (3n)].
J J 7 J

Ces relations doivent permettre d’obtenir, si on sait les résoudre, les fonctionnelles

E, et 7, surla S, donnée. Cela pourrait étre possible pour autant que I'on n’ait pas :
8u, + K, (8n) = o.

Les équations précédentes seraient alors impossibles ou indéterminées ; elles seraient
indéterminées, et par suite, le probléme de Cauchy pourrait aussi 1 éire, seulement au cas
ou l'on aurait :

(81,,] = £i(8n) — T, n,
O3 [or,) = — BEETL,00) + M(en) -+ SYELL )] — B L[5KC(2n)].
J * *

Commo pour Ja théorie des équations aux dérivées partielles. nous abandonnons ici le
probléme de Cauchy tant pour ce qui est de la convergence du développement (2) et de son
prolongement, que pour ce qui est de la détermination des 8"/ pour n > 2 (*). Reprenons
les conditions d’indétermination (6) et interprétons-les ‘géométriquement, Si la S, par ou
doit passer la S;y, solution de Cauchy est un lieu de courbes telles que 'on ait pour
chacune d’elles : '

(7) 3wy + HKffn) = o0
on peut &tre assuré, qu’en aucun pointde S on ne peut déterminer univogquement les
fonctionnelles £, % et G. 1l convient pour étre plus intuitif encore, de généraliser le lan-
gage géométrique.

On dira que la donnéede /, vy, .. wy, I, L, ... I;, I, définit un élément de contact
dans ' « espace » ot nous avons défini les points (/, uy, .. uy, I'). Deux éléments de
contact tels que les nombres qui les définissent sont infiniment voisins 2 & 2, sont dits unis

8l = f [2 lg,zauz+l,18n]dc.
“p ¢

Deux éléments de contact voisins sur une S,,, sont unis; nous dirons que chacun
d’eux est tangent a la S,y au point considéré,

Etant donné une ¢quation /I, + ® = o comme (1, § @) nous dirons qu'un élément
de contact en est un ¢élément de contact intégral si I'équation précédente est satisfaite par
les « coordonnécs » de cet élément.

Considérons alors les équations :

(8) 8u, 4+ JKa(3n) = o,

sil'ona:

-

(1) Nous ne chercherons pas 81 I''ndétermination se poursuit dans le‘calcul des éléments d'ordre
supérieur, comme cela a lieu pour les équations aux dérivées partielles,



’ [dl:lz] = f@(an) - Flitlan)
(9) (@) = = VKFL,50) + M) + P ELLE] — ¥ LIK(30)].

Ce sont des équations aux dérivées fonctionnelles ordinaires ; nous supposons qu’elles
sont intégrables. Elles déterminent alors des multiplicités d’éléments de contact que nous
appellerons caracitéristiques. Une caractéristique est bien déterminée parla donnée de ses
coordonnées initiales I, u,, ... wy, I, ... Ly, I, pour un contour initial donné (cf. infra,
théoréme «), mais, comme d’aprés une remarque de M. Lévy (*), les conditions d'intégrabi-
litt ne sont pas satisfaites par des éléments de contact quelconques, il faut que les
coordonnées initiales définissent un élément de contact intégral.

D’aprés une autre remarque de M. Lévy (%), qu'il a faite d’ailleurs pour d’autres
équations, mais qu'on peut appliquer mutalis mulandis & notre étude, les équations (8)
expriment que les fonctionnelles E,;, &,, G disparaissent des équations qui devraient les
déterminer. Les équations (g) expriment qu’il y a indétermination pour les recherches de ces
fonctionnelles et non pas impossibilité. Si alors on cherche les caractéristiques situées sur
une Sy,,, solution de (I, § a), telle que, en chacun des ses points 7/ ait une différentielle
seconde 3], alors les équations (g) sont une conséquence de (8) et de (1, § a).

On peut d'ailleurs faire voir que la derniére équation (g), est une conséquence des
premiéres équations (g), des équations (8) et de (1, § a) méme si 'on cherche des caracté-
risliques qui ne sont pas situées sur une surface intégrale. En effet, de (1, § a), on tire :

Brn) = Y&
:

80 ) b Y La(du) + M(3n).

Remplacons [8/,] et Su: par leurs expressions il vient :
[81,) = Y K{£on)] — I KT 2n) — ¥ Li[Ku(an)] -+ M(3n),
ce qui démontre notre affirmation.

En admettant toujours lintégrabilité des équations des caractéristiques, on peut
démontrer, en suivant pas & pas les démonstrations de M. P. Lévy (%) les deux théorémes :

a) La donnée d'un élément de contact intégral, délermine parfaitement une caracté-
ristique (*).

) Toule surface intégrale est un lieu de caractéristiques.

Sur une caractéristique, u,, les I ;,1, I, sont des fonctionnelles du contour variable r.

{1} Lévy, Sur l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles, Rendic. di Palermo, t. 37-
1914, p. 41 du tirage a part.
(*) Lecons, p. 219.
(%) Cf. Legons p. 220-221.
(*) W s’agit ici d'un élément de contact intégral non singulier ; un élément singulier est précisément
défini par la condition que le théoréme d'existence des équations (8) et (9) soit en défaut. Pour ces élé6-
ments, 1l peut y avorr plusieurs caractéristiques les contenant [Cf. Legons, p. 220].
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Lorsqu’on passe d’un point de I' au point correspondant [par la trajectoire orthogonale] du
o dui N

contour voisin, on a 8u; = an én; on désignera cette variation par du; et les équa-
!

tions des caractéristiques s’écrivent dés lors :
[ dui+ Ii(dn) = o,
[dI,) = £idn) —TI, dn,
[d1,] = — B K(T1, dn) + M(dn) + ¥ Ki{£i{dn)] — ¥, L{K(dn)).
1 3 7

(r0)

Jusqu’ici nous avons admis que les équations des caractéristiques sont intégrables.
Nous allons démontrer ce point Ja. Les équalions (g) seront intégrables pour des éléments
intégraux si les équations (8) le sont ct si (1, § a) lest.

Démontrons que les éqgunations

du, 4 HKi(dn) = o

Stemcnt intégrables si Véquation (1, § a) est intégrable; cela revient & monirer

didui + V(ui, dyn)in
est symétrique en dn et d;n si (1, § a) est inlégrable.
Cette démonstration exige quclques préliminaires (*). On a tout d’abord :

= N K1) + 3 Lidus) + Mén).
Posons alors :

aki(3l,) = E K@y, 310,) + 3 Kiyi(dyuy, 810+ K3 (Bum, 814) + Ko(3,31,),

Li{sus) = L 18T 80i) 3y Ligj(Baug, dus) = L(3m, dus) 4+ Li(3:dus),
J

8, M(en) = Zl Mi(31,,;, &n) + 2 M;j(8yuy , On) + M™8yn, On) + M(8,Sn) (3).
J

Mais si I'on remarque que &,6® = 83,®, on doil avoir, en traitant les oI, etles &ui.
comme des arbilraires, (ce qui est permis) certaines relations entre les fonctionnelles nou-
velles que nous venons de définir.

Voici celles qui nous seront utiles :

Kj'{aillu-, al‘itl\) = 1(;(811:19 a 1;1 \’
L8, 1, wp Oui) = I\’j'i{BUi, o,[uJ)
Mf(oll{tj, on) = K%én, 8] J)

(ty Cf. L vy : Sur lintégration des (quations aux dérivées fonctionnelles partielles; Rendic. di Pa-
lermo, t. 37, 1914, p. 48 du tirage séparé.

(%) Les fonctionnelles qui sont dans les seconds membres sont linéaires par rapport & chacun’ des
arguments dont clles dépenlent; ce sout des fonctionnelles bilinéaires lorsqu’elles dépendent de deux
arguments.
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11 faut encore trouver les adjointes de ces fonctionnelles bilinéaires. Posons d’abord :

8,9C81,,) = 2 K, o1,) + 2‘ kifi(Bithyy 81,) = KZ(Bym, 8L,) <+ JCi(3,811,),
J
nous avons :
lc’(oil Vo0, = JUE “J 6l,) = adjointe de I\’{@;I{‘ 5 oL,
par rapport au second argument, car de 1'égalité :

(11 f (PYKA(3],, Yoy = f 81, K {2 #))dos,

ou x(P) est une fonction quelconque, on tire, en variant I, de 8,J;, :

[\x(P)IQ(alILJ, aIIILZ)de = [OIH ,z‘”-OiIu -y (P)]dcp
“r Y
On a de méme :
kis = K,
mais pour A7, les choses différent. De I'équation (11), on tire, en variant les fonctionnelles
suivant le contour, c'est-a-dire en soumettant le contour & une variation &n :

f [x(p)lfn(om 8L, + ——oinﬁ",@ )+ 2 PYKA(3BL,) + a(P) 2 /f/<_L B, 51;£>

+(P) ZKm(i—’ o,m, 3L, ) + a(PYI S in) -+ (P )K(OL, T n)doe

- f Pk, a(P) +/c,-< - e )+ b k{[Ez‘_f oum, x(P)]
F .
du; . e [ 4x(P)
+3 b g-ouns 3t |+ o]
or, d’aprés ce qu'on vient de voir relativement & &' et ki/;, on voit que 'on doit avoir :

f;v:(P K H(Bim, 8L, )+ Ki(31, JTein)ds, =f /c” Bim, 2{P)]+ JCi[x( P)]I‘Om]dcp,

ce qui prouve que £} n’est pas Padjointe de A} mais que:
adj. K3(on, 2 P)] = ki3, o(P)]+ Kijz(L)Ten  IK{Teyn- 2(P)].

Cela s’entend pour le second argument. On aurait les mémes relalions pour les Z; et
pour M.

On peut.maintenant calculer o du, :

8yn |+ HKi[x(P)Ten+- iai Ki[e(P)),nido, ;
L dn

dydu; = — ¥ K(d,I,, dn) — N kigfldyu, dn) — k3(din, dn) — IKidydn).
J J

On remplace diI,; et dyui par leurs valeurs, et il suffit alors de chercher les conditions

pour que ;
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(12) —_ E ICIL(dym), dn) + 3 I T, dyn, dn)
J J

+ B[O dn), dn) —kidyn, dn)+ V(ui, dyn)dn,
J

soit symétrique en dn et din. Or on peut montrer qu’il en est bien ainsi si les conditions
d’intégrabilité de (1, § a) sont satisfaites. Ces conditions expriment que :

2 Ki{$:/'d,n)] + M(d,n) — 2 KT, dmn) — E L,9(us, dyn)

est une fonctionnelle identique & son adjointe. Cela est encore vrai pour la fonctionnelle
que I'on obtient en différentiant la précédente par rapporta I, (*). Ainsi donc la fonc-
tionnelle :
Ql T D, 17 ST -
Z K3l « £i(d,n)] + Z K{U(ST, . din)] 4+ ML, , din) — E Ki@IY, , FI, din)
2

Ol uss =& wi”
u]’ Aat]

¢ K3

— j(Td,n'M;j)—- oI,,v(u s din)

doit étre identique i son adjointe (relalivement aux seconds arguments quand il y en a
deux). Or dans une telle somme, on peut toujours remplacer un terme par son adjointe
changée de signe, le résultat est encore identique & son adjointe; c’est ce que nous ferons
pour le second terme. Dire que I'expression qui dépend de din est identique a son adjointe,
c’est dire que multipliée par dndo et intégrée sur T,_,, le résultat est symétrique en dn et
din. Or:

f Z KI[3L, , £i(dyn))dnds = f Z Ki{£d,n), 31, Jdnda
= f SI{ljZJCJ"[f?i(dtn), dn)de (a)
J
f Z Ki[laI,, c{in)]dndc est remplacé par
— f E Li3I,, , &Ki(dyn)]dnds = — f E Kjji{HKi(dyn), 811, Jdnds
= — f aI;J.EKj,AJci(dm), dn)ds (6)
:
f ML, , din)dnds = f K}(dn, oI, )dndo

= f ol [k3(dyn, dn) + IC;(dn)Fdin — K;{Tdindn))ds (¢)

(t} Cf. Lévy, loc- cit. supra, p. 49.



— f W Ku(o,, TL, dim)dnds = — f o1, B\ ICYFL, dyn, dn)ds (d)
- f K/ Tdn oI, dnds = — f HK(dn)Tdyndl !, s )

—fal’ij("p d,n)dnds = —fal,'LjV(uJ, din)dnds. )

En additionnant (a), (b), (¢), (d), (¢) et (f), on obtient une intégrale sous laquelle
6],"] est en facteur commun, son mulliplicande est symétrique en dn et d,n. Clest :

X 96 £ildy), dn) — 3 Kyl 9oy, do]
—+ E¥dyn, dn) — JCI(Fdnd,n)—EJ (TL:,dim, dn) — V(u,, din)dn

Or cette expression est, au signe prés, a l'indice j prés et au terme JIC(Idnd;n)
symétrique prés, I'expression (12). Le théor¢me que nous avions en vue est donc démontré :

Les équations des caractéristiques situées sur les surfaces intégrales de Uéquation
In+ ® =0 sont intégrables, si léquation I, + ® = o Uest elle-méme.

11 convient maintenant d’appliqucr ces considérations au cas particulier de 'équation
I, = H, relative au probléme de variation des intégrales multiples. On sait que :

. H | ~ OH din
Lim) = S +‘? d9is  0Ys
oH
£4(on) = daf on S.._I_ d< 91, \/70n>
!( ) = out S ;{ X d‘,/u
oH . oH 1 oH
. 7 —_ by e Sn.
= i’ S dy, L ogi. ] S VY 0'/: ogi,
Les équations des caractéristiques de [ = H sontdonc:
JH
dui = — 3 dr
(13) _
oH 1 9/y OH Y d oH ]
= = Ildn — N — - ——dn— §—| — dn
dli, ; du; dn — Il dn § VY dy. dqi L dy. | 99ic

4 quoi il faudrait ajouter I'équation qui danne d7;, et qui est une conséquence de celles-ci



— 44 —

etde I'équation [, = H. Les équations (13) sont idenliques, & la notalion ¢« 7, prés,
aux équations lagrangiennes, mises sous forme canonique, du probléme de variation posé
plus haut, Nous obtenons ainsi le théoréme qui généralise I'un de ceux que nous avons
rappelés au chapitre IL.

Les équations lagrangiennes atlachées a une intégrale multiple stationnaire sont
identiques — sous leur forme canonique — aux équations des caractéristiques de U'équation
aux dérivées fonctionnelles partielles, & laquelle satisfait Uintégrale stationnaire, considérée
comme une fonctionnelle d'une partie du contour ¥,,_, qui limite le domaine d'intégration R,,,
et des valeurs des fonctions qui rendent Uinlégrale stationnaire, prises sur celle partie du
contour.

¢) Sur lexistence des intégrales complétes de 'égquation I, = H.
Nous allons montrer qu’il existe des intégrales complétes de I'équation I/, = H, dans

certains cas simples :
1° Probléme de Dirichlet. Soit I'intégrale :

, 0z \?2 ds \?
) ’—f Z |(5) =+ (55r) | e
2

oi (R, est une région d'un seul lenant limitée par le contour C,. [/ est stationnaire si z
salisfait & 'équation de Laplace :

() 0z 0%z R
2 ey - = 0,
ox? dx;
et alors I salisfait & I’équation aux dérivées fonctionnelles partielles (1):
\ I du 2
© fn=gri-(g)

Y

vy est la dérivée de u relativement & I'arc s du contour C;, u étant bien entendu,

la donnée de z sur C,. L’équation (1) admet une solution z analytique dans (R, et pre-
nant sur C,, la suite de valeurs u(s). Décomposons C, en deux parties T'° et I", formée
chacune d’un seul arc, et désignons plutdt par u,(s,) la suite des valeurs données sur I et
par u!s) la suite des valeurs données sur I'. Supposons que I’y soit fixe, et que T soit
variable a l'inlérieur d’une famille (F) dont T’y soit un représentant, et telle que toutes les
courbes qui en font parlie passent par les extrémités de I'0 et limitent avec I une région
d’un seul tenant ot le probléme de Dirichlet soit résoluble (?).

I lorsque z satisfait a (2) est une fonctionnelle de I" et de u(s) satisfaisant a (3). Sil'on
porte son attention sur la dépendance de I a I'égard de u,s,), on aura une intégrale de (3)
dépendant de deux fonctions arbitraires. Introduisons les coordonnées y, et y, définies au
moyen de la famille (F) et de ses trajectoires orthogonales, u’s) est alors une fonction

{*) Cf. Lévy, Legons, p. 235.
() II faudra prendre des précautions dans la définition de la famille (F) afin de ne pas amener des
singularités pour les trajectoires orthogonales aux points de jonction des contours.



u(y,) et uo(s) est une fonction uy(y,). I peut alors s’écrire, pour rappeler sa dépendance
fonctionnelle

Ry

F est alors une intégrale compléte de (3), car si on élimine u, entre
I, =, I, =%,

on retrouve 'équation (3). En effet, on a, en variant I' et u : (%)

3F = — 2j wouds —&—\f(w2 — u'2)onds
P F

du t pa it
avec w = -——> et par suite :
dn P
du \?
— (. 2 __ —
Fi = aw, I, =w (ds )’

or w dépend fonctionnellement de u(s) et de wuys,), éliminer w revient donc a éliminer
ug(so), mais I'élimination de w conduit précisément a I'équation (3). & en est donc bien
une 1ntégrale compléte.

2° Considérons l'intégrale :

Jdz 0z
(&) I=ff i o, dz,dz
R2

elle est stationnaire si z est solution de

0%z
(5) m = O.
Rappelons bri¢vement quelques théorémes d’existence des solutions de cette équation
X2 A
B \
Q c
' D
Fo A
>
o) P x4

Par l'origine des axes. menons deux courbes OA et OB : OA n’est rencontrée qu’en un
e ————eee

{*) Cf. Levy, Legons, p. 235.
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point par une paralléle & Oz,, OB n’est rencontrée qu’en un point par une paralléle
a Ox, ().

Menons les paralléles aux axes PA et OB et soit C leur intersection. Si Yon se donne
une suite continue de valeurs U, sur OA et une suite continue de valeurs U sur 0B, avec
Us(0) = U(0), il existe une solution z(z,, x,) de (5), réguliére dans tout le rectangle OQPC
et qui prend sur OA et UB les valeurs U, et U respectivement. Soit D un point intérieur
au rectangle ; on méne les deux courbes I'’ et T joignant O & D et soumises respectivement
aux mémes conditions que OA et OB. On peut déterminer z sur FO et sur ' ; soient uy(s,)
et u(s) les valeurs que prend z sur ces deux courbes respectivement. Si I'on prend u,’so) et
u(s) comme données, il existe alors une solution z(,, @,) de (5) qui prend sur I° et sur I’
les valeurs wu, et u ; z coincide d’ailleurs avec la solution précédemment déterminée dans
tout le 1ectangle OQ0OP, cela provient de I'unicité de cette solution.

Nous prendrons alors pour domaine £, la région limitée par I'* etT et nous suppo-
serons que I'® est fixe. / est alors une fonclionnelle et nous portons notre attention sur sa
dépendance vis-a-vis de u(s) et de I'. En variant ces deux arguments, on a:

du _
I = ——[ 3 Eg—‘Lcos2 (n, x,) — cos® (n, x,)] + 2w [cos (n, x,) cos (n, x3)]dnds
“r

2
+f[<£3> cos (n, 2;) cos (n, x,) — w d—u,rcos2 (n, 25) — cos®(n, z;)]
ds ds
T

— w? cos (n, z,) oS (n, z,)

d
+ w[g;i<cos‘2 (n, xs) — cos*(n, x1)> -+ 2w cos (n, x,) cos(n, wg)] dnds,
d’olt
, du
Iu =A Ti; - QBZ(),
2
I = B(E-u—> — Bw? + A izf-w — I
ds as

avec :

A = cos®(n, x,)-— cos?(n, xs),
B = cos (n, x;) cos(n, x,).

En éliminant w, il vient :

du ,
6 o e At 4B% 4 A? alu)2
© = (@

Or soit maintenant une famille (#) de courbes dont I'* et T' fassent partie, toutes ces
courbes étant issues de O et passant par 0 ; soient y; et y, les coordonnées déterminées

{*) Cf. Goursat, Cours d’Analyse mathématique, t. LI, 2¢ éd. (1915), p. 123 et sq,
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par (F) et ses trajectoires orthogonales ; (<) et u(s) deviennent respectivement des

fonctions u(y,) et ug(yi) et Iintégrale / con:idérée comme dépendant de u et de uy
sera une intégrale compléte de (6); on peut I'écrire :

1=51Ga 1= [ [ -5

d.
0xy dxy z1dz,
Ry

et la démonstration se fait comme pour I'exemple 1°. Il faut remarquer que les fonctions

u, et u ne sont pas complétement arbitraires, puisqu’elles sont choisies de maniére que 2
soit continue en D ; cette continuité, en effet, provient de la méthode employée pour

définir la solution dans le rectangle OQCP. On astreint les fonctions U, et u & varier dans

un champ fonctionnel défini par la méthode qui permet de passerde U et U, & u et uo;
ce champ fonctionnel est donc défini par le champ fonctionnel des fonctions U et U, con-
tinues et prenant en O la méme valeur.

Dans le premier exemple, si 'on veut étudier la solution z(x,. x,) dans un domaine
R,, il faut que les fonctions u(s) sur T soient analytiques et que F soit un arc analytique
et régulier. On voit par la que le champ fonctionnel dans lequel varient les fonclions u(s)
est quelque peu restreint,

On peut prévoir que dans les problémes plus généraux, il y aura au moins deux cas a
considérer.

Ou bien le domaine R,, est gquelconque et les fonctions inconnues sont déterminées
quand on se donne leurs valeurs sur la frontiére de R,,.

Ou bien le domaine £,, doit &tre choisi d’'une maniére particuliére pour que les fonc~
tions inconnues soient déterminées quand on se donne leurs valeurs sur la fronlierede R,,.

Il convient ainsi, avant de chercher a appliquer les résultats, — et méme les méthodes
relatives aux équations aux dérivées fonctionnelles partielles, — que nous avons développées
dans ce travail, de connaitre bien précisément les conditions d’existence des solutions des
équations A, = o.

§’il est possible de se donner les z, sur la frontiére de R,,, on pourra alors décomposer
cette frontiére en deux parties I'),_, et F,,_,, etappliquer, par une généralisation qui se com-
prend d’elle-méme, les idées que nous venons de développer pour les deux cas classiques :
k=1, m = 2. On obtiendra alors facilement une intégrale compléte. Ce sera l'intégrale
stationnaire, considérée comme dépendant du contour mobile T,_,, des k fonctions
Uy, Us, ... u; données sur I, etdes & fonctions uf, u, ... u} données sur Ij_,.

Il nous suffit d'avoir montré ainsi qu'il existe effectivement, pour certains problémes
de variation, des intégrales complétes de I'équation [/, = H, relative & ces problémes.
Le théoréme qui généralisera le théoréme de Jucobi, et qui fait I’objet du chapitre vV, s’ap~
pliquera 3 toutes les intégrales complétes possibles,



CHAPITRE V

Généralisation du théoreme de Jacobi.

L'intégrale générale des équations canoniques relatives a la varialion d'une intégrale
simple :

dr, _ JH dp, L o0H (i = o
dt ~ op. dt ~  Om =1 .n
¢st donnée par les équations :
al Ja/
y = . syl b, = const (r=1, .. n),
Kxyy oo 700 by a4, - . ay)+0,,, élant une intégrale compléte de I'équation aux dérivées
partielles
oI ol a7
—_ + i3l —, ... —— ) = 0.
o T4 (‘”‘. § 9z, d.r,,) ©

Le but de ce chapitre est de montrer qu'on peut généraliser ce théoréme pour les cas
des intégrales multiples staflonnaires.
Le systéme canonique obtenu au chapitre 1V :

an
duz = - 0LL d?’l,
(1) 0H 1 o/y oH d [ dH
{9, = —dn — (T- 4+ § =1 ___)dn — ——(——— dn)
‘ du, ‘ ‘S VY 9dy, 0qq § dy, \ dg.,

n'est pas aulre chose que le systéme lagrangien (2) du chapitre I1I écrit au moyen d’autres
coordonnées A la nolation I, « o, prés, ces équations sont celles des caractéristiques de

I'équation aux dérivées fonctionnelles partielles :

(2) L =4.
Nous supposons (ue les équalions lagrangiennes (2) du chapitre 11, admeltent une
et une seule solution (z,, 25, . z;) réguliére a l'intérieur d'un contour C,_, et sur ce

contour lui méme, quiprenne sur (,,_, des valeurs données d'avance. On décomposera C,,_,
en deux contours simplement connexes : F,,_, et 1%_, et I'on se donnera les z, sur C,,_, de
la maniére suivante. I, _, et T',_, sont deux contours d’'une famille (#), et 'on définit, par
le moyen de (F) et de ses trajectoires orthogonales, un systéme de coordonnées curvilignes

Y1, --. Y telles que y,, soit constant sur les conlours de (F). Les z seront égales sur
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F9,_, A des fonctions »9, ... v} et sur I',,_, & des fonctions v,, ... 1z ne dépendant que de
Yiv oo e Yy (1)‘
Soit alors :
r . .
I {ugyy oooug; Fppoul, oo ]|

une intégrale compléte de (2). Nous allons démontrer le théoréme suivant :
Les équations canoniques (1) sont salisfaites par des fonctionnelles ui et gi définies
par les équations :

(3) Ly = gi
el

(4) Ly =9,
les o sont des fonctions quelconques de yy, ... ¥py.

En comparant cet énoncé avec celui du théoréme de Jacobi, on remarque aisément
I'analogie : le rdle des constantes a; et b; est joué ici par les fonclions u{ et ¢? qui ne
dépendent pas de ,,, c’est-a dire du contour variable dans (F).

La démonstration se calque sur celle que nous avons rappelée, d’aprés Jordan, au
chapitre 1. Différentions les équations (3), en variant ¥, ,, les u: suivant la variation de

du,

I, etlesu’ étant fixes; la variation de u; est du; = e dn; il vient :

(5) Y, Eyldu;) + Fi(dn) — TLdn = dgi.
J

uj

Faisons de méme avec les équations (4); on a tout d’abord d¢? = o, et avec les
notations du chapitre 1I :

(6) Y Mydu,) + Nidn) =0 ().
9
Soit d'autre part, I'équation (2), ol I'on a remplacé I par I'intégrale compléte que nous

supposons avoir trouvée. Cette équation devient une identité en les u, et les u? ; varions
alors ses deux membres par modification des u. et des u? respectiverment ; il vient :

o QOH . oH 0H  (du)
D T = Bgp o) G e § G Gy
j t
® X3 = 357 g u),
7 O

car A ne dépend des u! que par 'intermédiaire des 7 u,
On tire de (7) :
oH -
d.
(sz‘p Vi n)

d.’lp

oH oH I
{ Fidn) = E,; _ —_—
{9) (dn) Ej" y 01;] dn]—}— T dn § 77

o0 L’équatic')n (2) est censée étre obtenue en ne variant que -y et les valeurs des z; sur I'y—; quon
désigne alors d’une manitre générale par u,.

() O0na: M= E‘j,.



o

\ J
<Iﬁ%en prenant les associées des deux membres de (8)
b © oH
%;4\ (o) Nidny = 3} w57 3 dn)-
R E’Iéoustrayant membre & membre, (g) de (5) et (10) de (6), on trouve :
dn
I ¢~
Souie) + BB dn) + g e § 7 — g~ Thn = o
et
JoH
2 ng(duj) +2 Mij(—dT-‘ d'ﬂ) = o0,
J 7 i
ce qu’on peut écrire encore en tenant comptede [/}, = ¢i:
. JH = ~ 1 o/y 0H
(11)  do; [ o, dn — Toidn — u? 7 d—o— 7. dn

d { 2}

§ _| oqm dnH ZEy[du,+l:-dn]= o,
(r2) 2‘”’7[‘1”""'"07{_ dn] = 0.
7

j
Or nous sommes partis d'une intégrale compléte ; les éguations (11) et (12) ne peuvernt
étre satisfaites que si

du; = —-d—ﬂ dn,
09i

oH  _ d¢_ 0H
do; = | — — X
o= qw T =S o o ] S [ 9qie ]
Cela revient en effet a dire que la condition (4) (*) relative aux Mij est satisfaite. Or si
Iintégrale I est compléte, la condition (4) relative aux EY; est satisfaite. Mais on a :

[ Egarayeyor = [miyneidsn,
Fo

r

quels que soient les deux contours I' et T, que ’'on associe dans la différentiation.
Soient alors £ fonctions xz;(P) = x(P,), P et P, ayant les mémes coordonnées
Y1y o Yy et ne différant que par la coordonnée y,,. En posant :

ch == Ad!/i cee dynr—i’

dop, = Aydy; ... Ay,
ona:

f 2‘215,3[% (Py) i PYAdY, ... dypey = f 2244,, 2i( P)]z,(Po)Aedy, «.. Qfpm -

(*) Voir la note a la fin de ce travail.
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Cette relation doit avoir lieu quelles que soient les fonctions x;; mais puisque
zi(P) = xi(P;) et que les intégrales précédentes sont prises sur le méme domaine de
variation des ¥, ... ¥,,_,, il faut que:

A; Efx,(Po)] = Ao]thj[xJ(P)]-

Si donc on peut trouver des fonctions x,(P) telles que EEi‘}Z_xj(P)] puisse prendre

A S .
une forme quelconque ¥%i(P) donnée d’avance, cest-a-dire, si 'on peut résoudre les
équations :

S (P) = yiP)

on pourra résoudre les équations :
A
N Miz,(P)] = Z-yiP),
J

ce qui revient précisément & dire que la condition (A) relative aux M; est satisfaite en
méme temps que la condition (4) relative aux £%.

Le théoréme est ainsi démontré.

On peut faire voir que ce théoréme perrﬁet de trouver la solution (24, ... z;) des équa-
tions (2, chap. 1I1), qui prend sur I, et [,_, les valeurs o, ... v}, et v, ... v, respec-
tivement 1l faut déterminer les ug, ... u; etles uf, ... uj qui sont arbitraires dans l'intégrale
compléte, par les conditions que le contour variable dont dépend l'intégrale compléte
élant identifié & T,_,, les u; soient égales aux #; et que le contour variable étant identifié
avec I'Y_,, les u? soient égales aux »{. Ces deux conditions déterminent les u{ et les ¢J;
on peut les écrire :

(x3) I,=® [pour T, _,, etpour ui=v,],

(14) 138 = ¢! [pour T%_,, etpour u)= vl].

Les équations (13) déterminent les u? puisqu’on peut les résoudre par rapport a ces
arguments ; on transporte ces valeurs dans les équations (14) ce qui détermine les ¢?.

Les équations (3) et (4) ou les u? etles ¢? ont les valeurs dites, résolvent alors le pro-
bléme aux limites proposées.

Nous avons ainsi généralisé la 19° et la 20° legons de Jacobi. Jacobi y démontre, en
effet, le théoréme qui porte son nom en supposant qu'une intégrale compléle est connue.

La recherche des intégrales complétes des équations aux dérivées partielles est singu-
licrement facilitée pat la méthode de Lagrange et Charpit ou par le procédé de la
séparation des variables (Théoréme de Stackel). Pour que les méthodes que nous avons
développées dans ce travail puissent s’appliquer & la résolution des problémes de physique
mathématique, par exemple, il faudrait que I'on sit trouver des intégrales complétes
d’équations de la forme 7, = H. ‘Nous avons montré qu’il en existe d'une certaine sorte.
Y en a-t-il d’autres? Comment les trouve-t-on ? Tels sont de nouveaux problémes du calcul
fonctionnel ; il nous parait que leur résolution exige d’autres méthodes que celles qui nous
ont été utiles dans ce mémoire.



Note sur les fonctionnelles implicites.

11 se pourrait que l'on elit & définir une fonction v(z) dans un intervalle (a, b) par une

relation de la forme suivante :
) b

(1) F | [u(z,; v@); z]| = o,
a a
F étant une fonctionnelle dépendant de toutes les valeurs de deux fonctions u et » dans
Iintervalle {a, b) et de la variable x prise dans le méme intervalle.
M. Volterra (*) a étudié les cas de fonctionnelles implicites qui se présentent le plus
souvent dans la pratique ; ce sont ceux qui sont relatifs & des équations (1) pour lesquelles
la variation 0F s’exprime de la maniére suivante :

b b
oF = o)+ [ | [u(e); o(a); @, &) | ot + [0 | [u(o); o(e); 8] | Bu(E)ds.

Le second membre doit étre nul pour des fonctions u et v satisfaisant 4 (1). Dans ces
cas-13, on est ramené a la résolation de certaine équation intégrale linéaire et, par suite,
a certaines conditions de possibilité, relatives au détermmant de Fredholm qui corres-
pondent au théoréeme d’existence des fonctions implicites définies par une relation
Fa,y)=o.

On peut généraliser ces recherches et montrer qu'on peut imaginer des cas, ou il
serait possible d’effectuer les éliminations dont il est question dans notre mémoire.

Les fonctionnelles dont il s’agira dépendront d’un contour I,_,; nous introduirons

des coordonnées yi, ... ¥,_,, ¥, au moyen d’une famille (#). Soient alors % fonctions
données uf, ... uf et k£ fonctions inconnues uy, ... u;, ces 3k fonctions dépendant, les &
premitres de Yy, ... Y,,_,, les &k derniéres, de vy, ... Yp_is Y- Les wi, ... ux sont définies
par les relations :

(2) Fo| [y oocow uwd, ... u); Pli=o, (t=1, ..k
P étant une notation pour représenler les m coordonnées du point Py, ... y,.).

Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que ces équations sont satisfaites
pour %, =0, ul=o0, (¢=1,... k). QCalculons 8/, en ne variant que les u, et

les u?:
IS Y 4 a N
SF, = 3\ Eulduy) + 3 E%0u), (i=r1,... k),
4 4

(") Cf. Lecons sur les Fonctions de Lignes; rédigées et recueillies par J. Pérés; Paris, 1943,
chap. (IV); c’est de ce chapitre que nous nous inspirons dans cette note.



les Ey etles E9, étant des fonctionnelles linéaires en les dup et duj respectivement ; ces
fonctionnelles deviennent lorsqu’on fait w; = u% = o, e;p(0u,) et ed(3uf).

Soient alors des accroissements 8u donnés aux « & partirde u% =o; il y corres-
pondra des accroissements 3u, telles que :

3) 3 cin(Bup) -+ 3 e Bud) = o, G=1,..k)
P P

pourvu que les équations /3) soient résolubles, c'est-a-dire que I'on puisse trouver des fonc-
tions du, telles que les fonctionnelles Ze;,(Su,) prennent des valeurs données d’avance. 11
est clair que cela suppose queles e;, satisfassenta certaine condition que nous appellerons la
condition (4) relative aux e;p. En d’autres termes, la condition (4) estla condition néces-
saire et suffisante pour que les équations (3) soient résolubles, et nous ajouterons encore,
pour que ces équations soient résolubles univoquement. Si 8u) = o, alors e)(duf) = o,
et (A4) étant satisfaite, du, = o (!).

Cela étant, écrivons les équations (2) sous la forme :

2 eip(uy) = 2 eip(tp) — Fi

P

et désignons par 0; les seconds membres. Si I'on calcule 80; en laissant les uf égaux &
zéro et en variant les wu, a partic de u;i = o, on aura 80; = o. Si 0; est supposé
connu, on pourra résoudre les équations précédentes par rapport aux u, pourva que la

condition (A) relative aux e;, soit satisfaite. On trouverait alors des expressions suivantes
pour les inconnues u, : -

(4) Up(Yay ooe Yo) = Qp | [ug, coovges ud, ouly Pl

On peut essayer de procéder par approximations successives pour achever la résolution
puisque la forme des 2, est connue.

En laissant aux u} leurs valeurs, on posera :

u§,”=£2p|[o,o, ceo0; Ul L..uds Pl

P = 0 | [ ool oty s ]|

. . . . . . . - . . . . . .

(n) __ (n-1) (n—1) . .o 0. Pl
u, ' =0, | u T oo o, Lw) s P

. . . . . . . . . . . . . . . . -

{*) Si les équations {3) ont la forme d’équaton de Fredhoim de 2° espéce, on rameéne le systéme qu'elles
forment & une équation du méme lype, mais & une inrovnue, et la condition (4) c’est que le M) de
Fredholm relatif & cette derniére équation -oit différent de zéro.

On pourrait toujours ramener les équa ions 13) a des équations intégrales linéaires, puisque d’aprés un
théortme de F. Riesz une fonrtionnelle hinéaire suistai~ant a des conditions extrémement générales peut se
mettre sous la forme d'une intégrale de Stielljes, les &qua ions (3) sont alors des équations intégrales, sin-
guliéres, en général, dont la résolution exige des méthodes tout a fait différentes de celle de Fredholm.
[CE. p- ex. : T. Carleman : Sur les équations intégrales singuliéres 4 noyau réel et symétrique ; Uppsala
Univ. Arsskrift, 1923].



On peut faire des hypothéses pour établir la convergence de ce procédé. En remar-
quant que :

uld = uzp)_*_(ugz) — U)o (@l — u;}»—m) + (u? — ulrn),

NOus supposerons que :

L2 | [ oo fos uby ool PII| < K,

| @1 [fis oo fr; gy oo s PUL— Q| (94, - gis Uy oo uly P | < K. max. | fi— g |,

ou K estun nombre positif et ot les f et les g sont des fonctions quelconques du champ
fonctionnel ou sont choisies les u? et o ’on recherche les u,. Alors :

) | < K
| uf? — uld | < K max. | u;‘)— ol < K2
ul® —u?) | < K max. | uf — ol [ < £

. . .

et par conséquent, lim u{") existe si K < 1.
n=0

Il faudrait montrer encore que cette limite est bien la solution des équations (2) e
qu’elle est l]a méme de quelque maniére qu'on applique le procédé pour passer des fonc-
tions ! initiales A leur état final ; nous admeltrons cela sans plus et nous nous bornerons
A ces indications qui précisent, nous le croyons, les affirmations que nous avons énoncées
dans le cours de ce travail sur I'élimination des fonctions. En particulier, I’élimination des
fonctions u$ entre :

Iluz = FL,, I;a = F,'" (i = I, .. IC)

s’effectuerait de la maniére suivante. On résoudrait les k¥ premiéres équations par rapport
aux uj et on transporterait les valeurs obtenues dans la derniére. Or, si 'on écrit :

8F,, = 3 Ey(du,) + B Ej(Guj),
J J

cette résolution supposerait que la condition (4) relative aux £, est satisfaite dans le
voiginage fonctionnel d’une série de valeurs wuy, ... ux, uf, ... u}, que I'on prend pour
point de départ des approximations successives, et que le procédé des approximations est
convergent.





