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PREMIÈRE THÈSE

THÉORIE ANALYTIQUE
DU

MOUVEMENT DES PLANÈTES TROYENNES

INTRODUCTION.

Les Planètes Troyennes, qui gravitent au voisinage des centres de
libration du système Soleil-Jupiter, ont fait l'objet de travaux nombreux
et intéressants, mais généralement demeurés inutilisables dans l'appli-
cation concrète; ils n'auraient pu être rendus fructueux qu'à la double
condition de ne pas négliger certains éléments essentiels du problème
et de poursuivre les approximations, au prix de calculs d'une longueur
et d'une complication extrêmes (*).

Une théorie analytique du mouvement de ces astéroïdes imposait
donc, pour répondre aux besoins de la pratique, l'adoption d'une
méthode nouvelle, sucesptible d'écarter les difficultés rencontrées dans
les recherches antérieures, tout en donnant plus de rigueur aux
résultats.

Le but de la présente étude est de développer cette méthode.

(*) Cependant depuis que nous avons entrepris cette étude, M. E.-W. Brown a
publié une Théorie des Planètes Troyennes avec application à la Planète Achille;
nous nous faisons un devoir de signaler au lecteur cet important travail : Theory
of the Trojan group of asteroids (transactions o f the Astronomical Obser-
va tory of Y aie University, vol. 111; (1923-1925).
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M. Ândoyer a bien voulu nous en indiquer les principes et nous faire
longuement bénéficier des plus précieux conseils.

Nous lui dédions ce travail comme témoignage de notre profonde
reconnaissance.

Le premier Chapitre est consacré à Pexposé de la théorie analytique
dont nous nous bornerons à mentionner ici les caractéristiques :

Le mouvement de la petite planète est rapporté à un système d'axes
mobiles ayant pour origine le centre de libration et invariablement lié
au rayon vecteur de Jupiter; les variables introduites dans les équations
sont non point les coordonnées par rapport à ces axes, mais les rapports
entre les valeurs de ces coordonnées et la distance Soleil-Jupiter à l'ins-
tant considéré.

La variable indépendante est la longitude vraie de Jupiter, ce qui a
permis de simplifier l'expression de la fonction perturbatrice.

Les seconds membres des équations du mouvement sont développés
suivant les puissances croissantes des variables qui sont supposées res-
ter de petites quantités. L'intégration de ces équations, dans lesquelles
on n'a conservé que les termes du premier ordre, constitue la solution
de base et a permis de retrouver les résultats déjà acquis. Cette inté-
gration a été poursuivie par la méthode de Hill et Brown.

Le développement de la théorie, en tenant compte de termes du qua-
trième ordre par rapport aux variables, fait l'objet du second Chapitre
dans lequel nous n'avons indiqué que les résultats principaux. Les
coordonnées d'une Planète Troyenne y sont déterminées en fonction de
la variable indépendante, de la masse de Jupiter et de six constantes
arbitraires.

Dans le troisième Chapitre, nous montrons qu'en annulant la masse
de Jupiter on retrouve la solution képlérienne et les calculs effectués
fournissent les expressions des constantes d'intégrations en fonction
des éléments elliptiques. Dans le quatrième, qui dispense d'une initia-
lion antérieure, nous avons cherché à exposer simplement l'appli-
cation concrète de la méthode; on y trouvera l'ensemble des résultats
qui précèdent sous forme léelle et dans l'ordre où ils doivent inter-
venir.

Un exemple numérique donné dans le dernier Chapitre permet de
suivre pas à pas cette application et de reconnaître l'exactitude des
résultats. Les coordonnées de la Planète ont été calculées pour un cer-



tain nombre de positions également réparties sur son orbite et compa*
rées avec celles que fournit une méthode plus précise mais valable seu-
lement pendant un temps limité; au contraire la théorie analytique, qui
a permis de représenter le mouvement d'une façon exclusivement
périodique, est susceptible d'une précision indépendante du temps.

Il n'a été considéré dans cette étude que l'action du Soleil et celle de
Jupiter, en supposant invariables les éléments de son orbite.



CHAPITRE I.
EXPOSÉ DE IA MÉTHODE.

Le Soleil S de masse mQ est l'origine d'un système d'axes de directions
fixes SXYZ.

Jupiter J de masse m' décrit une orbite képlérienne dans le plan des
XY; SX est dirigé vers le périhélie, n\ a', r7V\ *•' représentent respec-
tivement : le moyen mouvement, le grand axe, le rayon vecteur, l'ano-
malie vraie et l'excentricité de cette orbite.

Une planète M, sans masse, est soumise à l'action de ces deux astres ;
son mouvement, qui est celui d'un point matériel de masse i avec une
fonction de force n/2af'zy> est défini par les équations

1F = n i a M '

dans lesquelles X, Y, Z représentent ses coordonnées et / le temps.
Prenons comme nouvelles variables x, y, z :

_ X _ Y Z

comme variable indépendante v et cherchons ce que deviennent les
équations.

Posons pour simplifier les notations :

p'= - —
d'où

do'

'de

[ (IW
J!^~X dv' J'
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On a l'identité

et les équations du mouvement deviennent

d2x __ ^Ui
d^~~ dx"

avec

Cette importante remarque, qui permet de tenir compte simplement
de l'excentricité de Jupiter, est due à M. Nechvil, professeur à l'Univer-
sité de Prague.

Equations du mouvement. — Faisons tourner les axes de t>'-+-^,
d> étant un angle constant. Les coordonnées de M par rapport aux nou-
veaux axes sont :

t l

et se déduisent de ce, y, z par les formules

x ~ (i-h )̂ cos(^;-4- ty) H- if\ si

5=— l'Ç.

Les variables étant maintenant £, yj, C et la variable indépendante

on a les équations

d*l

d*-n
dz* ~^ '

d*t>
dz*

avec

dn

d'c
2 dz

TI — '*/
p <

0 dri

oK ""

i ' a V ' T O ' G 2

2 ' ' '

dV

au

p*=
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Soient/*— SM? r/ —,1M. f la constante d'attraction, on a les formuler
bien connues

Posons

/«n-r «l

d'où
fmo= (i — *u)n'2«M. fm'~unfîaf\

et

-— — i -h a2 — 2Û cos \ / \ r' ) ,

o cos\r , / ' / = (i -h £) cosd/ -h «o sin i>.

Voici commentées équations générales trouvent leur application dans
le cas des Planètes Troyennes; on sait que celles-ci restent toujours voi-
sines de l'un des centres de libration, c'est-à-dire de points qui se
déduisent à tout instant de Jupiter par une rotation de 6o° autour d'un
axe perpendiculaire au plan de son orbite et passant par le Soleil. Si
nous donnons à^ Tune des valeurs ± 6o°, H, YJ, *( resteront de petites
quantités et les seconds membres des équations du mouvement pourront
être développés suivant les puissances croissantes de ces quantités.

Nous poserons donc, suivant la planète considérée,

ou bien
'!» = — 6o°, yz=z-î-i y 3.

On pourra écrire dans les deux cas

2p cos\r7 r' ) — i -r ç — 7/ii

d'où

en faisant

; * = - « + //

(T = 2 ̂  - h C2 */i2 — Ç2,



et finalement en supprimant les termes sans effet

U — ( 1 — j i ï T — 2 f ' 3 - 5 3 1 . 3 . 5 . 7 ;

Il esta remarquer que l'excentricité de Jupiter e' n'intervient dans
les équations que par l'intermédiaire du facteur p', ce qui est avantageux
pour la simplicité des calculs et ce qui met en évidence, quelle que soit
cette excentricité, la solution de Lagrange. En effet le système de valeurs

qui correspond à un centre de libration, entraine

àXJ
O— O, <7~O, — —O, . . . , . . . ,

et vérifie identiquement les équations du mouvement.
La partie de U indépendante de if et du plus bas degré, est

ou

Si Ton fait

on a les équations définitives

d*l dn /_ 9 V 3 àR

^ 3 , 9 àK
y -jUvE+yUr) — •— = O.

Racines des èquatiqns caractéristiques. — Si Ton néglige R, les équa-
tions sont linéaires, homogènes, à coefficients constants et sans seconds
membres. Cherchons une solution de la forme

e étant la base des logarithmes népériens.
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/* est racine fin système

f <*) =
ou encore de l'équation caractéristique obtenue en éliminant a et j3

/v-/I+jf*0-p) = o.

ƒ' est racine de l'équation caractéristique

qui admet la racine positive réelle

Quant à l'équation précédente, elle admet deux racines positives
réelles quand on a

1 — 27/^(1— |J.)>o

ou encore, d'une manière approximative,

la solution est alors périodique et il y a libration, c'est ce qui se présente
dans le cas des Planètes Troyennes puisque IK est voisin de -—^^

Les deux racines / , et f2 peuvent être obtenues soit sous forme de
développement suivant les puissances de JJL, soit d'une manière pure-
ment numérique en résolvant l'équation en ƒ après r avoir remplacé a
par sa valeur. Les calculs ont été effectués par les deux méthodes et Ton
a obtenu d'une part

e 27 3^13 , 2

d'autre part, ayant adopté pour JJL la valeur

logp = 6,9794916,

avec huit décimales exactes.
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II est intéressant de comparer ces derniers résultats avec ceux que
fournissent les développements, ce sont :

En tenant compte de l'ordre jut.2 / i = 0,99675784

» ,̂ 3 71—0,99675754

» p.\/|UL.... f2 = 0 , 0 8 0 4 6 1 3 3

» f j L 2 ^ . . . . / 2 = o , o 8 o 4 6 3 8 6

Solution générale. — Posons

de sorte que

_ , , . ! . <)R JR <)R ,
Dans les équations du mouvement-^T-Î -^--> -^-seront remplaces par

leurs développements suivant les puissances de E, YJ, t9 t\, zi^ Nous
remarquerons que dans ces équations il n'y a pas de terme ne contenant
que t\ et el(, dans les deux premières Ç ne figure qu'avec un degré pair,
dans la troisième qu'avec un degré impair.

Soient F, G, H trois arguments ayant respectivement les formes

ƒ, g-, A étant des coefficients positifs à déterminer et Fo, 60, Ho trois
angles réels arbitraires. Soient de plus a, jî, y trois constantes arbi-
traires réelles supposées petites et associées à F, G, H de la manière
suivante :

ï-^yer'*

les coefficients de T dans les exponentielles sont

r o L
J1 0 ) 7 i •

Nous supposerons, ce que le calcul vérifiera, que S, yj, Ç sont déve-
loppables suivant les puissances des huit quantités

avec les restrictions suivantes qui se déduisent de la forme même des
équations du mouvement :

1111 SI PU0QL1 2
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II n'y a pas de terme ne contenant que t\ et *_x ; dans l et y;, y4 et y_<
sont toujours avec un degré pair (ensemble), dans t avec un degré
impair.

Les développements de \ et t\ ne comprennent ainsi que des exponen-
tielles qui figurent dans les deux premières équations, celui de \ que
des exponentielles qui figurent dans la troisième équation.

Le terme générai de ces développements est un monôme M composé
avec les huit éléments ci-dessus et multiplié par un coefficient que nous
désignons par A dans £, B dans y], C dans t; or, par définition, £ est
une quantité réelle, yj et t sont purement imaginaires, chaque élément
tel que AM est associé à l'élément conjugué À'M', M' étant le monôme
conjugué de M, on a donc en comprenant dans le terme général les élé-
ments conjugués

l — ...A,M-hA/M' + .. . ,
Y) = . . . B M + B ' M ' - h . . . ,

Ç = . . . C M H - C M ' H - . . . ,

A et A' sont conjugués et de même signe ; B et B', de même C et C' sont
conjugués et de signes contraires, ce qui permet d'écrire

A— a-hia't B— b -h ib\ C— c+îc',

Af—a — iaf, B ^ — b + ib\ C' = —CH-IC'.

Le retour à la forme réelle est d'ailleurs immédiat si

on a pour la partie considérée de £, yj, '£,

x VïïJ i _2a 's in[

i
26 sio[. . . . Î ]

/ e 'y^^ l 2C sin[ ]
\2/ ( H- 2 c' cos [ ]

Le monôme M peut être son propre conjugué, il est alors réel et cous-
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tant; ses coefficients seront de la forme

A — a , B = ib\ Q — icf.

La solution du problème est ramenée à la détermination des valeurs
numériques :

i° d e / , g, A;
2° des coefficients a, a', b, b\ c, c';

£, v], l( et par conséquent les coordonnées de la Planète Troyennc seront
alors connues en fonctions de v* et des six constantes arbitraires

a, 8, y; Fo, Go, Ho,

déterminées d'après les conditions initiales.

On pourrait, sans modifier ces résultats, multiplier a par un nombre
quelconque, tout en divisant par ce nombre les coefficients numériques
des monômes qui contiennent a au premier degré, par son carré ceux
qui contiennent a au second degré, etc.; et comme on peut répéter ce
raisonnement pour (3 et y, on voit que dans <;, yj, C on peut choisir d'une
manière absolument arbitraire l'un des coefficients numériques de aM

de (3< et de y4.
Nous prendrons le coefficient de a, et de (̂  dans yj, le coefficient de y,

dans C? tous égaux à T; on a donc les expressions du premier ordre de r\
etÇ

î = y Y— 7-i ;

quant à l'expression du premier ordre de £, elle se trouve entièrement
déterminée. D'après ce que nous avons vu plus haut, le rapport entre
le coefficient de l'un de ces termes dans £ et le coefficient du même
terme dans r\ est égal à

3 3
/+ f

le premier de ces deux rapports sera seul utilisé, ce qui évite l'inconvé-
nient d'un dénominateur voisin de zéro.

Les coefficients de a4, a_o (ïo [L, dans 5 sont obtenus en donnant
successivement à ƒ les valeurs
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la partie du premier ordre de \ est alors

On porte ces expressions de £, YJ, ( dans les termes du second ordre
des équations du mouvement qui sont intégrées par les méthodes géné-
rales concernant les équations différentielles linéaires avec seconds
membres, dont on peut poursuivre l'intégration en tenant compte de
termes d'ordres de plus en plus élevés. Cependant il apparaît une diffi-
culté quand le coefficient de z dans l'exposant de l'un des termes du
second membre est racine de l'équation caractéristique, l'application des
méthodes générales introduirait dans la solution des termes séculaires
qui rendraient très difficiles la continuation des approximations et se
trouveraient en contradiction avec la nature périodique de cette solution,

Une telle difficulté se présente quand le monôme considéré est équi-
valent à a | f o-o P,, p . , , y o y-o c'est-à-dire dont le rapport à ces der-
niers est un monôme constant.

On peut encore dans ce cas satisfaire aux équations du mouvement et
éviter l'introduction de termes séculaires :

i° En prenant pour ces monômes des coefficients nuls daas YJ et Ç;
20 En développant /", g, h, suivant les monômes M qui sont constants :

h — ho-\- h0La1a_1-\- /?p(3x|3_j -h hyy1y_l-\- hz>e\ el, -f-. . ..

Il est clair que l'on devra prendre pour les parties principales de ƒ,

on verra plus loin comment s'effectue la détermination des coefficients
numériques ƒ«,/p, —

La méthode générale d'intégration est celle des coefficients indéter-
minés.
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Pour faciliter les notations, les monômes sont numérotés arbitraire-

ment dans Tordre où on les considère; sur deux monômes conjugués il
suffit d'en considérer un qui sera seul numéroté.

Soient Mp un monôme et Ap9 Bp les coefficients correspondants
dans£, Y]

E — 2kpMPi r, = ZRpj\V

II s'agit de déterminer Ap et B7J.
Le coefficient de T dans l'exponentielle du monôme est

et sa dérivée niemc par rapport à T

Soit Ko la partie principale de K

Ko— (Pi — P-i)fo+-(<7i — # - i ) £ o + ( r i + r_1)A0-4-
on a

^ =2K APMP=2KOAPMP+S[S(K - K0)A?

Nous avons remplacé certains indices /? par p' et yo", ce qui ne modifie
rien à la signification des sommations étendues à tous les indices, pour
montrer que ce sont les produits

qui font apparaître le monôme Mp9 le seul qui nous intéresse pour la
détermination de Ày, et de B7J.

Portons les expressions précédentes, ainsi que les expressions ana-

logues de ̂ r-i ̂ 77 dans les équations du mouvement, il vient

2 Ko — 7 l

2)2[{K"'—Kl)Bp-M1y^r2{K—KQ)i



et dans les premiers membres de ces équations le coefficient de chacun
des monômes J!P doit être identiquement nul. Appelons Xp et Y;, les
coefficients de Mp dans les expressions

avec

Y ; , M / , = 2 [ ( K « — K 2 ) B / , M i , + 2 ( K -

expressions connues à ce moment du calcul; on a les équations

+ Y p = o ,

qui sont résolues par rapport aux coefficients A,, et B/; cherchés

r>

3 1B,

Lecalcul est impossible si K o = ± f0 ou ±g ' o ; ^ a n s c e cas qui se pré-
sente exactement autant de fois qu'il y a de coefficients tels que
/a? /p» • • -f dans ƒ et g\ le numérateur de B/; égalé à zéro détermine jus-
tement l'un de ces coefficients et de plus on prend Bp = o suivant la
convention faite.

Le calcul de B̂  présente des difficultés pour Ko voisin de zéro ou
de ± i, celui cle Â  jamais.

Si M/; est un monôme avec ri et r_, impairs, le coefficient correspon-
dant C,, dans £ est déterminé de même.

Soit Zp le coefficient de M/y dans

avec
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expression qui est connue d'après ce qui a été déjà fait,

r —
p~

Si K() — ± i, on a C,,= o par convention et l'équation Z/t= o déter-
mine l'un des coefficients haf Ap, . . . du développement de À.

Il y a des difficultés si Ko est voisin de ± r, ces difficultés et celles qui
ont été signalées plus haut se présentent quand les dénominateurs
de Bp ou de G,, contiennent en facteur une certaine puissance de ta.

En général, dans ce cas, les numérateurs contiennent la même puis-
sance de jj. en facteur; il est évident en effet que yj, l ne peuvent croître
indéfiniment quand jjt tend vers zéro, puisque l'orbite se rapproche de
plus en plus d'une ellipse, cependant on peut prévoir une exception à
cette règle.

Cette exception a lieu quand le dénominateur

KJ-

est d'ordre supérieur à [/., c'est-à-dire quand Ko est racine de l'équa-
tion caractéristique à un certain degré d'approximation.

Par exemple,

le dénominateur de Bp est d'ordre u-vV? tandis que son numérateur est
seulement d'ordre [/., puisqu'il contient des termes de cet ordre qui ne
sont intervenus dans aucun calcul antérieur.

Nous montrerons que la solution générale convient encore à ce cas,
c'est-à-dire que r\ reste fini quand a devient nul, à condition toutefois
de modifier certaines constantes d'intégration.

Bi/} étant indépendant de % on peut écrire

vV
ou encore en développant l'exponentielle

-4 Blp e^ ' ^

La seconde partie de cette expression représente des termes sécu-
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laires d'ordre y a; quant a la première

Nous la joindrons au terme du premier ordre de -*

en posant

ou j5[ = |

VF/ \ VF

L'équation conjuguée achèvera la détermination de jï", G" qui, sub-
stituées à p et G comme constantes d'intégration, feront disparaître les
termes de Y; contenant \'a en dénominateur, mais avec introduction de
termes séculaires.

Si les calculs sont poursuivis avec les constantes primitives, il est à
remarquer que tous les 3, sont susceptibles d'acquérir dans E, YJ, £ le
facteur

Vérification des calculs. — On pourrait, à titre de vérification, s'assurer
que les équations du mouvement sont satisfaites quand on y remplace
E, Y], u par leurs développements, mais il est préférable d'utiliser à cet
effet, au lieu des équations elles-mêmes, des combinaisons de ces équa-
tions partiellement intégrées qui présentent le double avantage :

i° de simplifier les calculs;
2° d'éviter des fautes que Ton s'exposerait à commettre en reprenant

en sens inverse des calculs identiques.

Écrivons les équations sous la forme

d2c dfi 0\J

. , , d*r, di OU
dz dz OTt

(c) ~7jêT-~ ç -'o\'

Multiplions (a) par — r{, (b) par — ( n - ?) et ajoutons, il vient

£ [< == "y t r ' (l H" - ) J
r / r L J
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d'où, en intégrant,

avec
/"f. txdU

(à une constante près).
On peut observer que U ne dépend de Ç, vj que par l'intermédiaire de

cr et a) et que

[i. est donc en facteur dans J qui se réduit à

(0 J

Multiplions (a), (b), (c) respectivement par i + Ç, yj, Ç et ajoutons,
il vient

avec

Si Uft désigne l'ensemble des termes de degré n en £, y), Ç dans U, on
a d'après le théorème d'Euler

Multiplions (a) , (6), (c) respectivement par 2^> 2 ^j» 2— et ajou-
tons, il vient

* dz2 dx%)~~ \à\ dx "̂  do dx + àl dx

or U est une fonction de T par l'intermédiaire de £, v;, £, p'; on a donc

04 ^YÎ dÇ âpr '

THÈSE PALOQUE 3
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et l'on obtient, en intégrant les deux membres de l'équation précédente,

£-£-£=-<•-'-<•
avec

(0 J' = -

(à une constante près); en effet

d V _ U rfP' _ _ ^ ' _ g ' \ 0 / 2

Ajoutons ( ƒ) et (A), on a

i d^<j T T , TT T. 5. dt\ de ŝ,
— —— = — U — 2 U — 2 J — 2 ( 1 -+- ^ ) —f—\- 2 Y) —- — 2 Ç* 5

ajoutons encore membre à membre l'équation d multipliée par — 1, il
vient

équation qui, comme (rf), n'est vérifiée qu'à une constante près.
Les deux équations (d) et (y) feront la vérification de Ç et YJ et peuvent

servir d'ailleurs à les calculer.
En vup, de la vérification de £. on peut encore former les combinaisons

suivantes :
Soit

p = n -£ H~ YÎ, ^ = n - Ç — Y).

Multiplions (a), (h), (c) respectivement par — *(, -h l, — p et ajou-
tons; multiplions encore ces mêmes équations respectivement par — Ç,
— Ç, — y et ajoutons, il vient

équations conjuguées que Ton peut mettre sous la forme

(0
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qui sont propres à vérifier £ et môme à en simplifier le calcul, car -r—
contient JX en facteur.

Si k est voisin de ± i, la seconde ou la première sera plus simple.

Conduite des calculs. — De même que les racines de l'équation carac-
téristique, les coefficients /« , /p , . . . et Ap9 B/}, Cp peuvent être obtenus
soit sous forme de développements suivant les puissances de jx,
soit d'une manière purement numérique en remplaçant (/, par sa
valeur.

La première méthode est plus générale, d'une application plus facile
si Ton fait seulement intervenir les premiers termes des développements,
car leurs coefficients ont des valeurs numériques simples et ils sont très
convergents; c'est celle que nous avons adoptée. Cependant la seconde
méthode présente des avantages quand on recherche des valeurs numé-
riques très précises; elle devient préférable à la précédente quand il
doit être tenu compte de termes d'ordre (i.3.

Les calculs ont été mis en train par les deux méthodes et nous avons

obtenu pour les termes du premier ordre de £ et de -r d'une part les
développements et leurs valeurs numériques :

•y

o, 4994 5£>29 ~ • o, ooo31 o44

— o,o5356433 j±* 0,00041245

d\ f J Q 25J I . / 3 27

y
— 0,49783595 —• OjOoo3o945

V3

)

y— 0,00430980 -_.• o,oooo33i5
/3
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(l'autre part, à une unité près de la huitième décimale,

c —\ aj—0,499^5517 ^-o,ooo3io45 j

•4- Si (—o,o535653o %=• o,ooo4i245 ) -+-

' V V3 /

— = a, ( — o,49783570 l'O,OÜO3O945 )

« T V y/3 /
— o,oo431007 — ^r«Oj00oo33i9 ) -+-... .

V3 /

D'après ce qu'on a vu plus haut on connaît les termes du premier

ordre de YJ, Ç, ^J, ^ .

Que Ton ait adopté Tune ou l'autre méthode, supposons que E, yj, l9

df d(\ dt • ,% , , ! n

7T' d~y T s o i e n ^ connus jusqu a 1 ordre w - i e a a ^ p , . . . , nous avons

vu que la détermination des termes d'ordre n se ramenait à la recherche

des coellicients des monômes M;J dans
II n'y a là aucune difficulté théorique, mais seulement de longs déve-

loppements algébriques et la multiplicité des éléments qui interviennent
impose une discipline sévère de ces calculs.

Voici donc comment nous avons procédé :
A cet instant du calcul, nous disposons de tableaux comprenant

jusqu'à Tordre n — 1 les coefficients des monômes et de leurs conju-
gués Mi9 Mj, M2, M',, M3, M'3 . . . , dans la totalité des éléments tels que
H, Y;, t, £2, Y]2, . . . qui constituent les équations et les formules de véri-
fication.

Il s'agit de trouver le coefficient d'un monôme Mp d'ordre n dans un
élément d'ordre inférieur ou égal à n, £2Y] par exemple.

Nous décomposons le monôme Mp en facteurs d'ordre n — 1 au plus.
Cette décomposition comporte

2 facteurs quand n = 2,

6 » n — 3,

14 » n = 4 •
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Si M,, = a4 a_, (34 j3_{ ces quatorze facteurs sont :

<xu oc-jPt P-i,

a-!, at PJ P_i,
p l 5 a, a^p_tl

P-t, at a^p,,
«ta-,, p, P_u
a,Pn «-,P-i,
aiP-i, a_iP,.

Le plus souvent certains de ces facteurs se confondent, ils se réduisent
par exemple à dix dans le monôme oĉ a_< (3,, à huit dans a j a l ^à quatre
dans aj, mais il est à remarquer que leur nombre est toujours pair et
qu'on peut les associer de manière que leur produit deux à deux recons-
titue le monôme comme nous l'avons fait ci-dessus.

Cette décomposition est essentielle; une fois qu'elle est effectuée,
les opérations deviennent pour ainsi dire mécaniques.

Un élément quelconque peut toujours être considéré comme un pro-
duit de deux facteurs; £2Y] est le produit de \ par ÇY).

Le coefficient de a,a_( (3< §_K dans E2YJ est donc la somme des
produits :

du coefficient de aY dans £ par celui de a_jpi p_j dans £YÎ,

a_i p_j

On devra donc :
i° Recopier dans les tableaux les valeurs de ces coefficients.
2° Multiplier ceux qui se trouvent sur une même ligne horizontale.
3° Additionner les produits obtenus qui se trouvent dans une même

colonne verticale.
Le résultat sera Je coefficient cherché*



CHAPITRE IL
DÉVELOPPEMENT DE LA MÉTHODE.

La théorie analytique exposée dans le Chapitre précédent a été déve-
loppée en tenant compte des termes du quatrième ordre en H, YJ, Ç, S';
il est à peu près inutile de dire que nous n'entrerons pas dans le détail
des calculs, nous nous bornerons à en indiquer les étapes principales
ainsi que les résultats définitifs.

Développements préliminaires* — Nous donnons ci-après les dévelop-
pements qui interviennent dans les équations du mouvement et les for-
mules de vérification en séparant les termes des différents ordres et ceux
qui contiennent le facteur pu

dU

K2)

^
t- c
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3
76*

3 ,

-t- ^ ( - 33Ç»- 63&j'—

Nous mettrons les autres développements sous une forme plus concise
en indiquant qu'ils contiennent le facteur

?'= ' — (e'i + s-i) •+• (e'i + si,)2— (s', -f- el,)sH- • • • •

P'



àK P'

d\J
(9%^+2t%Y ' î

— 214o£3Y] — !)J

avec

i —3n«)

p"(«',-«!,) = B\-C, - 2(Ê ' ,2- el2,) + 3 (e',

2 U

A

^7 (— 33?*— 9Yi*— 126Ï2/)2—



aU + IJ' = aU+ 2.U. + ~ ï -t- j , u ( - 3*

~

Développements de f\ g, h. — Nous avons obtenu les développements

1^73 I2Q _ Q , ,

3 jULoejOC-i

Les coefficients contenus dans g ont été calculés jusqu'à l'ordre v M
ceux qui sont contenus dans ƒ et dans h Tont été jusqu'à l'ordre ;x.

Calcul du coefficient d'un monôme. — Nous donnons ci-dessous le
détail du calcul des coefficients A l 2 1 , B,2 / j du m o n ô m e

Ce monôme se décompose en dix facteurs

a,,

( 3 _ , , a? «_,,
a-t(3- i,

«î P-i •

Voici maintenant les extraits de tableaux limités aux termes stricte-
ment utiles pour ce calcul :

THESE PAT.OQUK



Cf. i

3 i

a?

ai p _ j . . . .

a_i [ - i . . .

at a_!.. . .

i

2

„

J

— \fë]
j

"*" 4
i

2

i 3

- a + 8 *

i 3

9
32

5 i

i

/T" . 99 ^

09

"^ 7' 3^

H- I

— i

— 1

i

"*" 8

[

2

1

2

1

2

Q

'— T v M*4

3 —

4

1 / . —

16

29
"• 2 4

t
 2 9 vV

w 8 v 3

29 v/Ji

2 9 V"^

^ v ^

dz'

— —>-
1

—t- —
•2

1
-h -

2

1

•2

T

'2

9
3>

5

~ 4

y a 9

^ 32

dz '

• + • f

H- I

I

"^ 4

1

2

1

2

* ?

«i« 1

«iP 1
a ip 1 . .

afa-i

*ÏP 1

atot 1 pt .

1

4
1

'2

~ h V ' 3 ^

-+- v ^îa

2 8 N l ' M 6 ^3

H- I

— 2

— a

-h '2

4 A 12

- 4 - ^ / 3 i a + ^ 4 7 !
-H 3 i^Ji-H X ff



aj a j

*ÎP i. -

ai a iP i

P.

3
~ 8

— 3

— 3

-1-6

I

2

-h i - ^ 3 H

H" 2 v/3^L

On voit que le nombre des facteurs diminue à mesure que Tordre de
l'élément augmente.

Les expressions à multiplier étant mises sur une même ligne, le
calcul s'effectue à vue.

I

2

1

"*" 4
i

2

I

'2

[
i _

1

9
32

5

l

3(u

3 -
+ 8 V 3 {X

3 —

i f—
8

55 / T - •
- ^ v / 3 ^ + 7

29 l fJt.

29 t/f*
l 6 V3

29

•Ï2

29 vV

"i6 \fö
29

•i4

I '

2

I

2

I

2

ï

8

— 1

—H I

I ——
v/ 3 f-/. —•

3 —

4
3

4
— 7 —

- 2 t

Coefficient de M12

29 y/jj.

29 /̂fJt

H 7" 8 7 ^
29 \/fJL

+ 4 +

1

~~ 8 H"

1

-f- - -+-

1

~̂ 76 +

-f- —
325

"^ 8 "^

+ 32 ~

« , .

32

3 / -

T 6 v3fJL

3 , , ^>loc

384 v ^ A 48

3

6 4 v 3 | X

i / 5 —1,100

55 ,— ^ 29
48 ' "24

320 , - «7

192 ^

•+- /. ^ V 3 H-

29 / —
48

29 / - -
" 7- 64 v H

- ^ 4 8 v 3 f X



I

2

I
'J.

I
+ 4

i

"~ â
i
2

r
~H ~

___ 9

5
8

— y 3 fx

3
-+- g V 3 f z

3 /r~
8 v |U>

i —
~ s V3;x

55 , -

-4- V 2 9

"•"'•Te
29

~~ L 32
29

"^ ^ 76

V/3

V^

V'3

8

9
32
Ï

-h -
2

I

2

I
2

I

4

i

I

" 4 8 ^ ° ^ ^ i J Ï

^ 8 v a ( X + Z i 6 fî

^ 8 V ^ K *• 16 ^

;

— \ v-

Coefficient de Mm dans ^2 —

5

1

1

1

"*" 8

5
"*" 16

Ï 1

"^ 8"

P.
55 r -

~̂  ()6 ^ ^~

^ i ̂ ^
3

3a v

'i _

- , ; ^

3
"*" 3 a V ° l'J'

9 •—
-+- 3 - v 3 ix

1 r -

7é ^ 'tjt

48

. ^9

X48

7 2°

-h 7 ^ / 3 ^

A 192 v r

99 , ^ -
•*" f' 96 V ÎJt

, 29 T~

29

29 ^~-
H- y --" ^ ofji

Vît) y —

*̂- 96 ^ ^

203 /—

• ^ - ,

v 2° i-^

^ IJf

V3

' 3 * v'3

9 9 ^ (X

: » T3

16

1

16

16 3a v16

16
V 3 7 1

29

>()
" 7 V

A 192 v r

Coefficient de Mi24 dans Yj2 = 4- ^ ^ V 3 \x -r- /_ '^ -h '/ - ^ r V



29 -

J
+ 4

i
2

-h v 3^1

/—-
H- \/3 fi

i

^ 4

t 7 . —~

2 o

I

4 l

" 2 + 4 v 3 ^ + z "5" ^5

2C)

a4

+ S

~" l

-h 1

Coefficient de M m dans Ç2 v̂  =

1

~~ 8 +

1

4

~ 4
1

i— — ^ ^
2

- h

- i *

3 pQ

16 ' 96

3 /•=— 29 / 5 —

0 " 48

2 9 ,——

1 r=r~0>loo

7 — 29 ^ -
~ y j [j. — 7 ~— L 0 jj.
0 ** 40
1 7—

4

£7 ^ 3 ^ _ ^9 3 -
16 32

— 'i

— 2

-h 7,

1

4
5

4
- h

3
2

3 v'

— 2 O V UL
1 */ v l

1 7" 4 v/3

I

2

j

2

I

I

j

-h I

3

4
3 . -

Coefficient

-H ;

de M124 c

, 9

• 8

9 9

' -8

an.

\ I-1

V/3

7 , » =

1

2

-i= 1

-h ï

1

4
5

3

4
3

"*" 2

3

-+- 3

V ^ 7 -a4 V ' f i

• " 29

1 2

'" 12

/37 •> 2 9 / 3 ~
7. I 2 !«•

vTÏÏ + x ^
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1

4

1
H- -

2

i

i

2

\ / 3 jjt

+ 7" i6 v/3

>*

i 3 0- - 29 ^ ;JL
+ > + 8 V {X + / - 16 ^3

•>, 8 ifo 1 '3v °
1

' j .

- V / 3 | -

I

I

Coefficient de iMisi dans Ç3 =

1

"^ 8 ""

-H

—

I

4

3

3 — >.O —
ô~ V 3 !-*• H- / V 3 \i
32 192

16 l 96
1 ,-—

2 '

4

4V7
7 •^-~ 2 0

~^ V; 3 M- — 7 n \' 3 u
10 90

8

- t

— •>

- a

1 29

~~ 4 " 7 ^

"X 4 v/3

s-

, 1 'i , r - '̂ 9 S/p
^ 2 + 8 v l ÎX + 7- Té ^/f

1 3 -— t>() v î^

1

i

+ 4

I

1

2

Coefficient de M m dans TQ2£ =

- h — - h
2

-h 1 —

-h I

I
-h

2

5

- 7 -

3 -
£ V 3 fx

3 —

4 V 3 ( X

1 —
T V 3 M-

4
3 —
4
3 —
— V 3 pi — 7
2

2 9 . - •

— 7. f̂ V 3 [J.

^ - 7 . 2 ' > 3 f x
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ç3.
3
8

— - \fl^

3 /—

1

— I

H- I

3
8

-h - v ^

3 i—

Coefficient de M124 dans ^t\ —

_ 3

— 3

~b fi

i

•
>

-

2

- 1 - 3 ^ 3 tjL
3
i

3

Coefficient de M m dans r,3^ — — -3 .. ^ -

3
8

I

ç.

- V / 3 , x

Coefficioni de M

?4-

3 ;

124 dans Ç4 = + - y'3 JJL

I

+ i — \fàp

—

v *a

i

i

Coefficient de M l u dans £2TQ2 =

i

—

2

I

1 V

- v
L

l
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î.
I

I

I

~*~ 4
i

~~ 7x
I

I

9 '̂ 9

5
8

i

i

Ï

+ 4

+ i

-h i

Coefficient de M m dans Ç —^ =

i

<2

i

^ 4

•*" 8

"~ 8

= + 8 + ^ 1

i

-h i

— i

i

__ y 2 9

I

I

I

5
~ 4

9 ^9

i

i

i

'2

I

7.

Coefficient de Mm dans TJ S =

' S

+ S. _|_ y ?.?

I

~~ ï6

-1-7 2 9

I

4

3 i • 15

On a pour le monôme considéré :

K = / - * , Koz

X'iaJ| et Y',2< s'obtiennent immédiatement, mais si le monôme élait
d'ordre supérieur au quatrième, il y aurait lieu de les calculer comme les
autres coefficients.

On fait apparaître le monôme Mi24 dans

en prenant :

K - K o = — l ^

i

2

I

2
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et les coefficients cherchés sont respectivement

On possède maintenant tous les éléments qui permettent de calculer
X)24, Y<34 et par conséquent aussi À i24, B<24.

Les expressions à additionner sont disposées les unes au-dessous
des autres.

33

— H% = — -g-

Coefficient de M m dans -r- 1

3 2 ai
~2 T * ~ ~ ÏC

/ r a _ 3

87
ç j 4

15 ^ 45
8 Tj " 2

X 3

> > I 2 9

3'2

4
Coefficient de M1-2, clans-p / -1- -T /* = ->- -^

i 5
— IOYJÇ^ ^ ^ — - -

\

!5 _̂ 45
~ — ST — f" " ^

Y '
* 1 24 —

Y • 3

— 1121 — ~t- ^r~

79
16

"*" 8

4

9-

-+- i5

, 43
"' 16

847
64

987
i~^8

0

01

H
I J

^ '2

/*

43
it)

835

V 3 ï a

VT.I

v ^ »u

\ 3 f-t

- —

V oja.

V ^!A

V 3 j *

T-
V ^

"^ L 8 ~ ^ T2" V {X

'* iü ^ 64

~~ Z 16 ^ xX

4 0

87 493 —-

261 551 —
^ ^x" ^~ ̂  T28 ^ 3 '^

87 - a

/ : J 6
 v °4

, 8 7 _ 87 —
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29
3a '

16
, 2 9

" 3 2 ^ ^ S s '

Ces résultats sont vérifiés successivement par les formules (d) et (y).

Coefficient de M124 dans {

2Ç — -r-

rdr\

de

„2

Total =

I

3-i

1

Ï6
3
8

3i

32

1 [

8
7
8

0

'2Q
+ >: 32

2 9
1 l(i

v '29

^ 24
I45

^ X 96

L 24

7 ' 2 9
7- 24

0

Goef1

de

0 TT _J_ y

Mm \
dans

2 Ö^T2 2 Ï X *

4

5 5 - ' 4
U l 5 . ^ 435

T^'1 - 16

+ -7]*^-+- 27

<̂ R 3
Ç̂ 16

43 T -

3 3
2 ^ ' ; 4

Total = 0

79
-T- 8 v

i 5

"" 32 V

io5

16 V

+• 9 i

— 18 \
I O Ï 9 (

86

" 6 4 S

32 *
713

+ 64"

0

'3 ta

'— I45

^ - z l6/3ft

3[JL

8^

— .

— 29

O

2O3 r—

l45 —
"^ X "j^j" V 3 H

, 5.T45 —
^ 32

493 ,J~
1 ^ 64 ^ ^

29 ^~

29 —
^ 32 *

0
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Les calculs effectués dans le Chapitre suivant fourniront une nou-
velle vérification complète de ces résultats.

Cas des monômes contenant z' ± i . — Quand le monôme M contient e'f
ou slo c'est-à-dire quand

les calculs se simplifient.
Dans un développement D, désignons par D'„ l'ensemble des termes

d'ordre n qui est aussi l'ordre du monôme

D = D', H- D'3 -H . . . + D'n -t-...,

Dn ne contenant pas explicitement tx ou s!_if soient

D ; = D2 D',— D

2 ( e ; H- s l j ) , — D n H (gi-4- e_ | )

Telle est la forme de presque tous les développements préliminaires
après suppression des termes du premier ordre.

Il s'agit de calculer le coefficient de M dans D.
t\ et £^ n'entrent pas au premier degré dans £, YJ, Ç, le coefficient de M

dans T)n est donc nul.
On a aussi

D ^ D ^ - D ' ^ K + O

et la somme de toutes les identités analogues

D (limité à l'ordre n) — D2 -h . . . H- Dn

— D (limité à l'ordre n — i ) (z\ -+- s i , ) — D^e' j -h £ l t ) ,

d'où la règle pratique suivante :
Le coefficient de M dans D est égal au coefficient de M dans

D2 •+-... -t- DB_, moins le coefficient de M' dans D moins le coefficient
de M; dans D4.

Yoici une application au calcul de XOo, Yoo qui correspondent au
monôme

Avec l'approximation v £ le s termes de ^> ^ jusqu'au troisième



— 36 —

ordre et ne contenant pas explicitement ^c'est-à-dire D 2 + ... +D n _, ,
sont

On a aussi

M' n'est autre que le monôme M24, ses coefficients dans - ^ -r- ont

déjà été calculés, ce sont
X21, —Y21.

Enfin les termes du premier ordre de -^> y-> c'est-à-dire Du sont

respectivement
35, o,

d'où le tableau de calcul

Coefficient de

Coefficient de

AÏ90

j
dans

1

dans

H-4Ç» =

- x , , =

- 3 Ï =

X. .—

3

6

3

-•- 6 v 3";I

35 —
-H 8- \ S fx -4-

— 18 \,/3 ut

__ 53 ; ^ ^
16 ' '

jg V r

3 / .

3
4 *
3 ,

3 / .

9 v^

211 -—
- / . -n r \3u

I3Ü —
-X-^i '3^

1
Coefficient de M90 dans J 3

T 3 -

-+- Y 2 1 =

i 5

9

3
a

3oi

2

i33
i 6

X 32 ^ '

9 f—
w 4 '

3i ;—
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Degré (Vapproximation des calculs. — Les monômes ayant été numé-
rotés d'une manière qui permet de les retrouver facilement et de ne pas
en omettre, leurs coefficients dans Ç, yj, Ç ont été calculés et vérifiés
jusqu'au quatrième ordre inclusivement avec l'approximation suivante :

(u
2 pou r le i e r o r d r e ,

\J. » 2 e » ,

\/JUL » 3 e » ,

o » 4 e }>

II y a cependant une restriction pour le quatrième ordre; quand
l'exposant du monôme est d'ordre [/, on s'est borné a calculer Ap, quand
À, et Bp contiennent \/u en dénominateur leur calcul n'a été poussé que
jusqu'à l'ordre -=•

Les calculs effectués aux Chapitres suivants comblent entièrement
ces lacunes.

CasoùB contient des termes en — • — Parmi les monômes considérés,

c'est-k-dire d'ordre inférieur ou égal au quatrième, deux font apparaître

dans ri des termes en —; ce sont

pour lesquels la méthode habituelle a fourni les valeurs de Bp

T* - 7 3i

Nous joindrons au terme du premier ordre S, de,-? les termes en-^ de1 vp
B62M6a et de B^M^ conjugué de B06M60

On a pour l'ensemble de ces termes



of pour lYnsemble des termos conjugués

7 3 l \ ' / 7 3i

Remarquons que dans a, si,, a_< t\ les exposants sont respectivement

après développement d'une partie des exponentielles on a

«i e l t = oc | - e ' F

et la première des expressions ci-dessus peut s'écrire

Posons

(3'; =(3"e" :" =(3e 'G ( n - i t a n g x ) ,
61, = Ç>" e—w'= ,6e-'G(i — jtangx),

d'où

formules qui permettent de substituer les nouvelles constantes d'inté-
gration (3", G"o aux anciennes; cette substitution étant faite, l'ensemble
des deux expressions ci-dessus devient

-h i a$ — cos G v' l —
1 2 \ 2,

x\u degré d'approximation de nos calculs, cette transformation se
réduit à

tangx =r z,
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ce qui montre que le changement de constantes d'intégration s'effectue

i° En posant

avec les mêmes expressions que ci-dessus entre crochets et

2° En ajoutant k vj des termes séculaires d'ordre vV-

Voici comment on réalise pratiquement la première de ces opérations.
On a les termes de £ et de vj

Pi

«-1,1--,

j ,

3 +

H

175

72 ^

175
72

3tu

3fA

* •

3i

3 i

— xi -
72

3i ,—

- f - t

3

3

7 t 5

7 5
l Q

\ 3 JJL 8

7) .

! V

—S— V

3 i

3r

18 \/W\x

3 i

2 1

Dans ce tableau accentuons la lettre (3, qui figure au premier
et retranchons les termes introduits par cette opération à savoir :

ordre

3i =-

— T"
72

3i

3i _ _7_ ~
: i 8 X 3 6 V ^

3 i

3 V 3

18 v/371

18 v '3^

On a les nouvelles expressions de \ et de YJ

PI.

*i ?

1

• X ^ V 3 iJ-

* x tS v > ; a

3 i



Les termes en -̂ = ont disparu et Ton pourra même se dispenser

d'accentuer les lettres £,, J3L,.
De même on a les termes du second ordre de ç, vj, *£ contenant ^

ou ^

0'»

M U -

G i , £ , . . . .

ai f i - , . . .

P. s ' , . . . .

ï

— I

1

'2

I

'2

— 1

I

ï

'5

'2

I

'2

'2

31 y i . . . .

Pi T-i - - -

Y

I

I

On peut encore accentuer les lettres (3, et $ , et retrancher respecti-
vement de Ç, Y), Ç

3
7

V 3 ^

- Z
i 8

18

3 i

V 3 ^
3i

V 3 , a

- ,

3 i

11 \ 3 ut.
3i

6

6

-

V ^
7

V3]I

3 y ' 3 [A 18 y ^ [JL

^ = H- / — ^ = r

II est facile de vérifier d'après les résultats qui suivent que cette opé-

ration fait disparaître la totalité des termes en-^> on aurait d'ailleurs

pu faire cette vérification en s'assurant que ^ et (3 , contiennent respec-
tivement en facteur dans £, YJ, L> les expressions entre crochets qui les
multiplient ci-dessus.

On pourra donc soit conserver les termes en -)=> ce qui a été fait dans

le présent Chapitre, soit les faire disparailre, ce qui a été fait au Cha-



pitre suivant; on dira plus loin les considérations qui doivent guider
pour le choix de Tune ou l'autre de ces méthodes.

Résultats. - Nous donnons pour les monômes d'ordre inférieur ou
égal au quatrième, dans Tordre même de leurs numéros, les développe-
ments suivant les puissances de [JL des quantités

X ' V' 7' Y V 7 A R P
pt — 1 pi — ^ p j A P i — ' J pt — ^ p i ^-p» ^Jtf» ^ P )

les développements sous forme réelle de £, y), Ç se trouvent au Cha-
pitre IV.

Les termes non calculés par suite des restrictions indiquées plus haut
sont remplacés par des guillemets.

PALOQUK
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3

A

5

6
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7

8

9

lu

11

13

H

15

16

17

18

19

20

21

M;,.

a,

P»
Yi

a 2
a l

Pî

rî

«,a_i

PiP-i

T.Y-.

«iYi

a i

P. Tt

3.T-.

6 c'

a?
i

Pf

OC j OC j

ou — Z'p.

i4?3
256 *

3
'•>-

3y

- 3 + 3
2

3
2

3
2

n

39
16

9
16

— Yp uu

2 1

'3 |ji — 3p. ^/3[-t

^3|ji — JJL — 3 fjt. ̂ /3

/^ "~ 2 1 /T"
'ijjt -1 jut — 3u i/3

39

16 •
9

9 a _ _ 57 u 2

*-— 21 t.-—

37-^^37.
9 9 2

9 ^ q 6 U

4 k it> '

0

4«9t l

. 69

3

/75 45 \
" ^ V ^ ^ " 128 ** /

/21 76 2 \

3
Y — M.

:_ . (3i + A /3^\
^ \ i 6 16 * ' /

i5
— 7 —: M-

16
i 5

<v* 16 '
3

3

"+"/ 7 H1

'3 z^—

ƒ29 1529 N

1

1

1

1

C
C

I i

3

— ~ - r

I
2

I

'2

t

3
2

1

1

1 —

i -+-

5 ^5"

i ~t- 5 \/ 3 ji. 4 -

7
48
7
4B

69
3841"

t.

1 2 M

3

3 , -

4 ^ "
23

16
3 Q

I ö
5i

— î*

9 v'?
4 73
9 V>
4 ^
i5'i

i53

4 ^

Bjo ou

65

G5
16

5 (

"" Ï6 ' U

1045'

^ io45

0

0

c.

i 6 5

"""^ 256^

/ 1 175 \

1 1

/29 3 \

( 3 I 7 ^

1

X. 3

/29 y/jjL 375 \

ƒ29 \f^x. 327 \

* \ ° \/3 ^7j I
5

" " ^ "ÎG lX

10

3

- Z Q ^ + ^K)
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CHAPITRE III.
RETOUR A LA FORME KÉPLÉRIENNE.

Mouvement non troublé. — Dans les équations du mouvement faisons

la fonction de force nf2af2\ se réduit à

Tout se passe comme si la planète n'était soumise qu'à l'action du
Soleil dont la masse serait non plus mQ mais m0 -+- rn', ou encore comme
si le coefficient d'attraction était devenu

le mouvement est kcplérien, mais il y a lieu de modifier les éléments
elliptiques usuels, comme on le verra au Chapitre suivant. Ces nouveaux
éléments qui définissent le mouvement non troublé seront représentés
par les notations habituelles

avec

Soient en outre /, AI, c, c la longitude moyenne, l'anomalie moyenne,
l'équation du centre et la longitude dans l'orbite,

M = l — in, v = / -f- c.

Nous montrerons qu'il y a identité entre le mouvement que nous
venons de définir et celui qui résulte des développements de £, Y), t dans
lesquels on fait JJL — o. Cette seconde forme est cependant moins géné-
rale que la première, elle n'ade valeur en effet que si les développements
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sont convergents, c'est-à-dire si la planète est suffisamment voisine d'un
centre de libration.

Expressions de £, VJ, "C en f onction des éléments elliptiques et de la seule
variable v'. — On a par définition

i -f- £ — x cos ( p' 4- tp ) 4- y si n ( vl 4- v|> ),

z vj = ^ sin(«''-h ^ ) — / cos(t j /-h ^ ) ,

Toujours avec les notations du Chapitre I, mais X? Y, Z étant les
coordonnées de la planète dans le mouvement non troublé, on a les
expressions classiques

X = r [ c o s 0 COS(P — 9) — sin 0 sin(p — 0) cos/'] •=. r*x,

Y — /'[ siti 9 cos(t^ — 9) -+- cos0 siii(P* — 0) cos / ] = r ' y ,

d'où los formules

i 4- £ = p I cos(c'- f - ty — v) — 2 s i n ( p — ô) s i n ( c ' 4 - ^ — 0) sin2 - ?

-. — p sin ( p ' 4 - vj; — ^) -H 2 sin( v — 0) cos( w'-h ^ — 0) sin2 - L

- = p sin (t> — 0)s îny .

Posons

£ COS( / — Tü) == A, , Sin - C O 5 ( / — 0 ) = z / ? , ,

/'e s i n ( / — CJ) — / i l f î sin - sin ( / — 6) ~ gu

- , = e 6 , / = v'-h d; 4- -. ;
a' T i }

et remarquons que
(,'4_ i\, — (• = _ c — - ,

^ _ ô — / _ 0 4-c;

THÈSE PALOQl'E
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les formules ci dessus deviennent

i 4 - ^ = p c o s c [ ( i -h 2 q\) cli À — 'àp\q\ sh 1] -hip s i n c [ ( i — 2/?;) shÀ H- a ^

77 — p c o s c [ ( i H- 2 <^) shA — 2pig] ch7i] -Mp ?in c [ ( i — 2/? 2 )chÀ -h 2/) ,

Ç = p c o s c {iqx\J\ —ƒ>? -f- 7? ) M- *p s i n e (2 /> t ; / i —/>i 4 - ?? )

Développons ces formules en considérant que pi9 qs et A sont du
même ordre de grandeur, il vient

i 4- t = p coscf i 4- -—V 2q\ — 2/?jû'lX4-aH24 7]

4-/ -incf*4-2 4- — — 2 U + }A

Y"/ "= p COS Cl 7. — 1pxqi 4 - - r — 2 ö^ À — px q\ A2 )

\ • ° /

Ç = p COSC( 2 ̂  — ? , /?2 -f- ̂ 3 )

4- «p s\nc{2pl-^-plql— p]).

Il reste à exprimer p cosc, p sine en fonction de hx et de kK ; les déve-
loppements de départ de ceux de c et de r

e — 2 e si M M 4 - 7 £ 2 s i n 2 M
4

£ 3 - £V

4 ( ( 3 sin 3 IVf — 3 s i n M ) 4 7; ( i o 3 s i n 4 M — 44 s i n a M ) 4 - . . . ,
12 go

I £2

/ • m a [ — £ c o s M (cos 2 M — 1 )

£ 3 e'f

— -o- ( 3 cos 3 \J — 3 cos Al ) — —• ( 2 co.s 4 Al — 2 cos 2 M ) 4 - . . . J,

dont on déduit successivement les développements

co>c = 1 4- 2 k\ 4- :> Ai A*? -h — k \ 4- 4~ /' 1 ̂ "ï -H • • • i
o o

= 2Â1! + - A ! A j 4- 3 / ^ / ^ + - A'5 4- -7^ £ 1 ^ 4 — X - htk] 4- . . . ,
2 5 0 2L|.

/• co-c = a ( t — /t, + l;\ -+- - A, Â'f + i7- Af A-jf + | k\ -h . . . ) ,

-A.A-,4- -
2 2
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et ceux de i-h £, r\, *C dans lesquels l'indice i a été supprimé pour une
raison qui sera donnée plus loin.

i

h

3 , „ ,
-4- - k2 h — - A-

Posons

, /̂  =z sin - cos(

, 7 = * siu - sin (

' = e ' c o s ^ ,

'z= i"e' sin (;'.

a
r'

4 - - A * —
2

1

2

/| Q
— ~ A fï J) i

-h 2 pqh -h),(i

hk — 2 pq kl

6

k*-h

Le développement de r' est obtenu en remplaçant dans celui de r

respectivement a par a', hs par A', k1 par A' et l'on en déduit celui de ~

p = -f
n— k!2-h h't—h'k"2 kn— 2 hr*
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On a d'autre part

d'où

cos( l —m) = < I — SJ) ( i 4- -h. . . ) — -rsîn(i>'-l- ty — xn) (
J l \

- r o ) ( X + - g - + . . . ) ,

et les anciennes notations A,, ki9 pi9 qK s 'expriment en fonction des
nouvelles

i=h-h 1k H À 2 h H- ^>. 3 / r , -l2p -h £'-3

2 Ö 2 0

Pour effectuer cette transformatien dans les expressions de* i-h £,
y], t9 il faut :

i° y supprimer l'indice i partout où il figure, ce qui a déjà été fait;
2° y introduire de nouveaux termes en X.

Nous donnons ci-dessous ces nouveaux termes auxquels nous joignons

ceux qui résultent du facteur 4?

[la partie entre crochets du développement de i -+-1 qui précède]

h'*—kf2— hh'—lk

a
a1

k2hf i ' n - l{hfk -+- %hk - h i

2 ? 2 A'» ' — 2 7 2 A:'2 -H

~hh' k ipqhf\
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[la partie entre crochets du déveioppement de r\ qui précède]
h'^r ih)

- 2 M ' 2 - f ïti2k •+- - hh'k - ipqh'

hh(— k'*+

hh'*k+ -
2

4- ipqhh'—

f — h'

'2hf — - kk'*h —bp*h'k
2 z

r— a

[la partie entre crochets du développement de Ç qui précède]

-h i/y//'/i -h 2<jh'-~- iqhh1—iqkn-^-l (2ph' -h 2ph-h 2qk) H- }*q

+. (f h1 — p2qh> + {±pktln •+ phh'k —

— 2qhlk"+2qhk'* -h iqk*h'

(-~/^3 +- pq2 hn -h ph2 -t-

/) /3

2-Jr 2qkh'-\- oqkh)

Il reste à exprimer A en fonction des éléments elliptiques et de v'f
rappelons que

L^origine du temps étant toujours le moment où Jupiter passe au
périhélie, on a le développement bien connu

-prj04 1 0

dont on déduit

Soient

ni — çf = ( 1 j v' ~ 2 — ( s'sin vr — . . , ).

zzz / 0 + nt,
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on obtient, après développement de -7 — e

J6 16

Telle est l'expression de 1 qu'il y a lieu de porter dans 1 -4- \y rh l,

on y remplacera en outre ~ par son développement

a ô~ ô'* ô'f
—j I " [ O I ~ ~ I "7T I 7
CL 2 O 2q

Nous avons représenté £, Y], ( par deux systèmes de développements
contenant la seule variable v', nous démontrerons que ces dévelop-
pements sont identiques et que les six constantes d'intégration du
Chapitre I peuvent s'exprimer en fonction des éléments elliptiques du
mouvement non troublé, mais il est nécessaire auparavant de se rendre
compte de la convergence de ces développements»

Convergence des développements du Chapitre L — Chaque terme des
développements du Chapitre II comprend trois facteurs : un coefficient
numérique fini qui ne tend pas vers zéro, un monôme 0Lp$9yr> u n sinus
ou un cosinus. La convergence de tels développements dépend des
valeurs attribuées k x, {3, y; ils sont convergents quand ces quantités
sont suffisamment petites pour rendre un terme quelconque inférieur,
en valeur absolue, au terme correspondant d'une série convergente; ils
sont divergents quand Tune de ces quantités devient égale à 1 puisque
le terme général ne tend pas vers zéro.

Les développements établis fournissent justement les valeurs de ces
quantités et comme nous ne recherchons ici que des valeurs approxi-
matives, il nous suffira de les déduire des termes du premier ordre. En
laissant subsister \/JX dans ces termes, nous avons obtenu d'une part

£ = — a cos F — 2 /̂3]uij3 cos G,

- = 20c sitiF -H 2(3 s inG,

4 = 2 y sin H
1 '
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avec
F = F o + *'. G = Go + * s/3^ f', H = Hfl -

d'autre part,

/) = 2 ( A" A') + 2 k — ~*ÓV

Identifions ces deux systèmes après avoir remplacé dans le premier

cos G pnr c<>bG0,
3

swi G par sinG0H y3JULe'cosGo;

il vient
a cos F = A — h'y à = —2 y/3p(3 cosG0,

3
la sin F — k — /r', ï (3sinG0=k, ô~ 3 \/3/Jt|3cosG0,
iy sinH = g.

On voit que a et y sont respectivement du même ordre de grandeur

que e et sin -» par contre

et comme on peut écrire dans une première approximation 8= -j -—^~-

on a sensiblement

( 3 c » » s G 0 = -

II est nécessaire pour que les développements soient convergents
que !(3cosG0| soit inférieur à i; c'est-à-dire que l'inégalité suivante
soit vérifiée :

n — <3y/3ju.

Si Ton fait tendre JJL vers zéro les développements du Chapitre II, sous
leur forme trigonométrique, ne peuvent rester convergents que si en
même temps on fait tendre n vers nf.

Il était facile de le prévoir.
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C'est en effet l'action de Jupiter qui maintient la petite planète au
voisinage d'un centre de iibration (£ —o, vj = o, £ = o), cette action
ayant disparu, la petite planète d'une part, le centre de Iibration d'autre
part, décrivent autour du Soleil des orbites elliptiques (dont les moyens
mouvements sont respectivement n et n'); s'ils ne sont pas voisins la
théorie analytique du Chapitre I, qui utilise des développements suivant
les puissances de £, YJ, £, est sans valeur; s'ils sont voisins, ils restent
voisins :

i° pendant une période de temps illimitée si n = nf;
2° pendant une période de temps limitée si n =£ n'.

Dans ces deux cas, la théorie analytique fournit le mouvement de la
petite planète.

Dans le premier cas,

et nous ferons l'identification complète des deux systèmes de dévelop-
pements de £, Y), '(.

Dans le second cas,

la même identification ne peut constituer une vérification. Si on laisse
subsister 8 dans un système, il faut laisser vV dans l'autre, leur com-
paraison permettrait seulement de séparer dans les développements du
Chapitre II les termes en v\u qui proviennent de la différence des
moyens mouvements n — n' et ceux qui sont effectivement des pertur-
bations dues à Jupiter.

Les résultats obtenus plus haut montrent enfin dans quelles limites
la théorie analytique est susceptible d'une application concrète. Si Ton
admet a priori qu'il faut avoir

| P | < o , 3 ,

les éléments oscillateurs de la petite planète devront vérifier les deux
inégalités :
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Ces conditions sont remplies par toutes les planètes troyennes actuel-
lement connues.

Forme définitive des développements de £, YJ, (. — Si nous faisons § = o,
on a

a
âi=1'

À— 2k —

Pour effectuer cette nouvelle transformation dans les expressions

de i -f- Ç, Y), Ç, il faut supprimer le facteur -̂  et

i° y remplacer X par 2(k—£');

2° y introduire de nouveaux termes que nous donnons ci-dessous :

[la partie entre crochets du développement de i -h£ qui précède]

2

+ ^#'*—£ A"A/34-̂  A'2*'2 H- ~h'*kfk-h l4- h'hk'k — bh'hk'**-
O o o 2 Lj.

4 . k (— % /e'3 -4- A'2 A7 4 - 6 A' hk'

f\ •=.

2

_ + 4/f

-

[la

'k'-

'Ar'A

[la

partie

2

2

' — 3/?

partie

en Ire crochets

-h 2 k ( hf H- A )

-H-AA'A-'
2

/«/i/r'-h 7 A2 A'
4

lh' kf—6k/r'2 A

entre crochets

du

du

développement

--Ik'^h'—^A
24 3

3k'//A'

développement

de rj qui

de Ç qui

-+ 6kghf

précède]

••*"•

précède] ~

Y

Nous écrirons les développements définitifs de £, Y;, *C en faisant
apparaître les différences h — hf,k — h'.

Tlli-ISE PALOQL'E 10
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(h-h1)

h1 {h — A') -h (A- — A')2 + 2? 2 — 2k[A ' — (A — A"')] -h 2k2

h'* (h —h') + - * ' 2 ( A — A')— iA:'(Ar-Ar'JA'H- ^{k-k'fW

2 2 2

— hf) ( A — A') H-

: — ^ ) * — | A - ' ( A - —A- ' ) s —

-hf2k'(k—k')-h ^h'*
2 o

A:')2— ~hf(h — h')k'(k

y-

l 3A^-5A / 2(A-A/)-3A^(A — A')24-y(A—

7( A — A')2 ( A- — A') + I 9 À ' ( A - A') (A — A')

k 2 [ i A') H - 6 ( / i — A ' ) 2 — 6 A ' 2 4- 8(A — A')2



i O

2 2
' + h — h')

— k') — A'(A — /* ' )* '

£ h'(h — h') {k — k1) -~-(h — h'Y^

I (A — h')*(k — kf) — >t') -+- 2pq(h — hf)

— k')— ^ A / a ( / i —

o

— h!f{k — k!) — ~ k'*{k — kf)h< — ~ kf (k — k'y hf

o o

^£ (A - /t')3^'-H ^ k'*{ h - A') + I V*(k - k') (h - h')

2^ k< (k - k*y{h — h1) + ^(k - k1 f{h — h')

op*hf(k—kf) H- 2pqhf(h — h') — 2pq{k — A;)2

— h') — l±k! (k — k')h' — 8kf{

/:— kf)2(h — h')
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— kf) - <iq(h - h1) -+- 4

s — p-q + 5phf(k — k') — 3p{h — h!)kf + p(h — hf) (k — k!)

qh'(h — hf)-h2q(ft — k')*+bk[2ph'+p(h — A') — qk'-hq(k

k17

-h |)y(/c —A:')8—4jD/c'2(/f —A:') — 2pk! (k — k'Y-\-6ph'*{k — k'

— 2/?/*'( A — A') /c' H- 3,oA' ( A — h' ) {k — /-')

— qk
f{k — k')h' 4- 3g{k - kfy(h ~ h') - 4*7*'(A- - k') (h ~ h')

H-k[— ?,/>3-h 2 ^ V - I - I 0 phf2+§ph' (h — h')

/c - /^')2 - 4M'(A- — Âr' ) - 4 ^

— A') (A- — /f')

k2[8/>(* — A') -4- i<2qhf-h8q(h - h')]

Méthode générale d'identification. — L'identification des termes du
premier ordre a déjà été faite, voici comment elle sera poursuivie :
Nous poserons

h — A ' — a c o s F + A,, A ~ A ' = i ( a s i n F -h A', ),

p — y cos H -h A2> *7 = «(y sinH -h A^),

k = / ( ( 3 s i n G - f - A3),

avec

A ,̂ A j , . . . . représentant des termes d'ordre supérieur au premier
en a, p, y, E7.

Nous porterons ces expressions dans les développements de £, y), £
qui viennent d'être établis et nous montrerons qu'il est possible de
déterminer les A de telle manière que :

i° les formules de transformation soient compatibles;
2° £, y], Ç deviennent identiques aux développements du Chapitre II

dans lesquels on fait \x = o et que Ton trouvera sous forme réelle au
Chapitre suivant.
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Les quatre premières formules peuvent s'écrire :

( ty) 2 COK( FQ H- V1 ) -+- A^

g s i n ( / - h '|( — tn) — ef sin p' = a siu ( Fo-f- v') + A' t ,

- i n ' ^ - C < ' S ( P ' 4 - ^ — 0) — 7 c o s ( H 0 4 - P ' ) 4 - A2 î

s i n ^ • sin (e'-f- ^ — Ö) = y s in (H 0 - f - / ) -h A'2,

k est par définition une constante, quand tx est nul G se confond avec Go

et par conséquent pour que ces formules soient compatibles il faut et
il suffit que Ton ait

VM V2» V3, N1? N2 étant des constantes.
La détermination des A et l'identification des deux systèmes de déve-

loppements ne constituent qu'une seule et même opération pour
laquelle nous avons considéré de proche en proche les termes d'ordres
successifs. Nous présenterons ici ce calcul comme une simple vérifica-
tion en supposant connues a priori les expressions de A,, A't, . . . qui se
trouvent au chapitre suivant.

On remarquera d'abord que ces expressions remplissent les condi-
tions énoncées plus haut et ensuite que Ao A',, A2, A'2 ne contiennent
pas de terme du second ordre en a, (3, y, e'; par conséquent on effec-
tuera la transformation indiquée :

i° En remplaçant dans $, Y] Z,

h — h' par a cos F, k — k' par ia sin F,

p » y cos H, q » t'y sin H,

/t' » e'cosf^, k1 » iVsinp',

k » i 3 s i n G ;
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'2° En ajoutant les termes que nous donnons ci-dessous :

[la partie entre crochets du développement de £ qui précède]

- A ,

— 2(« sinF + 2(3 sinG — e ' s ine ' ) A3

— c' cos vr Aj — 2 (a sin F - j - j3 sin G) A't — 4y ^a H A',

— (5 a2 sin F cosF + 4y2 sin II cosH-|-8aJ3 sin GcosF-H 7ae ' s inF COSP'

— 3 ae' si n vf cos F -+-12 (3e' sin G cos vf — 2 s'2 siu c>' cos e' ) A3

[la partie entre crochets du développement de YJ divisée par i]

H- 2 A't -+- 2 A3

+ 2 ( a cos F -h 2 e' cos v* ) A3

-a sin F s' s inp ' -h 2j3 sin G ) At

2 2 /

-H ( - a cos F -+- — e'cos^ / J A't — 2 y s inHA 2 — 2 y cos H A'2
\ 2 ' 2 /

-h (a 2 cos2 F — 3 a2 sin2 F — 4 (32 bin2G— 2 y2 cos* H — 8oe(3 sin F sin G

-h 2ae ' s inF sinv'^H- 4^6' cos F COSP'H- 3 e'2 sin2c'-+- 5 e'2 sin2p') A3_

[la partie entre crochets du développement de £ divisée par i~\

4-2 A ;

-i- 4 y cosHA3

— 2 y sin H Ai-h 4y cos H à\ -+- 4 (a sin F -H (3 sin G) A2— 2 a cosFA'2
4 ( a 7 cos H cos F — ay sin H sin F —• 2(3y sin G sin H

ê  sin H sin c'-t- 2y67 cos H cosi-»') A3

On obtient ainsi £, >̂ 4 en fonction des quatre constantes a, p, y» £'

et des quatre arguments F, G, H, P'. NOUS avons vérifié que ces nou-
velles expressions étaient identiques aux développements fournis par
la théorie analytique, elles contiennent cependant quelques termes du
quatrième ordre qui n'avaient pas été calculés et d'autre part G corres-
pond à l'argument G" du Chapitre II.

La longueur des calculs ne nous a pas permis de les publier complè-
tement; nous donnons seulement à titre d'exemple ceux qui sont
relatifs à quelques termes de différents ordres (les chifïres inscrits à
gauche sont les numéros des monômes correspondant à ces termes).
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CHAPITRE IV.
APPLICATION DE LA MÉTHODE.

Éléments de départ. — Les données initiales sont :

i° Les éléments osculateurs de la Planète Trovenne aune date donnée :

Mi, TZ19 9U j \ , eirrzsincp!, nx ou ax avec n\a\~f\

2° Les éléments moyens de Jupiter à la même date :
f

M', ro', 0', ƒ , Ê ' = sincp', n' ou a' avec nnan £ -a £
i p.

Nous supposerons ces éléments rapportés au même plan de référence.
Des éléments osculateurs usuels de la petite planète, on déduit les

éléments elliptiques du mouvement non troublé par des formules ( ')
que nous rappelons.

On calcule d'abord l'anomalie vraie wh el successivement [GÎJ par la
formule

^' par

t = sin© par

£ _ Ê 1 ^__ ^ | 6l +. cos

a par

on a la vérification

H'A , /(T1 — H'i\~l

a cos2cp!

M se réduit de w et de e.

(*) A^DOYER, Mécanique céleste (Gauthier-Villars, 19^3), t. I, p. 3 n .
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Tous les éléments doivent être rapportés au plan de l'orbite de Jupiter,
l'axe origine étant le rayon vecteur issu du Soleil et passant par le
périhélie de cette planète, on calcule encore :

An/ par la formule

,__ s i n / 7 s i n ( 0 , — 0')
° ~*~ c o s / ' s i n / i — s i n / ' cosj\ c o s ( # t — 0 ' ) '

/par
. . sin/sin^—0')

[6J par

avec la vérification

sin/ sin (ï ! ) = sin { ) sin
2 \ 2

et enfin

xs = [GJ] -h [0] — 0j -h GJ' — AGI'.

Les éléments de départ sont pour Jupiter
f

M', £''—sina/, AI' ou a' avec « '2a '3— —^—?

pour la petite planète

M, GJ, 0, / , 6 — sincp, n ou a avec nraA=.
i — ,

Détermination des constantes approchées. — Dans ce paragraphe les
lettres F, G, H et d'une manière générale toutes celles qui se rapportent
à des quantités variables, bien que n'étant pas affectées d'un indice
pour ne pas compliquer les notations, représentent les valeurs particu-
lières de ces quantités à l'époque de l'osculation.

Soient </ l'anomalie vraie de Jupiter et ^ = =F 6O°.
D'après une règle que nous avons toujours suivie quand figure un

double signe, on adoptera le premier ou le second suivant que la longi-
tude de la petite planète est plus petite ou plus grande que celle de
Jupiter.



On calcule

h - r

n — nf

p z=z s i n -
2

- 8'V —

— — £ sin(p'-r-tj;— es),
t

— = £ ' s i n ^ ' ,

k M 4-57 —M'—d>

4 = sin- sin(e'-f- ^ —
l 2

ot un premier système des constantes approchées a, (3, y, F, G, 11

7 (*-*')

4k

h

i
- a

t a n g H = —?
p

7 (A — A ' ) Ai — / i

sinF

7 k

sinG
i

cos F

__ h
cosG*

sm H G •

cosH

Ce système de valeurs sert de base au calcul de A,, A'lf i 2 , A't>, A3

dont les expressions qui n'avaient pas encore ete indiquées jouent un
rôle important dans le Chapitre précédent :

A , = f6cosF

»« jcosF

y2a !—co , (aH —F) + cosF

y 2 » | - j c o r a i l — P')

7- 0£ < COS ( 2 ( / — F )
4 ( 2

| " | 2 s i n ( a F - P') _ l° i si

T-^si s inF

— — s i n ( 2 H - F) -h ' sin F
7 2 6

— - U i n ( 2 H — o ' ) + ^ s i n n '

1

II
II
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3 . _
aö { —r; sin b

\6

sinF

=•=43cosF

!
53
— sin(2H —F) + sinF

— ^ sin(2H — v')
2

8 5
a j — - s ï n ( 2 P ' — F )

"öTi cos(2F — H) H— cos FI ±: '
200 2

cos H

•<xy~ |cobHcos(F—(;/)+^ros(F+(;'— H)
'2 ƒ O

-cos H

1 0 1
_ | | c o s ( 2 F - , ' ) + ^ c o s , /

j

9

—F)—g

[ j 2

- cos ( 2 H — p' ) — ̂  cos P̂
9 ^

— - sinH

_ sin (F
10

4sin H

288

j s i o H

]f

li

li

1
— t^') sin IJ

]i

sinHcoh(F—p')+g i

- s i n H

I J L c o s ( F — H - h v ' ) — ^ C O S ( F — P / ) C O S H l i

["5co,„
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£9
48

7 — 7 COS 2 G
4 4

f

. a _ ; s m ( b — p')
2 / 2

7 sin 3 G ~\— sin G
IO 2

- s i n G
2

sin G

— 8 sin G

s'
2

[i

ŷ r cos (F + G — v ) — —TT cos (F — G — s
4o 1O

On calcule un nouveau système de constantes d'après les mêmes for-
mules, mais en remplaçant respectivement

h - /*',

par
-(A- — /v') — A , , — — A 3 , p — A2, 4 — A . , ;

ces constantes serviront de base à une nouvelle détermination des A et
ainsi de suite jusqu'à ce que celles-ci soient obtenues avec une préci-
sion suffisante.

Calcul des arguments. — On connaît déjà

/o ~ o,99675753, £'0=0,08046387, hQ = 1.

Les valeurs approchées de a, pf y son^ suffisamment précises pour
permettre le calcul définitif de ƒ, g, h par lesformules
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L'indice i se rapportant à l'époque de Vosculation on a les valeurs
approchées de FM G<, H, dont on peut déduire *

ou en évitant cet intermédiaire

F = F, + ƒ ( * ' - Pi), G =r G, + g{ v' H = H,

Détermination des constantes définitives. — Supposons qu'on ne con-
naisse qu'un seul système d'éléments osculateurs, on calcule d'après
ces éléments pour l'époque de l'oscillation les valeurs numériques exactes

par les formules

i -+- lA= ^j- c o s ( p ' j - h d; — vt) — 2 s i n ( p , — 0 ) s i n ( p /
1 - h

5i z= ^- [ sin ( (/j + 4; — t>t ) + 2 sin ( e, - 9) cos( v\ +

*— 0) sîn*^ L

— 0) sin2 ^ 1
2 J

(/ - H 4; _ , . , ) _ a sin( (',— 6) sin ((•', + <|i -

— 2 s in 1 - sin (( '! — 6) COS( v\ -f- 41 — 0)

sin*^- F— sin(^ ,— 0) sin(^-+-vp — 0 )

avec

<w

v \ r'f na2 co«cp
? ',"" 7f «'«'* cos<?''

s i n ( fi — sin v\ ].



— 88 —

On calcule en outre les développements, déduits de la théorie analy-
tique, qui représentent les mêmes quantités (non affectées d'un indice)
en attribuant aux constantes leurs valeurs approchées et l'on considère

que les différences Â  — ̂ —£,A4 — ̂  — -2, •• entre les deux systèmes

de valeurs sont imputables aux termes du premier ordre. Ceux-ci sont
réduits à

£ = — a c o s F — O,J(3COSG, — i - ^ = — a s i n F ,

4 = ia sinF H- 2(3 sinG, -^ = 2 a cosF -+- o, 1613 cosG,

- = 2 y sinH, -~ = ay cos H ;

mis sous la forme différentielle

A£ = a s iaF AF — cos F Aa -+- o, 1 ((3 sinG AG — cosG A(3),

î

ils constituent six équations à six inconnues Aa, A(3, Ay, AF, AG, AH
dont la résolution fait connaître les corrections qu'il convient d'apporter
aux six constantes d'intégration.

Si l'on dispose d'un certain nombre d'éléments osculateurs répartis
sur une orbite complète, on pourrait par ïa même méthode obtenir
autant de fois six équations en Aa, A(3, . . . , qu'il y a de systèmes d'élé-
ments, cependant on peut simplifier les calculs sans diminuer beaucoup
la précision des résultats en ne conservant que les équations déduites
des valeurs numériques de \f r\ et Z.

Dans les deux cas, on ne s'en tiendra pas à une première approxi-
mation. Les corrections obtenues serviront k calculer de nouveau A£,

A(^)> • •• dont on déduira ces mêmes corrections d'une manière plus

précise et ainsi de suite.

Développements de £, YJ, Z. — Les développements de H, ̂ - . sont

écrits plus loin sous forme réelle; chaque ligne correspond à un
monôme dont le numéro est inscrit à gauche; on a groupé les termes

qui contiennent le même facteur en a, (3, y, --

Les coefficients sont donnés : i° sous forme de développements,
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2° sous forme numérique avec

8 décimales pour le ier ordre,
5 » 2e » ,
4 » 3e » ,
3 » 4e » ;

les coefficients du premier ordre ont été calculés par la méthode pure-
ment numérique, les autres sont déduits des développements.

Si la méthode est appliquée à la détermination d'un mouvement

pendant un long espace de temps, il faut conserver les termes en -^ qui

permettent d'obtenir les coordonnées de la planète sous une forme
entièrement périodique.

Dans ce cas on tiendra compte des coefficients qui sont entourés
d'un trait et, sur la même ligne, on négligera les autres.

On fera l'inverse dans le cas contraire, d'une durée relativement
courte, c'est-à-dire qu'on négligera les termes entourés d'un trait, ce
qui a l'avantage d'augmenter la convergence des développements et,

dans ce dernier cas, il convient en outre d'ajouter à ̂  le terme sécu-

laire
&$- ( — \/3]IcosF0-h %-\fï*- sinF0 ) (e'cosG — v\ cosGt).

2 \ 2 4 y

La durée pendant laquelle cette méthode est applicable dépend de la
valeur numérique de ce terme dont on a négligé le carré, elle est
toujours au moins égale à celle de plusieurs révolutions.

On passe du premier au second cas en modifiant seulement la con-
stante Go à laquelle on ajoute

a s ' ( 1 4 . ^ 3 i „

Les termes marqués d'un astérisque sont déduits des développements
du mouvement elliptique et non de la théorie analytique.
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—o,99^9 I034

f — 2 1/ 3 u — -7 u 1/ 3 a

— 0,10713060

1 3i

H- 0,50092

1 3

— o,50072

( i - K

-t- 0,99905

(9)

( l O i

f i n

( 1 i)

( • - >

3

cos (F

j cos(G

J cos(aF

f- a<j

„f

O

a —
2

-h ï .o'JGGo

_ — o , 9563(5

~ ( ' - , - 3
8

3
I x

— i,oo394

1,00111

) cos (F

Uos(F

\ cos (F

- G

H- f'

— ç'

(18) (— 2-1-2 y 3 JJL — i8fx-h -^{jLv/^Ht) cos(G-

— i , 90614

- 3l7 —
2 + 2 v 3[JL-M8uL-h — i pi * / 3 n ) c o s ( G — v'

3 v'3
8 ^

0,00062090

27 i/3

H- 0,000824^9

• • ( " • V ? F

-1- o,00108

— 0,09484

— o,ooo83

0,1^451

• Oj OOO2I

sin(F

=h ( ^ ~ |a 1— jx* sin(G

sin(aF

sin(2G

^ s i n ( 2 H

1 — ( o' V K ,. pt- ) s i n ( F + G
\ 8 J2 /
4-0,09693

^ ^

— o,ooo63

-+- 0,00139

) ± ( v' 3 Ĥ  -+" S
-4- 0,00H)2

J sin(F — p'

I sin(F H- P'

) sin(G4-(/

) sin(G— P1
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(25)

(T48)
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3
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-f- 0,1181
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-1-0,0089
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~ 0,1226

1

4
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Ç = (suite).

cos (F

cos(3G

cos(G

] cos(2F -

cos(G

G

COS(2F-P'

cos(2G-hF

cos(2G-F

cos (F

)

1.711

-3,i449

\/3 1201 y/3
2 96

-0,8867

5 v;3 265 v;3

— 0

2
<(

0

2

^-4

,1120

,1120

9 V 3
12

,i858

j cos(2F + v' )

— 4,2820

18
+ 0,6736

-0,3597

— O,5lO2

9 V'3 l 3 7 7 ]

^ s i n ( F

sin (3 G

sit>(G

sin(2F -+- G

^ sin f-2 F — G

sin (G

sin (2F

32
•3,8261

sin (2 G — F

\ sin (F
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(36)

(53)

(38) +

(54)

(39)

(4o) -h

(55;

(43) -r-

(45)

3 —

a

• 3 , 4 '

- 1,3333

i

2
-h o,5ooo

— 2,2362

- o,0096

\ * 1 V

-h 0,9733

ö V 3 f *

L -h 0,3333

i,5ooo

(46)

(47)

(58)

—

(_

—

(
H-

(-
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4

I,

2

6

°i

- f*

0064

-h 8 \f 3 fJL
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-h 8 v 3V
fÎ28o
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Ç = {suite).

\ cos(2 G H- v'

cos(F

cos(a H -h G

j C0S(2H — G

\ cos(G

)
/ „ F

V J 79 4 ~

cos(2ll + F )

) cos(aH — F

— o ï 7 i 3 6

- 1 ,oi85

58 y 3

9
- I T , 16'2 I

61

72

1,4674

8 {X
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-o,oi54

- o, o 15 r\

2

— I , I 5 4 7

)± ~
9

0,1925

cos(F )

) C0S(2P'-t- G )

) cos(2t/— G )

) cos(G )

sin( 2G -+- v' )

sin( 2 G -
)-

) sin(p'

— F

sin (F

sinfaH — G

) s isin(G

sin(aH — v' )
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(62)

(65)

(66)

(75)
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(io5)

(76)

(87) + Pv

(106)

06)

•+• T 1

1107)
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H- 1

— 2

—
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4,9^7

,2274
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— 0 , 1 4 6

9^9
384
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24
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16
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7
6

— 1 ,167
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cos(4F
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cos(4G
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6
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0,578
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(80)

(124)
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1
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I
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t
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5
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cos (F -h t>'
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V
i6
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) d=
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- i,28->

3i v 3
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sin(F— G )

sin(3F — p' )
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(85)

(86)
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• 0 , 3 5 4

12
"48
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— O,3OO

T

2
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cos (3G+F )=h

cos(3G— F )±

cos(G-f-F ) :

cos(G—F

- 0 , 8 6 6

VÏ
1

-0,866

- 3 , o 3 i

4
- 3 , o 3 i

)sin(3G-

sin(3G— F )

)sin(G-

sin(G —F
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(suite).
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2
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2
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\ c o / F
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j cos (2 F1
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« >
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)

5 \fi
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9 V 3

8

-h 1,949

) • •
s i n ( 3 G -h v'

\ s i n ( G — p'

iG

\ s i n ( 2 F — •

s i n ( 2 F
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11

48
• 0 , 2 2 g

Ï "48
o,35i

17
48

-o,354

— o,5oo

|_ —o,5oo

) sin(3F — P '

j sin(F 4- P'

2,562

sin(3G-+-F

— F

s in (G H- F

r — F

\ s in (3F-

\ sin(F -h

j sin(F —

- G

G

G

)

; ±

) ±

/ 29 \/3
l 16
— 3,139

/ 29 y/3

4- 3,139

7*
— 2 , 1 4 1

n5 v'3
i44

— 0,866

2
-0,866

^ / 7 V/3
4

— 3,031

3,o3i

j cos(F

cos(3F — P '

J cos(F 4- P'

cos(F — P'

— 2,093

—F

cos(G-hF

\ C O S ( G —
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- = (suite).

(90)

(156)

(100)

-h — a

12

0,417

5
12

0,417

- 7 , 6 6 ;

3

_ —7,667

3
2

• 1,5oo

(2OO)

(2OI)

(IO8)

L(

(-8

L( 8

(120) -h a2 (32

(204)

i3

i,625

i3

(

j sin(3G-+- P'

j sin(3G—P'

s i n ( G — v'

sin(2F-h 2G

J s i n ( 2 F ~ 2 G

J s in(2F

)

J V 9
- 5 ; 9 6 6

3i'v/3
)=h

9
-5,966

s i n ( 3 p ' — F )

* ) s in( p' — F j

) sin( p'-h G )

j sin( P ' — G )

0,433

8
— ^949

j cos(G -4- P'

cos(G — p'

cos(2F -h a G

cosf 2F — 2 G )

cos(2 F

23 V3

47'

•3 ,19-2

THhSE l'ALOQl'L
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( I I I )

(162)

(205)

(122)

(i83)

(206)

(u5)

(i63)

(207)

Y - -
- o , 3 7 5

(

V i44
-ho,6i8

\ i44

(

/ 49

+ 4,o83

( -

— o,5oo

( \
-h o?5oo

( -
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? = (suite).

sin ( î F -h 2 H

i* j s i n ( 2 F ~ 2 H

0,125

sin (2 F

sin ( 2 H

i * \

- 1 sin(2F — 2P '

sinf 2F

sin(2G -+- 2 II

sin(aG —2l ï

sin (2 H

— o,3oi

n 3 y/3
i4i

- i,359

89 y/3
36

- 4 , 2 8 2

18

0,674

• 0 , 4 ^ 3

4
- o , 4 3 3

- 2,598

j COi(2F

9

9 /
17,128

- 2 P ' )

cos(2F

j C0

9
2,694

! • )

j COS f 2 G H- 2 11 )

J COS(2G— 2 l l )

^ * ) c o s ( . G )

-1,443

)cOS(2ll )
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r\ = (suite).

(u-j)

(i43) H-p'?

08/f)

(208)

(ir9)

+ T 4
064)

033)

([34)

(i35)

(i36)

' i
3

4,667

(

—0,333

3
- 4 3

3
- 4 3

3
+43

3
- 4 3

7

,619

7

,619

7

,6*9

7

v/3jl
,619

— 1,333

2
— 0,866

— 0,866

)=L- -
58 y/3

-4 ,708

4,708

- - sin(G+p'

G — v'

sin(2F —

- G—P'

7
24

0,042

sin(G — v1

0,193

\ COS(2G

4 v/3*) cos (2 G

cos(ap'

282 v/3

9
- 4 4 , 6 4 9

* )

9
0,770

± f

. 3i

18 v ^
-h55,763

3L

~55, 7 63

3i

—55,763

3i

18 \/n
•4-55,763

263 / 3
i44

—3,i63

167/3
i44

H- 2,009

2 15/3
144

H-2,586

3n v'3

- 3 7444i
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(.53)

(•218)

(219)

('65)

(166)

('67)

(168)

(222)

(223)

( 1
3,5oo

(

(

6

96

6
+ 96

B.
- 3

3 i

V'3^
,582

3 Ï

V/3]!
,58*2

5 00

2 5

— 8,333

• ( - 1

53
72

-ho,730

_ 5 3

72

— 0,736

(

( - 1

— = (suite).

-o ,433

3 "

2

• 2,5oo

F —v' )

— 2,5oo

^ * ^ s i n ( 2 G — F - h <

j s i n ( 2 G — F — 1

- \

7

-h75,55O

/

3/]I
—75,55o

3y/3^ 1 — p' )

— *,^99

- o , 433

- n*)sin(F — PT )±

sin(2H + F - G

)sin(F

) s i n ( F - G

,467

- 1 , 4 6 7

)± ^ ^

-h 0,866

cos ('2 G — F — v' )

) cos(F

— 2,098

— F + G )

\cos (aH —F —G )

)cos (F -hG )

)cos(F —G )

- 0 , 8 6 6
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('73)

(174)

f224)

(225)

B
- 0 , 1 6 7

V 72
-0,264

(

(177)

(178)

(179)

+ Y 2 P -

(i8o)

( - 1

H
— 3,333

( »

/ io

v y

(226)

(227)

+ 3,333

0,674

85/3
72

2,045

•3,944

[8

-0 ,482

5 * ) s i n ( F — v' )

) sin(aH -h G -+- v' )

ztf

Û

sin(2H -

9
-ho,

^Û
9

— o,

2

192

192

î

i55

J cos(2II H-F ~ t>'

J cos(2H — F-h f'

j cos(2lln- G — v' )

cos(2H — G — (/

j cos(G — vf

I ? Ï 5 5
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zr (suite),

(i88)

(189)

('12,$)

2* \ sin(s P '— F H

'4*)sin(ap' F

)O

3 * ] s i n ( F G

i , 5oo

-G ) + (

62

9 V K

62

9 V / ?

62

9 V t*
+ 223, ()5l

62

9 V ^
+223, 05l

21 v3
4

3i v'3

3 Ï V 3

12

+ 4,174

2i y 3

4

— 9,093

cos(2P f

p ' _ F —G

5— J cos ( F •
12 /

cos (F — G )

(3) T t

(16)

(17)

(26)

(27)

23

1,00274

• 2,99535

V/3

2 + 2 v/3 ö K

•2,07964

3
1

- 0.7500

i44
-0 ,6181

sin(H

Vsin(F~~II

H

r — H

H

sin(aF —H

— o,ooio3

— o>oo3io

i44
•0,7337

)cos(F+H

s — H

- 2 ^ +

0,01482

0,01606

V
8

V
8

ï

3
-f*

)

)

cos(G +

cos(G —

II

H

\ cos(2F H )
/
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(33)

(34)

(5g)

(6o)

(63)

(64)

(68)

(69) + ocy-

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

7 t - ^
\ 4 y

+ o,9599

. , _ 9 . V

_ — 1,0401

1

-4-1,9733

— 2,0208

O,O8O2

(—

,3333

( - 1

2 — 8 v 3 f
- 1 ,5720

6 + 12 v 37
•6,

6 — 1 2 v 3
•5,3581

2 + 8 ^ 3
2,42!

r

-.zz (suite).

sin(2G H- H

).in(9G-H

sin(F — G + H ) zt (

\ sin(F — G — H ) +

/ i/3 7

(--T + 4-'
O,8l2O

— o,920i

o, ioi3

8 v l

• o,35go

27 -

o,io43

- 0,3590

— 0,5774

s in (F — H — P ' )=h ( -
\ v/3

— 0,5774

) s i n ( G + H — P '

) s infG — H H- f'

) s i n ( G — H — P '

J c o s ( 2 G -4- H

j c o s ( 2 G — H

G — H

^cos(F —G + H )

cos(F — G — H )

j cos(F — H + /

— H — P '
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? = {suite).
1

(Hl)

(82)

-+- a3 y

(19.5)

(126)

(

/

—

(

2

3

0 667

77

288

0,267

I

Ti
o63

25 I

96
2,6r5

(88)

- 0 , 2 9 2

(i55)

(93)

(169) -h y3 a

(170)

(175) [ (
-+- Y3 3

( • 7 6 ) T p L ( -

53
72

•0 ,736

19
24

) *

sin(3F —H )±

sin(F-hH )±

sin(F —H )±

sin(3G-f-H ) dz

sin(3G —H )±

) bin(Gi- H )in

) s i n ( G — I I )±

sin(3H - - F ) ±

sin(H-hF ) ±

sin(H — F )±

6l y/3
288

-h O,36y

48

— i,o47

235 y/3
96

— 4,^40

V^3
2

— 0,866

2
0,866

il
2

•0 ,866

2
0,866

61

72

• 1 ,467

6
• 0 , 2 8 9

l'a y/3
24

-5 ,268

cos(3F—H

cos(F+H

cos(F —H

cos(3G+ II

cos (3 G—H

COS(GH-H

cos(G-H

cos(3H - F

COS(HH-F

cos(H —F

) sin(G-f- H

) sin(G — II
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-. = (suite).

I 'v! I O )

('MI)

(i38i

(i3g)

— o ,333

9
4

- 2j2'JO

— 0,618

_ 9
4

— 2,2^0

/ 89_
\ ï 44
-+-o,6i8

( •

( i

E'

2

/

V

(
- h

( _

/

V

23
6
3,833

i

12

o3o83

29
2

i4,5oo

4
3

5

2

TMKSE PAT.OQT'F

9
• o , i g 3

O;D77

—v '
14 i

sin(2F— G-h H )

0,734
) sin(G-s- II

) s i n ( G — H

j si

H

H —
95 y/3
~36~

, / i3

s in (2F — H —

sin(W H- p'

s in(H — p'

18
0,096

83 y/3

11,980

9
-r-o.385

H- 2,598

— H

G-H

cos ( 'i F H- H — P' )

J cos('JtF — H -h P' )

— H — P ' )

j cos ( I I -f- P ' )

J c o s ( FI — P ' )



(i58)

(160)

(161)

' 2

( 3

( '3

3
— 10.667

'( I
1,5oo

(I97J

-. = (suite).

) si n f -2 G -f- F 4- II ) ±

) sin(2G — F — H ) ±

) s i n ( F - h H j±

} sin(F — II ) =t

— 0,866

y/3
2

— 0,866

3 v'3

i/-*99

'T"
-3 ,897

s i n ( - 2 G — H

sinCII — P'

j s i i i ( II — v'

-2 ,698

2 ,5Q8

o,866

^
— 33,486

j siii f y. r ' — F -h H )

\ s i n ( 2 p ' — F — II )

) s\n('2v' -t- G — H )

) sin(2p'— G— H )

) cos(aG+ F -i- H )

\cos(2G — F — H )

^cos(F-f-H )

cos(F — H ;

cos(aG-H H + P' )

cos (aG -f- II — p' )

)

) cos(2G

jcos (2G— H — 1/ )

J

) cos( H — v'
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(234)

(235)

(236)

(238)

(239)
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(241)
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14
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H
- 0 , 6 6 7

/ i4

( - 3

14

—87,237

14

3 y''3 |Jt.

-87 ,237

9

HH2}j

9
4

. -+- 2,250

9

- 2 , 2 5 !

9

- H—p')

) sin(F — G + H + P')

sin(F —G—H-hP r )

? " \ s i n ( F — G— H— P'J

3 i

9 v/?
-f-in ,525

V^3

9

3 J

9 y [l

-h II 1,59/5

3 i

9 v/?
-hii1,525

~^9~
— 0,193

3 i

-f-111,325

23 y 3

-+- 1,660

i3 v 3
8

- h 2 , 8 Ï 5

55 y 3

— 3,969

71 v3

— 5,124

cos(F4- G —H -hp')

cos(F-*-G —II — v')

os(F — G-hH — P')

\ cos(F — G — H + Pf)

c o s ( F — G — H — v' )



CHAPITRE Y.
EXEMPLE NUMÉRIQUE.

Les calculs effectués dans le présent Chapitre ont pour but :
i" de donner un exemple numérique de la théorie analytique;
2° de rechercher la précision qu'on est en droit d'en attendre, et

cela dans des conditions peu favorables à son application, la planète
choisie ayant à la fois forte inclinaison et forte excentricité.

Pour neuf positions de cette planète également réparties sur son
orbite de 45° en 4^°, on a calculé ses coordonnées d'une part d'après la
théorie analytique, d'autre part d'après une méthode numérique pré-
cise qui sera exposée dans une publication ultérieure.

L'ordre adopté et les formules utilisées sont ceux du Chapitre pré-
cédent, nous nous sommes donc borné à indiquer les données et les
résultats.

Éléments rie départ :

Jupitei (* ),
date :

Planète Trojenne (2) ,
même date.

«'=.^99^,14938
, a' — 0,7 162172

M — 8i°26'35",9.

9= 27°48' 7 " .9 ,

j-= 2 . 0 2 , ' a " , 3 ,

a =

(l ) Eléments moyens de Jupiter 1920,0 t. m. Greenvv.

(2) Éléments voisins de ceux de Ja planète (^T) Patrocle.



— 117 —

Détermination des constantes approchées :

4;=—6o°,

h =-1-0,01387496, -k — + 0 , [4256918,

/i;=z — 0,02216468, - / : ' = -h 0,0/4299010,

h = + o, 04104074, - k = -h o,oi753838,

f) = + o, 16127156, - ^ = -h 0,091 i4o44-

Premier système de constantes approchées :

F — 70. 6,2, loga = 9,02490,

G = 'i3. 8,3, log[3r=8,649Ô5,

11 = 29.28,3, logy =9,26774.

On adopte après six approximations successives :

Ai=: -f- o,oo6i45oi, A'j = H- 0,00677983,

A2 = H-0,00296779, Ao = - h 0,00242666,

A3 = -h o,ooio6885

et le système de constantes approchées

F 1 = 7 2 8'.38*5, loga^= 8,9889850,

G, = 21.5ï .55,6, log^ = 8,6456386,

H!== 29.15.59,9, iogy =9^587984 ,

Calcul des arguments ;

/ = / o + o,ooo4i523 = -f- 0,99717276,

^ = ^0—0,0026291 =4-0,0778348,

h z= /i0 4- o, 00000921 = + 1,00000921.

Nous nous sommes donné les neuf valeurs de 9' dont se déduisent les
valeurs correspondantes de F, G, H.



IIS

C» .

F.
G
II

•287. .28,9
'242.25.5Ï ,4

7. 3.26,6
199. o.54,i

334.59.57,3
290.16.i5,5

T O . 4 7 - 2 9 , 3

246.59.24? Ï

24.29.25,6
339.37.20,I

14-38.37,o
296.28.54,0

7 2 . - 9 . 3 6 , 7

27 .29 .22 ,6

18.22.47,7

344.^9- 6 , 7

117.16.-28, i
72. 8.38,-3
2 1 . 3 i . 3 5 , 6

109.17.41,2
ii\. 2 {3,6

23 . 8. 9,9

71 .17 .14 ,1

i 5 4 - 5 f . 4 7 , 6
28 19.33,7

112.16 . [0 ,6

O , „ j O , „
?/y9.. 16 . jO,3 2 8 7 . 1 . 2 8 , 9

1 9 6 . 4 7 . 3 8 , 1 2 4 1 . 2 4 . 5 1 , 2

3 1 . 3 5 4-V2 3 5 . 4 . 4 o } 5

199. 1. 6,0

F DJ1 m e du terme.

cos F
cos G
cos 2 F
cos(F ! G)
cos (F — G)
cos (F
cos f F
cosfG
cos(G
sinF
sinfF
sin(G

f- v )

— O

Calcul de £, >̂ .• — Les données qui précèdent ont servi de base au

calcul de £, >̂ -. pour les neuf positions de la petite planète. Nous indi-
quons ci-après les résultats obtenus et comme exemple les valeurs
numériques de quelques termes des développements.

Il est avantageux pour la détermination des constantes do calculer

séparément les termes de \ et de 1 qui dépendent de y.

La méthode adoptée est celle qui fait disparaître les coefficients
1

en — •

.3 s

w o

i

4
10
11
14
15
18
19
23
124
213

+0,'

— 4702

— 279/2

ï566

2343

2327

1681

832

394

a 584

106

88

4654
3619 -

— 679 —

1677 •

1976

2734

127

5 'i

Développements

Termes

— 0,091-295

— 4584

4- 3607

-*- 4 4 \ 1
- 3377

— ' 2J6Ï

— 1673
— i38i

4- '>/>. i 2

— IOI)

*~ 7 \
- x5

—0,ioo586

de i.
indépendant de y.

—0,086394

- 4496
4- 2733

4- 311 A

— 4071

4- 4lO

— 1669
4 - 3 l

4- i334

4- i345

— 20

- 73

—0,093388

—0

—

—

—

—

4-
—

—

—0

029862

4397
3866

3i3

2635

2335

i665

i542

4-0

_.

—

—

—

—

4-

215 i —

2774

99
89

,042021

-r-

—

—

4-O

,O39682

4289

3I8Ï

3382

78
i38

1662

20 3 2

i586

2662

4-0

—

4-
—

—

4-

129 —

1

,025653 4-O

,088202

4170

3o5o

4462

2458

2359

i658

i3{S

22 34

1236

roi
i3

,076653

4-0,093*13 6

— 4o35

4- 39O7
— 2 9 6 8

4- 3987

- 449
i653

i38

ii)>7

— 33
-T- 46

4-o,o843i2

4-0,046598

— 3877

— 258i

-h 5o5

4- 3695

-h 2319

— i65i

— 1609

— 7o5
2359

-h 57

4- 83

4-0,o35687Total.. -ho,032099 —o

COS2H
F )

Termes dépendant de y.

38
-1-0,026926

6538- h

—0,022850

6573

—0,019825 +0,028205
- 3743

-1-0,017182
— 6978

—0,026139 —o,023t59

— a4t)9 266 [
4-0,025924
H- 6590

Total. 4-0,00^655 —o,o5i6io —o,o >7<)oo —0,012968 —0,070336 —0,0)6198 4-O,OOI2&I

i— 0,101451V—o,x58486 —o;io6356 —0,073152 —0,0^4681 4-0,020457 4-0,078168 4-0,036948
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Forme du terme. ,*ë

Développements de - •
i

Termes indépendant de y.

sin F

sin G

sin i F

sin (F +

sin{F-

sîn(F +

sin(F -

sin(G-+

sin ( G —

sin(aF

sin( -2 F

sin (9. F -

-G)
-G)
v')
- v')

-v')
-v')

- G ;
-G) *
- G — v'

Total.. . .

1

2

A
10

11

14

45

18

19

24

25

) 136

— 0,

+

+

+

+

_

-4-

+

—o,

172852

IO867

'947
3746

386o

434
1689

3 Î41

4868

310

374

9

—0,

-r-

—

—

+

—

+

—

+

—

+

1825ij31—0

182914I—0

16 >6o ->-

i5+3 —

3426

4627

23G4

1693

925

2890

3->5

27 Ï

39

i(j>8 19

—

+

+

+

+

—

—

+

+

—0

,067898 + 0

22359 +

1549 +

400

2692

170

1697

23 7 9

845

184

348

47

,070105

+

—

+

+

+

—

+

+ 0

,090005

27888

1943

2870

743

2336

1701

3769

4oo4
399

2Ö2

28

,098089

-f O,l85598|+O,

+ 32(j39 +

+ i38 5

+ 3989

36o8

— 388

T- I7O5

+ 2466

— 49 'io
— 100

- 357

1

+0,192 {78

__

+

-

—

+

_

—

—

+ 0 ,

178070

37568

1766

2614

4690

2368

+ 0

—

—

—

—

1 7 0 9 ^

291 -

3 546 —

399
i65

33

182673

+

—

+ 0

,082674 - 0

41966'-!-

1823

226

3767

199
1712

2828

692

155

4i5

47

,093612

+

—

—

-t-

+
—

-1-

+

—

__

—0

,o56339

46337

Ï3I3

299»
1198

2329

1716

376i

2522

378

i5

42

,o33875

—0,171292

+ 50828

+ 1994

— 3973

+ 2081

+ 475
+ [719

— a315

+ 4699

- 157

— 422

16

—o,i4o683

Termes dépendant de y.

sin 2 il

sin f > 11 —

Total

Terme h

F)

éculiiirt

6

38

—0,020267

+ >9̂ ->

—.>,o»r>ü()

—0

—0

+

,0-23672

,090989

96

+ 0

+0

+

,026260

,0'iîiol

17

+ 0 ,

+0,

+

016908

8x39

039939

8

—0

—0

,028059

2247

0

—0,019993

+ 4"> 56

+ 0 jOr 3oo5

— 7

+0

+

+ 0

,023075

8946

;o54 »43

i3

+0

+

+ 0

,023731

8863

,o48i{6

—0

+

- 0

,020270

,007693

24

-0,188777 —0,213132—0,034984+0,131036 +0/18-8028 +0,190671 +0,147742 +o;oi4'>o2 —o,

Développements de -•

sin II

sin f F H

sin ( F -

sin C G -

h Hj

-11)

h H)

3

12

13

16

— O , I I 8 V 5 O

+ 17 > î 3

+ 36123

— 6769

—o,33ioj8

-»- 848

-J- 36332

—0

-

+

—

,32^854

176 jo

36237

11601

—0,097080

+ 368i

+ 36i45

+ 770

-̂ -o,i77|3o + 0 ,

+ 17390 —

+ 36o59 +

3437 >o l+o,

35978

i53o4

—

+

33 5860

17719

35899

9776

+ 0 ,

—

+

—

ï07555

2755

358 18

J074

— 0,118*270

+ 17494

+ 35732

— 12475

—0,064061 ,293262—0,301228—0,043639 +0,242735 +0,379868 +0,347777 +0,176693 —0,079342

Calcul de £, ̂ > ~Par une méthode numérique. — D'après les mêmes

données et pour les mêmes dates, les perturbations des éléments
elliptiques de la petite planète ont été calculées par une méthode
purement numérique. On a obtenu les neuf systèmes d'éléments oscu-
lateurs :
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w...
0 . .

260.38.17,8
332.17.54,3

27.47-39.7
2 1 . 2 1 . 2 2 . 2

8.14'10.91

0.7142277

3o5.43'
3 3 ^ . 3 i

27.I8
21 .21

8.13

2

4)
1 2

42
26

i 9

,8

, 0

.23

0,7139414

0 ,

3) i . 2
332.32

*748
2 1 . 2 1 .

8.n

V

47-2
33,1
{f.(i

1".5y

0,71372)2

36°.94'

332.32
27.48
21,9 1

8.i3

3,2

48,4
f2,0

36. ̂
[5.22

0,7139459

81.26/35,9

33249.59,3
27.48. 7,9
' > T . 2 I . 2 , 3

8. r4- 7.92

0,7143113

126/35.43/2
3Ï2.58.53,o
2746.59/)
21.20.49/2

8.i2.56,i4

o,7i4>i ' i8

0

171.53

332.58
27.46
9.1.20

8.11

38.7

39-4
49-9

0,7146149

217.145.6,9
332.52.59-2

97.46.38,1
21.2o.5o.6

8 11 43 -"-

0,7146273

0

332.
27.

21.

8.
O ) ,

24

58

46
2 1

IJ

• ht
.36,
. 3.
v>8

\
3

i
0

q u i o n t s e r v i de b a s e a u c a l c u l d e S ) 5 41» 4 -

log/v.

( > , — UJ . . . .

i

Ci

0,7322489

0,7090930

245°. D'.3O1;9

287. 1.28,9

-î-o,0369124

—0,1879251

—O,o64o3o5

0,683^226
0,6965679

291. i.5o,">

334.59 57,3

— o , 10029?/)

—0,2136709

—0,2920001

0,6^81173
0,6964929

a f.29.-25,6

—o, f 58?.3o2

—0,0366295

—0,3006229

0,6650498 1 0,713931")
0,7089267 ! 0,-249^43

47.40.15,8
72.29.36,7

—0,1064639

-o,1294046

—0,0435075

97.53.21,6
[17.16.28,4

—0,0741681

+0,1870733

-+-0,2417252

0,7546249
0,7353072

159.17.41,2

+0,1961377

4-0,3781921

0,7720772

0,7353648

173.50.32,4
2OO.l6. f2,3

-ho,0208207

-ho,1f89481

-M>,34632o4

0,76376)4 1 o,7307399
0,7090930

20S 37.36,6

242.16.40,3

+ 0,0787685

+o,oi53o82

+0,1761088

246 45.5O.3

287. 1.28,9

+0,0377074

—0,1472731

—0,0793719

Détermination des constantes définitives. — La méthode qui vient
d'être appliquée ayant été vérifiée par d'autres calculs précis, on peut
considérer qu'elle fournit une représentation rigoureuse du mouvement,
et les corrections qu'il convient de faire subir aux constantes appro-
chées pour obtenir les constantes définitives ont été déduites des diffé-
rences

+0,001158

+ «S 52

-+- 3o

•4 -0 ,001163

- «9

H- 1262

- h o

—

,ooo256

r646

60 5

—0,000108

— i63i

H- !3l

—0

—

,00101G

î) 5 >

1010

—0

-4-

_

,000573

467

1676

+o,ooo364

H- 1206

— 1457

-Ho,ooo3oi

-h io56

- 584

-0,000759

On a obtenu après plusieurs approximations

AF ~ — 0,009^5 ou — 3?/.2ç/
Ayr= — o,oo34ooy = — o jOOoCV, 170 ;

quant aux corrections qui se rapportent aux quatre autres constantes,
elles sont négligeables.

En ce qui concerne la correction AF, elle a été appliquée sous forme
différentielle aux principaux termes des développements de £, -?> - aux-
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quels il y a lieu d'ajouter respectivement

Correction à +o,ooo8i3

+ 83o

~ 4i9

+ 0

—

—

,000840

596

176

+ 0

—

—

,000373

1691

344

—0,000227!

— 5i4

—0 ,000720

399

290

—0

-*-

—

,000887

814

2l5

—0

—

,ooo548

i57o

+ 0

—

,000162

T616

536

+ 0

+

—

,000791

826

429

Pour appliquer à y la correction Ay, on remarquera que y2 est en

facteur dans les termes de \ et de ~ qui dépendent de y, on pourra donc

se contenter de multiplier l'ensemble de ces termes par

/ Ay \ 2

f 1 + —£ j — 1 — o, 006788 ;

en outre y est en facteur dans -. qu'il suffira de multiplier par

Ay
Ï _| L = i — o, oo34oo ;

il faut donc apporter encore à £, ~? -. les corrections suivantes :

Correction à £ O,0000l8

218

+o,ooo35o

+ i38

•*" 998

— 238

1025

-+-0,000088

— 224

-hO,OOO2II

3o

— 825

4-0,000477

— 88

— 1291

+o,ooo38i

— 368

— 1182

-4-0,000040

- 327

— 601

—0,000009

Comparaison des résultats. — La théorie analytique, d'une part, la
méthode numérique, d'autre part, ont fourni l'ensemble des résultats :

Si

«.-

Résidus..

Résidus.

Résidus.

4-0,035912

-H>,o35549
-1-0,000363

—0,187920

-0,187900

—0,000020

—o,o64o31

—0,064262

-ho,000231

—o,100293

—o,100266

—0,000027

—0,213671

—0,213590

0,000081

—0,292000

—0,292440

-HO,OOO44O

-o,i5823o

—o,157720

—o,ooo5io

—o,o3663o

—0,036913

-1-0,000283

—o,106464
—0,106495
H-o,oooo3i

-o,129405

-4-0, 129290

+0,000115

—o,o435o8

—o,3oo547

—0,000076 -4-0,000497

— 0,074168
—0,073666

—O,OOO5O2

+0,187073

+0,187659

—o,ooo586

+0,2417^5

+0,241620

+o,oooio5

—0,045204
—0,04^091
—o,oooi63

+0,196138

+0,196397

—0,000259

^0,378192

+0,378362

—0,000170

+0,020821
-1-0,020290
+o,ooo53i

+0,148948

+0,148944

+0,000004

+o,34632o

+0,346204

+o,oooi [6

+0,078769
-0,078670

-1=0,000099

+o,oi53o8

-J-0,015541

—o,ooo233

+0,176109

-M),i75556

~J-O,OOO553

+0,03^07

—0,000023

—0,147522

+0,000249

—0,079372

—0,079301

+0,000129

THESE PALOQtlE
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Le résidu le plus important étant égal à 0,000586, la position de la

planète est déterminée à deux minutes d'arc près malgré une incli-
naison de 2i°, et il conviendrait pour obtenir des résultats plus précis
de calculer des termes d'ordre plus élevé dans lés développements
de £, yj, "Ç; mais les résidus sont nettement périodiques et c'est en
cela que réside l'avantage de la théorie analytique; celle-ci en effet a
permis de représenter le mouvement des Planètes Troyennes avec
une précision indépendante du temps.

Vu et approuvé :

Paris Je 27 juin 1925.
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<iw Chapitre I

sin(F —V')

sin(F-hY /)

3 i/3 17 v/S

— o,ooo6',i7o

, p_ t = p ér-<(>, Y-i = T e~l

fi — ^ _ ! )h-h Sx — S-i
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f

sin(F-h V')

sin(F— V')
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— 0,0006170
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