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PREMIERE THESE

THEORIE ANALYTIQUE

DU

MOUVEMENT DES PLANETES TROYENNES

INTRODUCTION.

Les Planctes Troyennes, qui gravitent au voisinage des centres de
libration du systéme Soleil-Jupiter, ont fait1’objet de travaux nombreux
et intéressants, mais généralement demeurés inutilisables dans I'appli-
cation concrete; ils n’auraient pu étre rendus fructueux qu’a la double
condition de ne pas négliger certains éléments essentiels du probléme
et de poursuivre les approximations, au prix de calculs d’une longueur
et d’'une complication extrémes (*).

Une théorie analytique du mouvement de ces astéroides imposait
donc, pour répondre aux besoins de la pratique, 'adoption d’une
méthode nouvelle, sucesptible d’écarter les difficultés rencontrées dans
les recherches antérieures, tout en donnant plus de rigueur aux
résultats.

Le but de la présente étude est de développer cette méthode.

(') Cependant depuis que nous avons entrepris cette étude, M. E.-W. Brown a
publi¢ une Théorie des Planétes Troyennes avec application 4 la Planéte Achille;
nous nous faisons un devoir de signaler au lecteur cet important travail : Theory
of the Trojan group of asteroids (iransactions of the Astronomical Qbser-
vatory of Yale University, vol. 111; (1923-1925).

TII'SE PALOQCR 1
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M. Andoyer a bien voulu nous en indiquer les principes et nous faire
longuement bénéficier des plus précieux conseils.

Nous lui dédions ce travail comme témoignage de notre profonde
reconnaissance.

Le premier Chapitre est consacré & 'exposé¢ de la théorie analytique
dont nous nous bornerons & mentionner ici les caractéristiques :

Le mouvement de la petite planéte est rapporté a un systéeme d’axes
mobiles ayant pour origine le centre de libration et invariablement lié
au rayon vecteur de Jupiter; les variables introduites dans les équations
sont non point les coordonnées par rapport a ces axes, mais les rapports
entre les valeurs de ces coordonnées et la distance Soleil-Jupiter a I'ins-
tant considéré.

La variable indépendante est la longitude vraie de Jupiter, ce qui a
permis de simplifier I'expression de la fonction perturbatrice.

Les seconds membres des équations du mouvement sont développés
suivant les puissances croissantes des variables qui sont supposées res-
ter de petites quantités. L’intégration de ces équations, dans lesquelles
on n’a conservé que les termes du premier ordre, constitue la solution
de base et a permis de retrouver les résultats déja acquis. Cette inté-
gration a été poursuivie par la méthode de Hill et Brown.

Le développement de la théorie, en tenant compte de termes du qua-
triéme ordre par rapport aux variables, fait I'objet du sccond Chapitre
dans lequel nous n’avons indiqué que les résultats principaux. Les
coordonnées d’une Planéte Trovenne v sont déterminées en fonction de
la variable indépendante, de la masse de Jupiter et de six constantes
arbitraires.

Dans le troisieme Chapitre, nous montrons qu’en annulant la masse
de Jupiter on retrouve la solution képlérienne et les calculs effectués
fournissent les expressions des constantes d’intégrations en fonction
des éléments elliptiques. Dans le quatriéme, qui dispense d’une initia-
tion antérieure, nous avons cherché 4 exposer simplement Pappli-
cation concréte de la méthode; on y trouvera 'ensemble des résultats
qui précédent sous forme 1éelle et dans I'ordre o ils doivent inter-
venir.

Un exemple numérique donné dans le dernier Chapitre permet de
suivre pas 4 pas cette application et de reconnaitre 'exactitude des
résultats. Les coordonnées de la Planéte ont été caleulées pour un cer-
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tain nombre de positions egalement réparties sur son orbite et compa-
rées avec celles que fournit une méthode plus précise mais valable seu-
lement pendant un temps limité; an contraire la théorie analytique, qui
a permis de représenter le mouvement d’une facon exclusivement
périodique, est susceptible d'une précision indépendante du temps.

Il n’a été considéré dans cette étude que 'action du Soleil et celle de
Jupiter, en supposant invariables les éléments de son orbite.



CHAPITRE L

EXPOSE DE LA METHODE.

Le Soleil S de masse m, estl’origine d'un systeme d'axes de directions
fixes SXYZ.

Jupiter J de masse m’ décrit une orbite képlérienne dans le plan des
XY; SX est dirigé vers le périhélie, n', o', #,'¢', ¢’ représentent respec-
tivement : lc moyen mouvement, le grand axe, le rayon vecteur, I’ano-
malie vraie et 'excentricité de cette orbite.

Une planéte M, sans masse, est soumise al’action de ces deux astres;
son mouvement, qui est celui d’un point matériel de masse 1 avec une
fonction de force n'?a’*V, est défini par les équations

d*X Y

2q'2

ac " X’

dans lesquelles X, Y, Z représentent ses coordonnées et £ le temps.
Prenons comme nouvelles variables x, y, = :

X Y Z
X == — = — 5= -
r Y r’ I

comme variable indépendante ¢ et cherchons ce que deviennent les
équations.
Posons pour simplifier les notations :

1

P veese - MEVI—
d’ot
X=dh'"x, ce ce
do' n!
de 9’211’3’

1
dx  d'n'| 1 da (E)
—_——— pa—
4t n p’ dy’

dv’
' 1
d*X _ a'n?} d*x ey p_ ] n'*a'* oV

de ;’311" der NP T g ’/1 dz’
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d? (—l-,>
' g

dy'*

On a I'identité

o =p —1,

et les équations du mouvement deviennent

avec
L
Ui=p" A2V + ~(p'—1)p%,
p?= &+ y*+ 5%
Cette importante remarque, qui permet de tenir compte simplement
de 'excentricité de Jupiter, est due a M. Nechvil, professeur a I’'Univer-
sité de Prague.

Equations du mouyement. — Faisons tourner les axes de o'+ ¢,
¢ ¢tant un angle constant. Les coordonnées de M par rapport aux nou-

veaux axes sont :

(1 + &), r’;?, r’% (i=y=1),

et se déduisent de z, y, =z par les formules

= (1+E)cos(¢'+ Y) +in sin(v/ 4 ),
y=(1+E) sin(¢/ + ) — incos (o' + b),

5 =—18.

Les variables étant maintenant £, n, { et la variable indépendante

) T=1iv,
on a les équations
d*; dn . oU oU
Pt
A dp oU,_  9U
d<t T Tdr T on on’
d*¢ - Qp_,x_c oU
dz* - gt T oL

avece

. ¥
= oAV + — o/ g2,
- o

pzz(l+£)2—‘ﬂ2—§‘.
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Soient r = SM, = IM, f la constante d'attraction, on a les formules
bien connues

R 3= f(my-+ m'),

. AN
PR LT 7 (/ ',)
nat\y = = Jm = — acos\r, v .

Posons
_ m'
b= my -+ m'’
d’ou
Sre=(1—"w)n?a', Jm'=pna’,

et

1 1 r | AN

U= (1-—1.1.)(/(; + 5p2> + ‘u‘o'[g + p’—pcm(;, r’)],
o =1+ pt—agcos\r.r'),

/\/) ) o
scos\r, 1') = (1+ <) cosd (g sind,

Voici comment ces équations générales trouvent leur application dans
le cas des Planétes Troyennes; on saitque celles-ci restent toujours voi-
sines de I'un des centres de libration, c’est-a-dire de points qui se
déduisent i tout instant de Jupiter par une rotation de 60° autour d'un
axe perpendiculaire au plan de son orbite ¢t passant par le Soleil. Si
nous donnons &Y P'une des valeurs = 60°, &, 7, { resteront de petites
quantites et ies seconds membres des equations du mouvement pourront
étre développés suivant les puissances croissantes de ces quantités.

Nous poserons donc, suivant la planéte considérée,

U =~+60°, 7 =—1\3,
ou bien

N Iy
4 =—=60°, 7= 1y3.

On pourra écrire dans les deux cas

< .
chos r,r =L+ c— 7
?
- 3
7 =1f{+yan+— 2=

d’out
-1 i - W
L :(t-y),o’[(w—a) ‘+;(l+c)]+;¢p’[(l—1—'ﬂ) -—T—Z]a

en fatsant
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et finalement en supprimant les termes sans effet

1.3 1.3.5 1.3.5.5
U=(1—u)o 1.9 5 3 D7 L
(= [2.4 T 46 T3568°
[ 3,138 585
o _2.4’ 2‘4.60) ’*—'z'.";'.fiv.'i‘%m

1l est & remarquer que l'excentricité de Jupiter ¢ n'intervient dans
les équations que par I'intermédiaire du facteur p’, ce qui est avantageux
pour la simplicité des calculs et ce qui met en évidence, quelle que soit
cette excentricité, la solution de Lagrange. En effet le systéme de valeurs

AR

X

=0, n=o, =o,

qui correspond & un centre de libration, entraine

JU

» = 0, g =0, 5; — 0, cely

et vérifie identiquement les équations du mouvement.

La partie de U indépendante de ¢ et du plus bas degré, est

b

3 3
, ()& (S )

ou
Si 'on fait

on a les équations définitives

d2£+2@+<' '”9“>E+§(‘)‘77’+Q‘R:0
dr? dr 4 =4 0% ’
(fﬁ+2¢_t'§_<3_[“7£+9#n _V()_R:O
dt? dr 454 T4 an
ar IR
g ¢ ?l_f oo
Racines des équatiqns caractéristiques. — Si I'on néglige R, les équa-

tions sont linéaires, homogenes, a coefficients constants et sans seconds

membres. Cherchons une solation de la forme
f=aelt,  n=3eF,  [=yel,

e étant la base des logarithmes népériens.



/ est racine du svstéme
(f*—l-%—%p) +3(2/
a(ﬁf— 7;#’-%) -+ ﬁ(f“r

)=
) =

ou encore de ’équation caractéristique obtenue en é¢liminant x et 3

L3
e
9

o 2
f—=rr+ %}L(l——lu):().
S est racine de I'équation caractéristique

f*—1=o,

(ui admet la racine positive réelle
f’ —=~1I.

Quant a l'équation précédente, elle admet deux racines positives
réelles quand on a
1—2yp(1—p)>o0

ou encore, d'une maniére approximative,

r< 95,
la solution est alors périodique etil yalibration, ¢’est ce qui se présenie
dans le cas des Planctes Troyennes puisque w est voisin de o5 -

Les deux racines /, et f, peuvent étre obtenues soit sous forme de
développement suivant les puissances de w, soit d’'une manicre pure-
ment numérique en résolvant I'équation en faprés v avoir remplacé w
par sa valeur. Les calculs ont été effectués par les deux méthodes et on
a obtenu d’une part

27 3213 w 27.13149 |

Si=1— BT ‘—__1094

\/3u<1—i— T 231'[93",'.’—1—...);

28
d’autre part, avant adopté pour w la valeur

logp. = 6,9794916,
J1=0,99673752 (6),
J2==0,08046387 (o),

avec huit décimales exactes.



—9 —

Il est intéressant de comparer ces derniers résultats avec ceux que
fournissent les développements, ce sont :

En tenant compte de I'ordre p*.... . fi=0,99675784
» [T Ji=0,99675754
» pVp.... fi=0,08046133
» w2 . fa= 0,08046386

Solution générale. — Posons

£ . B &
e’I:;e-, = e i
de sorte que

P,: [I — EII —+ 5’_[]—1_

Dans les dquations d (OB OR OR lacés
ans tes equatlona au mouvemen "Jg’ E)—, _(E seront remp aces par

leurs développements suivant les puissances de £, 4, {, ¢/, ¢ ,. Nous
remarquerons que dans ces équations il n’y a pas de terme ne contenant
que &) et ¢, dans les deux premiéres { ne figure qu’avec un degré pair,
dans la troisitme qu’avec un degré impair.

Soient F, G, H trois arguments ayant respectivement les formes
S +F, gv' + Gy, ho' -+ H,,

/> &, h étant des coefficients positifs a4 déterminer et ¥y, G,, H, trois
angles réels arbitraires. Soient de plus «, 3, v trois constantes arbi-
traires réelles supposées petites et associées a F, G, H de la maniére
suivante :

I

. .
et o= e,
e-—l(-

- — oy p—tll
1 i ) /—l——/ed,

W o

g_—=ae

oy —oael, ﬁ,
3-

les coefficients de © dans les exponentielles sont

./’ 5" h)
—-f —g, — I
Nous supposerons, ce¢ que le calcul vérifiera, que %, 7, { sont déve-
loppables suivant les puissances des huit quantités
Ty, oy, .317 r’j»—h 717 7— 1 EIU 8:_1,

avec les restrictions suivantes qui se déduisent de la forme méme des
¢quations du mouvement :

L1181 PATOYLY

[
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Il n’y a pas de terme ne contenant que €, et ¢ ,; dans % et 7, v, et y_,
sout toujours avec un degré pair (ensembie), dans { avec un degré
impair.

Les développements de % et vy ne comprennent ainsi que des exponen-
tielles qui figurent dans les deux premiéres équations, celui de I que
des exponentielles qui figurent dans la troisicme équation.

Le terme général de ces développements est un monome M composé
avec les huit éléments ci-dessus et multipli(& par un coefficient que nous
désignons par A dans ’:’, B dans v, C dans {; or, par définition, £ est
une quantité réelle, n et T sont purement imaginaires, chaque élément
tel que AM est associé a I'élément conjugué A'M’, M’ étant le monome
conjugué de M, on a donc en comprenant dans le terme général les éle-
ments conjugués

E=...AM - A’M' +
n=...BM 4+ B'M’ +
{= M-i—(JM’-i—

A et A’ sont conjugués et de méme signe; B et B, de méme C et ¢’ sont
conjugués et de signes contraires, ce qui permet d’écrire
A =a+id, B= b+, C= c+1i,
Al=a—1id, B'=— b+ b, C=—c+ic.
Le retour a la forme réelie est d'ailieurs immeédiat si

3’[:9!}1)‘1_.};"‘3 1I3 '/ l/’l/ —Icl‘ll e/ 51-:’

on a pour la partie considérée de %, 7, {,

= B B
g\ Sits 2a cos[(pr—p_1)F+(q1—q-1) G+ (ri—r_ )H+ (s,—s5_,)¢]
= \2 —aa'sin[......... e e e ] % -
3 =. .. ofP— B’/i‘*"/—lﬂ/"ﬁ"‘ﬂ
l
&\ 51— P L X [ A ]
~ (; ;+2b’cos[ ......................................... ]E+
-
T o B e
: + p /
a\s-f  2e sinf...LL e
< (°—) % ) b e
2, “+2c'cos[....... .. N 1

Le monome M peut étre son propre conjugué, il est alorsréel et cons-
JUD ’
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tant; ses coefficients seront de la forme
A =a, B = b/, C=1ic.

La solution du probléme est ramenée & la détermination des valeurs
numériques :

1° de f, g, A;

2° des coefficients a, a’, b, ¥, ¢, ¢’;
%, 0, (et par conséquent les coordonnées de la Planéte Troyennc seront
alors connues en fonctions de ¢’ et des six constantes arbitraires

o, .6) 7 Fo, Goa Hoa
déterminées d’aprés les conditions initiales.

On pourrait, sans modifier ces résultats, multiplier « par un nombre
quelconque, tout en divisant par ce nombre les coefficients numériques
des monomes qui contiennent o au premier degré, par son carré ceux
qui contiennent « au second degré, etc.; et comme on peut répéter ce
raisonnement pour f et y, on voit que dans§, v, £, on peut choisir d’une
maniére absolument arbitraire I'un des coefficients numériques de «,,
de B, et de v,.

Nous prendrons le coefficient de «, et de §, dans 7, le coefficientde v,
dans (, tous égaux & 1; on a donc les expressions du premier ordre de v
et g

n=o—a+pi—fB
C=yi— 71

quant 3 expression du premier ordre de &, elle se trouve entiérement
déterminée. D’aprés ce que nous avons vu plus haut, le rapport entre
le coefficient de I'un de ces termes dans & et le coefficient du méme
terme dans v est égal a

3 3
ARG :_Zf—zw..
1y 39 iy 9y

Sfr+3 s f+['lu

le premier de ces deux rapports sera seul utilisé, ce qui évite I'inconvé-
nient d’un dénominateur voisin de zéro.

Les coefficients de «,, «_,, B,, B_, dans & sont obtenus en donnant
successivement a f les valeurs

+flv —"fh +f27 —fz;
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la partie du premier ordre de % est alors

3 3

2f1+ 717, 2 fi— 5 .

E= o B “+ o, —_
Ji+3—2p fi+3—Fp

3 - / 3 o

2f2+z“*7, 2f2—7’5”/.

+8f - — )+ -
fiv3— e fiv3— 7

On porte ces expressions de £, v, { dans les termes du second ordre
des équations du mouvement qui sont intégrées par les méthodes géné-
rales concernant les équations différentielles linéaires avec seconds
membres, dont on peut poursuivre 'intégration en tenant compte de
termes d’ordres de plus en plus élevés. Cependant il apparait une diffi-
culté quand le coefficient de = dans I'’exposant de I'un des termes du
second membre est racine de I’équation caractéristique, 'application des
méthodes générales introduirait dans la solution des termes séculaires
qui rendraient trés difficiles la continuation des approximations et se
trouveraient en contradiction avec la nature périodique de cette solution.

Une telle difficulté se présente quand le monome considéré est équi-
valenta a,, @, B,, B_,, ¥,, Y_:, ¢’est-a-dire dont le rapport a ces der-
niers est un monome constant.

On peut encore dans ce cas satisfaire aux équations du mouvement et
éviter I'introduction de termes séculaires :

1° En prenant pour ces monomes des coefficients nuls dans v et {;
2° Endéveloppant /, g, A, suivant les monomes M qui sont constants :

S = Jo+ faoioi4 f3BiBor+ fyyiy—+ Jeg el + feoia® 4 fagayo BB+ ..
&= 8o+ Zuot -1+ g8l B + gy Y1y geEi e+,
h=ho+ hgoyo_1+ hgB, B+ Ayyya+ he€iel +. ...

Il est clair que I'on devra prendre pour les parties principales de /,
8k
Jo= S, &o=J2 ho=-+1,
on verra plus loin comment s’effectue la détermination des coefficients
numériques fo, fa, .- .-
La méthode générale d’intégration est celle des coefficients indéter-
minés.
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Pour faciliter les notations, les monomes sont numérotés arbitraire-
ment dans 'ordre ol on les considére; sur deux monomes conjugués il
suffit d’en considérer un qui sera seul numéroté.

Soient M, un monome et A, B, les coefficients correspondants
dansé, ¢

E=3A,M,  7n=3B,M,.
Il s’agit de déterminer A, et B,.
Le coefficient de 7 dans I'exponentielle du monome est

K=(pr—p-))f+ (11— g-)g + (ri+ro)h+s+s5_,
et sa dérivée n'*™® par rapport a <

an .
;{—T—u (Nlp) —_ I\u)]p.
Soit K, la partie principale de K

Ko=(p1—p-1) o+ (q1—q-1)&0+ (ri+rog)hg+ 51+ 54,

on a
5 S
Ei——_:- = 3K A,M,=3K,A,M,+ S[Z(K —K)A, M, ],
d*z . . G g
o5 = IKPALM, = BK3A, M, + S[3 (K=K} A, M),

Nous avons remplacé certains indices p par p’ et p”, ce qui ne modifie
rien a la signification des sommations étendues & tous les indices, pour
montrer que ce sont les produits

S(K—Re)M,,  S(K2—K2)M,,,

qui font apparaitre le monome M, le seul qui nous intéresse pour la
détermination de A, et de B,.
n , sions précédentes, ainsi que les expressions ana-
Portons les expressions précédentes, a les expressio

dn d'n , . o
logues de ——+ ~— dans les équations du mouvement, il vient

A 3
) [A,, (1\,-; +3— le.> + B,,(gk(,—f— [_‘;174)] M,

+ 3] (K — KD A, My 4 2(K— Ky By M, 1+ OF = o,
s[a, (2K~ 3 B,(Ki+ 2u) |1
~ pkg o—z.ux + B, 1\6'*‘?;1‘“ M,
IR

+ 2 S[(K2—K§) By My + 2 (K—Ko) Ay M, ][ — 5= = o
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et dans les premiers membres de ces ¢quations le coefficient de chacun
des monomes M, doit étre identiquement nul. Appelons X, et Y, les
coefficients de M, dans les expressions

OR R,
0’ X M —()—‘ +Y \‘l,ﬂ

avec
M, = Z[(K*— K2)A, M, + 2(K — K,) B, M, ],
Y,M, = 3[(K2—K2)B, M, + 2 (K — K,)A, M, ],
expressions connues 4 ce moment du calcul; on a ales équations
A (K‘-’ 32 B, (2K, -+ > X —
p\Boto— )+ P(Z ot Z )T Ar=0,
A, (2[(—— > +BP<K§,+%#> + Y,=o,

qui sont résolues par rapport aux coefficients A, et B, cherchés

3
(2Ko— 3 M)x,,—(xg-m— %@Y,,

B,=—
K —Kj +—4‘H('—M)
3
Xp+ (2 Ko+ ZP“X.) B,
A, —— .
Kj+3—72p
Le-calcul est impossible si K, = == f, ou &= g, ; dans ce cas qui se pré-

sente exactement autant de fois qu’il y a de coefficients tels que
Sus f3s -+ -5 dans et g, le numérateur de B, égalé i zéro détermine jus-
tement I'un de ces coefficients et de plus on prend B, = o suivant la
convention faite.

Le calcul de B, présente des difficultés pour K, voisin de zéro ou
de == 1, celui de A, jamais.

Si M, est un monome avec r, et 7_, impairs, le coefficient correspon-
dant C,, dans { est déterminé de méme.

Soit Z, le coefficient de M, dans

IR

A SNE7S
—gf T My

avec
Z;,Mp: 2(1\2_ Kq)(-‘p M[)?



expression qui est connue d’aprés ce qui a été déja fait,

.

.

Cp= 2o
)p— I — 7

. 1]

Si K,===1, on a C,= o par convention et I’équation Z,= o déter-
mine I'un des coefficients A, Ag, ... du développement de A.

Il'y a des difficultés si K, est voisin de == 1, ces difficultés et celles qui
ont été signalées plus haut se présentent quand les dénominateurs
de B, ou de C, contiennent en facteur une certaine puissance de p.

En général, dans ce cas, les numérateurs contiennent la méme puis-
sance de . en facteur; il est évident en effet que v, { ne peuvent croitre
indéfiniment quand w tend vers zéro, puisque I'orbite se rapproche de
plus en plus d'une ellipse, cependant on peut prévoir une exception a
cette reégle.

Cette exception a lieu quand le dénominateur

i~ Kt 20—
est d'ordre supérieur a w, c’est-a-dire quand K, est racine de 1’équa-
tion caractéristique a un certain degré d’approximation.

Par exemple,

Ko=g +ps';
le dénominateur de B, est d’ordre wy/y., tandis que son numérateur est
seulement d’ordre p., puisqu’il contient des termes de cet ordre qui ne
sont intervenus dans aucun calcul antérieur.

Nous montrerons que la solution générale convient encore a ce cas,
c¢’est-a-dire que 7 reste fini quand v devient nul, a condition toutefois
de modifier certaines constantes d’intégration.

B,, étant indépendant de = on peut écrire

B,M,= 2B, ehrrie
Ve

ou encore ¢n développant I'exponentielle

2
3 o — -
=By, e \u 3B, e+ G T 4,

V-

La seconde partie de cette expression représente des termes sécu-
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laires d’ordre y'u: quant i la premiére

-

B,, ¢S,

en posant

5 etr= 3 (+ ) e m=a(ie ).
Vi Vi

L’équation conjuguée achévera la détermination de 37, G” qui, sub-

stituées & 3 et G comme constantes d’intégration, feront disparaitre les

termes de 7 conlenant \'w en dénominateur, mais avec introduction de
termes séculaires.

Si les calculs sont poursuivis avec les constantes primitives, il est &

remarquer que tous les 3, sont susceptibles d’acquérir dans %, », L le

=
facteur
o B
Vir

Vérification des calculs. — On pourrait, i titre de vérification, s’assurer
que les équations du mouvement sont satisfaites quand on y remplace
£, n, Cpar lears développements, mais il est préféerable d’utiliser a cet
effet, au lieu des équations elles-mémes, des combinaisons de ces équa-
tions partiellement intégrées qui présentent le double avantage :

1° de simplifier les calculs;

2° d’éviter des fautes ue 'on s’exposerail & commeltre en reprenant
en sens inverse des calculs identiques.

Eerivons les équations sous la forme

¢ & T
dtn _ di QU
() Tam e Yd T oq
d* aU
(¢) —ge T { — oz

Multiplions (@) par — 7, (b) par — (1 + %) et ajoutons, il vient

¢ . dn di) _d o, . : . oU  gU
'(h_[(l'*“c.’d? | T e b= 2]+ (1+0) on TR



— 47 —
d’ou, en intégrant,

da

(d) 6_1;+2£+£d'n _dE

& " "ax

:f[l+£)d +nd;g]df

(4 une constante pres).
On peut observer que U ne dépend de &, n que par I'intermédiaire de
oget o et que

+ 82 —n2=],

avec

o ol
'E)E '—2(I+£)’ % =27,
%)-—1 2€ d—m— —2
g = 1% gn — AT 2D
w est donc en facteur dans J qui se réduit &
(e) J—/(,c+/c€—ﬂ)—df

Multiplions (a), (), (¢) respectivement par 1 + &, v, { et ajoutons,
il vient

d (li'n d’c dn d 5 '
/) )G — g~ =t DG g U
avec
()U dU ou
(1 E) E n Cdc'

Si U, désigne I'ensemble des termes de degré n en &, v, { dans U, on
a d’apres le théoréme d’Euler
(g) U= ‘f;g + 20U,
.. . d d d .
Multiplions (a), (b), (c) respectivement par 22‘3, 2 Zz'jfl’ 2d—f et ajou-
tons, 1l vient
ds? dn? dgr\ oU dE, U dn -+ QE dac LTy
de \d7® ~ dct dit) T 9 de T on de T OX —d_‘f>—d‘t ’

or U est une fonction de = par I'intermédiaire de £, 0,¢ 95 onadonc

ou U oU Ju
dU_0£d+ — dn + Efdc+0_97dp'

THESE PALOQUE 3
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et’on obtient, en intégrant les deux membres de 'équation précédente,

() o — o — o =—aU—a)

avec
©) J = d,dp __fp U(ey, —el ) dx

(4 une constante prés); en effet

U_U A .
dp/“‘P/’ d‘L‘ \€1 —1/1

Ajoutons (f) et (h), ona

1 d*c , , dn dt
EF_—U —2U—2J—2(I+E)E+2nﬁ

— 2C3;

ajoutons encore membre 3 membre ’équation d multipliée par — 2, il
vient

. d?o

()

d_‘l'? —"20':-—U/"—2U—'2J—2J',

N |-

équation qui, comme (d), n’est vérifite qu’a une constante pres.
Les deux équations (d) et () ferontlavérification de £ et vy et peuvent
servir d’ailleurs a les calculer.
En vue de la vérification de , on peut encore former les combinaisons
suivantes :
Soit
p=1~+E-+mn, g=1-+§-—mn.

Multiplions (@), (b), (¢) respectivement par — ¢, + ¢, — p et ajou-
tons; multiplions encore ces mémes équations respectivement par — ¢,
— ¢, — g et ajoutons, il vient

&L & d U
¢ P_ g g9 U U

R Y A A A
dzg dq dg _,0U0 dU JU
(/d—T; —CF*FQC% —gl= b& +§ q_df’

équations conjuguées que 'on peut mettre sous la forme
d? d ou
(0 e —pt—a| Z(tE) +tE ]+t G =0,

dz? d [, d d U
0 g —gi—a[ L (5 =] im0 o =0,



i sont propres a vérifier { et méme a en simplifier Ie calcul, car ou
qui sont prop ) p , car 5
contient v. en facteur.

Si £ est voisin de =1, la seconde ou la premiére sera plus simple.

Conduite des calculs. — De méme que les racines de 'équation carac-
téristique, les coefficients f,, f5, ... et A, B, G, peuvent étre obtenus
soit sous forme de développements suivant les puissances de .,
soit d’'une maniére purement numérique en remplacant p par sa
valeur.

La premiére méthode est plus générale, d’une application plus facile
st 'on fait seulement intervenir les premiers termes des développements,
car leurs coefficients ont des valeurs numériques simples et ils sonttres
convergents; c’est celle que nous avons adoptée. Cependant la seconde
méthode présente des avantages quand on recherche des valeurs numé-
riques trés précises; elle devient préférable a la précédente quand il
doit étre tenu compte de termes d’ordre p.°.

Les calculs ont été mis en train par les deux méthodes et nous avons

. dé
obtenu pour les termes du premier ordre de Z et de £ d’une part les
développements et leurs valeurs numériques :

€= an[—éﬂ-%ﬂ—‘-%W'*-X(—%H— %Z— W)]
— 0,49945529 ——\7_- 0,00031044
e T ) I
—0,05356433 —— \/lg 0,00041245
%%: a,[—%-}— %‘u-*_z:szls 2+X( 6H+128 >]
—0,49783595 — ~\~/7—§ 0,00030945
+5l[_g“_3_gépz +z(_ e >|+

—0,00430980 — 773 + 0,00003315
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d’autre part, & une unité prés de la huitieme décimale,

i=l oy (— 0,49943517 — %~o,ooo3xo£5>

%

yA 7
= .0,00041245 ) +.. .,
ys oo >

+ B4 (—- 0,05356530 —

-

7 o (—— 0,49783570 — \7/_-%_ -0, 00030945)

\

+ 3 (— 0,00431007 — »%-o,oooo?a?ing) “+ ...
VI

D’aprés ce qu’on a vu plus haut on connait les termes du premier
dn dg
»de’ de’

Que ’on ait adopté I'une ou l'autre méthode, supposons que &, 7, ,
de daq dg
de’ di’ de
vu que la détermination des termes d’ordre n se ramenait a la recherche
JR JR IR
X

Il n’y a Ia aucune difficulté théorique, mais seulement de longs déve-
loppements algébriques et la multiplicité des éléments qui interviennent
impose une discipline sévere de ces calculs.

Voici donc comment nous avons procédé :

A cet instant du calcul, nous disposons de tableaux comprenant
jusqu’a ordre n—1 les coefficients des monomes et de leurs conju-
gués M, M|, M,, M,, M,, M| ..., dans la totalité des éléments tels que

£, 0, ¢, 8% 0%, ... qui constituent les équations et ies formules de véri-

fication.

Il s’agit de trouver le coefficient d’'un monome M, d’ordre ~ dans un
élément d’ordre inférieur ou égal a n, §v par exemple.

Nous décomposons le monome M, en facteurs d’ordre » — 1 au plus.

Cette décomposition comporte

ordre de v, {

soient connus jusqu’a Pordre n — 1 en « ..., IOUS avons
J 1 P

des coefficients des monomes M, dans

facteurs quand » = 2,

o N
N
f
\:)J

=
s
|

i~
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SiM,=«a, «_, B, B_, ces quatorze facteurs sont :

Oy, 0‘—13( ﬁ-—n
%1y o B1 Bty
B1, oy a_y By,
B, oy oy 3,
() By Bty
oy B4, o334,
Oflﬁ—n “—lﬁi-

Le plus souvent certains de ces facteurs se confondent, ils se réduisent
par exemple i dix dans le monome o} «_, 3,, 2 huit dans « «?,, a quatre
dans o}, mais il est & remarquer que leur nombre est toujours pair et
qu’on peut les associer de maniére que leur produit deux a deux recons-

titue le monome comme nous I’avons fait ci-dessus.

Cette décomposition est essentielle; une fois qu’elle est effectuée,
les opérations deviennent pour ainsi dire mécaniques.
Un élément quelconque peut toujours étre considéré comme un pro-

duit de deux facteurs; £2v est le produit de & par &v.

Le coefficient de o, «_, B, B_, dans £?v est donc la somme des

produits :

du coefficient de o, dans ¢ par celui de e, 3, 3_, dans £n,
» oy » oy By B »
» B, » ay o3 »
» By » ay oy By »
» 010y » By B »
» oy 3y » a_qf3- »
» o3y » o P »
» a_y B » a; By »
» a1 By » oy By »
» Br B » oy oy »

On devradonc :

1° Recopier dans les tableaux les valeurs de ces coefficients.

2° Multiplier ceux qui se trouvent sur unc méme ligne horizontale.
3° Additionner les produits obtenus qui se trouvent dans une méme

colonne verticale.
Le résultat sera le coefficient cherché.




CHAPITRE 1L

DEVELOPPEMENT DE LA METHODE.

La théoric analytique exposéc dans le Chapitre précédent a été déve-
loppée en tenant compte des termes du quatriéme ordre en &, 7, {, ¢';
il est & peu pres inutile de dire que nous n’entrerons pas dans le détail
des calculs, nous nous bornerons a en indiquer les étapes principales
ainsi que les résultats définitifs.

Développements préliminaires. — Nous donnons ci-apres les dévelop-
pements qui interviennent dans les équations du mouvement et les for-
mules de vérification en séparant les termes des différents ordres el ceux
qui contiennent le facteur .

oU .
P

3.,
—-;(2;2+n2+c2)
— 3g(eh+el))
+ 2(283+ 320+ 32¢%)

3
+ 5 28+ (e L)

+ 3E(ey+e.,)?

5 au . .
_— g(sge_*_ 3.,)5_'_ 3Cw+ 24€2n2+ 24a2c2+6n2c2)
— 2(28%+ 3207+ 320 (&) + )

3 2 2 2 ! f 3
N IR

— Be(eh )
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= (suite)
- r

+ 7 (34 qm)

3 \ '
+ 5 (338 + 1907 + 4L — 29En)

3 ) ) ,
— (3 (6 + el
-+ 35—2("' 3353 — 6350 — 3652 — 15520 — g yn® + 12 nC?)
o 13—6(2322"‘ 191 + 4¢2— 2 yEn) () + ¢’ ,)

4

-+ '%6(2335'*_ 157)‘_'_ 48C£+ 51022.02 . 888£2§2
+ 6001282 + 228%E3 0 + 276 yEn® — 144 yEng?)

(=354 yn) (e + ¢,

N 35_2(_ 333 — 63En® — 362 — 1522 n— gy’ + 12 ¢ (e +¢ly)

3 ) ' , ,
+ 5 (2382419t + 4L — 2xEn) (¢} +€L,)?

o g(_ 3E+ym) (e +ely)?

Nous mettrons les autres développements sous une forme plus concise
en indiquant qu’ils contiennent le facteur

ol =1 — (e} +el )+ (&) + e )2 — (& 4+ )P+....
— — 3&n
3 2 3 2
+ o (G 40P+ ng?)
5
— 5 (GmE - 3En*+ 3EnL?)
-3
ot , + 7 (E—3n)
90 g 3
+ g (& 3yn® 4 3880 — 4yL*)
-+ =
“l + 312 (= 58— 27 xEn* + 12 (EL* — 637> — 9 ° — 36mL*)
+ 2%3(577c&‘+33%"1‘— A8 18+ byt — 728
B B ~+ 21630282 + 34075 — 60En® + 12008E0C?)




—_— o —

B — 3%
3 2 2 3
+ 5 (6L + 0+ 1)
5 3 2 : 3
— 2 (4 + 3Ent + 320
oU o
= - 3 -
% + 2 (5 — nt)
15 2 2 z
)| — 5 BB+ 30— 2yEnk)
5 .
— 16 (378 75ENT — 128 - 9t — 9L+ 12yt |
- 3
7 (E—3n)
-+ I% (9y& + 21 xn*+ 42in —12%L?)
oU
Gyt —nyz— =90
AT )0‘" er + ?:—2 (— 31 yE—129yEn? 4+ 36£L2 + 511: 4+ 690 — 1561C?)
- (8825 — 195 0" — 2oyt + Bgoytut + 1202
_ + 1560022 — 2140530 — 318020% + 3120E0E2)
B 3
2
5 &
— 2 (28" + 3En°+ 3K¢7)
p'U(e)—e ) =p"* (1 —¢_,) - 3 -
+ g (=38 +2yfn—39%)
+ .
~+ E(z?ﬂ? + 57504+ 1282 — 34820 + 30— 12yng?)
avec p'2(ey, —e ) =¢&,—e_, —2(eF— &%) + 3(e), + )2 () —¢. ),
_ 62
5 3 2 cre
— 5 (284 380+ 3E%)
+ g (SEI»_{_ 3.ﬁs+ 3§6+ 2—’%52712"}"24&!?;24“ 6.,)252)
C , - —
2U+2"1Ln_ P 4+ g (__3£g+zxiﬂ_:3ng)
+ + 136(232_3—*- 5720% + 12502 — 34520 + FymP—12yn?
+ é_i(_ 335t — gt — 1262202 — 7282 02— 72 12L2)
_ — 203530 — 36yan® 4+ 48 yEnE?) B
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. S JR 3 -
20+ U'=2U0+ 2,0, + i + 32+ - p(—3L 4+ yn);
< -4
- 3 . -
7 (5 —int
AR 7:0%)
JU 1 , .
5552 IOI{% +1—6’(—3£’2:+33'f32§—"30'/,;'ﬁ:_‘12?;3)
I : . . .. ~
-+ o (—25232—255%202L 4+ 60243443 022 — 4503+ 6o/ n(®)

Développementsde [, g, h. — Nous avons obtenu les développements :

1473 12
S=r+ 25/6 P ’,69 PGB+ 12py,70+

©

’ 7
peiEy+.. .,

FAEN

[3 9. > -— 21 ;55— , ,
=g+ g-V3paa— JVIRBBL— 23Uyt S VBpe e, .

3
h=lhy+ poy oy + S;Lﬁ,ﬁ_,——z By =1+ o.¢yel,+.

Les coefficients contenus dans g ont été calculés jusqu’a Uovdre \ 5,
ceux (ui sont contenus dans /et dans 2 I'ont été jusqu’a ordre .

Calcul du coefficient d’un monome. — Nous donnons ci-dessous le
détail du calcul des coefficients A, ,,, B,,, du monome

Ce monome se décompose en dix facteurs

-
Xy Gy Oy Iy
2

O 1, a? B,
) a? o
2—=1 1 -1
2

-511 a-—!ﬁ» 19
K Ay, oy 5—1'

Voici maintenant les extraits de tableaux limités aux termes stricte-
ment utiles pour ce calcul :

THESKE PALOQUE
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d dn
t. U] a= =
! .
! —+ 1 5
....... - ; l
~ -+
t _ - -
[ S TP - '; . I
p—i ...... _V/Sl“" l . 1 .
I + ! -
....... ~+ Z 8
29
_ 1! — %34
L P 5 ~ . - I l
3 S B RV T o
! By . VR — — = [ - - 5
wfoge _~2+§\/JP‘ L V3 2 4 8 {3 2
_ . .
N R v ,_99\/_7{_1__%:"_\/3‘; +/‘%9\_/;}_f——— + -
g By + 5 g Viu L6 V3 2 A 8 73 . .
9 /?9 '—3)_[32
afdeg. .| — 5 39
H 32 . 2 29 Vi ' ;29 Vel 5 B
J e R ' L 29 VR
¢ — T Ve RTINS T A 52037 4
55 . 29
111_1[3,1. —/‘S";H—F/_;i
§2, 72
! “+ 1
af e + =
3
t _—
AQT fe e i e v innn —0—; 2
- 0
21 By 43
A Bt 44 3u _|_)I P
0(?1_1 .......... _+_4l _‘7‘ _4/_12 B
O 5 L — DYs
1 7.3 :!.9.\1}_1 .___i._i\/j(* _.}_-‘,l/‘) %
9%@—1 ....... +;—§v "+ 6 ‘/g 3 5 43
— 29
L3 334y oY
240 By L -'—3\/3;.1. += Oy /I?




£. ? &2
[ N — % —3 —+- ;
, 3 : _
23 —Z‘/S“ —3 +1— Bu
3 —
@y ag Bogornns —-;v’:iy. +6 + 23

On voit que le nombre des facteurs diminue & mesure que 'ordre de

I'élément augmente.

Les expressions a multiplier étant misces sur une méme ligne, le

calcul s’cffectue i vue

.

£
£ 7. &n.
I
2
i — _-_I 2, ., 29 \[l;' 1 1 P 2 —
> 5 V3 R Bl s 5, V3 ’”Z;&\/3H
—V3u
L L 2 Vi 3 '
1 _ Y, 3.a N / L2 e
4 > g Vo 7 8 \[/;3- 8 - 6 V3 +7 E)G \/311
! ! SN 29 y/p 1 2
- — 2 — /3 529V 1 3 2 mo
2 B 2 4‘/° Ly NE 3T Vip X 78 V3p
1 % Em 29 429 4 2% —
2 TRV “16 3 54 5;4\e39+17§—/£\’3b‘
C 3 e 29 V2 1
- 4 /3 4y = + ! 3 29 3
9 29 _ 9 .29
32 XS‘Z ! +$ +A3}
5 I - 29 H_ 5 T 2 —
2 — =3 4+ 2 AL —1 4+ 2 Loy 29
55 - 29 55 9
— S 3u 4y = + 1 — / v 22
AT 48 VIR Lo
Coefficient de My,, dans &y = —|—'t-§—- ?—2%\3{.‘ T /§Z“/;—;§\T‘
b} s ) 1




oY

N = -

Bl X m BN

W] -

wsl
o Pjo

-3

+ |

|

N |-

N =

S

:
35 29 5 9
_:’4_8 \/Of“'+/,;/; +()6V/ l"‘—//g
3 Lo L 29 Vi 5 1 ~ 20 5
3 — 5 Vop 2 v / g
8 81 163 T T eV 7 g5 V3P
9 29 Wy L, 3
30 3, + 30 Vi + 7 iy \/33.
1 LR 29 V1t | 3 \ .
S g 3p = R L3 L9
28 63 | T E TV ARATYA R
1 3 L29 Ve 1 R 29 —
5, T gvie AL R AL 7 46 V3P
! , I 35 29
2 T T +Logp VI
: I . X
4 g g,V o¢ */R),—l\ !
I, 9 5 29 5~
—\3p g5\ 3t + 73, V3
I 5 1 20
> R R A Ads T 1oge VI
I 55 ,—- 29
- 3 — g 2Y
5 (,Gvi.u 778
i ! - L7 By 2,2
Coefficient de My,, dans £ + g+ 48\,3[1 /*2!. +7 PG g/B(.L
7. %2,
-
I L. Ta y 20N 1 29,
> TV MR TRV B BB S Rl 7 g V31
T L2\ ) 3 9.
2—“4\31* +/'8 ;3 _|6+ ‘32\3“ +-/-1¢)2\")H
I | — 29 ",1 Q71 By 2 -
- — 23 + v 2 YK L e ! B { B
_ 2 /4‘ -8 \3 f I(l).)‘\3“"+/._ix+/. 3 \‘;.J
& 29 27 .
- ey = 31 L2 ) 3
\i /21 ;‘)_,)-‘ - /‘/|3_'/“3 Vo
e I 3 2.9
{3 8 — 16 3, V3 +7.;;J';\3H
_ 1
e LRI o 5
V3 5T 16 V3 06 V3
Coefficient de Myzg dans n2 = ~ 2 22y 3pry P 4y M 5y
’ i ST 8-’—96\ “_'_/‘24—'/'9(‘\\‘1




— 29

g n. 2.
1 1 3 29 | 1 | Jp— 29 o
- — 2 v L2 M z = v 29
g 5+ 4 V3w + 7% 3 g—i—lﬁ\&p +/“96~‘)H
! LR S I U R AV o1 Yy 2
- 29 - 29 5
+y3p Y Lo V3P
A 1 I
+ 43 3 + 3 m
1 1
4 ! i
V7 sn L2 b L AN ., 29 3,
s % \ 3 “+ 7 16 -‘/—g 1 > -+ 8 V3 A 48 v 3
. 1
-+ % V3 I —+ 7 V3p
Coefficient de My, dans £274 = g .Y V3 -7 g—g M
2. - e
_1 3 o LN I R A v 29
1 A +/.8vg 5 bV Log V30
, L o I BV B
— ” ,l\iy +7 g V3 : 1—.—2\/311. /‘”\SH
. L9 29
— 9 —/.)4 +/‘12
I I
-+ 2 +8 +4'
1 ., 20 _ 1 -, 29
T4 /'w _ ! +4 +/“lz
5 3 2 5 3 —
— g, Ve Ay —1 g g V3 7.2 V3
+ 3 \/§§g—|—7,2 + 1 +3V’ETL+X?Z
Coefficient de Mgy, dans n3 = —+ (% -+ {Z V3 + 7 ? — 7;? V3p
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g2, . £s.
' LR Lo L35 I
+ 3 S g V3¢ 76 3 53,000 RATARL
3 5 29 | 1 1 3 29 & -
1 L., 2 I A RN 29
—6—-; 5 8 Vsl"' Al“ \!3 4 16‘3‘1 I‘QG\SH
! 1 I
+ 3 Y 5 V3 u
17 1 1
+ V3 i Z\/SXJ.
1 - I —
+ 7 / —V3p 7 V3
! 7 03, L 29V P L I 7 .3 29 .,
- — 23 YL - Ly —
+ o= g Vi +/.16\/3 5 AT e g V3
1 3 I I '3
+ g V3 5 g V3r
—_ . ) 3 3 — 29 -
Cocfficient de Myg, dans §3 = s 5 m AT 3p
2. £ €.
. LN e ;20 A L T
—+ 1 2—+—8\5;L 7.6 3 5 8\3“ +/‘.i8\'3p
_ L o 303 29
’ 2+ s \SH /'!‘i "g 1 ‘/' \rjy' +/..,’4"3l“‘
I
-2 ; I
s ! I
! 429 — v3u LI 203
i A v g Vi 1o, V3n
235 L 29 Vit ! 5,33, — T
o Ve MY 5 g+ 7 V3w PVARLS
w ) 29 1 3 29
+3\/3H+XE Y ;%“*‘/52
. . % 7 3o .29, W5 -
Coefficient de M;q, dans 32t = g — é \311—/_.’—? /_—zg—\ﬂl
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£,

7. By
3 3
8 ! T8
3 e 3
— - V3 — 1 + 243
7 V3w 7 V3e
3 L J—
-3 \/SH 41 -3 \/5&*
. 3 3
Coefficient de Myg, dans £3n = 3 R V3n
7 £ 738
—3 —3p +3y3u
. i 3
— 3 —_— —“+ -
"4 2
+ 6 -1 —3
2
. 3, 5
Coefficicnt de My, dans 3¢ = — o+ 33
& . £
3 P 3
_3 — Vi + 3 s
3 1 3 —
e 5 gy
3 foowt T 3 —
tel 3 W
Coefficient de Mjq, dans £+ = + s vdp
&nt. £. €242,
1 I | e
+1—y3p ! —i41 V3u
It — 5 2 P H
=0 \3p _1 — {3
PA
Coefficient de Mya, dans §2742= — I m
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dq - dn {3 I
£ dz’ Sar’ dx =
! ;
o,
! -+ ! I3 5 - é
9 __ .29 L9 .29
! 32 73y P, A,
! 2! ! ! 1 L
-+ Z o 3 rd 5 16
1 1 o 1 29 1 ) %9
— ; ) 4 - ,1 B L 13
I 1
T2 3
I I 4 1 1 I 1
+ i § 5 ) 7
9 29
3 - 32
5 5 1 f I
-3 + 1 — 3 S - y
L2 1 L% 1
~+ 7 ‘)‘/‘ /‘24 "
{7 : b . ({c 3 s
Coefficient de Mya, dans Eii—'? = -+ g +7 i&/’ Coefficient de Mg, dans 7 d; — ;: y %g(;)

On a pour le monome consideéré :

3 —
K=f—g KO:J—E\/3;J.+....

X2, ¢t Y,,, s’obtiennent immédiatement, mais si le monome était
d’ordre supérieur au quatriéme, il y aurait lieu de les calculer comme les
autres coefficients.

On fait apparaitre le monome M,,, dans
(K?— K2)A Mo+ 2(K — Ko) By M,

t (K2—K2)B, M, + 2(K — K))A,M,,
en prenant :

. 3 5
K —K,=— % V3uma oy,
K K= — 83T haa,
16
1
ApMy=A,My=— © afy,

 §
BP”MP": BP’ MP’:— ; a,5_1
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et les coefficients cherchés sont respectivement

, 43 ——
X =+ ?‘6\/35“

s 43
Y=+ '?g\/sl“"'

On posséde maintenant tous les éléments qui permettent de calculer
Xi2: Y40, et par conséquent aussi A,,,, B,,,.

Les expressions a additionner sont disposées les unes au-dessous
des autres.

; 33 79 2q) 203 —
— 3 — I S ey Y 2
43 3 6 Yo T A32V5!-‘
3 21 371 o 29 145 =-
— Z g2 _—— L - Ly —y X -
P T og VIR T L g — g V3R
3 3 5 29 o
1E3 = - 4 = 3 -— = 3
-+ 1% 2 3 y 3 /_lﬁss‘;.
JoR - . — ; 5
Coefficient de My, dansd— + 6872 = §,i — f; V3w—y -2,9 +xl—lp\/39
3 4 4 4 8
. 13 -
_JE* = - ")— \3:1
R PP &
§ 2
— 158242 = - 71;)3 “+ 15 \:’{;A
, 43
Xy, = 6 V3m
3 847 5 87 §93 5
Xigo =— & % VIR T g ‘f‘/.“g‘\ﬂ*
— S R LA s L L N
S et R AR A TRl
27 51 - 87
Hbme =— 0 S —% G V3¢
. JR 3, 9= 81 - 87 87
Coefﬁcxentde)lw,(lans(—E -t == AS/ V3l 8/ “'; V3
o = 12y,
101% ; N 3w
15, 15 IR
- X p— = {3
i3
_Y’o — _+ Y,
194 R
y 5 /35— 83 841 =
TR ET o T s g, ARV R

THESE PALOQUE 5



B 847 +— .87 493 , °\°
(2 3\/35;)( 73—6_4\‘351'—*_/’%*/‘_52:\,3;/')
— 3 835 ,— 87 841 o
/- 222y A s
By = NG 3\/3#)< 35 sV IP T, “sl28\/3‘u> 1,29
12k — 3 \/?}T;_ T 327 A3
s .8 . 29
N "TE“"E"”(@*‘-E)W; 2
19— — A 3, T A3y

Ces résultats sont vérifiés successivement par les formules (&) et (/).

dq I 29
| & =3, T,
- L L
2=+ 16 -6
, dn 3 29
5 =+ 3 — L
Coefficient de M;q, dans = 8 24
L C
“d: T 32 16
e M 29
1= 8 /‘24
‘ e . o 29
\\ 0= 8 /. 24
Total = o o
33 03
- 6= S /9x3(*—A +/c;g\3p
15 19 - 140 —
- = T T 5 V3p T Lgp V3P
e - IR s S
2U -+ 2,U, S =— A T o P
+  bE = + 9 V3p
Coef* 9 A
o -+ Zn =+ 27
Mg, C 4 188292=— 9 — 18 {3
dans oR 3 1019 3 87 493 5
VETTON6 T e YO T Agg Thep a3
43 86
3—\3H°‘x°‘—t— 67 y3p
1 d%o . 3 27 a9
b 26~ 3E ¢ — ;vs — 33 VS{; + 7 3 v3u
3 3 L2 5T
— 5 (E—nt) =— " +'67V3P- ya b — L3, V3¢

Total = o o o [




Les calculs effectués dans le Chapitre suivant fourniront une nou-
velle vérification compléte de ces résultats.

Cas des monomes contenant < == 1. — Quand le monome M contient €
ou ¢, c’est-a-dire quand
M=M¢e,
les calculs se simplifient.
Dans un développement D, désignons par D;, 'ensemble des termes
d’ordre n qui est aussi I’ordre du monome

D=D,+D)-+...+Dp+...,

D, ne contenant pas explicitement ¢/ ou ¢’,, soient

D,= D, D,= D, ..., D= D,
— Dy (&) + <L), — D, (&) +ely), — Dy (e7+e))
+ Dy (&) +¢€.,)2, +Dypa(e) +¢l))?
L i

Telle est la forme de presque tous les développements préliminaires
apres suppression des termes du premier ordre.

Il s’agit de calculer le coefficient de M dans D.

¢, et €, n’entrent pas au premier degré dans £, v, {, le coefficient de M
dans D, est donc nul.

On a aussi
D,=D,—D,_ (¢, +¢,)

et la somme de toutes les identités analogues

D (limité a 'ordre ) =Dy +...+ D,
— D (limité a l'ordre n —1) (&, +¢_ ) — D, (¢, +¢_,),

d’ou la régle pratique suivante :

Le coefficient de M dans D est égal au coefficient de M dans
D, <+ ...+ D,_, moins le coefficient de M’ dans D moins le coefficient
de M’ dans D,.

Voici une application au calcul de X,,, Y,, qui correspondent au
monome

Myo=B7¢).

oR JR

Avec I'approximation v, les termes de G an jusqu’au troisiéme
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ordre et ne contenant pas explicitement ¢, ¢’est-h-dire Dy ... 4+ D,_,,
sont
3 -
- 352—- 9 ia 423.'*" 6:.732’
bed 3 3 3
— 3&n 4+ 6122 + 5 .

On a aussi

M= g3,
) . . JR OJR
M’ n’est autre que le monome M,,, ses coefficients dans 5 57 ont

déja été calculés, ce sont

XZI‘ —Yﬁl’
. JR OR NPE
Enfin les termes du premier ordre de 5, oq° ¢'est-a-dire D, sont
respectivement
35, o,
d’oti le tableau de calcul
— 3B=— 3 4 6 {3u +7 13y
Coefficient de Mgy dans ¢ —-Zn? = - 385 V3 + 37 —/% {3u
R 4 53 —_ -
+6E2=-— 6 — 18 {/3u
— X = - V/E—ZZ
. \ 53 = 3
Coefficient dc My, dans — 3% = - V327
d
o 143 57— . .. 139 o—
Xgo=— 3 ———I—G—V/?:y.—i— 3/.—,(}?\/3“
(., 15 301 o— 3 41 —
=3 =— -+ N3 — o — 35 V3
f i = + 12y 3u
Coefficient de Mg, dans 3, 45—
-3 =4 9 — — 31
2 2
— Y21= +A 2 ‘r’ﬁ
4
, 3 133 g 3 31 —
— VYyo=+ 5 +—E 3;1.—;[—!—% 3 \/3[J.
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Degré d’approximation des calculs. — Les monomes ayant été numé-
rotés d’'une maniére qui permet de les retrouver facilement et de ne pas
en omettre, leurs coefficients dans &, v, { ont été calculés et vérifiés
jusqu’au quatrieéme ordre inclusivement avec I'approximation suivante :

u? pour le 1e* ordre,

e
- » 2 » o,

e
v u. » 3 » o,
0 » 4 » .

Il y a cependant une restriction pour le quatriéme ordre; quand
I’exposant du monome est d’ordre v on s’est borné a calculer A,, quand

A, et B, contiennent yu. en dénominateur leur caleul n’a été poussé que

jusqu’a l'ordre —-
Vi

Les calculs effectués aux Chapitres suivants comblent entiérement
ces lacunes.

A . 1 : o

Cas ou B, contient des termes en Ve Parmi les monomes considérés,
Ve

c’est-a-dire d’ordre inférieur ou égal au quatriéme, deux font apparaitre

1
dans v des termes en -=; ce sont

Vi

M62:“161£L1a Mesr—“tﬁ—ﬂ’_”
pour lesquels la méthode habituelle a fourni les valeurs de B,

7 ., 31 .
3V3e Ci8Vie
3
v !

-

Byy=—=— —— — +
. 3\/3;}. /'18\/3[1

.. . ) 1
Nous joindrons au terme du premier ordre 3, de 7 les termes en Tde
: Vi

By, M, et de By M;, conjugué de By, Mg,

31
B M/, =a_ 8¢ ( —L— 4+ ).
v Ves 11 |<3\/3H /UIS\/‘SIJ- )

On a pour 'ensemble de ces termes

- 31 - 31
S+ [ — —= 4 ) o —= —">,
'J’[ ‘ '< 3V3p | “18y3n i3y PsVsk
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et pour P'ensemble des termes conjugués

B [1+—ae’ (7 31 )—l—o' € 7 31
—_— -1 o — — L _ — — — .
! 1(3\/3;; /'18\/31..L o 3y3u /'18\/3p.
Remarquons que dans o, ¢, «_, ¢ les exposants sont respectivement
i[F0+ <[— %7 —l—...)v’-—t"],
ilvc”—Fo—(I——gSZ +...>v'};

apres développement d’une partie des exponentielles on a

et la premiére des expressions ci-dessus peut s’écrire

! / -
5,§1+i:zi[— 14 sinFo—+ 3 cosF0+§ly()’< li_(}osFO—t— 31 sinFo> |$

2L 33 9Ve 3\3u 9V
Posons :
ag’ / 1 . 31
tangx = — ([ — ——=—=sinF,+ _COSF0>,

2\ 33 9V

" =pB"e" =BeC (1+itangx),

B, =B"e " =0Be(1— itlangx),

d’ou

3

3= ’ Gy = Gy+ 2,
COS %

formules qui permettent de substituer les nouvelles constantes d’inté-

gration §”, G aux anciennes; cette substitution étant faite, 'ensemble

des deux expressions ci-dessus devient

”
17

_'511-
! e 3~ . .
—|—t9c(3%cost’<%l-\/3pcosF0+ %—\/psml‘o> +.

Au degré d’approximation de nos calculs, cette transformation se
réduit &
tangx —= «,

=08,  Gi=G,+x,
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ce qui montre que le changement de constantes d’intégration s’effectue :

1° En posant
pl=>ar+...], sL =3l ]
avec les mémes expressions que ci-dessus entre crochets ct
= el(G-{—)lJ, "’w' — 13 (,—:‘G+'/.).

2° En ajoutant a v, des termes séculaires d’ordre y/u..

Voici comment on réalise pratiquement la premiére de ces opérations.
On a les termes de £ et de 7

3 i
— I
pl-""' —‘-‘/3}\1- —X?’IJ. -+ 1
a GqEl 14 L N T ""'5"’"7_"L_ 7)‘
1 P16y 3 ! /»Tg ' /~72\' B 34¢3p 8 18 3 " 48
, 7 . 175 31— 7 .5 1 _ .2t
a_,ﬁls,....—-g—b————v p—/ +A V3 3,34 B I ravE 18 /3 T

Dans ce tableau accentuons la lettre 3, qui figure au premier ordre
et retranchons les termes introduits par cette opération a savoir :

n Byl DALV rouy e S A o
1 P18yl 3 72V M '('18 7“6\ :)\’3(1. Al8§/§;
. 30 o 3 31
! L —_ —_—f y
Ay Byl 3"- 72 {3u ['18 ~ l 7; + IS\,73_'~I l

On a les nouvelles expressions de & et de 7,

— I
81...... } — 3 _A'/; 1 3
AN} ! KN i = ) 31
m Fiel, 2y 3 gz S +3 175
245" € ')\*;vi 5 7;.1" 5 20
- . -5 Sy
17181 . v ’_/.8 LR g - 16



Les termes en

d’accentuer les lettres 3,, 3_,.
De méme on a les termes du second ordre de %, n, ¢

g
ou 3_,
z. 0. z
1 I
a2 . g -
Mlerenes ; _/'—1- 13‘ ISR 1
o -1 ~ 73 b ‘
p Pt /ﬂ) Y1V —1e .
1 i
n
% 1 > P
I [
T,
wo) =}
12y, — 2
Biel) 1 2
1

0 —

— ont disparu et I'on pourra
-

méme

se dispenser

contenant 3,

On peut encore accentuer les lettres 8, et 3 , et retrancher respecti-
vement de &, 7, C

oY

.

Y

ration fait dispar

pu faire cette vérification en's assurantque @. eth |
tivement en facteur dans £,

multiplient ci-dessus.

le présent Chapitre, soit les faire disparaitre, ce qui a

T 3 31 7
535—.1‘/'18\ 12430 643y
7 3 31 7
5y3p 0 T8 3p oy sp 76y 3u

[ est facile de vérifier d’apres les résultats qui suivent que cette opé-

Vi

contie

aitre la totalité des termes en —, on aurait d’ailleurs

nnent respec-

¢ les expressions entre crochets qui les

On pourra donc soit conserver les termes en /_, ce qui a été fait dans

¢té fait au Cha-
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pitre suivant; on dira plus loin les considérations qui doivent guider
pour le choix de 'une ou 'autre de ces méthodes.

Résultats. — Nous donnons pour les monomes d’ordre inférieur ou
égal au quatriéme, dans I'ordre méme de leurs numéros, les développe-
ments suivant les puissances de p. des quantités

X;n ‘—Y;n _Z;n xpa —“Yp: _ZP’ AP’ BP? CP’

les développements sous forme réelle de &, n, { se trouvent au Cha-
pitre IV.

Les termes non calculés par suite des restrictions indiquées plus haut
sont remplacés par des guillemets.

THESE PALOQUE 6
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K

17

18

L 19

20

2]
22
23

— Y . .
M. ou — E,p —¥, vu —Z, B, ou G,
24} i
By !
T 1
N 3 21 ., 69 1_ 69 165
o7 5 - +L ng* g 384“ -k o5et
T e 21 Pl 3 i 175
£t 3y3p—3u\/3p +7(le 5, B *%— _7‘<3 2—4%*)
N 3 117 n
11 —7r GH T2 TRt LogpH
75 45 :\ 5 (28 i
F1%-1 /~<32 128“) T TR
21 75 (3 17
e B -5
3 1
(11 X ook VA
3 39 — 1 +— . 65 20y 375
ay B > 3\/51*—*#-‘3#\/3}“"1.(;— —;gH\/3H> ;—4\/3H+'[(5. +X<§:,—g"gv>
3 3 — 1 — 65 29/ 327
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3 39 15 L 23 —5-u
i 2 T A BRI 2 w6 AT
) 3 39 - 15 3_ 39 bt 1—511
x4 -1 2 +(_0 X rg 2 16 AT
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9 9 3 159 1045 1 3 )
Gish PR rL e 2= 5\3p— = p — =Sy g u V3g)
9 . 3 - - 5'{ 1049 I 3 —
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; 39 ~
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“ 16 48
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23 +— 537 3 51 (i 1039 I 2» \_/E +v( ¥ i’)ﬁ*)
s+ e G+ WA #) >7 803 R8T ays
LAV — 5 55 L Ye 5 265
— £ - Y . _13_22 A — <___
g Ve +/.(4 2&*) N g gt
3 15 197 Vit 179 Wk
s . by PRI LA - [ A I
6+ 9y3p—75p “/.( ;V3H+§P> 16 /3 TG T 3 ‘/3>
— (3 4+ 15 3 197 Vit 79 Vi
6 — 3p— —q( 2y3u="1 > 97 Ve —( -+ 2
9y 3p—75p L<2V3H 8H> s+t 36 N A( AT \/3>
3 i
2 4
3 45 21 161 61
- — _— + — —_—
2 16 Lot 144 7‘144
3 3 — T = I [ 1 —
2 203 R I r_ o oy
5 s PR ARLS 5 AAds Lo VIe
§_ § 3 . U 5= 1 1
2 Ve —7 73k 2 V3 —% 5 V3k
o 0
9 — 3 ! !
g & Zogt § RART]
o} (]




— k6 —

45

46

417

48
49
50

51

53

54

55

56
57

58

60

61

62

63

64

635

66

67

__}// «
M, 011—~£'p. —Y, ou —1Z, B, ou C,.
3
o 2
e T >
10 —
5112;31 s} I — ZQV 73
19 —
€2 B 0 — I — 4)\/ P-
12 — .
oo By "_1_6;)‘/3” —% —/.%" \/3{*L o
%y %—1Y1 —6p o o

' 3 177 2 ., 7

el 2 i g =3 +7 5
129 N 5 207

BBy 6 M — 3+ 52“—7‘(%_7“) o

Bif-171 — 6p o o .

’ 51 21 14 , 38

BiB-1e) —-6—-—4—-9}1.— TP - 3 7. o
153 I 25 o
Y1Y—-1%1 —I2p _’1_6_ +X '_z —_ ’1‘6
6 33 3 o
YiY-1 B [+ Z(J.—‘-X\/3y.
Y1Y-1€] 0 0
;o 9 2
E1€6-1% " — 27;1 o
63
611 E'_1B1 -—-—; \/3}1- — 27 (o]
B — B 1 - 9 —
o B 3 4 L;\/Sp.—i—x%\/?;{x 1 — Z\/;ip. + }6\/3}1
3 — 33 31 - 65 3 e 31 g
%1 B1Y—1 ;'\/3p+ Tfj‘“_7~<ﬁ; \/3{1——6—/! [J~> i o A 6\/31*

, — 1 19 /m— 29 \/I;.
z1B1€) 6— 123 3 - 3 V3u % 6 V3
ayBre’— 63 N 1’74’9M/3—+X< §H+15H\/ﬁ> 7, 5 /< 31 ,._3L!>

ERs 64 * 8 331 8 18 y3um 8
— € jp— I _— 9 So—
o1 — 3 -+ 34—1\/3;1 + ¥ f—g\/3y — 1 o A E‘/E'H
_ 33 31 — 531 3 31—
a1 B—1Y-1 2-\/3;;—- s —-x(l—é V3 + ks — Z\/3ll~ + 7 ;gt/JH
, = L 19 29 Vi
ay g€y — 6 — 123p - 3 3 V3p L 16 V3
) S = 5 3t 21
a B oy g 63 1749 3 — ( 3153 > - 2 T _——~—>
ot TR byl g e A 33 8 X\IS V3 6
o o

’
21Y18y




— B —

60

61

62

63

64

66
67

X, X, Ap.
27 3
g i
3— 643u 1+ 43n
— 3 — 63 T4+ 43
43 35 4~— 3 29 1135 55 jo— 29
6/ AT +/~<§_ 3 "') Al 34
363 15 13 7
- 33— — L R 5 L3
16 16 12 36
_ Iy 15 9 1539 3 93 . 9 1377
T 6— 3w +/-<a T 2 3P A7 T8t
15 2 29
12 + 237 @ “+ £ ?H 3 -+ 7 ry
81 81 i i
1p Vs — 40 1—2y) — " +A< 3+,—(,p>
o 5 —- 13 5 v I
—_— 3 - e - v =z
4V3p -3 A( =3 v) sV3u /3
(9] o
9 27 27
it > & 8
21V3y 9V3u+ou — 33p
135 87 Vi 17 - 09 e
S e AT t— g Ve TR
105 - il 87 Vi 9og 7,175 ., _ <3| 17 )
--.8*\/5”-» 3, © - /(E ; Y “l) 3 72 Vi £\ 18 3, Vi
135 — 87 Vit 17 29 Vi
9+-'8—\/3.°‘ + /. 6 3 1 — g\/v”.u LT 3
_ 103 % 1701 i 7 \/;;. 705 7 175 _ 3 3 /3 )
5 V3u+ g SART: /3 + 07 §+~77v/5.4 /-(18 S




— 48 —

—Y
p- M,. ou _‘é’,{) —Y, ou —1Z,. B, ou
P I I
68| oayyiel, —‘QZ " +7 g ( - - :
63 3 I
691 ary—iel - Tk —L gw Z 18
2 1 1
70| ogy-12l, — —82 # — % g P - 3 %
Tt Bivic) 3 6y3u ! 4y/3u
72| Biviel, 3 6y3u 3 63
73| Biy-1t) 3 6y/3u 3 643
74| Bivoacl, 3 6y/3u 1 4y3p
61 29
| = T2
35 —
76 B? —_— -g \/3}1 »
77 Y o 0
15 2 31
78 afay ~ 16 — L 'g? T
3
79| aifs i 3
5
80| aif - 7 - 3
” 1
81 af v 3
61 77 61
3 — — —— —_—
821 i T 576 76
3 5
83 &7€ 8
89 7 89
3 s < —
84 *1€-y 12 8 144
" oa 141 45 3, 243 u 17 )
83 21N 16"/‘# < 4 - 39 ﬁ) 96 4
1ht o 3 249 Vi 17 !
86| Bla- ~5 V3e i % s 96 4
23 ——
87| B1B g V3u >
21 5 9 5 7 1
88 Biv1 ;'6\/314 Z\/?’H - i
, 21 9 o 7 1
89, Biv-1 % V3 Z\/?)p. - % :
, 3 133 + 3 31 = 5
00| B 2 5 Vi 2= Vo) 2%




~1
(=]

ow
<

87

88

89

90

X X, A,
|
r
l
_ 59 67
128 384
3 a g 2yIR 35
32 L Vo ~ %
[
37 319 7 )9
— + — -— —— —
D L84 96 Y
_ 4 17
4 24
i _ U
4 24
- !
i +
35 89 89
- LY ? — X 2
_ 17231 _ 3__ 7 y_;’-) 17 L
6 w6 ViR 7603 96 —4 7
17 231 333 /p Y 1
AT AL 27163 96 Log
e 23 ey B
§V3e o +x g V3w 7
143 139 31 3
-— —_ 3 — =<3 — — -
3— g v +x( ) #) I Lo

THESE PALOQUE




91
92
93

94
95

96
97
98
99
100

101
102
103
104

105

106

i07

108

109

110

111
112
113

114

118

116

117

Y
M,. ou—z'p. —Y, ou -—~1Zp. B, ou C,.
3 133 — 3 31— 5
3¢ el bl a et v =
Bl 2 6 v’ +X< PR ‘/3*)') 24
Y?ul 0 0
, 159 183 5 S
Tie 144 Y/ 144 X154
13 Bt o °
YiB- o °
1 1
Yiv-1 o 5 el S
1ie) o o
3 1 I I 5 L
Tit- 2 L o§ 6 RBRIRT
CARN 0 o
/ 3
e oy o -
4
e By o o
€p P o o
AR o o
AR o o
afa?) » »
B162, , )
RERE » »
233 27 - 9 13 -, !
0‘1B4 4 X 8 16 « 8
282 27 - 9 13 _ 1
afpy 4 L 8 16 x 8
3 3
2.9 2 2
%Y1 > 6
a‘;"(f_, » »
aje’? o [
afe’? » »
I 1
3.2 L v 1
Biv, 0 4 X3
‘e 1
Biel? 6 — X 3
1
22 6 _., I
B1e2 L 4




— 81 —

P X Xp
. 143 o ) 139
9 3—ﬁ\/3p +K(3+E‘/3*‘>
92
93
94
93
3
96 - 5 + X i
97
98
99 o
9
100 4
101 )
102 0
103
104
919
103 =8
207
106 T6
107 7
2
75 , 5
108 - % Y 5
_ 3
109 5 “+ X T
33
110 -
35 L
114 o6 — 5
112 o
55 89
113 % —X Y
3 3
114 - 3 14
" 3 3
113 —_ 4 — 5
21 R 3
116 - — L 3
21 3
117 - 4+ Z

1w

-

©
©

w
00
O &

1 N -
[ wia i ova ol

I [oX]
Ct o

N
(e}
®

° | Ot

<
POl SO SO AN e N J’-\IU(

100
Enl o BN = OO| mm OC) =




118
119

120

121

122

123

125

126

127

128
129

130

137

138

139

—3 .
My ou—%’[, — Y, ou —17, B, ou G,
Yist o ©
vie 21 » »
5 21 I 9
e - % = -4 o
9 3 89 25
o7 Y1Y—) ; =y g?; XES—S—
o 49 89
TiC1E o ﬂ — 4L 5;
. 43 = 3 83> ,— 87 A py— 1 29
AL Yé\/SH T % T g 31 “7<§; BTY “3*‘) 32 L 3
43 - 3 835 o 87 841 1 29
2 T —_— - oL — —- =
afa ;B lﬁ\/il“" 3, —+ 128 \/3}-’- 1 X( 5 o8 \/3}1) 3 b 35
> 3 29 ‘ I . 29
939 11 -5 X 3, 3 % g6
> 251 235 251 235
A1 D ~ g 192 /g
a 1 7 I 115
o i T/ % 96 + X588
O(;’U._1€,1 » »
> o 9
P 9 3
89 - 61 89 61
P T g6 T g6 ~ 288 4388
9
a3y — 9 8
9 89 61 \/!: .§9 — _ﬁi
733ty - %V */ e 7 588 %588
s 6
aidie ‘29 1
: . 7 31
s - 7 13 /31 ﬁ;) 7 +x
s v v avmTw) | e % \/3u
69 _
af 31ty — Z" I
) 3r
7 _ LLSIE ST R P L
15 184 — 2\/5_5_1 6 —3—[.([2 V/E 96) 6\ 351. 36 ‘/31_‘
> 15 1
4118y 8 8
5 3 95
ro 23 90 23 .,
1IY1°~1 »7; hL :/‘ 12 X. 72
1 1 1 * T
OLI"l’*-l“"’l - g +7_ i )4 X. 36




p X/, X | A,
118 [¢] o
119 - +7 : :
3’ 6 6 ~ 18
120 2 7 2 15
7 7 -7 —% 5
121 _ 163 oy 193 19 97
6 96 288 MR
192 49 - — o ]
8 T 24 24 M
43 3 847 e 7 4o "
o a2 s A £ TN I
193 gv3n 58 V3 +7~<ﬁ3+6—‘/3“> T % —1 3
43 3 847 8 493 — '
124 V3p | — S — 7 V3R — (% -2 L 29
16 6 64 A6 eV ” 3 X3,
125
126
197 - 5 —y 2 - 2 —
2 32 96 %388
198 b _ 8 22 Ly 878
2 96 96 7 588
199
130
131
132
133 _ 4 33
2 24
134 _7_:__982 _z(i__2> —7_ ey 3t
V3r 6y/3p 48 630 X36\/ﬁ
133 45 _ 3
2 2.4
136 7% —y<—3—‘.:—32 -7 SR
V3 \6vza 16 6\3u 363
137
138
139
i




— B4 —

140

141

142
143
144

145

146

147
148

149

150

157

158

159

160

161

162

M,.

—Y,
ou — Z/

P

9o, ’
AT Y—18-

?"1')9‘1 At

Bro—y B

Prous
Biary—1
Bra—iy
Bioa—iy—1

Biage)
Plonel,
B¢}
Blo—rel,y
B3B—1m1
B B—1y—
BiB-12)
{-}"; Br2ly
Biniel
Biyiel,
B3 v—1¢}

’

..
1(—18

w0

1

77 %%y

9 /o

I —_—
—~‘4,’\/3#
SEm

9——-
—93
4s/p

93

PN LN

w

|8 o0 wiw viw vk SIBaES b

N

E=N

83
24

[
=
N |

W W =W

.I_
=
—~
w| g w

ol AW BSTw AW

Ko N N

FEN I TN B TN

©
ol

~
w

iy

O Llw viIw P wlw D

-
-
Qo BN = dnfww s w BN

-

N
[
o

]
o0
fe]




140

144

142
143
144

145

146

147
148

149

150

154

152

153

154

155

156

157

158

159

160

161

162

A,
’ X, P
X%. P
63 21
32 T 3
32 ;
_ 9 7
; :
— 3 o N 21_,_.‘2’. /ﬁ) - ! -7 %
— 33 5= 9Viu +/.<—4— 5V 7 7
i B 3 21 _ 157 r) ' —x ]
9 4 1
-— 21 +L Z 2 /« 43
7 27 N 31 31 7 " L
Era _‘<6\/3p 16 33 183
e 27 31 63 7 P 3\/:_
ik nX( 3. 16 33 1830
Vg 8 69\/3u & L
— 21 -7 3 v L3
g 197
7 J3a 76 49 5T 23 .
—2/3u 23+%V&p +/“(?+4—8\' u 5 13‘5"
: 3+ 22 3 (F-8vm) | % —13
3~
< 80 3
- —r57 Ti4 +7 3
48 * 24




| —Y,
p. M,. | Lz, — Y ou — 7Z,. B, ou (.
Y. : ou — 7, P P y. »
- |
L . s
163 73813 o - 3 — £ i
L 2z | 0 —_ 1 !
164 v3sie, | 6 18
. 3 !
e8] y3md - = - !
i
3 1
166, yio B 5 5
al 3 5 (63 e 53 L5t
167} yi2—1 31 48 BT Viw  + /~<48 96 V7 F 144 Y
| 53 15 — /61 343 53 61
168) vix—13 — + gV ~/_(4—g——§3—v3v) vy A5
X 3 ) 1 1 o1
169 V1% —1 ; -+ 7 -/‘ ; +/. _I.;
) 19 —, 73 _ 19 73
170 i 2%—1v—1 08 A 3 8 —+x I
1710 yioye) 0 0
' . ! I 7
172 11 %154 — 1 L § — 1-2_ + L 't‘)
- N 19 .85
173 V1%—-18] (o] —'m +/'[64
(74| 722l » »
173 YyiBiy— Em 33 1
176 38—y | 43 33 —
- 2 a o 3 1
177) vi e} - 3 - 3
o — o I ) 5 . I
178 i Biely 1 +  2y/3p "‘—L< (—;-~§.v3zi> - 3 7§
) s §
9 , ) o 1 ) O 5 1
180 viB.1e'y — 1 +  2y/3u —X< 6—§V3“> 3 =% 3
I8 v} v—1€) o o
N I 1 I {
182 Yi¥—1%5 1 ; bt § Z‘l -_ ; “+ L 6
. ‘o 1t
183 ePo ay g - “+ 71 ,;70
184 28,8, — 12 — g —% %"
185 e 2vyiv—y o o ‘
186] €'2a, (3 3 o




— 857 —

163
164
165
166
167
168
169

170
1
172
173
174
175
176
‘177

178

179

180
184
182

183

184
183
186

X, X, A,
3 9 1 L 3
- 3 —L P LG
1 1 1 I
- 3 +71 3 ~ 18
I
. 1
3 -5
53 31— /61 221 — 53 ., 61
T oauT Vi 5 % ) I T
53 31— _ /b1 221 — __ 2 ., o
PR Al +/-<a/.'—.—4§‘3“) 144 44
o (o]
3 _ 1 —_y !
, G 9
19 85 19 8
48 Lo 144 A %3
125 6 _ 126 ,_7.§l
48 T 144 T14d
|
1
/
— ! 1 — 4 . L
— 22— 5y3p —7.< 3t 3\3 > 3 BT
1
3 )
4
- 1 — _— 2 ., L
2— 54y3u +x<§—%\3p> 3 /'18
i
3~ 5 9 ey L
-7 — 7 1 ~ 36
4 — 7/ 3 2 9
0 ©
1
— % 5

THI ST PALOQUL




— 58 —

187

188

189

190
191

192

193
194
193
196
197
198
199
200

201
202
203

204

g 7 B, ou C,.
M —Yp —Y, ou —1Z, » ’
7 ou — 77,
0
o By — 3 N
1 -+ —
. 21 L =
B B 4 3 915
1
. — + o —==
21 4_ [
o B % 330 9y 3w
4 .
g2 211 0 .
E'f’ll‘,’ -1 [ ’
" 9 3
Sy %an 4 i
9 3
:l121 1 l”‘l — ,i_ 5 )
o o
e ayel, ’
sPa_yel, » '
1 o
E'l-ﬁl"(l : . '3“ \
2By % }; )
e Bt o |
26y 6y/31 2
Ere Yo - o .
Efiel, |—21y3p 21 \/3_9_ X
PP B ogqel, |—21y3u 21 \/3;:) ,
e 0 o
ET Y18y ”
e »
a7 By By
»
2
XXy Y1
N
ayo_yeh e’ »
»
B1B—1Y1Y—1
»
’ »
208 ‘{31 18_18'5./._' i
i »
Y1Y <1848 Lo 3 ) .
~V3p V3 5
w4171 —E\/iy SVor :
o 3. 1
43 23 3
LTS Ol V3n 5 V3n 3 5 : » N
. . ) _ 31
R 5 AL +X( . :) = % s
a1 6 Viu 2 /3 1 16 23 32 Vo 31
. 111 31 373 7 + 57
’ SV 16 7~< — A') 643 3643w
ago—y Byely 16 \/3!*1 ; \%P 6 > Vip > V3




— 59 —

21V3p
213

RS TN

ACARN |

PRl

363
36 {3

o ~r
R T X

A,
1
5
7 31
3y 3p 184 3
31
34 3p 18 Sp
0
3
4
>
2
1
16
7
24
>
3
3
2
8
3
o
7 5[7
6431 364 3
-7 _ —/—-3‘_
6y3 1 36¢3g1




— 60 —

. — Y] - - ,
p. M, ot — 2;) —Yp ou —Zp. B, ou €,
, T 2 t
214 %1% avrEy Y + 7 3 3 + 7 6
215 2121 71¢’ - —y 3 > vy 3
e i - i ~q
3
2(6| 318121 - 3 — 7 ;: ! A
2UT{ B3 F—1%y Y1 - 3 - % 3 — g_
- , y 58 25 89
218) 51 3—1%18y — —7 3 6 — 7/ —
219 .31;3'17‘13.,_1 » »
, . .29 16 29
2207 31 Pa1iel — 16 =7 3 3 Ry
. . 29 . 2
21|33 mie, — 4 -7 5 4 —7 3
— 3 19— 3 i3 1 1
222| Y1y—12B1 GV3p > 6 v3p “X( Z‘*‘ gvlh") 5 -7 %
— 3 19 - 3 13— 1 N I
09| viyamfal ViR | — 5+ Wi —x( 71— Fi%8) ! —1 %
, I 5
224 Y1Y{—1%1€y 0 6 - g'é
223 Y1Y—1 1|€L| » »
96| vivy—1 B¢ 4V3 1 e 7,( t--2y3u) —% %
227\ viyBiel, — §iV3n —  qy3p —7( 1+2y3p) v 1{
228} eyel 2y 8 — 3 x’.ﬁi 7 BJ:
3430 93p
2209/ &y el 2 3y 3 = +7 SIL
343p 94 3p
230f €\ y 111 o o
231 5’| 2 121 Y-1 0 (o]
32| €\l Biyy |—21y 3p 0
238[chel  Biy—y | 21¢3p o 0
234 @, §71¢) i %
31 - 31
235] 2, 8, yae. — ey 7
181yl 7 AN 530 “8\3p
. , Q- 1 1
236) %1 81y €] - Vg X gVin 3 +X 15




p. X X A,

218 29 5 2h

]
—
=]
~
=10
N>
-
lovo D
~
o NS
Lo “llﬁ

-

~
—
(o727

- . 5
MW —qyie | T 3 gvie ~.
5
3

1293 —4 m 3 +
224 - -

Sim v = N

(=] N | -
~
o Slor
W'U‘
W RN WY = D P N

2925
226 — 43 — 843 —7.(» —5y3n) 7.
227 — /3 — 843 —7( »+35y3p) 7

228 — 1 -+ % %(4

w
-
w
=
5
b
-
0
(\
w
=

31 31
299 1 A 7
230
231
232
233

234

w
-

ﬂ
=

|
=

;o‘
<

<
s

235

236




— 62 —

237

238

239

240

241

— Y

M. ou _"_‘2,[) —Y, ou —1Z, B, ou Cp.
, _ .31 - 31
0‘1@1‘Y—15—| 7 -7 3 3‘/’_“ 'l8\/§TL
' 3
anﬁ—msl 12 o
o f e = — 3 7 _3r
R ’ £ e X 183
’ U I o I I
% By -1 - Ve —+y g\/?’? 3 —7 13
, 31 31
ay p—-iY—1€_1 7 -+ ' 2—‘—"/7—§1 pe s \/ﬁ




— 63 —




CHAPITRE 1L

RETOUR A LA FORME KEPLERIENNE.

Mouyement non troublé. — Dans les équations du mouvement faisons
¢ =0,
la fonction de force »'*a’?V se réduit a

n'ta’  f(my+ m)

r 14

Tout s¢ passe comme si la planéte n’était soumise qu’a Paction du
P

Soleil dont la masse serait non plus 7z, mais m, + m’, ou encore comme
s le coefficient d’attraction était devenu

L.

P—p’
le mouvement est képlérien, mais it y a lieu de modifier les ¢léments
elliptiques usuels, comme on le verra au Chapitre suivant. Ces nouveaux

éléments qui définissent le mouvement non troublé seront représentés
par les notations habituelles

a, n, g=sino. ©, J, 9,

S

Rnra=n"a? = ——.

t—p

avec

Soient en outre /, M, ¢, ¢ la longitude moyenne, 'anomalie moyenne,
I'équation du centre et la longitude dans Porbite,

M=I!—mw, o=1{+c.

Nous montrerons qu’il y a identité entre le mouvement que nous
venons de définir et celui qui résulte des développements de %, 1, {dans
lesquels on fait u. = o. Cette seconde forme est cependant moins gené-
rale que la premiére, elle n’a de valeur en effet que si les développements



sont convergents, c’est-a-dire si la planéte est suffisamment voisine d’'un
centre de libration.

Ezpressions de £, v, { en fonction des éléments elliptiques et de la seule
vartable v'. — On a par définition

1+E==azcos(¢' + )+ ysin(v' + ),
0= sin(¢'+§) — y cos(¢'+ ),

{ =— .

Toujours avec les notations du Chapitre I, mais X, Y, Z étant les
coordonnées de la planéte dans le mouvement non troublé, on a les
expressions classiques

X =r{cosfcos(v—E6)— sinfsin(¢v — @) cosj] =r'x,
Y = r[sinfcos(¢v — 0) + cosOsin(v — ) cos/] =r'y,

Z=r sin(¢— 0)sinj = z;

d’ou les formules
1+E=p [cos(w’—{— $—v)y—asin(¢—0)sin(e’ + L]/—-G)sini'éj,

? = [sin(v’—i-q; ~u)+2sin(v—-6)cos(v’—|—q;—a)sin?'{)- ',

%: o sin (v — §)sinj.
Posons

ecos((—w)=h,, sin'écos(l—-e):p,,

lesin({—w) =4y, isinésin(l-—@):q,,
a N A
;,:eﬂ l:u’+q)+-l,;

et remarquons que
b —r=—c —l—.‘,

-

w+¢_o:/_e_g

p—0=1—6+c;

THESE PALOQUE 9
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les formules ¢i dessus deviennent

1+E&=pcosc[(t+2¢})chh —apig,sh)] +ipsine[(1 —2p3)shh+ 2p,g,chl],
n=pcosc[(1+2¢g}) shh—2p,q,ch2] +ipcinc[(1—2p?)chd + 2p,q;shi],

g=ocosc(2¢,V1— pisq?) +ipsinc(ap/i—pi+ g2).

Développons ces formules en considérant que p,, ¢, et A sont du
méme ordre de grandeur, il vient

. )\2 . , 4
o+ i pcosc<x+ S tagi—2pigd ikt L)

3

. A
.+—193-1[]6()\—1-2[)1(11—5—6—_21)‘:)\+p1q1)\2>
2 N
= pcosc 7',—2[’1(]14_6—Qq?;\_l)1ql/‘2>
o 5 \ bey . M
—+ tp sinc 1—|——é———2/)|—|-2/)|q|)‘__1p;7\_;_g ,

{=  pcosc(2gi— qipi+q7)
+ip sinc(2p,+prgi—p3).

Il reste a exprimer p cosc, g sinc en fonction de 4, et de £, les déve-
loppements de départ de ceux de c et de r

. 5 .
c==2¢esin M+ -&?sinaM

i
3 . et
- %(lSSin?)M-—.'%sinM) + o5 (1035ingM — 4 sinaM) ...

2
= a[l—scosM—— % (cos2M —1)

3 4
— %(3 cos3M — 3cosM) — %(2 cosjM —2cos2M)+ ...,

dont on déduit successivement les développements

9, - 9 v 73 0.
cosc =1+ 2T+ DA A} + I—,O Lt /8 ihki+. ..,
s
.. b) R 8 . 27 . 243
isinc =2k, + ;/1,/:,—0—3/{1/1; + g/\“:—k 5 ky i+ —4/11k§+...,
> 2

I‘:a[l-—/l,——kf —2 hyk? — a2 h? k2 — %kf+-.-..],

3 .
rc0~c:a((—— R Ry S WAL Y S 3A~;-+...\),
2 ] 3 /

2,, 3 4 \
2 Al g Rk 2-2/;,k§+...>.

. I I
irsinc=al 2k~ —hky+ -2k +
< 1 2 141 2 1M 3
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et ceux de 1+ %, 0, { dans lesquels 'indice 1 a été supprimé pour une
raison qui sera donnée plus loin.

—h

+ A+ 29>+ 20k + T;—)"
3 , .
‘+E:T(i +; kKh—aq?h+h4pgk +) (;« /u’c--—ng) — é/.?h
+3 o LR 2 g2 pah ).(%/-‘34-é/ﬂ/«”——jp”‘/{—}—zpfﬂz)
+ A2 lkz+q2 _‘_l)\a/{_},__l_)\a
B 2 3 24
2+ X B

+é/z/<— apg — Lh

_al + 2L Rk —4Apk +2pqh +0(k2+2q42) + Rk + 1)
n= 7 3 2 6
—+ § k¥ k + ['—9 k3h—p*hk—2pghk + 1 § kK*h—a2g*h + 4pyk
g8 24 2
A ]
_+ 7\-(—,4— hk — ]N]> — (—i)f’h |
2q N
a +b4pk—aqh
{= 7+ qPpiq 4 plik +oq k2
—opdhk—qgh+prgh+o2qtpk + %pk"—r— plk + 3y k*h
Posons
h= ecos(v'+ ¢ —w), = sin%cos(v’-@—qj-»ﬁ),
k=1iesin(¢ + 4 —w), (/:L'sin'-;f sin(o' 4+ & — ),
h'= €' cos¢’,

k' = (€' siny’.

Le développement de # est obtenu en remplagant dans celui de »

respectivement a par a', &, par &', k, par £’ et 'on en déduit celui de#

= g (L e R R WO — PR e K — 2 R R L),

. -—
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On a d’autre part
, A
l—m:v+a’g——w+l—.,
)2
l——-’9:0’+¢——6+l—.,
d’ou
, )2 | S 23
cos(l —w)=cos(v +¢—w)<1+;+...>—-zsm(v + ¢ —w) )\+7§+... R

et les anciennes notations 4,, k,, p,, ¢, s’expriment en fonction des
nouvelles
1 I

— 5 T 33 L — y Ty 33
lzl_h+7./\+2/‘ h+6/' k, /),_p+/‘(]+2)\p+6l.q,

o Lo s — 3 Iye Iys
ky=k+2h +_2/‘A+6"ll' Q=g +tp+ S2q + g lp.

Pour effectuer cette transformatien dans les expressions de‘1+ &,
7, ¢, il faut :

1° v supprimer l'indice 1 partout ou il figure, ce qui a déja été fait;
2° y introduire de nouveaux termes en A.
Nous donnons ci-dessous ces nouveaux termesauxquels nous joignons
. , 1
ceux qui résultent du facteur
[la partie entre crochets du développement de 1 + £ qui précéde]
-+ N

+ Ak W — ) k
+ B — KPR K+ KRR 4 2R ) (R k4 2 hk + 4 pg)

+127.2(3h+h')

- Al + A —h3h 4+ K — Bk — 2 WK - DK+ /z’”f*—i—%h/z’/r"
+2g2h"? — 2g?hh' — 2> k"2 - gkl

+7\<§k3—— 3k + Wk + -25-/z/L’k+ SRk +4p*k +2qg*k + 2pqh’>

+ A2 <-'- R Snee e S ! k”>
2 2% 2

2

‘3
+§)\k




g
==
a
C:(“{,
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[fa partie entre crochets du développement de v (ul précéde |
+2h k+ AR+ 2h)

—2kk?+ 2Rk 4 %lzlz’/c — apqh’
+ 'A(/L’Z+ hh' — K"+ é/z’-i— é k* —op? — 2q2>

2k~ bRk + éiz?/,’k + ; k3R — 2 k"' — ; kk'*h — Gp*h' k

9

-+ 2pghl’ —2pgh'*+ 2 pg k'

/
+ )\(/z” F élz“—;—:h'zlz SRR — Bk

+ gk*h’—ﬁ- 3kh— k"h —ap?h 4+ 2¢g%h — Gp(]k)

+ 12 (h'k +3/1A)+7v‘<gh -+ éh’)

[la partie entre crochets du développement de ¢ qui précéde]
+2gh' +2kp
A+ Gpl'h 2l — 2gqh i —oqk" + T (2ph' + 2ph + 2qk) + 12q
+ @A — gl - Lpkh' P+ ph I k— G pkk't 4 2R — 2qhh"?
—2qh' Kt 2qhk™ + 2qk2 R
A1 (— P+ pg 2 ph’t 4+ phi+- 2phh’ —2pk'* 4+ 3pk® + 2kl + 3qkh)

+ 12(2pk + qh'+ 2gh) + %?3})

Il reste & exprimer A cn fonction des éléments elliptiques et de ¢,
rappelons que

) = (l— o' — ).

L'origine du temps étant toujours le moment olt Jupiter passe au
périhélie, on a le développement bien connu

. 3 .
¢l=n't—2 (e' sing’ — 3 ¢?sing¢’

dont on déduit

Soient

1 . 3 ., . 1 .
A4 zePsind o’ — — e sinfol—-  efvsin2p’ ..
6 64 16
n’ n
nt—y¢' ={——1) ¢ —2—(sine/— . ..).
n n

l:lo+nl, 2k=lo—-‘«lh




s (k= kg S poe Eprpr = T g~ 3 g} 4
4 6 2 16 6

Telle est 'expression de A qu’il y a lieu de porter dans 1+ %, v, ¢,
a
on y rempl — par b
y remplacera en outre — par son développement

a R L L
?:1+8+ ;—l——6—+2—4-

Nous avons représenté &, v, { par deux systémes de développements
contenant la seule variable ¢, nous démontrerons que ces dévelop-
pements sont identiques et que les six constantes d’intégration du
Ghapitre [ peuvent s’exprimer en fonction des ¢léments elliptiques du
mouvement non troublé, mais il est nécessaire auparavant de se rendre
compte de la convergence de ces développements,

Convergence des deéveloppements du Chapitre 1. — Chaque terme des
développements du Chapitre II comprend trois facteurs : un coefficient
numérique fini qui ne tend pas vers zéro, un monome «? 747, un sinus
ou un cosinus. La convergence de tels développements dépend des
valeurs attribuées a «, 3, v; ils sont convergents quand ces quantités
sont suffisamment petites pour rendre un terme quelconque inférieur,
en valeur absolue, au terme correspondant d’une série convergente; ils
sont divergents quand I'une de ces quantités devient égale a 1 puisque
le terme général ne tend pas vers zéro.

Les développements établis fournissent justement les valeurs de ces
quantités et comme nous ne recherchons ici que des valeurs approxi-
matives, il nous suffira de les déduire des termes du premier ordre. En

laissant subsister v/ dans ces termes, nous avons obtenu d’une part

i =—uacosF —2/3uB cosG,

~0 3

= 2asinF +28sinG,

~.

= 2y sinH



avec
F=F,+¢. G-=Go+ % V3o, He=H,+ o;
d’autre part,
P——(h— Ny -+ 0.
r,:z(/r—/\’)+2k——:z-iav’,

{=12gq.
Identifions ces deux systémes aprés avoir remplacé dans le premier

cosG  par  cosGy,

sin G par sinGo+ g\/B_;lv’cosGo;

il vient
acos F =0 —//, 5:—2\/3}13005(}0,
{asin F=Fk — K/, iBsinG,= 1L, - 26 = 3y3uBcosG,,
iysinH=gq.

On voit que « et v sont respectivement du méme ordre de grandeur

que ¢ et sin é, par contre

0
cosGy = — s
g ’ 23
.. .\ . . 2 n—n'
et comme on peut écrire dansune premiere approximation $= 3T
on a sensiblement
n—n'
B CI)QGO == -
3y3un

Il est nécessaire pour que les développements soient convergents
que !B cosG,| soit inférieur & 1; c’est-d-dire que I'inégalité suivante
soit vérifiée :

in—n’

(2

<33

Si 'on fait tendre w vers zéro les développements du Chapitre II, sous
leur forme trigonométrique, ne peuvent rester convergents que si en
méme temps on fait tendre n vers n'.

Il était facile de le prévoir.



— 79 —

C’est en effet I'action de Jupiter qui maintient la petite planéte au
voisinage d'un centre de libration (Z = o, 1, =0, { = 0), cette action
ayant disparu, la petite planéte d’une part, le centre de libration d’autre
part, décrivent autour du Soleil des orbites elliptiques (dont les moyens
mouvements sont respectivement n et n’); s’ils ne sont pas voisins la
théorie analytique du Chapitre I, qui utilise des développements suivant

les puissances de &, v, {, est sans valeur; s’ils sont voisins, ils restent
voisins :

1° pendant une période de temps illimitée si n = n’;
2° pendant une période de temps limitée si n £ n'.

Dans ces deux cas, la théorie analytique fournit le mouvement de la
petite planéte.
Dans le premier cas,

d=—o,

et nous ferons I'identification compléte des deux systemes de dévelop-
pements de &, 7, {.
Dans le second cas,

0o,

la méme identification ne peut constituer une vérification. Si on laisse
subsister ¢ dans un systéme, il faut laisser \/‘;. dans l'autre, leur com-
paraison permettrait seulement de séparer dans les développements du
Chapitre 11 les termes en \'w qui proviennent de la différence des

moyens mouvements n — n’ et ceux qui sont effectivement des pertur-
bations dues a Jupiter.

Les résultats obtenus plus haut monirent enfin dans quelles limites

la théorie analytique est susceptible d'une application concréte. Sil'on
admet a prior: qu’il faut avoir

IB]<o,3,

les éléments osculateurs de la petite planéte devront vérifier les deux
inégalités :

[ {y— | < 34, |n—n'|<16”.
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Ces conditions sont remplies par toutes les planetes troyennes actuel-
lement connues.

Forme définitive des développements de &, ), {. — Si nous faisons =o,
on a

a
— =1
a' ’

b ok — okl S ak— Sk g Tase e S o
2 3 8 8

Pour effectuer cette nouvelle transformation dans les expressions

de 1 +&, v, ¢, il faut supprimer le facteur éi, et

1° y remplacer A par 2(k —4');
2° yintroduire de nouveaux termes que nous donnons ci-dessous :

[la partie entre crochets du développement de 1+ £ qui précéde] ]
~ 3k R g kKR 43R0 K
14+-f= 20 Y LY Yy Ié A 132 1]
-+ -3A b 3 kk'* + 8 Y 5 Rk ke + A Ikl — 60" k' + 3pgh’k
+k <_ F KO WK 4 61 hi{’)
[la partie entre crochets du développement de 7 qui précéde] 1
— é k' —ahk'+2k(A + h)
1 /3 I IPA 3 Iy
— g K =Rk = RA A
n= 3 2 2
11 1 3 . 37 1, NPT
4 K 4 AR 4 S DERE - L RBR — S A3 — 6K KN
8 2 4 24 3
o+ DK R — 3Pt K — GkK" 1 3K K
S ' —
[la partie entre crochets du développement de { qui précéde] ]
- + 3ph' k!
— %[)/{’3 A ph" 2 3phl K — 6 gk I+ 3q ki 1 + Ckgh' k'

Nous écrirons les développements définitifs de £, n,  en faisant
apparaitre les difféerences A —A', £ — k.

THIESE PALOQUE 10



T —(h— R
— A (=R +(k— k)Y +o2q*— 2k[h — (A — £')] 4+ 2k
I ! 3 / 1 r ! 5 7 /
— R R— )+ S KR — R — S K (k= K)o+ > (k= &) h
-+ g (hk— A2 (h— 'Yy —2h'(k—Kk'Y(h—R')y —2q¢*(h—RY+4pg(k—K')
k[ WK - B (h— k'Y — 3(h— 'YK 45 (h—R') (k— K'Y + bpq]
+ W2 [6A" +4(Nh—R")]
— W (h—h') + %(k—k’)’*—gk’(l{— Ky — 2 k" (k — )2

+ gh’(h— Ry k2 — ;/z"" K(k— K'Y+ ‘3’87- KAk — k')
23 1 . 1\2 '5 14 ! 1] 9 °
-+ Th,(h-ll Y(hk—FK)— —g—h (h—RM)YK'(k— k') + g(h—h')-k’2

+ %(/L — WYk — KTy — %(/L — WK (k= k) —2g2h' (h — R')
4 og(k— k) Spgh' (k— K') — 3pgk'(h — R'Y + pg(h — k') (k — k)
+k[3/\"3—5/."=(k——k_’)—3k’(k—/;’)2+ 5k — Ky — 3Rk

g R (h— YK — 5 (h— Rk - 14 R (ke — k')

+7(h— W)Y (k— K'Y+ 19h"(h— k") (k— k")

— g K big? (k= k) + 4pq (h—K) + 3pg |

K12 A 18R (h— R+ 6(h — R') — 6K 8(k — k') + Gq°]

8

o8, 16, 21
+k[3k+3(k k)]+3k




|2 (k— ')+ ak

+ - /z(k k'Y ~ (h Y (k— A’)—-k’(h—h’)——2pq+21\(2/z'+h—h’)
+%(k—k')s—zk’i(k—-—k’)—/c’(k—/c’)?+31z”(k—k')——h’(lz—h’)k’

+ gh’(h — W) (h—FK) — %(k — Bk,

= (R B (k= k') — G (ke — k') + 2pg (h— ')

.4

-+ 2k[ h'?— 3 /f’2—i— 2h' (h— 1)

+ é(h— WY K (ke — K'Y %(/r— /t")2—2/)2]
4Rk — K'Y+ %‘ks

+ %h”‘(/{—-k’)—i— x—83~lz'(h—/z’)2(k— k'Y — }8—9/l/2(h——-/l/)/f/

+ % R — R') (k— k') — 18§ W (h— YK — g(h — WYk

(/z—h)-“(k—/’)— /c'Z(/c kYR — —8—k’ — KR

—|—S—Z(k—k/)3k' k’3(h—h)+5k’°(k——/\)(lz—h)
23 ! \2 13 !
— K (k=K (h— 1L)+ (A Ky (h—h')

— Bp* ' (k— k') - 2pqh! (h— h') — 2 pg(k — K')?
4 K[6AS 4 g2 (h— 1Y+ 4H (h— By 4 (h— Iy — B2
— 3k (h— b)Y — Gk (k— K'Y B — 8K (k— K'Y (b — A')
12(k —Kk) R 4 g(k— K2 (h — R')
—8p* i — hp*(h—R') + hpgk' — 4pg(k — K')]

+ N [as A (k—K)Y+13(h— )Y (h—K)—3(h—B)Yk'— 4pg]

+'\“[33;0‘ B+ 13§(h.~h')]
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Y
+4p(h—FK)Y—2q(h—Rh")Y+ 4kp

+ g —piq +3ph'(k— k') —3p(h— N )K +p(h—R)(k—K)

+ 4k%q

—apd (k— K'Y — g3 (h— ) — prq(h—I') + 242 p(k— k')

-+ g—;)(/c — k'Y —Lpk*(k— k'Y —apk'(k — K2+ 6ph"(k — L")
—apl!(h— YK 4 3ph' (h— R Y (hk — k') —p(h— R

—qhk'(k— K'Y +3q(k— ) (h—N)—b4qk'(k—K)Y(h—=1N")
+ h—op34+2¢?p +10ph2 - 8ph' (h— 'Y+ 2p(h— N ) —6p k"
+O6p(h— K —4pk'(hk— k') —4qt k' +14qR" (k—K')
—6qg(h — WY +r10q(h — N') (A — )]
+ KBp(k— &) +r12q"+8q(h—n")] + gk”p

Méthode générale d’identification. — L’identification des termes du
premier ordre a déja été faite, voici comment elle sera poursuivie :
Nous poserons

h—h'=xcosF + A,, k—k'={i(asinF + A)),
p =y cosH + A, g =i(ysinH + A}),
k=1¢(BsinG + A;),

avec
h'=¢ cosy’, A =1ie" sing’;

A,, A',.... représentant des termes d’ordre supérieur au premier
ena, 3, v, €.

Nous porterons ces expressions dans les développements de &, v, {
qui viennent d’étre établis et nous montrerons qu’il est possible de
déterminer les A de telle maniére que :

1° les formules de transformation soient compatibles;
2° &, 1, { deviennent identiques aux développements du Chapitre 11
dans lesquels on fait i = o et que 'on trouvera sous forme réelle au
Chapitre suivant.

—2qh'(h—k'y+2q(k— K'Y+ 4K[2ph'+p(h — k') — gk +q(hk— k)]

+p(h—R')(hk—K')y—2qh"2(h— A"+ 3qk2(h—N') + S q(k—K')2 I




Les quatre premiéres formules peuvent s’écrire :

ccos(v' b —w)—¢e cose’  —=acos(F,+ o) 4+ A,.
Y 0 1

esin(¢ + U —w) —¢& sing’ = a sin(Fo 4 0') + A],
~in'§- cos(0' 4+ ¢ —0)=7y cos(H,+ o) + A,,

/

sin
2

csin (¢ 4+ ¢ —6) =y sin(H,+ o) + A,
7 2

k est par définition une constante, quand w est nul G se confond avec G,
et par conséquent pour ue ces formules soient compatibles il faut et
il suffit que I'on ait

A=V, cos(N;+ ¢'), A=V, sin(N, + ¢'),
Ay =V, cos(Ny+ ¢), L= Vysin(N, + ¢),
A3= \f.;’

V., V., V,, N,, N, étant des constantes.

La détermination des A et I'identification des deux systémes de déve-
loppements ne constituent qu'une seule et méme opération pour
laquelle nous avons considéré de proche en proche les termes d’ordres
successifs. Nous présenterons ici ce calcul comme une simple vérifica-
tion en supposant connues a priori les expressions de A,, A}, ... qui se
trouvent au chapitre sutvant.

On remarquera d’abord que ces expressions remplissent les condi-
tions énoncées plus haut et ensuite que A,, A}, A,, A} ne contiennent
pas de terme du second ordre en «, B, v, €'; par conséquent on effec-
tuera la transformation indiquée :

1° En remplacant dans &, n ¢,

h— ' par acosF, k—Ak" par ifasinF,
p » ycosH, q » iysinH,
' » € cose’, k" »  ge'siny/,

k »  13sinG;



2° En ajoutant les termes que nous donnons ci-dessous :

~ S

~dux

_—2(4,)

[la partie entre crochets du développement de £ qui précéde]
— A,
— 2(asinF 4 23 sinG — &' sino’) A,
— &' coso’Aj—a(asinF + 8sinG)A, — 4ysinH Y,
— (322sinF cosF+4y2sinH cos H+8a3sin G cosF + jae’sinF cos ¢’
— 3o’ sine’ cosF + 12 B¢ sin G cosp’ — 2¢e"2 sine’ cos¢’) A,

[la partie entre crochels du développement de v divisée par ]
“+ 2A) 4+ 24,
+ 2(2cosF + 26 cosv’) A,

—+ (%a sinF——i-e’ sing’+ 283 sinGr)A1
+ <-21- acosF + Z—s’cosv’)a\', —2ysinHA,— 2y cosHA)
+ (a2 cos?F — 32 sin?F — [ B25in?G — 2% cost H — 8B sinF sinG

—+ oce’ sinF sinv’ 4+ fae’ cosF cos ¢’ 4 3e'2sin?¢’ 4 5&'2sin?p/) A,

[la partie entre crochets du développement de { divisée par I]
-+ 24
+ hycosHA,
—2ysinHA; + 4y cosHA| -+ 4(asinF + BsinG)Ay— 2 cosFA,
+ 4(aycosH cosF—oay sinH sinF — 2By sinG sinH

+ye' sinH sino’ + 2ye’ cos H cos¢') A,

On obtient ainsi &, ?, Zc en fonction des quatre constantes «, 83, v, ¢

et des quatre arguments F, G, H, ¢'. Nous avons vérifié que ces nou-
velles expressions étaient identiques aux développements fournis par
la théorie analytique, elles contiennent cependant quelques termes du
quatriéme ordre qui n’avaient pas été calculés et d’autre part G corres-
pond a ’argument G” du Chapitre II.

La longueur des calculs ne nous a pas permis de les publier compleé-
tement; nous donnons seulement a titre d’exemple ceux qui sont
relatifs & quelques termes de différents ordres (les chiffres inscrits a
gauche sont les numéros des monomes correspondant & ces termes).
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CHAPITRE 1IV.

APPLICATION DE LA METHODE.

Eléments de départ. — Les données initiales sont :
1° Les éléments osculateurs de la Planéte Troyenne 4 une datedonnée :

My, @, %, ji, & =sing,, n; ou q avec niad=/f;

2° Les éléments moyens de Jupiter 4 la méme date :

M, @, ¢'=sing’, n’ ou a’ avec n'?2a/’ = ]—J:IL

o J'
Nous supposerons ces éléments rapportés au méme plan de référence.
Des éléments osculateurs usuels de la petite planéte, on déduit les
éléments elliptiques du mouvement non troublé par des formules (')

que nous rappelons.
On calcule d’abord 1

y

anomalie vraie w, el successivemeni {@] par la

formule
— L singy
tang([®]=®,) =
s([=] 1) 81—5;(3,-1—005;!},)’
% par
w—m=om— (@],
€ ==sing par
g\ L [ — iy
e —eg=— W| & + cos|{ ———— }séc| — ’
] 2 2
a par
a cos?q,
— = (1 — :
a, ( ) cos?o’
on a la vérification
a I

M se réduit de w et de ¢.

a, 2a,\’
=1 ——
;

(') Axpover, Mécanique céleste (Gauthier-Villars, 1923), t. I, p. 311.
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Tous les éléments doivent étre rapportés au plan de 'orbite de Jupiter,
I’axe origine étant le rayon vecteur issu du Soleil et passant par le
périhélie de cette planéte, on calcule encore :

Aw’ par la formule
sin /' sin(6, — 6')

LangAm = (W-S]TJI COSj1 COS(E-:_GT),
J par
. . __sin/'sin(8,—6")
sing = =
[0] par N
sin([6] — ¢')= sin/y sin (6, — )’

sinj
avec la vérification

; / —h! ! . Gt - .
sinlsin(m_._e_+A_l“_>:Sin(jl j)sin(" +II>'
2 2 2 2

2 ’

et enfin
f=10] — &,

o =[w]+[0]— 0, + o — Aw'.

Les éléments de départ sont pour Jupiter

M/, &=sing, n' ou a avec n'?a'3 = ——f—-—,
I—p
pour la petite planéte
M, w, 8§, j, e==sing, n oua avec nla’— _f.._
r—p

Determination des constantes approchées. — Dans ce paragraphe les
lettres F, G, H et d’'une maniére générale toutes celles qui se rapportent
a des quantités variables, bien que n’étant pas affectées d’un indice
pour ne pas compliquer les notations, représentent les valeurs particu-
lieres de ces quantités a I’époque de 'osculation.

Soient ¢' 'anomalie vraie de Jupiter et § = 5= 6o°.

D’apres une régle que nous avons toujours suivie quand figure un
double signe, on adoptera le premier ou le second suivant que la longi-
tude de la petite planete est plus petite ou plus grande que celle de
Jupiter.
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On calcule

h—=ecos(v'+ ¢ — w), é:ssin(o’—&—q;—-w),
!
h'=¢'cosy’, ]% —¢&'siny’,
h__n—n’ L M+wo—-—M-—¢
- 230/1.” [ 2 ’
p:sin'-;-cos(v’—kq;—-ﬁ), %:sixlésin(o'_;."b_g),

et un premier systéme des constantes approchées o, 8, v, F, G, H

Yo —p Yon—u
tan F—qi(l( ) —L(A /\)—-h—hl
8V =7 *= T SmF T GosF’
Lk 1k
tang G —= L—, g — * — —-——h
©7 ™ h P SinG  cosG’
.{q ‘q
_ ¢t L ¢t __pr
tangH = P ’ /= GinH " cosH

Ce systeme de valeurs sert de base au calcul de A, A}, A,, A, A,
dont ies expressions qui n'avaient pas encore ete indiquees jouent un
role important dans le Chapitre précédent :

A= & ;%cosF =3 [— z—gsin r ]
+z’§%?cos(2f*‘—v’)——:cosv’ _%sin(zl‘—c)/)—lg%'- sin g’ |
+ B%a ;cosF _—§SinF _
+|322—, :— ;—acosv' _—l sin ¢ -‘
+ 72 32—2003(211—F)+005F i—;;—;sin(zﬂ——]*‘)+ ésinF l
+/2g§-—%co~(9,ll—v’) :—ésin(zli——(!’)+§sinv' ]
+§l;—2:z —Zoos(zv’ F)

N — s St et e e et et



A, = 2%y ;
-+ Bty
8I
oy
+ 3
A,

+ 3%y

A
+a,§.§
"

— 8%

]65inF + 3
::—f) sin(2F —¢') — l—(;-slnv
l[‘s'nu’
— i
—sin(2H — F) 4 sinF

5838 cos(9I< —H) + —cosH +\/3[

cosH

cosHeos(F—¢")+- %co%(F+a’—H)

[

cosH

N

oty { iS m(qF—H)—i—ésinHi\/g

sinHcos(F—¢')+ —sm(F+v —H)

LsinH
2

F— cosF

48

89 cos(zF —v'y+ —376 cos o’

§cosF
4

31 ,
— —cosy
9

%cos(zﬂ—F)—- écosF

L cos(2H— v') — %cosv’

(I 29 .
88sm(2F—-—H)— 24 sinll

| 2
Ll_lg cos(F—H+v’)——%cos(F—v’)cosl{

I
_— 3 cos H

—-—?-sinH
2
R _ , 1 PERPNINE
- 18sm(F H+v)+3005(l‘ ¢')sintl
L§51nH
61 on(aF — 1)+ 2 cosH
s er =+
-ﬁcosli

L o
——— e —— —— e —

[ ) 1
———— ——— it Sttt



-+ j32

!
+a6§2— g — ZsinGrcos(F—v’)

22 <+ _3"_2
VT a8
L——g—;coszG
4

|
’
-
o |-

-Z— gsm(F—v’)
3 sin3G + ~sinG
16 2
+ a3 ;ésinG
+ 73 %sinG
e 85inG
+Z—B — 8sin

4

On-calcule un nouveau systeme de constantes d’apreés les mémes for-
mules, mais en remplacant respectivement

h— R, l]—.(k—k’), h, p, ‘—l’

i
par

’ : k

h— i - A, :T(/.»—A-')_A;, S —A, p—A, ',-].-A',,
ces constantes serviront de base A4 une nouvelle détermination des A ot
ainsi de suite jusqu’a ce que celles-ci soient obtenues avec une préci-

sion suffisante.

Calcul des arguments. — On connait déja
Jo=0,99675753, 8o=0,08046387, hy=1.

Les valeurs approchées de o, 8, ¥ sont suffisamment précises pour
permettre le calcul définitif de £, g, A& par les-formules

1473 129 ., , 9 €7
S=rfo+ u(z*’ﬁ at— gé‘+127'+~2 T

6 ’
= 43 R 21 &
g =g+V H( 3, X % Pt — 9*/““-;;)’

™

h=h+ 3;;.( a?+ 32— -Z-*/’ )

[48cos(F+G—v’)— ——cos(F G—y¢") ]

AR b S S —
v v v y— St St St
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L’indice 1 se rapportant a I'époque de 'osculation on a les valeurs

approchées de F,, G,, H, dont on peut déduire
F,=F,—f¢}, G,=G,— g¢, Hy,=H, — h¢,
ou en évitant cet intermédiaire
F=F,+ f(v'— o)), G =G+ g(o'—v)), H=H,+ A(v'— ).
Détermination des constantes dé finitives. — Supposons qu’on ne con-
naisse qu'un seul systéeme d’éléments osculateurs, on calcule d’aprés

ces éléments pourl’époque del’osculation les valeurs numériques exactes
dag

2oan ot (% dn _>
Gy Ny 1 (;1,’—‘!'>1’ <E>iy d‘l' I,

par les formules
[cos(v’l + ¢ —¢;) — 2sin(p;— §) sin(¢v, + & —8) sinzé] )

r__ T
1= —r

1+
Ty
m __ 'y ' : ’ S 2-]'
T= sin (¢, +¢ — ¢,) + 2sin(v, — §) cos(vy + ¢ — 0) sin K
1
4 r . ..
—i’-:r—,:[sm((/,—e)sml]],
g i , . . ’ .. 1 d /r
l<77>1n: [cos(m""‘!J"‘"i)"25"‘(‘)1—-6)51“("14_4)_ 6)51[]2516—17<7>‘
A% SOV _ ﬂ\)
sin( ¢, 4 V,)(I v ),

+ = —
i .
_ 2si112'élsin("1—‘6) cos(v,+ ¢ —8)

<({10'>1Cos(v,—9)5i"("/1 S 6)] z,

d [r
do' \r' ],

l:sin(v’1 + ¢ — ;) + 2sin(v,— 0) cos (¢, +d —9) sin2{]

dn>
- (%)=
r dv
1 . 1
+ 2 sin"é —sin (v — Q)Sin(()" 4+ \'J-— )

(30,>, cos (¢, — ) cos( ¢ + q,___g)] {’

sin (¢, —8) ;v—’ (%) + %cos(a,—@) <6;'L:'>1] sinyj,
1 —

()=

avec

dv \’ r? na®cosg
— = — ———T

de' 1y r} n'«'® coso’
; [y antango sin(vy—w) — rya’ n' tang o’ sinv' ]

i

d (r®
de' \r'J,” n’a*coso
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On calcuie en outre les développements, déduits de la théorie analy-

tique, qui représentent les mémes quantités (non affectées d’un indice)
en attribuant aux constantes leurs valeurs approchées et ’'on considére
que les différences AL =%, —£, A% e % — ?, .. entre les deux systémes
de valeurs sont imputables aux termes du premier ordre. Ceux-ci sont
réduits a

§ =— acosF —o0,1BcosG, —i% — — asinF,

7] . . dn - <
7:2asmF+2{3 sinG, d—f:zacosl‘—i—o,lfiﬁcos(r.
4 . dg ’

7—_—2ysmH, z{TL::m"/cosH;

mis sous la forme différentielle

Af = asinFAF — cosF Aot + 0,1 (B sinG AG — cosG AB),

ils constituent six équations & six inconnues Aea, AB, Ay, AF, AG, AH
dont la résolution fait connaitre les corrections qu’il convient d’apporter
aux six constantes d’intégration.

Si 'on dispose d’un certain nombre d’éléments osculateurs répartis
sur une orbite compléte, on pourrait par la méme méthode obtenir
autant de fois six équations en Aa, AB, ..., qu’il y a de systémes d’élé-
ments, cependant on peut simplifier les calculs sans diminuer beaucoup
la précision des résultats en ne conservant que les équations déduites
des valeurs numériques de %, n et {.

Dans les deux cas, on ne s’en tiendra pas 2 une premiére approxi-
mation. Les corrections obtenues serviront & calculer de nouveau AZ,

el

A<?\, .-+ dont on déduira ces mémes corrections d’'une maniére plus
/

précise et ainsi de suite.

Développements de &, v, L. — Les développements de %, 7,  sont

[ 2/
écrits plus loin sous forme réelle; chaque ligne correspond a un

monome dont le numéro est inscrit & gauche; on a groupé les termes
. . . e
qui contiennent le méme facteur en «, 83, v, 5

Les coefficients sont donnés : 1° sous forme de développements,



2° sous forme numérique avec

8 décimales pour le 1¢r ordre,

5 » 2¢  »
[' » 3e » y
3 » 4 »

les coefficients du premier ordre ont été calculés par la méthode pure-
ment numérique, les autres sont déduits des développements.
Si la méthode est appliquée a la détermination d’un mouvement

pendant un long espace de temps, il faut conserver les termes en — \/ qui

permettent d’obtenir les coordonnées de la planéte sous une forme
entiérement périodique.

Dans ce cas on tiendra compte des coefficients qui sont entourés
d’un trait et, sur la méme ligne, on négligera les autres.

On fera l'inverse dans le cas contraire, d’'une durée relativement
courte, c¢’est-a-dire qu'on négligera les termes entourés d’un trait, ce
qui a I'avantage d’augmenter la convergence des développements et,

dans ce dernier cas, il convient en outre d’ajouter :‘a? le terme sécu-

laire
<& (21 3 93 . , ,
o3 ?\chosFo—k Z\msmF” (v' cosG — ¢/ cosGy).

La durée pendant laquelle cette méthode est applicable dépend de la
valeur numérique de ce terme dont on a négligé le carré, elle est
toujours au moins égale i celle de plusieurs révolutions.

On passe du premier au second cas en modifiant seulement la con-
stante (r, & laquelle on ajoute

!
o
— ———sinFy 4

( 31 cosF>
2 3V3H 9V

Les termes marqués d’un astérisque sont déduits des développements
du mouvement elliptique et non de la théorie analytique.

THI SE PALOQUF 12



(1)

(2)

(4)

(7)

(5)

(8)

(6)

(9)

(10}

(1)

(g

(15)

(18)

(19)

-+ a2

+ B -

i S 290
< L+ 3 ®+ 128 23
| —0,99891034

I 11 3
(——zvm—z py3u

| —o,10713060

x

. 2 32
-+ 0,30092

(’ 1 _._31

2 1
— 0,50072
( 1—p
+ 0,99905
< 13
—1+ u
2
— 0,99380
(=g
\ 2
+ 0,99952
(—

3 s— b9
(ViR ae

-+ 1,03660

(i 337429,
AR
L — 0,95636
(=3
\ g
— 1,00394
<—1 9. 5697
8 128 !
—1,00I11

— 90 —

AN
Il

)cos(F
)cos(G

> cos(2F

) cos(2G

)cos(zll

)

>01>5(F—+—G

) cos(F — G

)cos(F+v’

> cos(F ¢’

(—2+2 V3p—18p+ 3%7 pﬁp) cos(G —+ o'

—1,90614

243 3u+18u + 317 p\/g‘u> cos(G — ¢

2,128%0

27y 3
32

)i( %H—!—

-+ 0,00062090

w2 ) sin (F

e V3, _3V3,

)—( 5 P 7 w sin(G
+ 0,00082489g

L/ 2143 .

):( T:—p )sm(2F
- 0,00108

- 593 - .

)E(=3 Ve — 5wy )sm('zG
— 0,09484

)i<—\.—jl~l >sin(zH
‘—0,00083

L/ 29 — 291y3 .

)I( g VB— —g i )sm(F+G
-+ 0,09693

/a9 — 24343 o

’:( 8)‘9+ ‘3: © \)sm(P_—G
=+ v,12451

)i( VTsy. )sin(F—v’
—+ 0,00021

= (e 0 sne
— 0,00063

)= ( Y3 —ouyp ) sin(G =+ ¢
-+ 0,00139

)= yIp+onve ) sin(G — ¢’

—- 0,001Q2.

-



(20)
—+ a3

(23)
(1)
(32)
(24)

(95) + 228

(48)

(28)
(29) + a >

(50)

31) + B2a

(51)

- ,375(1
9 i
16 128
_ —o0,5660
[/ 53 -
( 5gvie
-+ ¢,1181
(
Avg
-+ 0,0089
B 3 | -
- —=43
( P75
“+ 1,2366
5 1 =
<_Z_1‘3
— 1,2634
35 =
(=53
| — 0,1226

(

| —+2,16067

r( 223
T— =
323

+ 0,8746

< L 225 "
'%').yg

1,1254

3.9

6"

| —3,0055

— 91 —

UANY

= (suite).

>cos(3F

>cos(F

>cos(3G

>cos(G

>cos(2F + G
)cos(zF-— G

>cos(G

) cos(2F 4 ¢’
)cos(zF — ¢
)cos(o’

\

)cos(zG + F

>cos(2G— F
>cos(F

)
29v3 171y 3
-+
)h< 16 + 512 M
-+ 3,1449
)t( ﬁ__‘_lzol\/‘s
2 g6
-~ 0,8867
543 265 /3
~+ L b
)_< 2 T
+ 4,2936
29 —
+{ — =2
)_< g Vit
—o0,1120
)i—(— %}\/E
—0,1120
)+< 29 V'3
- 12
-+ 4,1858
)
) <_ 89v3
- 36
— 4,2820
L { 71\3
)*( 18
—~+ 0,6736

\f’;g 5 -

+ (X2 2

YE(— T vk
—0,5102

)+( 9v3 _ 1377y3

RN 32,

)sin(F

) >sin(3G

- >si|)(G
) sin(2F + G
) sin(2F — G
> sin(G
> sin(2F — ¢’
) sin(o’
)sin(zG—n—F
> sin(2G —F
) sin(F



(35)

(36)

(53)

(37

(38)

(54)

(39)

(40)

(55)

(43)

(45)

(57)

SR

+-1%22

_'_Y!Fﬁ

oy
2

+4~a

e'2

— 0,0064
_(—z+8V3p
— 1,570
( 248 \,§-}L
-+ 2, {280

(—6y3p

_ —o,3210

-

[l .

£ = (surte).

> { )
) cos(2G + ¢

\)cos('zG—o’

cos(2lT + F

cos(2H —F

)cos(G
) cos(aH — o'
) cos(2v'—F
)cos(F

) cos(2¢'+ G

) cos(2v'— G

) cos(G

,7136
\_}_( V3 _ 79
o > 16
-+ 1,0183
>+<_58y§
o 9
— 17,1621
)
+< 6143
)= PP
—+ 1,4674
)+<~_.S./§_v
o 2
— 0,8662
)
=+ -
)—( sV
~+0,01354
+ LV
>—< 5 Ve
“+ 0,015
2
= (-2
V3
—1,1547
)i< 3
9
-+ 0,1925
)
)
)
)
)

>sin(2G—|—-v'

)sin(zG— o'

> sin( ¢’

sin(2H—F

sin (F

sin(aH — G

sin(G

)
)
sncatt -6
)
)

> sin(a H — ¢’



(61)

(62)

m~

N

(65)

(66)

(73)

(78) + at

(103)

(76)

(87) + B¢

(106)

(96)

+

(107)

fy3p

-+ 0,2140

4y 3p
-+ 0,2140

N,

)cos(F+G+v'
cos(F G — o

cos(F—G + v

S~ S~

cos(F— G — o'

> cos(4F

>cos(2F

)

> cos(4G

>cos(zG

)

) cos(2H

2 —
)i< e
-+ 0,1120
313 17—
=+ 2ve_ Y
)_< 5 —“Vu
-+ 5,9223
29 —
)i(\ g\/ﬁl
+ 0,1120
31y3 31—
4 _ o
)"< 9 it
— 35,8862
)
)+< 2943
- 32
-+ 1,570
)+_< Sty g
- 6
—+ 0,159
)+< 89\
= i
+ 0,114
=( L
V3

)sin(F+G+v’ )

‘—'2‘\/}—‘) sin(F+ G+ ¢ )
— 0,0077

)sin(F—-—G+v' )

n +'I,3H1>sin(F—G—v’)
4

+ 0,1158
) sin(2F )
>5in(4’G )
> sin(2G )
>sin(2ll )



(79)

(80)

“+ 2B

(123)

1124)

(83)

(84)

+aﬂi

»

(127)

(128)

(85)

(86)
+ B3a

(144)

(145)

AN

cos(3F + G

cos(F + G

)
>cos(3F -G
)

N\,

)cos(F-—G

> cos(3F + ¢’

)ycos(3F — ¢

N\

)cos(F + ¢

)cos(F—v'

>cos(3G+ F
)cos(SG—-'F
>cos(G+F

) cos(G—F

= (suite).

)sin(F—(—G

)sin(F— G

)sin(3F—v'
)sin(F—i—v’

) sin(F — o'

)sin(3G+F
>sin(3G— F
>sin(G+F

) sin(G—F



(gv)
(91)
—+ B’%

(136)

(157)

(200)
g3
0

(201)
(108)

(109)

(100) + 202

(209

“+ 1,292
(-
-
— 1,292
23
3
— 7,667
(%
3
|+ 7,667
_(_f
N2
— 1,500
(=3
2
— 1,500
(4
| (—4
.,( ;
-4
- 1,750
( 7
4
=+ 1,750
(-2
O
— 2,500
( 21
. 16
— 1,313
(-
16

::: (suute)
)cos(SG “+ v
)cos(SG — ¢
)cos(G+ ¢
>cos(G — ¢
)cos(B v'—F
>cos(v'— F
) cos(¢' + G
) cos(¢'— G

)cos(aF +2G
>cos(2F——zG-

> cos(2F

)cos(').G

33
(2
=+ 2,599
343
=( 2
-+ 2,599
)+( 197 V3
- 18
—+ 18,957
)t< 197 V3
18
-+ 18,957
)
)
)
)
- ,3
+ %
)_( 10
“+ 0,341
)i( 3V3
16
-+ 0,541
o 9v3
1 JVe
)"( 8
-+ 1,949
)

sin(3G + ¢

sin( G+ ¢

)
an(sG
)
)

>sin(2F+ 2G
)sm('zF —2G

)sm(zF



(110)
+ a2

(111)
(1v1)
- 72 ..rz

(162)

(205)

(114)

(115)

(142) + pre

163)

(207)

.|.
=}

[od
(=]
~1

S ?

A
O Nim

W
=4
(<]

v’\ﬁ
S
)

- NIWw O NI

o
&
<

~
[
£
o

cos(2F —a¢

cos(2F

cos(29¢’

R

) cos(2G +2H
)cos(zG— 2H

> cos(»G

) cos(2H

61 /3
-+ { —
= (=
"—07734
)+<_97\/§
o 144
— 1,166
25 ./3
, 37¢3
= (=7
— 3,560
89\/§
= (="
— 4,282
89 /3
(=15
— 4,232
)= ( 7183
=+ 0,674
V'3
~+ 0,433
/3
= (=4
— 0,433
)
3\/§
4+ 2¥°
= (-2
— 2,398

>sin(2F—~2H
>sin(2F

Y

)sin(‘zH

)sin(zF—MJ'
>sin(2F

> sin(2v’

)sin(zG—.—zH

>5il’l(2.G—2H

)sin(nH



(116)

(117)

2
(143) + @2 =
M

(184)

(208)

(133)
(134)
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=( Y
~+ 0,866
L L3
)-—\ >
-+ 0,866
\J.';
4+ (=2
£ (=4
— 0,866
)+< 61 \/3
=+ >
—+ 1,467
) == \/_3
- 6
-+ 0,289
)+< 73 V3
-+ 24
+ 5,268

)cos(SF—Il
)cos(F+H

> cos(F—H

>cos(3G+ H
)cos(3G—H
)cos(G+ H

) cos(G—H

>cos(3u— ¥
)cos(H+ F

>cos(H—F



(98)

(182)

(129)

(130)

(131)

+a?fy

(132)

(210)

(1)

(137)

(138

(139)

(214)

(215)

TIHESE PALOQUE

e .
= te).
; (suite)
)5in(3H — '
) sin(H — ¢’

)sin(zFJ.—G-f—ll
>sin(2F+G- 11
>sin(2F— G+ H

>sin(~2F~G—H

)y sin(G =+ 1
)singG—H

)sin(zF+H + o
sin(2F +~H.— o
Sil’l('lF—H+ o

sin(2F —H — ¢

~— S > T

sin(H =+ ¢’

) sin(H — ¢’

/

):*‘( "15
A 9
+ 0,193
1
=+ =
) ( V3
+ 0,577
)
6143
-+ 22
= (5
-+ 0,733
)
614/3
= ( 1
~0>73/l
)
)
)
- 36
_4757’
L 3
)__< L
+ 0,096
)_+_(_83 V3
- 12
— 11,980
)i( 23
9
-- 0,385
)+< 343
- 2
-+ 2,598

> cos(3H — ¢

) cos(H — o'

>cos(2l“ +G—H

>cos(~zF-—G —H

>cos(2l"+ H—y¢
)cos(-zl“ — H +
>cos(2F — H -
)cos(Il+v’

) cos(Il — ¢



(146) ( 2
(149) (—2
+ Bray
(216) (--2
(217) (6
(158) (3
(159) (3
(160) (—3
_._@2,5_1
[} ) 2
(161) (=3
32
(220) (——- 3
— 10.667
(221) ( 8
B 3
(192) < 5
€2
-+ T ay -+ 1,500
. 9
(193) < 5
-+ 1,500
(197) &2 8 L 4
(199) & 7L (—4

e -

w

I== (sutte).

[4

) sin(2G —~F —H
)sin(FF+ H

ysin(F—H

ysin(2G 4+ H + o
)ysin(2G 4+~ H — ¢’
ysin(2G—H 4+ ¢
)sin(zG-——li—v
>sin(l] 9

ysin(H — o

>sin(';.v’— F-+H

)sin(-zv’— F—1

)ysin(a2¢' 4+ G—H
)sin(2¢'— G —H

/3

= (=L
— 0,866

. /3

y= (-4

)

)

)
)



(234)

(235)

(236)

(237)
“+ agy 5

(238)

(239)

(240)

(241)

<_3\I/637l

—87,237

<_E
3

— 0,667

(s
33
. —87,237

( —3

(=57
3y/3n
—87,237

(3

-+ 0,667

(-
3/3p

_87»237

q*

4
-+ 2,250

T .

s= (suite).

) sin(F+G+H+¢)

>sin(F—i—G+H—v’)i(

31

9vVe

“+111,525

)sin(F—l—G——,H +v')i< Vg

(‘/) )sizl(F+G— H—~v')i<
1

.+ 2,250

9*

4

— 2,250

9*

— 2,250

) sin(F— G+ H—4¢)

>sin(F—G+H—~v’)i<

>sin(F——G—H+v’)i<

) sin(F—G—H—y)=+

(

+ 0,193

31
9V

—+111,52)

s
9vw

V3

.9
— 0,193

31
9y

—+111,525

“+111,525

234 3*

24

> cos(F + G-+ H—v¢)

-+ 1,660

)cos(F+G—~H+v’)

1343 > cos(F+G—H—y)

°5)§'3 ) cos(F—G + H—¢')
Y

_3’969
>cos(F—-—G—H+v’)

_71v3

24

>cos(F—G—H——-v’)

— 5,124



CHAPITRE V.

EXEVMPLE NUMERIQUE.

Les calculs effectués dans le présent Chapitre ont pour but :

1’ de donner un exemple numérique de la théorie analytique;

2° de rechercher la précision qu’on est en droit d’en attendre, et
cela dans des conditions peu favorables a son application, la planéte
choisie ayant a la fois forte inclinaison et forte excentricité.

Pour neuf positions de cette planéte également réparties sur son
orbite de 45° en 45°, on a calculé ses coordonnées d’une part d’aprés la
théorie analytique, d’autre part d’aprés une méthode numérique preé-
cise qui sera exposée dans une publication ultérieure.

L’ordre adopté et les formules utilisées sont ceux du Chapitre pré-
cédent, nous nous sommes donc borné a indiquer les données et les
résultats.

Eléments de départ :
M'=112016'0",1

. 1 [ J— A .
Jupiter (), ¢'=0,04836756 (o' = 2°16/20", 42)
date : n' = 299",14938 ' ’
99,149
\ @' =0,7162172

M = 81°26/35" 9.
w = 332°49' 59", 3,
= 27°48' 5".9,

9

Planéte Troyenne (® .
ete oye e( ):( j= 91091/ 2//,3,

¢

méme date.

ll

Boxy' =", g2,

n=2301",12314,

a=o0,7143113.

(') Eléments moyens de Jupiter 1g20,0 t. m. Greenw.

(?) Eléments voisins de ceux de la planéte 17 Patrocle.
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Détermination des constantes approchées :

qJ = — 60°,

o =117°16" 28", 4.
h =+ 0,01387496, ;k =+ 0,14256918,
W = — 0,02216468, I'—/f’:—l— 0,04299010,

h =+ 0,04104074, k =+ 0,01753838,

~ =

p =+ 0,16127156, ZITq =+ 0,091 14044.

Premier systeme de constantes approchées :

F _—_70‘.) ():2, loga = ¢, 02490,
G=123. 8,3, log3 = 8,64965,
H = 29.28,3, logy = 9,26574.

On adopte aprés six approximations successives :

A=+ 0,00614301, Al = + 0,00677983,
A, =+ 0,00296979, A, =+ 0,00242566,
A; =+ 0,00106885

et le systéme de constantes approchées

| 72? 8.38.5, loga —=8,9889850,
G,=21.51.35,6, log3 = 8,6456386,
H,=129.15.59,9, logy = 9,2587984.

Calcul des arguments :

S = fo+ 0,00041523 =+ 0,99717276,
&= go— 0,0026291 =+ 0,0778348,

h = Iy -+ 0,00000921 = + 1,00000921.

Nous nous sommes donné les neuf valeurs de ¢ dont se déduisent les
valeurs correspondantes de F, G, H.



o i 2
Foo.o....... 2
G...ooovn

H

Forme du terme,

cos F

cosG
cos2F
cos{F 1 G)
cos(IF — G)
cos(F + o)
cos(F —¢')
cos(G - ¢")

cos(G— ')
sin F

sin(F — ()
sin(G — o)

cos2 H
cos(2Il —F)

calcul de &, -Z—f, f pour les neuf positions de la petite planéte. Nous indi-

quons ci-aprés les résultats obtenus et comme exemple les valeurs
numériques de quelques termes des développements.
Il est avantageux pour la détermination des constantes de calculer

séparément les termes de % et de ': qui dépendent de +.

La méthode adoptée est celle qui fait disparaitre les coefficients

en

Vir
‘Eg Développements de k.
]Zé Termes indépendant de y.
1]14-0,045072|—0,0337421 —0,09129{|—0,086394]|—0,029862| +-0,039682|+-0,088202] -+-0
2|—  4yoxf—  4654)—  438§|—  44y6l—  4397|—  4289i—  4ijo|—
4 — 2722~ 3619(-+ 3607|+ 2733 — 3866, — 3181+ 3ob0|+
10— 156681+ 2300+ A4 571+ 3112 — 3131— 3382 — J46u]—
11+ 23431 — 679 — 3377|— 4o71|— 2635|— 78|+ 2458+
14+ 2327|-+ 195|— 2361{+4 jro|l+ 2335 — 138{— 2359|—
15— 1681 — 1677 — 1673|— 1669 — 1665 —- 1662|— 1658] —
18— 832(— 1976/ — 1381+ S1{=-  1bf2;+ 2032+ 1348)--
19|+ 304|+ 1846| -+ 2, o) - 1334 — 215|— 1586 2254
23— 2384 — 2734 — 1015+ 1345+ 2774+ 2662, 4 1236 —
124+ 106(+ 127] - 7H— 20— 99| — 19g -— 103 —
213+ 88|+ 32— 15— 73| — 8gi— 64— L3 |-
|
~+0,032099|—0,0{9846|—o0, 100586]—0,093388|—0,0{2021|+-0,025653|+0,07665%|+0

Termes dépendant de y.

6] +0,025926}—0,022856|—0,019825]+0,028205|+0,017182]—0,026139]—0,023 159
38]+- 6538+ 6573+ 2059|— 748|— 6978 |—

—+0

6309|— 2400+

’ % 0" ! n”‘ B ,0 g l ‘0 g ‘”;—{ —0 I. ”/} v’(non-ll i ‘, \“u.l:,lu”')‘. /novﬁ, {n”‘j
£.28,91334.35.57,31 24.29.25,6! 72.25.36,71117.16.28, {1 59.17. 41,2 zou..u.44,,|ziﬁ.lu..u,5|
.25.55,4(290.16.15,3{339.37.20,1] 27.29.22,6] 72. 8.38 5/1rf. 2 43,6(154.51.47,6,196.47.38,1
. 3.26,6] 10.47.29,3] 14.38.37,0] 18.22.47,7; 21.31.35,6] 23. 8. 9,9 28 19.33,7] 31.35 42,2
0.54,1]246.59.24,1[296.28.54,0(3.14.29. 6,7 29.15.39,9' 70.37.145,1|112.16.16,61134.16.15,9
Caleul de &, %, f — Les données qui précédent ont servi de base au

,093236
4035
3967
2908
3987

449
1655
138
1957
8142

,084312

,020509

2661

o s
287. 1.28,9
241.24.51,2

35. §.40,5
199. 1. 6,0

—0,057900|—0,012968| —0,031131|—0,070336|—0,036198|—0

3 :14—0,03473q——0,loldiﬁrﬁo,153486r—0,106356

—0,073152 —0,014681l+o,ozu,’|'37|+o

005844

,078168

+0,046598
— 387~
— 2581
-+ 505
-+ 3695
+ 2319
— 1651
— 1609
— 705
-- 2359
+ 57
-+ 83
+0,035687
-+0,025924
-+ 6590
-+0,001261
+0,036948




Forme du terme. *zg Termes indépendant de 7.

sin P 1|—o0,172852|—o0, 18'29141——0,067898 +0,09mm’3!—} 0,185598|4+0,178070
sinG 2+ 10867i+— 16360 22359'+ 27888 +  32939'+ 37568, —  j1966
sina F 4|+ 1947{— 1543— 1549+ 1943|+ 13853 |— 1766 — 1823
sm(F + G) 10— 3746|— 3426]— joo|+ 2870+ 398¢g|+ 2614 — 226
sin{ F — G) 11|+ 3860| -+ 4627+ 2692 — =43 3608} — 4690 |— 3767
sin(F +v") 14+ 434, — 2364+ 170!+ 2336}~ 388 — 2368 — 199
sin(F — ¢") 15|+ 1689+ 1693|-+ 1697|-+ 1701 + 1705+ 1709 ' = 1712
sin(G + ¢") 18|— 34411— 925+ 2379+ 3769 - 2466 | — 291| — 2828
sin(G— ') 19— 4868 4 2890 — 8415 — 4004 |— 4920 ~— 35.’461—- 692
sin(20 - G) 24!+ 310|— 395 — 184 399|-- 100] — 399 - 155
sin(2F —G) - 25— 374+ 277+ 348|— 252 |— 357+ 165|+ 415
sin(2F — G — ¢") 130] + 9+ 39|+ 471+ 28] - il 33— 47
Total.. ........ —0,1825931—0, 19,8 19|—0,070105]| +0,098089(+0,192478|+0, 182673 |+0,093612

Termes dépendant de 7.
sin2 Il 6]—0,020267|—0,023679|+0,026260|4+0,016958| —0,028059]—0,019993|+0, 023075
sin(HOH— ) 38!4— 3940 — 3838 — 9142 — 8139'—— 2247+ 4556+ 8946
Total, oo ovn ... !——J,U“GL”)——U7090789 +0,035104|40,032939|—0 ,004150| +0,013003|+0,054143
Terme séculnirv.,...‘d— 35|+ 96|+ 17|+ 3 O] — 7— 13
? :I—o, 1887771—0,213132|—0,034984 +0,13103(‘)!+0,':88028 “+0,195671 40,1477 ]2
, ¢
Développements de 7

sin Il 3|—0,118250]—0,334018]—0,32485 {}—0,097080]| -0, 177430" +0, 343750]+0,333860
sin(F+H) 120+ 17543+ 848 — 17640+ 3681+ 17390 — 1649]— 15719
sin(FF— 1) 13|+ 36423|-— 36332+ 36237+  36145)+  36059|+  335g78|+ 35899
sin(G + IT) 16| — 6769|—  15052|—  r1i6or|-+ 70|+  1199I|+  15304|+ 9776
E =[—0,064061|—0,293262|—0,301228|—0,043639|+0,242735|~+0,379868(+0,347777

119 —

, §7
Développements de 7‘ .

-+0,08267 §|—0,056339

—0,1712%2

- 4633714+ 30828
-+ 1313 - 1994
—  2990|— 3973
— 1198 |-+ 2081
— 2329+ 475
-+ 1716+ 1719
— 37561 |— 2315
- 2522 -4- 4699
-+ 378) — 157
— 15— 429,
- 421- 16
—0,033875|—0,140683
=+0,025731|—0,020270
-+ 8863+ 3787
“+0,048116!—0,007693
b 19~ 24
—+0,014252)—0, 148400

-+0,

-+

+0,

Calcul de &, '?" %par une methode numériqgue. — I’apres les mémes

données et pour les mémes dates, les perturbations des éléments
elliptiques de la petite planéte ont été calculées par une méthode
purement numérique. On a obtenu les neuf systémes d’éléments oscu-
lateurs :

157555
27%)
33818
1374

176693

—0,118270

+ 17494
-+ 35732
— 12475
—0,079342
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27.46.36,4
21.21. 3.0

e P 0 g " o oy o . E) L n 0y ¥ o P [ (<3 P
M......... |260.38.17,8 |3u5.43. 2,9 1351, 2.37,2 | 36.94. 3,2 { 81.26.35.9 (126.35.43,2 ||71.53. 1,6 9.17.14/5.6;/9 262.24.37,4
Weereownn.-332.17.54.3 {332.31.45,8 |332.32.47.2 332.32.48,4 {332.49.59,3 [332.58.53,0 {332.58.38.7 [332.52.59.2 |332.58.39,3
[/ I 27.47.39.7 | 27.48.12.7 | 27.48 33.1 | 27.48.92.0 | 27.48. 7,9 | 27.16.59,5 | 27.46.39.4 | 27.46.38,1
S 20.21.22.2 | 21.21.42.0 | 20.20.14.6 | 21.91.36.4 | »1.21. 2,3 | 21.20.49,2 | 21.20.49.9 | 21.20.50,6

T 8.14.10.91] 8.13.96,23] 8.rr 17.52] 8.13.15.22)  8.r4. 7.92| 8.12.56,14] 8.11.45.48| 8.11.43.77] 8.12.28,0%
logea....... 0,7142277 0,7139414] 0,7137252 | 0,7139459 | 0,7143113 | 0,7145128 ' 0,7146149 | 0,7146273 | 0,714%062
. . T
qui ont servi de base au calcul de &,, %, %
logry...... 0,7322489 | 0,6832596 | 0,6481173 | 0,6650498 | 0,7139315 | 0,7346249 | 0,7720772 | 0,76376534 | 0,7307399
logri..... 0,7090930 | 0,6965679 | 0,6964929 | 0,7089267 i 0,7249343 | 0,7333072 | 0,7353648 | 0,7250832 | 0,7090930
o _u o s w o s _u o s u o o 1 _u O s L] o ‘/ "
0 —5 245. 5.30.9 [291. 1.50,5 [347.57.51,0 | 47.40.15,8 | 97.53.21,6 |138.23.25.1 |173.50.32,4 [208 37.36,6 [246 45.50.3
O 287. 1.28,9 1334.59 57.3 | 24.29.25,6 | 72.29.36,7 |117.16.28,4 |159.17.41,2 |200.16. 12,3 |242.16.40,3 |287. 1.28.9
| ST —+0,0359124|—0,1002925|—0, 1382302|—0, 1064639 —0,0741681| —0,04525{4|+0,0208207 | +0,0787685|-+0,0377074
pil ........ —0,1879251|—0,2138709|—0,0366295|+0, 129046 | +0,1870733|+0,1961377|+0,1 18948 1| +0,0153082|—0, 1472731
%.' ........ —0,0640305|—0,2920001|—0,3006229|—0,0435073| 40, 2417252 +0,3781921|+0,3463201|+0,1761088| —0,0793719
Détermination des constantes définitives. — La méthode qui vient
d’étre appliquée ayant été vérifiée par d’antres calculs précis, on peut
considérer qu’elle fournit une représentation rigoureuse du mouvement.
et les corrections qu’il convient de faire subir aux constantes appro-
chées pour obtenir les constantes définitives ont été déduites des diffé-
rences
kY] 4y n AL § 4
Al = - Ar=—— 1 =22
f=h -5 I A 2 2
Ab.. “+0,001158|+0,001163|-+0,000256| —0,000108| —0,001016|—0,000573|+0,000364|-+0,000301|+0,000759
A? ................. -+ 82— 339|— 1646|— 1631 |— 035+ 367 |+ 1206| -+ 1056+ 1127
z
A‘f ............. + 30|+ 1262 |+ 605 | - 131|— 1010| — 1656} — 1457|— 584|— 30

On a obtenu aprés plusieurs approximations

AF = — 0,009}5 ou  — 32'.2¢"

Ay = —o0,003400Y = — 0,0000/,170;

quant aux corrections qui se rapportent aux quatre autres constantes,
elles sont négligeables.

En ce qui concerne la correction AF, elle a été appliquée sous forme

s . .. , n
différentielle aux principaux termes des développements de§, = % aux-
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quels il y a lieu d’ajouter respectivement

Correction a £.......

3

»

+0,000813|+0,000840
|+ 830|— 596
— 4ig|— 176

I

-+o0,000373

 p—

1691

e

51

1522, —

| —

41

399+

290’_

i
|

210

814_1_.

0,000227|—0,0007525!—0,000887|-—0,000348
i

1570

391!

l+o,000162 —+0,000791

| 1616]+

Pour appliquer 4 y la correction Ay, on remarquera que y* est en

facteur dans les termes de & et de ? qui dépendent de v, on pourra donc

se contenter de multiplier 'ensemble de ces termes par

(

b

.

2
> =1 —0,006788;

en outre y est en facteur dans % qu’il suffira de multiplier par

Ay

P4 =L
v

—=1—o0,

003400

il faut donc apporter encore a &, -?, %.les corrections suivantes :

536|—

826

429

—0,000018|+0,000350|+0,000393|+0,000088| +0,000211]|+0,000477|+0,000381|+0,000040|—0,000009

» ? - o)+ 138|— 238|— 224|+ 30|— 88| — 368|— 397
» C; ....... -+ 218|+ 998|+ 1025|+ 148]— 825|— 1291 — 1182|— 6o1
Comparaison des résultats. — La théorie analytique, d’une part, la
méthode numérique, d’autre part, ont fourni 'ensemble des résultats :
.. e —+0,035912|—0,100293|—0,158230|—0,106464| —0,074168|—0,045254|+0,020821|+0,078769
B +0,035549]|—0,100266|—0,157720|—0,106495|—0,073666|—0,04091 | +0,020290|-+~0,078670
Résidus............ .|+0,000363|—0,000027{—0,000310|-+0,000031| —0,000502|—0,000163|+0,00053 1|0 ,000099
% ......... —0,187925{—0,213671{—0,036630{--0,129405|-+0,187073|+0,196138|+0, 148948| +0,015308
?- .................. —0,187905|—0,2135g0|—0,036913{+0, 129290|+0,187659|+0,196397|+0, 148944|+-0,015541
Résidus............. —0,000020|—0,000081|+0,000283|+0,000115|—0,000586|—0,000259|+0,000004|—0,000233
% .................. —0,064031{—0,292000{—0,300623|—0,043508{+0,241725{+0,378192|+0,346320|+0,176109
% ................ —0,064262|—0,292440|—0,300547|—0,044003|+0,241620|+0,378362|+0,3.46204|-0,175556
Résidus............. —+0,000231{+0,000440|—0,000076|+0,000497|-+0,000105|—0,000150|~+0,0001 16|-0,000553

THESE PALOQUE

16

-+ 52

P 270

~+0,03,707
—+0,037730
—0,000023

—o0,147273

—0,147522

-+0,000249
—0,079372

—0,079501

-+0,000129
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Le résidu le plus important étant égal 4 0,000586, la position de la
planéte est déterminée 3 deux minutes d’arc prés malgré une incli-
naison de 21°, et il conviendrait pour obtenir des résultats plus précis
de calculer des termes d’ordre plus élevé dans les développements
de %, v, {5 mais les résidus sont nettement périodiques et c’est en
cela que réside I’avantage de la théorie analytique; celle-ci en effet a
permis de représenter le mouvement des Planétes Troyennes avec
une précision indépendante du temps.

Vi et approuvé :
Paris Je 27 juin 1g25.

Le DovyenN pE LA FacuLTé DES SciENCES,

M. MOLLITARD.
Vu et permis d'imprimer :

Le Recreuvr ve LVAcapEMiE pE Panis.
Pour le Recteur :

[’ INSPECTEUR D'ACADEMIE,
D. ROUSTAN
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