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PREMIÈRE THÈSE

LE

THÉORÈME DE M. PICARD
SUITES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

FONCTIONS MÉROMORPHES ET FONCTIONS ENTIÈRES

Les théorèmes que M. Picard a découverts en 1879, le premier sur
les valeurs d'une fonction entière, le second sur l'indétermination
d'une fonction uniforme dans le voisinage d'un point essentiel, ont fait
naître une foule de travaux.

M. Borel a donné, en 1896, une démonstration élémentaire du
premier théorème. Une méthode analogue a été employée par
M. Schottky? en 1904, pour démontrer le second théorème. De nom-
breux travaux se sont groupés autour de la propriété que M. Landau
a établie en 1904, et qui complète le premier théorème de M. Picard.

La théorie des familles normales de fonctions, édifiée par M. Montel,
a permis de faire une étude d'ensemble des fonctions analytiques à
valeurs exceptionnelles, et elle s'est montrée très féconde. MM, Montel
et Julia en ont déduit, entre autres, de nombreuses propriétés des
fonctions uniformes au voisinage d'un point essentiel ; ils remplacent
le domaine qui entoure ce point par une infinité de domaines partiels
qui s'en rapprochent peu à peu, et substituent, à la fonction étudiée,
la famille des fonctions obtenues en faisant la représentation conforme
de ces domaines partiels sur un domaine fixe.

Ces domaines partiels sont de forme connue a priori; ils ne dépen-
dent pas de la fonction considérée. Ce sont, par exemple, les cercles
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homothétiques, par rapport à l'origine, d'un cercle fixe, les rapports
d'homothétie étant <r, <r2,..., a'1,..., et a un nombre fixe supérieur à
l'unité. Il y a intérêt à réduire les dimensions de ces domaines partiels;
la théorie des familles normales de fonctions n'a pas permis jusqu'à
présent de le faire.

Dans le Chapitre II, j'applique directement le théorème de
M. Schottky à l'étude, dans un domaine partiel D, d'une fonction
méromorphe <p (z) à valeur asymptotique. Les dimensions du domaine
partiel D sont plus petites que celles des domaines envisagés par
MM. Montel et Julia., et elles dépendent de la fonction <p (z). J'obtiens
des propriétés de la fonction <p(z) dans certains domaines D, au lieu
de propriétés valables dans un ensemble de domaines partiels se rap-
prochant indéfiniment du point essentiel» Ces propriétés de là fonction,
et les dimensions du domaine D, dépendent simplement de la manière
dont la fonction o (s) tend vers sa valeur asymptotique sur le chemin
de détermination, et, dans le cas d'une fonction entière, du maximum
M (r) du module delà fonction sur le cercle de centre origine et de
rayon r. Les théorèmes de M. Julia, qui présentent un caractère,
qualitatif, se déduisent en particulier des résultats quantitatifs
auxquels j'aboutis.

Une inégalité découverte par M. Carleman m'a été particulièrement
précieuse. Je l'applique, en outre, dans le premier Chapitre, à l'étude
de certaines suites de fonctions holomorphes non bornées.

Dans le troisième Chapitre, je m'occupe plus particulièrement des
fonctions entières d'ordre fini. J'établis une propriété nouvelle de la
croissance de ces fonctions dans des angles. Je retrouve et précise un
important complément apporté récemment par M. Bieberbach au
théorème de M. Picard. J'applique brièvement ces diverses proposi-
tions à quelques fonctions particulières.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans deux
Notes insérées aux Compte rendus de l'Académie des Sciences, le
5 mars et le 28 mai 1923.

Je tiens à remercier particulièrement ici M. Borel, qui a contribué
pour une large part à l'orientation de mes recherches, et M. Montel,
qui a bien voulu s'intéresser à ce travail et près de qui j 'ai toujours
trouvé le plus bienveillant accueil et une aide constante. Qu'il me soit
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permis d'exprimer toute la reconnaissance que j 'ai contractée envers
MM. les professeurs de l'Université de Lille, pendant et après la dure
occupation allemande, et envers MM. les professeurs de l'Université
de Paris, qui, en réservant une bourse à un étudiant venu d'une autre
université, lui ont permis de réaliser son but.

CHAPITRE I.
CONVERGENCE D ' Ü N E SUITE DE FONCTIONS HOLOMORPHES NON BORNÉES.

1. Je rappelle d'abord une inégalité établie par M* Carleman :

Soit un domaine limité par deux segments de droite AB et AG,
faisant entre eux Vangle aie, et un arc de courbe de Jordan BC, dont
tous les points sont situés à une distance de A inférieure à R . Soit,
d'autre part, f(z) une fonction holomorphe dans ce domaine, continue
sur la f routière du domaine, et dont le module est inférieur à M
sur AB et AC, et à m sur l'arc de courbe BC. En un point *( de la
bissectrice de Vangle A, intérieur au domaine, et situé à la dislance
r de A, la f onction f (z) vérifie r inégalité

1 i

I/(S)I<M W m u; *

2. Signalons deux applications de cette inégalité, que nous utilise-
rons souvent :

i° Soit une fonction/(z) holomorphe dans un cercle F de centre O
et de rayon i, et dont le module est inférieur à une quantité M supé-
rieure à i dans le cercle, et à une quantité m inférieure à i dans uft
cercle F' tangent intérieurement au premier, et passant par le point O.
En appliquant l'inégalité de M. Carleman à un triangle ayant un
sommet sur la circonférence F et les deux autres sur F', on obtient
l'inégalité

valable dans le cercle de centre Ö et de rayon - (').

(*) On peut préciser le raisonnement de M. Garlenaan dans le cas où l'arc de
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2° Soit une fonction f (Y) holdmorphe dans un cercle de centre O et
de rayon i, et dont le module est inférieur aune quantité M supérieure
à i dans le cercle, et à une quantité m inférieure à i sur un arc de
courbe continu, intérieur à la circonférence, et joignant le point O à
un point B de cette circonférence. Quitte à remplacer m par 2 m, nous
pouvons supposer, en raison de la continuité de la fonction ƒ (s) dans
le cercle, que cet arc de courbe est une ligne brisée sans point double.
Choisissons les deux axes de coordonnées Ox et O7 de façon que le
point B ait pour affixe z=x. Parcourons la ligne BO dans le même

sens à parlir de B, et désignons par C le premier point d'abscisse ^

rencontré sur cette ligne. Nous pouvons supposer que son ordonnée
est positive ou nulle.

Soient "Q un point quelconque du cercle de centre — - et de rayon y y

et A un point situé sur la circonférence de centre et de rayon ->

choisi de façon que AÇ soit la bissectrice de l'angle BAC. Appliquons
l'inégalité de M. Carleman : la fonction f(z) vérifie, au point '(,
Tinégalité

En utilisant de nouveau l'inégalité de M. Carleman on obtient, pour
le module de la fonction/(s) à l'intérieur du cercle de centre O et de

rayon -> la limitation

(2) \f(z)\<M*-*-"me~'\

3. Je vais appliquer l'inégalité de M, Carleman à l'étude de cer-
taines suites de fonctions holomorphes non bornées.

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine connexe
borné D, et dont le module est inférieur à une quantité M supérieure

courbe BC est un arc de cercle tangent aux deux côtés AB et AG, et tournant sa
convexité vers le point A ; l'inégalité de M. Garleman est encore vérifiée lorsqu'on
désigne par R non plus la distance maxima, mais la distance minima de l'arc de
cercle BG au point A. En partant de cette propriété, on obtient l'inégalité

valable dans les mêmes conditions que l'inégalité ( i ) , et plus avantageuse.
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à i dans I), et à une quantité m inférieure à i sur un arc de courbe
continu G intérieur au domaine D. Traçons une circonférence inté-
rieure à ce domaine, et dont le centre est un point de l'arc de courbe C.
L'inégalité (2) est vérifiée dans la circonférence concentrique et de
rayon moitié; en appliquant l'inégalité de M. Carleman, nous voyons
que dans tout domaine fermé D' intérieur au domaine D, le module de
f{z) est inférieur à M*-*m*; \ ne dépend que de la configuration des
domaines D et D', et de l'arc de courbe C.

On déduit de ce qui précède le théorème suivant ;

Soit ƒ\{z) f2 (s) ... fn(z), ... une suite infinie de fondions holo-
morphes dans un domaine connexe borné D, et qui converge uni-
formément, sur un arc de courbe continu C intérieur au domaine D,
vers une f onction f {z) holomorphe dans D, On pose

sur Varc de courbe C. Soit Mn la borne supérieure de \f(z) — fn(z)
dans D, Si, quelque petit que soit le nombre positif e, Pinégalilé
M^<^ m~£ est vérifiée à partir d^une certaine valeur de n, la suite
de fonctions considérées converge uniformément dans le domaine
ouvert D.

Dans tout domaine fermé D' intérieur au domaine D, V inégalité

est vérifiée à partir d'une certaine valeur de n\ \ ne dépend que de
la configuration des domaines D et D ; et de Varc de courbe C.

On peut supposer que Parc de courbe C est un morceau de la fron-
tière du domaine D, à condition que les fonctions considérées soient
continues sur cette partie de la frontière*

Ce théorème généralise un théorème récent de M* Ostrowski (*),
dont on obtient l'énoncé en remplaçant, dans l'énoncé précédent
« arc de courbe C » par <c domaine intérieur à D ».

(J) ÀLEXANDEK OSTROWSKÏ, Ueber vollstândige Geblete gteichmâssiger
Konvergenzvon Folgen analytische?' Funktionen (Âbhandluhgen aus dem
Math, Seminar der Hamburgischen Universitàt, B a n d l , Heft 3-4,
p. 327).
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4. Dans le théorème précédent, nous avons suppose que la suite des
fonctions /i (z), f2 (z)} • ••?ƒ»(*)> ...converge sur un arc de courbe.
Nous allons voir que la convergence uniforme est assurée dans le
domaine D, lorsque la suite de fonctions considérée converge en une
suite discontinue de points, satisfaisant à certaines conditions simples.
M. Montel considérait comme probable l'existence d'un résultat de
cette nature.

Soit une suite de points ziy z2, •-.., -s*, ..• rangés par ordre de
modules décroissants. Une telle suite sera dite exponenliellement
compacte^ (Vordre supérieur à 2, autour de son point limite Q, si
Ton a

(3) loglog
l Z/,

où F(«) est une fonction du même signe que w, tendant vers zéro

avec w, de même que ——• Nous désignerons par $(o) la fonction

inverse de F(a) , considérée pour v petit. C'est une fonction du même

signe que P, tendant vers zéro avec v}- de même que ^ •

Nous allons établir une propriété simple de la suite de points consi-
dérée.

D'après l'égalité (3), tend vers zéro avec zA. Les points

de la suite sont assez rapprochés et se succèdent régulièrement. Quitte
à supprimer un nombre fini de ces points, nous pouvons supposer \zk\
supérieur à la moitié de | zk_K | à partir de k = i »

Proposons-nous de rechercher jusqu'à quelle distance du point

limite O l'expression est supérieure ou égale à une quantité

positive assez grande [i. En d'autres termes, recherchons le minimum
i de k satisfaisant à l'inégalité

Cette inégalité n'est plus vérifiée pour k = i — i ? de sorte que

zi
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En utilisant l'égalité (3), on obtient

ou

(5) log log/

La fonction ^(f^) croît indéfiniment avec [x, plus lentement que
log log [x. Elle est déterminée lorsque la fonction F(w) est déter-
minée.

En résumé, ïinégalité

est vérifiée pour tous les points zk de la suite considérée, distants du
point limite O de moins de

5. Soit maintenantes) une fonction holomorphedans un domaine
connexe borné D, et dont le module est limité par M dans ce domaine.
Soit z0 un point intérieur à D, et situé à une distance de la frontière
de ce domaine supérieure à d. Par application de l'intégrale de

Cauchy, on sait que si z est un point distant de zQ de moins de - >
on a l'inégalité

o M

(6) l/<5)-/(?o)K^I*-*o1.

Supposons le module de la fonction f (s) inférieur à m en une suite
de points zn z2J / . . , zk9 . . . , exponentiellement compacte, d'ordre
supérieur à 2, autour d'un point limite O intérieur au domaine D ou
situé sur la frontière de ce domaine; dans ce dernier cas, supposons
eïi outre que la suite de points considérée est comprise dans un angle A
intérieur à un angle A'intérieur au domaine D. En désignant par d

la distance du point zk à la frontière de D? nous avons dh^>—~y

h étant une constante dépendant des angles A et A'.
D'après les conditions imposées à la suite de points, le cercle de

k
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centre zk et de rayon ™ *> —~ contient à son intérieur le point S^-H-

Cette propriété est du moins vérifiée lorsque k est assez grand. En
supprimant un nombre fini de points de la suite, nous pouvons la sup-
poser vérifiée à partir de k = i.

Appliquons l'inégalité (6) en prenant pour point z0 le point zk et
pour point z un point quelconque du segment de droite zk £/rH* Nous
obtenons l'inégalité

Par hypothèse \f(zk) | est inférieur à m. Si l'inégalité

2Mh
(7)

est vérifiée, le module de ƒ(*) est inférieur à urn sur tout le segment
de droite zk zfc+x • D'après le résultat obtenu au paragraphe précédent,
l'inégalité (7) a lieu pour tous les points zk situés à une distance du

point limite O inférieure à „ | J • Soit zl le point le plus éloigné deO,

pour lequel l'inégalité (7) est vérifiée. Traçons un cercle de centre zt

et de rayon ~^-- Ce cercle est intérieur au domaine D. Sur une ligne

brisée partant du centre zt et aboutissant à la circonférence, le module
de f{%) est inférieur à 2m. En vertu de la deuxième application du
théorème de M. Carleman, que nous avons faite au n° 2, nous avons,

dans le cercle de centre^- et de rayon —.-> l'inégalité

dès que M dépasse une certaine valeur numérique.
Traçons, dans le domaine D, un domaine convexe D< contenant à

son intérieur tous les cercles de centres zk et de rayons -^~; supposons

ce domaine D, assez petit pour que ses dimensions soient inférieures
à 1, et construisons; à l'intérieur de D o une circonférence fixe C ; ce
sera par exemple la circonférence concentrique à la plus grande cir-
conférence contenue dans D n et de rayon moitié. | / ( ^ ) | est inférieur
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à M dans D1 et à Mme~i0 dans la circonférence de centre sé et de

rayon ^~- En appliquant l'inégalité de M. Carleman, nous voyons

que l'inégalité

[ƒ(*)!< M m' -<l

est vérifiée à l'intérieur de la circonférence C; a est une constante ne
dépendant que de la configuration du domaine DM et par suite du
domaine D et de la suite de points.

De la circonférence G, on passe aisément à un domaine fermé D'
intérieur au domaine D. Dans un tel domaine, la fonction f(z) vérifie
l'inégalité

\f(z)\<Mm~'''~

où X ne dépend que de la configuration des domaines D et D ' .
D'après les résultats du numéro précédent, \s£\ est supérieur à,

aM/i\

log log

Dans le domaine D', on a donc l'inégalité

- X — a -
, loglo? —

log| f(z) i < logM -h e V m } logm.

Supposons maintenant que la borne supérieure M de la fonction f(z)
dans le domaine D ne soit pas trop grande par rapport à — • Plus pré-
cisément, supposons qu'entre ces deux quantités nous ayons l'iné-
galité

f j l i - a
log M < log —

a étant une constante positive.
Dans ]e domaine D', la fonction /(s) vérifie l'inégalité

log~j _
MILLOUX.
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OU

Pourvu que m soit assez grand, la fonction f{z) est très petite en
module dans le domaine D'.

6. Du résultat précédent, on déduit le théorème suivant :

Soit fi(z) f<2(z) . . . fn(z)- • • une suite infinie de f onctions holomor-
phes dans un domaine connexe borné D, et qui converge unifor-
mément vers une fonction f'(z), holomorphe dans D, en une suite de
points exponentiellement compacte, d''ordre supérieur à 2, autour
d'un point O intérieur à D, ou situé sur la f routière de ce domaine;
dans ce cas, on suppose en outre que les points de la suite sont com-
pris dans un angle intérieur à un angle intérieur au domaine D.
En ces points

\f{s)-fn(z)\<mtl.

Soit Mn la borne supérieure de \f(z) — fn(
z) \ dans le dômaineD.

Si Pon a

a étant une constante positive, là suite de f onctions considérées con-
verge uniformément vers f (z) dans le domaine ouvert D.

Dans un domaine fermé D' intérieur au domaine D, on a Piné-
galité

log\f(z)-fn(z)\<-l[\og~]l~eimn\

où X ne dépend que de la configuration des domaines!) et D' ; t(mn)
est une f onction tendant vers zéro avec mn ; elle est déterminée par
la suite de points exponentiellement compacte, d'ordre supérieur à 2,
autour du point limite O.

Ce théorème donne une extension du théorème suivant de
M.Vitali(') :

(*) Remarquons que le théorème de M. Vitali ne suppose pas la l i m i t e / ^ )
jriolomorphe dans le domaine D.
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Si une suite de fonctions holomorphes bornées dans un domaine con-
nexe D converge en une infinité de points ayant au moins un point
limite A intérieur au domaine D, elle converge uniformément dans
tout domaine fermé D'intérieur au domaine D.

M. Blaschke a montré que ce résultat subsiste si le point limite A
est situé sur la frontière du domaine D, sous certaines conditions que
doit remplir la suite de points. Par exemple, si le domaine D est un
cercle de rayon ï, en désignant par zn z2y ...,. zn9 . . . les points où la

suite de fonctions converge a priori, le produit infini FT \zn\ doit

diverger (1).

CHAPITRE IL

LES FONCTIONS HÉROXORPHÈS A VALEUR ASYMPTOTlQUE, LES FONCTIONS ENTIERES

ET LE THÉORÈME DE M. PIC\RD.

7. J'utiliserai dans la suite le théorème suivant, dû à M. Schottky :
Soi t / (s) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs o et i,
dans le cercle de centre O et de rayon t, et dont la valeur en O est a0.
Soit ^ le plus petit des nombres

: - a o ) ( , |logtf0|, 1 Y l

a*

les logarithmes étant pris avec leur valeur réduite (2). Dans le cercle
de centre O et de.rayon *-? la fonction/(s) vérifie l'inégalité

M. Landau a démontré qu'une fonction holomorphe, ne prenant

(1) W. BLASGHKE, Eiae Enveltevang des Satzes von Vitale liber Foison
analytischer Funktlonen {Berichte der Math.-Phys. Klasse der Sâchsischen
Gesellschaft der Wiss, Zu Leipzig, Bd LXVII, iç>t5? p. ig4).

(2) C'est-à-dire avec une partie imaginaire comprise entre —ir et ~\- %,
(3) SCHOTTKŶ  Ueber den Picard?scheii Satz Und die Bqrel'schen Unglei-

chungen (Sitz. der Kg. A kade mie der Wissenschaften, Berlin, rgo^, p. 1244).
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pas les valeurs o et i dans le cercle de centre O et de rayon i, et dont
la valeur a0 en O est inférieure en module à a, est, dans le cercle de
centre O et de rayon -> limitée en module par un nombre fonction
seulement de a. Cette propriété résulte aussi de la théorie bien connue
des familles normales de fonctions, due à M. Montel (4).

En rapprochant le théorème de M. Landau de celui de M. Schottky,
on obtient la proposition suivante :

Soit f (s) une fonction holotnorphe, ne prenant pas les valeurs o
et Î , dans le cercle de centre O et de rayon i, et dont la valeur a0 en O
est inférieure en module à un nombre a qui dépasse une certaine
constante k. Dans le cercle de centre O et de rayon -? la fonctionf(z)
vérifie l'inégalité
(8) Iog|/(s)|

et a fortiori

On peut prendre i65 comme valeur de la constante k.
Donnons de brèves indications sur une méthode de démonstration

qui conduit au calcul de k. L'inégalité (8) est évidemment vérifiée

lorsque le nombre ^ est égal à log f i j ; il suffît donc de consi-

dérer les valeurs de a0 pour lesquelles y est égal soit à | log(i — a0) |

soit à |loga0 | , donc inférieur à logfi — -j—j • Un calcul simple

établit que ces valeurs de a0 sont situées dans le cercle de centre - et

de rayon -• Considérons par exemple le domaine d des valeurs de a0

pour lesquelles y est égal à j log( î — a0) |. Ce domaine d entoure l'ori-
gine. Posons

( l ) Vo ii • P. M o >' T ia, Sur les fa m elles de f o netto ns a aalytiq a es qui a cime tient
des valears exceptionnelles dans un domaine (Annales de l'Ecole IVor-
maie, 1912, p. l\Sj ; voir p. 5oo et 517).
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Cette fonction est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et Ï
dans le cercle de centre*O et de rayon T. Il est aisé de voir que le
domaine à! des valeurs g (o) correspondant au domaine d laisse à son
extérieur les points o et i - II est donc possible d'appliquer l'inégalité
de M. Schottky à la fonction g(z)7 et Ton en déduit une limitation
pour le module de ƒ(*) .

Un calcul analogue est encore valable si y est égal à | loga01.

8. Soit ƒ(-) une fonction holomorphe, ne prenant pas les valeurs a
et 6, dans le cercle C de centre O et de rayon i, et dont la valeur en O

est a0. La fonction g(z) = ?__—-> égale à *?__ a au point O, ne

prend, dans le cercle C, ni la valeur o ni la valeur i.

Si les modules de a0, a, b et-——sont inférieurs à un nombre A

qui dépasse 10, on a, d'après les résultats du numéro précédent, l'iné-
galité

et a fortiori l'inégalité

(9) '

valable dans le cercle C' de centre O de rayon —

On déduit de l'inégalité (9) le théorème suivant :

Soit Z=fÇz>) une fonction holomorphe dans le cercle C de
centre O et de rayon 1, et dont la valeur en O est inférieure en
module à une quantité h qui dépasse 10. Si, dans le cercle C7 con-
centrique au cercle C et de rayon moitié, le maximum de log| f (s)
dépasse 228'5 A, on peut affirmer que la fonction f (z) prend dans le
cercle C toutes les valeurs inférieures en module à A, sauf peut-être
celles placées dans le voisinage d!une valeur a\ ce voisinage est cer~

tainemenl intérieur au cercle I Z — a \ ~ -r «

En effet, s'il n'en était pas ainsi, la fonction ƒ (z) aurait deux valeurs
exceptionnelles, réalisant les conditions requises pour .que l'inéga-
lité (9) s'applique, et cette inégalité est contraire à l'hypothèse.
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9. Considérons, d'une manière plus générale, une fonction ç(^)
méromorphe dans le cercle C de centre O eft de rayon i, ne prenant
pas, dans ce cercle, deux valeurs a et b satisfaisant aux inégalités

\b\<k, \ab- >~:

et dont la valeur 9(0) = a0 au point O est inférieure en module à — -̂.

Supposons encore que A dépasse 10. Représentons, dans le plan
des Z, les valeurs de <p(-2f) et traçons deux cercles de centres a el b

et de rayon — • Ces cercles sont extérieurs l'un à l'autre. Suppo-

sons ~~a° < 1 ; en d'autres termes, a est plus éloigné que b du
Ci CCQ

point a0. La distance de a à a0 est donc supérieure à j - > et le module

de q est supérieur à — .̂

Si la fonction cp(z)a, dans le cercle C, une troisième valeur excep-
tionnelle c extérieure aux petits cercles de centres a et è, cette

fonction vérifie, dans le cercle C' de centre O et de rayon -> l'iné-

galité

(10)

En effet, la fonction

[ i i b ~l b — c o( z) — b
_| ; =_ — jJ—l - :

®{è) — a a a(b — a) \ (c — a) (b — a) o(z) — a

— b

hoiomorphe dang le cercle C, ne prend, dans ce cercle, ni la valeur o,

ni la valeur i. S'a valeur en O est égale à ~ • " ,\ dont le module
° a — aÉ> c — b

iïïfé rieur à c — a
c-b

Faisons varier c extérietiFement aux cercles de

c- a
centres a et Z? et de rayon-^* Le maximum de » obtenu lorsque c est

situé sur la droite joignant a et b, est égal à 1 4- A | b — a\ et par
conséquent inférieur à 1 *+-• 2A2, quantité supérieuTe à i65 (puisque A
dépasse 10). La fonction ƒ(JS) vérifie donc, dans le cercle G', Fine-
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galité

Par suil.e :

i i
i

cp ( z ) — a a

b
a{b — a) 1

c - b
C - r - Cl

i

\b-a\

D'après les conditions imposées à a, è et c, le maximum de —?——?

est égal à -A; celui de c— b
c — a - b — a

est égal à et par

suite inférieur à -A. 11 en résulte que dans le cercle

( s ) - a

A dépassant 10, a fortiori l'inégalité (10) se trouve vérifiée. On
déduit immédiatement de là le théorème suivant :

Soit Z = ç(s) une fonction méromorphe dans le cercle C de
centre O et de rayon 1, et prenant en O une valeur a0 de module

inférieur à—r-(A étant supposé supérieur à 10). Elle vérifie

nécessairement rune des trois propriétés suivantes :
i° Les valeurs que ne prend pas la f onction ç(^) dans le cercle G

sont extérieures à la région du plan des Z comprise entre le
cercle Y de centre origine et de rayon A et un petit cercle de

rayon ^ intérieur au cercle F.

20 Ces valeurs sont toutes situées dans deux petits cercles de

rayon ~ extérieurs Vun à Vautre, et intérieurs au cercle T (1 ).

3° En désignant par a la valeur exceptionnelle, inférieure en
module à A, la plus éloignée de a0, la fonction ç(s) vérifie, dans

(') Les propriétés i° et 20 ne sont pas distinctes lorsqu'on fait la représentation,
par inversion, du plan des Z sur une sphère. On peut dire encore que lorsque la
fonction f(z) vérifie ces propriétés, il est impossible d'extraire des valeurs que
cette fonction ne prend pas dans le cercle G, trois valeurs ay b, c formant un

. 1 . , . , . , T 1 2

triangle dont les côtes sont respectivement supérieurs a x ' T e l T*
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le cercle C' de centre O et de rayon - > C inégalité

( 1 0 )
cp ( -s ) — CI a

<e

10. Ces préliminaires une fois posés, nous allons aborder l'étude
des valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes pourvues d'une
valeur asymptotique. Nous distinguerons les deux cas d'une valeur
infinie ou d'une valeur finie que nous pourrons supposer nulle.

Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

I. Soit Z = <p (z) une fonction méromorphe ayant une valeur
asymptotique nulle. Soit p. (r) une f onction du module r=\z\ crois-
sant indéfiniment, en restant inférieure à-,—j—^r sur le chemin
de détermination zéro. Posons :

A(r) == [-log^(r)]»-», q(r) = gloglogfx(r),

£ étant une constante positive, inférieure à \, et aussi petite que Von
veut. Lorsque \z | est assez grand pour que [*(/*) dépasse une cer-
taine "constante' dépendant uniquement de £(H), la f onction ® (z)
vérifie nécessairement l'une des deux propriétés suivantes :

i° Dans la couronne circulaire d'épaisseur -y—r? dont la circonfé-
rence médiane est | z | — r, on a Vinégalité

(11) i o g | ? ( ^

20 7Z existe au moins un cercle C(r) <io/U le centre est sur la cir-

conférence \z\ =. r, et dont le rayon est égal à '\-> dans lequel la

fonctionniez) prend :
ou bien toutes les valeurs inférieures en module à A ( r ) , sauf

peut-être dans le voisinage d'une valeur #(/ ') ; ce voisinage est cer-
tainement intérieur au cercle I Z • — a I — • / '

Par exemple lorsque logju(r) dépasse e
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Ou bien toutes les valeurs, infinie et finies, sauf peut-être dans
le voisinage de deux valeurs a(r) et &(r) de modules inférieurs
à A(r). Ces voisinages sont intérieurs respectivement aux cercles

]Z-a |==
A ( r ) ' ' ~ ( ~ A ( r )

II. SJ la f onction Z = <p(s) a une valeur asymptotique infinie, ce
qui précède subsiste 1 en désignant par \^{r) une f onction croissant
indéfiniment, en restant inférieure à | ç ( ^ ) | sur le chemin de
détermination infinie, Vinégalité (i i) doit être remplacée dans ce
cas par Vinégalité

(12)

11 . Examinons d'abord le cas où la fonction méromorphe ç ( s )
possède un chemin L de détermination zéro. Soit M< l'un des points

du chemin L situés à la distance r de l'origine. Traçons un cercle de
centre M, et de rayon 8rsin —r~x> puis les cercles déduits de celui-ci

par des rotations égales à —rp. (* == ̂  2 Î • • •> ?) autour de l'origine (1).
Nous obtenons ainsi une suite de q cercles C< C 2 . . . Cq, de centres res-
pectifs M<M2...M?, dans lesquels nous allons étudier la fonction
méromorphe cp(^). Construisons aussi les cercles Cn C2, . . . , Cq et

(4) On supposera dans le raisonnement q entier. Dans le cas où q n'est pas
entier, on peut encore désigner par q(r) le plus grand entier contenu

dans g

MILLOUX.
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C"i9 Gj, •.., Cq concentriques aux premiers et de rayons moitié et quart.
Chacune des circonférences C- passe par les centres des circonférences
voisines C-_i et Ci+1.

Nous allons supposer que la fonction y(z) ne vérifie pas les pro-
priétés i° du théorème précèdent, et montrer qu1elle vérifie nécessai-
rement les propriétés i°.

Dans ce cas, en effet, soit at l'une des valeurs exceptionnelles, infé-
rieure en module à A(r), de la fonction «p(-s) dans le cercle Cf-. Il est
clair qu'il existe une deuxième valeur exceptionnelle bh extérieure au
cercle de centre a^et de rayon •• > et de module inférieur à A(r) ;
et une troisième valeur exceptionnelle ct distante de chacune des deux
premières de plus de 17-7.

Nous désignerons par 0Lt la valeur de cp (.s) au centre M, du cercle C;;
d'après ce qui précède, il existe certainement une valeur exceptionnelle
distante de OL( de plus de -TTT* '• nous désignerons par a\ une telle

valeur ('Y Si I a,-| est inférieur à • t , ,? \aA est supérieur à • A . »
V / IM 2À(/P) ' ' r 2 Â ( r )

Étudions d'abord la fonction <p(z) dans le cercle G^ La fonc-

tion —T—r H — est holomorphedaris ce cercle: la valeur a, decp(s)
<p(s) — ai ax

 r » T \ /

au centre de C1 est inférieure en module —j—r et a fortiori à ' ,>
lorsque [̂ (/*) dépasse 2, d'après la valeur de A(;m). Utilisons les
résultats du n°9 : la fonction <p(̂ ) vérifie, dans le cercle Cn l'iné-
galité
(12)'

1 1

) a <e
9 À (r

Le long de la partie du chemin asymptotique L issue de M o la
fonction , / 1—» est voisine de zéro. Son module est en effet
inférieur à

2 A ( r )

5 A2( /)et a fortiori à —r^~ lorsque [*(/*) dépasse e\

(l) Nous supposerons aussi \a(—«,-1 supérieur à \b(—a/|..
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La fonction-^-r1 h—est donc bornée dans le cercle Ci, et sa

borne supérieure est fournie par l'inégalité (12)'. Elle est très petite
d'autre part sur une ligne issue du centre de C\ et aboutissant à
la circonférence. C'est le moment d'utiliser la deuxième application
que nous avons faite, au n° 2, de l'inégalité de M. Carleman : dans le
cercle Gj, la fonction ç(.s) satisfait à l'inégalité

I

a,
r)

et a fortiori :
i t

[z) — at ax

<e

lorsque [x(r) dépasse une constante convenable, qu'on peut prendre
égale à

e e \

De rinégalité (i3) et de l'inégalité | ai \ > > on déduit la limi-
mitation suivante :

(i4) log | (p(^) I < — c-42log|Ez(r) = —lóg^.( / ' ) .

En résumé, l'inégalité (14) est vérifiée si |x(r) dépasse une constante
convenable dépendant de e. Nous sommes en possession d'une limite
supérieure de | f ( ^ ) | dans le cercle C[. Nous allons en déduire de
proche en proche, en supposant [x(r) assez grand, une limitation
pour | f(z) | dans la suite des cercles C'^Cg,..., GJV.., C^.

Supposons la limitation | <p(z) \<C .' acquise à l'intérieur du

cercle C- et précisons la relation entre [*,-.(/") et fx^,(7^). Dans le
cercle CM la fonction <p(s) admet trois valeurs exceptionnelles
anbhctt Lorsque l'inégalité

est vérifiée, la valeur a,-+l de f(z) au centre M/+, de C^ f est inférieure

et la fonction f(z) vérifie dans le cercle Q.+ (, d'aprcs Jeg
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résultats du n° 9, l'inégalité

i i

<p(z)

La fonction 9(3) est petite dans le cercle C*.. Si Ton a

le module de la fonction i 5 A2 ( r^

1 est inférieur à —~~- dans
le cercle CJ ; utilisons la première application que nous avons faite, au
n° 2, de l'inégalité de M. Carleman : nous obtenons l'inégalité

t A{r) [i ~ e~B] ~ e

valable dans le cercle C*+1. Supposons le deuxième membre de l'iné-

galité précédente inférieur à A ( ? ce qui a lieu lorsque l'inégalité

est vérifiée. Nous en déduisons, pour le module de la fonction
dans le cercle C*+1, la limitation

(16) 22V(i —e-3) A(r) —

Cette limitation a été obtenue en supposant vérifiées les inégalités
(i5), (i5') et (i5 ; /). La dernière entraîne d'ailleurs les deux premières.
Nous sommes donc en possession d'une relation entre tx/+, (/*) et UL(- (/•).
Le calcul de [^/(^) par récurrence donne

log iL£(r) = e -6^-1> îog \L[(r) — 229^2[i — e"5^-^] A(/-).

Portons dans cette égalité la valeur de ^ ( r ) fournie par le deuxième
membre de l'inégalité (i4)> e t remplaçons A( r ) par sa valeur en
fonction de [*(r). Nous obtenons

= e-87-51" log /ut(/•) —

décroît lorsque i croît. L'inégalité (i5ff) sera donc vérifiée pour
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toutes les valeurs de i inférieures à q si elle Test pour

D'après cette valeur de q, on a

et un calcul simple montre que l'inégalité (i5") est vérifiée si log f/.(7*)
343

dépasse e £ . A fortiori, lorsque log(x(r) dépasse cette valeur, on a

i o g f x i - ( r ) > [ l o g / / ( r ) ] 1 - £ (z — 1 , 2, . . . , 9 ) .

Dans tous les cercles C[, et par suite dans toute la couronne circu-
laire balayée par ces cercles, la fonction ç(-s) a son module limité par

Le théorème I du n° 10 est donc démontré (').

12. Dans le numéro précédent, nous nous sommes servi de diverses

inégalités vérifiées par les fonctions-—-—^ f- —; ces inégalités sont

dues soit à l'existence de trois valeurs exceptionnelles ahbhch de la
fonction.<p(z) dans chaque cercle Ch soit à la petitesse des modules
de ces fonctions sur le chemin L (dans le cas où i — 1) ou dans les
cercles Ci_x(i = 2, 3, ..•., g).

Dans le cas d'une fonction ©(0) à valeur asymptotique infinie, les

fonctions -—^ jouent le même rôle, et le raisonnement du numéro

précédent s'applique mutatis mutandis.

15. Considérons une valeur a différente de la valeur asympto-
tique CD de la fonction méromorphe ç(^) . D'après le théorème de
Weierstrass, il existe une suite de points de modules ro r21 . . . , rny..,

(*) Au lieu de faire dans le même sens le tour du cercle | 3 J = r avec les
cercles Q, nous aurions pu faire un demi-tour dans un sens, et un demi-lour
dans l'autre sens ; ^aurait été diminué de moitié.
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indéfiniment croissants, en lesquels la fonction cp (z) s'approche indéfi-
niment de a. Il est clair que pour les valeurs de régales à r o r 2 , ..., /-„,...,
la fonction ç(s) ne peut vérifier l'inégalité (i i) si la valeur asympto-
tique co est égale à zéro, ou l'inégalité (12) si cette valeur est infinie.
La fonction ç ( s ) vérifie nécessairement les propriétés 20 du théorème
sur les valeurs exceptionnelles, établi au n° 10 ; il existe une suite de
cercles C(/%), C(/'2), . . . , C(r,t), . . . , dans chacun desquels <p(z)
remplit des régions de plus en plus étendues du plan des Z. On peut
dire que le cercle C(rw) est un cercle de remplissage soit pour le
cercle F, du plan des Z, de centre origine et de rayon A(rH), sauf
peut-être pour une région exceptionnelle intérieure à un cercle y de

rayon . > soit pour tout le plan des Z*7 sauf peut-être pour deux

régions exceptionnelles intérieures respectivement à deux

cercles y< et y2 de rayon '• m > intérieurs au cercle F.

Supposons, pour fixer les idées, que la valeur asymptotique o> soit
égale à zéro. Il résulte de la démonstration du n° 11 que si l'inégalité

(11) * log|<p(^)|<~iog^(r)]1^

n'est pas vérifiée sur le cercle \z \ = r, il existe un cercle de remplis-
sage C(r) possédant à son intérieur soit un chemin sur lequel\<p(z)\

est inférieur à > soit une circonférence dont le rayon est le

quart de celui de C(rr), et qui passe par le centre de C(r) , à
Vintérieur de laquelle Vinégalité (11) est vérifiée.

Ce dernier cas se présente lorsque le cercle C,, dont il est question
au n° 11, n'est pas un cercle de remplissage. En désignant par C,- le
premier cercle de remplissage rencontré, l'inégalité (11) est valable
pour les cercles C*, G', . . . , C"^. En particulier cette inégalité est
vérifiée sur un chemin issu du centre M, du cercle de remplissage C,- et
aboutissant à la circonférence. Nous utilisons plus loin cette remarque.

14. A(r) est une fonction croissant indéfiniment avec r. Dans une
suite de cercles de remplissage^ s'éloignant indéfiniment, la fonction
ç(^) prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au plus. Il
n'y a réellement deux valeurs exceptionnelles que si les régions
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exceptionnelles qui correspondent à chacun des cercles de remplissage,
et qui se rétrécissent à mesure qu'on s'éloigne indéfiniment, enve-
loppent deux points fixes, dont l'un peut être l'infini.

Récemment, M. Julia a démontré, dans de beaux Mémoires ('), des
théorèmes généraux sur les valeurs exceptionnelles des fonctions
entières ou des fonctions méromorphes pourvues de valeur asymp-
tolique. GAs théorèmes, dont la démonstration est basée sur les
propriétés des familles normales de fonctions, peuvent être résumés
par la proposition suivante :

Soit un domaine A ayant l'une des formes suivantes :

i° Forme A,, constituée par un angle d'ouverture arbitrairement
petite, et plus généralement, par un domaine balayé par une courbe
fixe s'éloignant indéfiniment, d^ns une rotation arbitrairement petite
autour de l'origine.

2° Forme A2, constituée par l'ensemble des circonférences déduites
d'une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n'enveloppant
pas l'origine, au moyen des transformations z, sa, . . . , Z<T% . . . ,
a étant un nombre complexe de module supérieur à i.

3° Forme A3, constituée par l'ensemble des circonférences déduites
d'une circonférence fixe, de rayon arbitrairement petit, n'enveloppant
pas l'origine, au moyen des transformations z7 z<Jit Z<J2, . . . , zaa1 . . . ,
où la suite <rM <x2, . . . , atl, . . . est une suite quelconque de nombres
complexes dont les modules croissent indéfiniment de façon que

i<

Q étant un nombre fixe indépendant de ii. La forme A2 est un cas
particulier de la forme A3.

Ceci posé, il existe un domaine A, du plan des z, dans lequel une
fonction mêromorphe <p(z) possédant une valeur asymptotique
prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au plus.

Il est aisé de déduire, comme cas particuliers dû théorème quanti-
tatif établi au n° 10, les théorèmes qualitatifs de M. Julia.

(*) G. JUMA, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières ou
méromorphes (Annales de VÉcole Normale, 1919, 1920 et 1921).
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Remarquons que le rapport, égal à —;—-> <iw rayon d'un cercle
de rerfiplissage C( r ) à /a distance de son centre à Vorigine tend
vers zéro lorsque r grandit indéfiniment.

Considérons d'abord la demi-droite issue de l'origine, dont
l'argument est égal à l'un des arguments limites des centres
zi9 z21 . . . , zn9 . . . , des cercles de remplissage. En vertu de la
remarque précédente, un angle d'ouverture arbitrairement petite
ayant cette demi-droite pour bissectrice contient à son intérieur une
infinité de cercles de remplissage; et, par suite, dans cet angle la
fonction ©(s) prend une infinité de fois toute valeur, sauf deux au
plus. Le théorème de M. Julia se trouve démontré lorsque le domaine A
est constitué par un angle arbitrairement petit. Il se démontre de la
même manière pour un domaine A1 général.

Désignons maintenant parx*4, x2y ..., xk, ... les points ~h assujettis
à être situés entre les cercles de centre origine et de rayons respectifs i
et | a |. SoitccniJ xn^ ..., xnk une suite infinie extraite de la suite précédente,
et convergeant vers un point x0* Construisons une circonférence So de
centre x0 et de rayon arbitrairement petit, puis les circonférences
déduites de celle-ci par les transformations zyz<T,...%(?*,„„ Le rapport
du rayon de l'une de ces circonférences à la distance de son centre à
l'origine est un nombre fixe indépendant de n. A partir de cassez
grand, on peut extraire de cette suite de circonférences une suite infinie
de circonférences dont chacune contient à son intérieur un cercle de
remplissage: ce sont elles qui contiennent les points zni9zn%9 ..., zn^...
correspondant aux points xn^xn^ ...,a?WJi, .... On en déduit le théorème
de M. Julia pour un domaine déforme A2. Une démonstration ana-
logue est valable pour un domaine de forme A;î.

15 . Il peut y avoir intérêt à réduire les rayons des cercles de rem-
plissage. Nous verrons, sur l'exemple de <r, qu'on ne peut songer à les

réduire à , r r ) du moins pour toutes les fonctions méromorphes à
valeur asymptotique. Nous donnerons, dans le cas des fonctions
entières (la généralisation aux fonctions méromorphes étant immé-
diate), une nouvelle valeur, plus précise que celle du n° 10, du rayon
d'un cercle de remplissage*
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16. Abordons maintenant l'étude des valeurs exceptionnelles des
fonctions entières.

D'après un théorème de M. Iversen, toute fonction entière possède
un chemin de détermination infinie. Une conséquence immédiate de
ce théorème est la suivante : toute fonction entière ƒ(z) possède un
chemin sur lequel elle croît plus rapidement que \z |n, aussi grand que
soit l'entier n\ il suffit, pour le démontrer, d'appliquer le théorème
de M. Iversen à la fonction entière

u0, an ..., an désignant les n -h i premiers coefficients de la série de
Taylor représentant f(z).

Toute fonction entière f(z) peut donc être considérée comme fonc-
tion méromorphe à valeur asymptotique infinie, et l'on peut appliquer
le théorème II du n° 10, en faisant p-(r) = rn.

On ne connaît pas de relation entre le maximum M(r) de la fonc-
tion f(z) sur le cercle \z\ — ry et la fonction |*(r) caractérisant la
vitesse de la croissance de cette fonction sar un chemin de détermina-
tion infinie. Cependant nous allons voir que le théorème II du n° 10
est encore valable si Von remplace (*(/*) par M(r).

En effet, la seule hypothèse introduite dans la démonstration de ce
théorème est la suivante : sur un chemin L issu d'un point M situé à la
distance r de l'origine, et traversant une couronne circulaire d'épais-
seur convenable, on a J i(z) | > [*(/)î r e s t SUPPOS^ fixe; pour ne pas
prêter à confusion, remplaçons r par r0.

Soit f(z) une fonction entière dont le maximum M(7'o) sur le
cercle | z | = rQ est atteint en un point P. L'ensemble des points où le
module de f(z) est supérieur à M(7'o) comprend un domaine ouvert D,
non borné, sur la frontière duquel se trouve le point P. Nous pouvons
tracer dans ce domaine une ligne brisée L issue de P et s'éloignant
indéfiniment (' ). Sur cette ligne, l'inégalité \f(z) | > M(r0) est véri-

( l) On peut même tracer les lignes L sur lesquelles le module de f(z) aug-
mente indéfiniment. C'est ce que M. G. Valiron a démontré dans une récente
Note : Démonstration de V existence, pour les f onctions entières, de chemins
de détermination infinie {Comptes rendus Acad, Se, t. 16G, p. 382).

MII.LOUX. 4
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fiée, et la démonstration du n° 11 s'applique lorsqu'on remplace p.(r0)
parM(r0).

Nous obtefions donc le théorème suivant sur les valeurs exception-
nelles des fonctions entières :

Soit Z =f(z) une f onction entière dont le module maximum sur
le cercle \ z | = r est M(r). Posons

s
A ( r ) = [ logM(/ i ) ] 1 ~ e ; • q(r) = ^ log log M ( r ) ,

t étant une constante positive, inférieure à i et aussi petite que l'on
3 / 3

veut. Lorsque r est assez grand pour que log log M(r) dépasse —— >
la fonction f {z) vérifie nécessairement l'une des deux propriétés
suivantes :

i° Dans la couronne circulaire d*épaisseur —TTT* dont la circon-

férence médiane est la circonférence \ z f = r, on a l'inégalité

2° // existe au moins un cercle C(r) {cercle de remplissage) dont
le centre est sur la circonférence | z \ = r, et dont le rayon est égal

à -y-r* dans lequel la fonction f {z) prend toutes les valeurs infé-
rieures en module à A (Y), sauf peut-être dans le voisinage d'une
valeur a{r).Ce voisinage est intérieur au cercle

! '~A(r)

17. On établit, comme pour les fonctions méromorphes à valeur
asymptotique, l'existence d'une famille de cercles G (r) s'éloignant
indéfiniment. Le cercle C (r) est un cercle de remplissage pour le
cercle F, du plan des Z, de centre origine et de rayon A(r), sauf pour

une région exceptionnelle intérieure à un cercLe y du rayon T—r* Cette

région exceptionnelle existe réellement si le cercle C(r) est intérieur à
un domaine où la fonction f(z) ne prend pas une certaine valeur a.
Tel est le cas, par exemple, des fonctions entières ƒ'(s) = eg(z) dépour-
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vues de zéros. Si l'on désigne par M<(r) le maximum de la fonc-
tion g(z) sur le cercle | z \ = r, il est clair que la région exceptionnelle
relative au cercle de remplissage C(r) de la fonction/(z), comprend
à son intérieur tous les points de module inférieur à e~*i(r).

Dans une suite infinie de cercles de remplissage, la fonction ƒ (z)
prend une infinité de fois toute valeur finie, sauf une au plus. Il n'y a
réellement une valeur exceptionnelle a que si à chacun des cercles de
remplissage correspond une région exceptionnelle enveloppant le
point a.

18. Un cas particulièrement intéressant est celui où la f onction f (z)
a une valeur asymptolique finie ( ') ou, plus généralement, possède
un chemin sur lequel elle reste bornée. Dans ce cas, l'inégalité (17) ne
peut être vérifiée sur la circonférence | z | = r : à chaque valeur de r
correspond un cercle de remplissage.

Le rayon d'un cercle de remplissage est égal à —-?—; ̂ ( r ) étant une

fonction croissante de r, le nombre des cercles de remplissage, exté-
rieurs les uns aux autres, qui sont compris dans l'anneau Tn délimité

par les circonférences I z | = 2", \z \ = 2^*, est supérieur à J
 r • Le
4

nombre des racines des équations f(z) — a = o situées dans l'an-

neau Tn est donc supérieur à q\^ > pour toutes les valeurs de a infé-

rieures en module àA(2B), sauf peut-être au voisinage d'une valeur

exceptionnelle ai de a\xce Voisinage est intérieur au cercle

Nous retrouvons et précisons ainsi un théorème récent que
M. Montel a déduit de Fétude des familles quasi normales de fonc-
tions (2), et qui s'énonce ainsi : Si l'on considère une infinité d'an-
neaux r„, le nombre des racines de Téquation ƒ (z) = a contenues dans

(*) C'est le cas, en particulier, d'une fonction entière dépourvue de zéros.
(2) P. MONTKL, Sur les familles quasi normales de fonctions holomorphes

{Mémoires de VAcadémie royale de Belgique, 2e série, t. VI, p. 40).
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chaque anneau n'est pas borné, sauf peut-être pour une valeur excep-
tionnelle de a.

M. Montel démontre également le théorème suivant : II existe une
infinité de cercles "yn homothétiques par rapport à l'origine d'un
cercle y0 de rayon arbitrairement petit, tels que les fonctions ƒ (s) —a
aient, dans chaque cercle, un nombre de zéros qui ne reste pas borné,
sauf pour une valeur exceptionnelle au plus* Ce théorème peut être
précisé de la même façon que le théorème précédent.

Soit en effet a un nombre positif arbitrairement petit; n étant assez

grand, on peut couvrir Panneau Tn a v e c ^ cercles de rayons 2"a, de

façon que chaque p*oint de Tn soit intérieur à l'un au moins de ces cercles.
Soient cl7 *.,, c^ ces cercles et c^ ..., cU les cercles concentriques et

de rayons doubles. Lorsque n est assez grand, le rayon d'un cercle de
remplissage situé dans l'anneau Tn est inférieur à 2noc. Plus précisé-
ment, il existe au moins un cercle cr (appelons-le y';i) qui contient à

son intérieur au moins——— cercles de remplissage extérieurs les

uns aux autres. Ceci posé, pour démontrer et préciser le théorème de
M. Montel, il suffit de considérer les points Vn homothétiques par
rapport à l'origine des centres des cercles-^ et situés dans l'anneau Fo;
puis de tracer un cercle y0 ayant pour centre un point limite des Vn et
pour rayon 4 a - Les cercles y;, y2, ..., y/o ..., homothétiques du
cercle y0 par rapport à l'origine, les rapports d'homothétie étant 2,
2% ..., 2A, ,.• jouissent de la propriété, signalée par M. Montel3

puisqu'on peut extraire de ces cercles une suite infinie de cercles con-
tenant à leur intérieur des cercles yl et, par suite, les cercles de rem-
plissage qui sont intérieurs aux y'n. Dans chacun des cerclesyn Téqua-

tion f(z) — a = o a —, racines au moins, sauf peut-être pour une

valeur de a au plus, à partir de n assez grand.

19. Les fonctions considérées au numéro précédent possèdent un
cercle de remplissage C(r) pour toute \aleur de /\ Lorsque cette
propriété n'est pas vérifiée pour une fonction entière ƒ(*) , l'inégalité

(17)
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est vérifiée pour une suite rAr2...rn... de valeurs de r, augmentant
indéfiniment. D'après un théorème connu de la théorie des fondions,
les équations f(z) — a-= o, où | a | est inférieur à [logM(/i

re)]
1~e, ont

le même nombre de racines à Fintérieur de la circonférence \z\ = rn.
Nous avons le droit de supposer qu'entre les circonférences | z | = rn_{

et | s | = r,n le minimum du module de ƒ (2) est borné (lorsque avarie).
Le plan des z se trouve partagé en une infinité d'anneaux concen-
triques. A l'intérieur de Panneau délimité par les circonférences
z | — rn_, et | s | = rn, la fonction-f(z) prend un nombre égal de fois

toute valeur de module inférieur à

20. Soit ƒ( - ) une fonction entière dont le maximum sur le cercle
| s | = r est M(z'). Supposons r assez grand pour que log logM(7*) soit
supérieur à—— • Nous avons établi l'existence de cercles de remplis-
sage. Ces cercles renseignent sur la position des racines de l'équa-
tion ƒ ( s )—a = o. H y a intérêt à réduire leurs rayons; nous allons
développer une méthode permettant d'aboutir à ce résultat.

Considérons une valeur de r pour laquelle l'inégalité (17) n'est pas
vérifiée sur tout le cercle j z | — r. Soit C(/1) le premier cercle de rem-
plissage (pris parmi les cercles G,, C2, . . . , Ch . . . , Cq) rencontré sur
le cercle j s |"= r à partir d'un point où !ƒ(-)! est maximum. Nous
avons vu au n°15 qu'il existe un chemin partant du centre de ce cercle
et aboutissaat à la circonférence, sur lequel l'inégalité (17) est vérifiée.

Nous allons étudier la fonction entière f(z) dans le cercle C(r), de
la même façon que précédemment, dans le cercle \z\ ~ r, pour établir
l'existence du cercle de remplissage C(r). La fonction f(z) prend, à
l'intérieur de G(r), Tune au moins des valeurs o et 1, par exemple la
valeur zéro. Considérons le cercle y,, concentrique à C(r), intérieur
à ce cercle, et passant par une racine de l'équation i/(.s) = o. Le

rayon pt de y, est inférieur à—— • Soit M< le maximum de
dans y<. On a

si log logM, est supérieur à —̂> ce qui a lieu lorsque

IogIogM(r)> •—-— x
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le théorème du n° 16 est encore applicable. A (r) et q(r) doivent être
remplacés respectivement par

evt l'inégalité (17) par l'inégalité

Une telle inégalité ne pouvant être vérifiée sur tout le cercle y4 de
rayon pM lequel passe par un zéro dçf(z)7 on établit ainsi l'existence
d'un nouveau cercle de remplissage F, dont le centre est sur y, et dont
le rayon est égal a -—- < -—— •

Sur un chemin issu du centre du cercle F, et aboutissant à Ja fron-
tière dé ce cercle, la fonction/(z) vérifie l'inégalité

Ce cercle F< étant un cercle de remplissage, la fonction ƒ(z) y prend
l'une au moins des valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro. On
considère le cercle y2 passant par une racine de l'équation f{z) = o,
intérieur et concentrique au cercle F o et l'on opère de la même façon
que pour y^

Opérons ainsi de proche en proche, et admettons l'existence d'un
cercle ye- de rayon ph passant par une racine de l'équation /{s) = o,
et sur lequel le maximum de ƒ(£) est égal à M^ Si l'inégalité

(18) logiogM^M!

est vérifiée, le théorème du n° 16 est applicable. On remplace M(r)
par M ;̂ r par pf; A(r) par A; et q(r) par qt. Dans le cercle de rem-
plissage F;dont l'existence est établiepar ce théorème, la fonction/(V)
prend l'une\u moins des valeurs o et 1, par exemple la valeur zéro ( i ).
Sur un chemin issu du centre de F; et aboutissant à la circonférence,
la fonction f(z) satisfait à l'inégalité

(a) La fonction f(z) peut prendre tantôt la valeur zéro, tantôt la valeur un,
suivant la valeur de i. La démonstration s'applique encore à ce cas.
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On peut donc tracer un cercle y£+t de rayon p^,, concentrique et
intérieur au cercle I\, et passant par, une racine de l'équation f(z) = o.
Le maximum M(-+l de | f(s)\ sur le cercle y^ t vérifie l'inégalité

Le rayon p/+, du cercle y ^ est inférieur au rayon de F,-, c'est-à-dire

à -^p-- Les inégalités et égalités suivantes

/ + 1 > [ g / p s PH; <

Ai— [logM/]1-2, ^ = |

permettent de calculer par récurrence les quantités M,-, pn q( et A,-. On
trouve ainsi

]ogM,>[lbgM(r) ]"-«><,
L e ( i - e ) 2 loglogM(

g(i —e)'!ogIogM(r) .

r-)J

(toujours en supposant Tinégalité (18) vérifiée pour i, 2 , . . . i). Si
l'on donne à i la valeur de Pentier n égal ou immédiatement inférieur

à -> en supposant e inférieur à -> on obtient les inégalités

176

s loglogM(r)(19)

Ce groupe d'inégalités n'est d'ailleurs valable que si l'inégalité (18)
est vérifiée pour iSn> Gomme Mt diminue lorsque i croît, il suffit que
l'inégalité ( Ï 8 ) soit vérifiée pour / = «, et, d'après la première inéga-
lité (19), cela a lieu si r est assez grand pour que Ton ait

( 2 0 ) g g ( ) ^

Le rayon du cercle de remplissage Tn intérieur à yn est égala
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il est donc inférieur à

I27T ^ [" 176 1 s

T T ' [ëTôglogM(r)J

2 1 . Nous avons supposé jusqu'ici que £ était une constante. Nous
pouvons faire dépendre 1 de r, à condition que l'inégalité (20) soit
vérifiée à partir d'une certaine valeur de r. Nous obtenons ainsi le
théorème suivant :

Soit Z = f(z) une f onction entière dont le module maximum sur
le cercle \z\ — r est M ( r) . Posons

B(r) = [logM(r)]'-«f>, p(r) = ^ log log M(r),

s(r) étant une fonction de r tendant vers zéro avec -> de façon que
V inégalité
(20) l o g l o g M ( r ) ^ y

soit vérifiée à partir d'une certaine valeur r0 de r.
Lorsque r est supérieur à r0, la f onction f (z) vérifie nécessaire-

ment Tune des deux propriétés suivantes :
i° Dans la couronne circulaire d'épaisseur ——, dont la circon-

férence médiane est la circonférence \z\=r\ on a l'inégalité

20 Dans la couronne circulaire d'épaisseur —^ ,dont la circon-
férence médiane est la circonférence | z | = r, il existe au moins un
cercle C'(70 de rayon

176 "i£ ( r J

dans lequel la f onction f {z) prend toutes les valeurs inférieures en
module à B (r), sauf peut être dans le voisinage d^une certaine

valeur «(/*) ; ce voisinage est intérieur au cercle | Z — a\ = TTT— ( * )•

( ') Un énoncé analogue est valable pour les fonctions méromorphes à valeur
asymptotique.
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22. On peut fixer la forme de la fonction £(/•). A chaque forme de
cette fonction correspond un énoncé particulier du théorème pré-
cédent. Si Ton diminue la fonction s(r), on diminue le rayon du
cercle C'(r); par contre, on augmente l'épaisseur de la couronne cir-
culaire qui contient ce cercle. En d'autres termes, si l'on gagne en
précision sur le rayon du cercle de remplissage, on perd sur la posi-
tion de ce cercle.

Examinons en particulier le cas limite, où

1372
n r ) ~ ioglogM(r)

en supposant naturellement r assez grand pour que e(r) soit inférieur
à 1. Le. rayon du cercle de remplissage C'(r) est égal à

< r[log M (/•)]"*,

k étant une constante numérique; on peut prendre k = ^— On peut,

en serrant les calculs, obtenir une valeur de k supérieure à •-—• Mais,

quelle que soit la méthode employée, on ne pourra jamais avoir, du
moins pour toutes les fonctions entières, une valeur de k supérieure ou
égale à i. Il est facile de voir en effet, dans l'exemple de e.% que le
rayon du cercle de remplissage est supérieur à r[logM(r)]~* : cette
expression est égale à i. Les valeurs de ez dans le cercle C de
centre x0 -h iy0 et de rayon i ont leurs modules compris entre ex*~K

et ex^~s. Le cercle C ne peut être un cercle de remplissage au sens que
nous avons attaché à ce mot : les valeurs de ez dans le cercle C ne
peuvent, pour aucune position du point cc0 -H iyoy recouvrir dans le
plan des Z des régions très étendues.

23. Dans certains cas on peut, des propriétés particulières de la
fonction envisagée, déduire des renseignements précis sur les cercles
de remplissage et les régions correspondantes du plan des Z. C'est ce

que nous allons voir rapidement sur les fonctions entières ez et py-r-

i° Soit d'abord la fonction e*. Choisissons une fonction positivep(r)
M1LL0UX. 5
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croissant indéfiniment avec rf et construisons les cercles C(r) de
centres ?'r et de rayons p(r) . Dans chaque cercle C(r) la fonction ez

prend toute valeur comprise dans le plan des Z entre les cercles de
centre origine et de rayons respectifs ê **1*'-71' et e~^r)T^ (*).. Le
domaine du plan des z extérieur aux cercles C(V) est partagé par cette
famille de cercles en deux régions : dans l'une la fonction ez converge
uniformément vers l'infini, lorsque \z\ augmente indéfiniment*, dans
l'autre, elle converge vers zéro. Il ne peut donc y avoir, dans ces
régions, de nouveaux cercles de remplissage.

2° Soit maintenant la fonction

. — z?Cc- ,
e'-T(z)

où C désigne la constante d 'Euler. De la formule bien connue

on tire immédiatement

Si z n'est pas un entier négatif, r~, r tend vers l'infini avec n.
T(s—n)

Lorsque z tend vers zéro, rrf7\ t e n (^ vers un. Soit une suite de

points z{ z2... zn . . . , tendant vers zéro de façon que

reste supérieur à une fonction croissant indéfiniment avec n. Par

exemple prenons sn= t ; „ __—- est supérieur en module

à n — i. Les cercles Cn de centres z = — n et de rayons -—-—-r sont
. J ( n — 2 ) !

des cercles de remplissage. A l'intérieur de GB, la fonction ^r}—, s'an-

nule une fois, et sur la circonférence Cn, la fonction 7̂™- a son module

(*) La fonction éz vérifie ia'même propriété dans le rectangle, inscrit dans le

cercle G(r) , dont les sommels sont les points Js = i t \/p*(r) — 7 i 2 -h^ r± ï7 i .
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supérieur à n — j . Cette fonction prend donc une fois, à l'intérieur
de Cra, toute valeur inférieure en module à n — i.

L'étude de la fonction v • aux environs de l'axe imaginaire montre

l'existence d'une autre famille de cercles de remplissage. Posons
z = x -h iy. Diaprés le développement en produit infini de la fonction
envisagée, on a

de cette formule, et de la relation Y(z H™ i) = iF(z ) , on déduit faci-

lement que ppr tend vers zéro sur la courbe y = ± - logo?. Considé-

rons le cercle C'(y) dont le centre est le point z = iy et qui coupe la

courbe y = ± -̂ -logo;. La valeur de jn—: au centre de ce cercle aug-

mente indéfiniment avec y, et le minimum de yn— dans le cercle

concentrique et de rayon moitié tend vers zéro. Le cercle C ' ( j ) est
donc un cercle de remplissage, et l'application du théorème de
Schottky donne aisément l'étendue de la région correspondante occupée
par la fonction. Dans chaque cercle G'(y), cette fonction a une valeur
exceptionnelle : la valeur zéro.

Dans la région des x positifs, extérieure aux cercles Gf (y), la fonc-
tion pT r̂ converge uniformément vers zéro; dans la région des x néga-
tifs, extérieure aux cercles C'(y) et aux cercles Gn, elle converge
uniformément vers l'infini avec z. Ces résultats se déduisent immédia-
tement des formules écrites plus haut. En dehors des cercles Gn et
il ne peut donc y avoir de cercles de remplissage.

CHAPITRE III.
SUR LA CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE FIKI

ET LEURS VALEURS EXCEPTIONNELLES DANS LES ANGLES.

24. Je donnerai dans ce qui suit quelques propriétés nouvelles des
fonctions entières d'ordre fini, et en particulier je retrouverai et
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préciserai un important complément apporté récemment par
M. Bieberbach au théorème de M. Picard. Je commencerai par
établir une propriété simple de la croissance des fonctions entières
d'ordre fini, dans des angles.

Rappelons d'abord et précisons quelques définitions : une fonc-
tion f(z) holomorphe dans un angle A est dite d'ordre p dans cet
angle si, étant donnée une constante positive £ arbitrairement petite,
les deux inégalités

sont vérifiées, la première à partir d'une certaine valeur de \z\* la
deuxième pour une suite de points z tendant vers l'infini à l'intérieur
de l'angle A. La définition s'étend à Tordre d'une fonction sur une
demi-droite, ou sur une courbe.

Je dirai qu'une fonction est effectivement d'ordre p dans l'angle A
si, outre les conditions imposées plus haut, cette fonction est d'ordre p
dans un angle de même sommet, intérieur à l'angle A.

MM. Phragmèn et Lindelof ont déduit de leur principe bien
conüu (') le théorème suivant :

Si une fonction f (z*) est holomorphe et d'ordre au plus égal à p

(*) PHRAGMÈN et LINDELOF, Sur une extension d'un principe classique de Vana-
lyse {Acta math*, t. 31, p. 381). Le principe s'énonce ainsi : Une fonction ƒ (.s)
monogène, régulière à l'intérieur d'un domaine T, a son module uniforme dans T
et vérifie Ja condition | ƒ (z) | < G -+- £ (s étant une constante positive arbitrai-
rement petite, et G une autre constante) dès que s, restant à l'intérieur du
domaine T, est suffisamment rapproché d'un point £ du contouV T, en exceptant
les points d'un certain ensemble E. Supposons qu'il existe une fonction
monogène w( - ) régulière et différente de zéro dans T, et jouissant des
propriétés suivantes :

a. A l'intérieur de T, le module de w (s) est uniforme et inférieur ou égal à i.
b. En désignant par a et £ des nombres positifs arbitrairement petits, et £

un point quelconque de l'ensemble E, on a | <ÙV(Z) ƒ (z) | < G H- £ dès que -s,
restant à l'intérieur de T, est suffisamment rapproché du point £.

Dans ces conditions, l'inégalité \f(z)\lC reste valable pour tout point z
intérieur à T; l'égalité est exclue si ƒ (-s) ne se réduit pas à une constante.
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dans un angle A cV ouverture -» et si elle est bornée sur les côtés de
p

Vangle A, elle est bornée à Vintérieur de A.

Soient r et © les coordonnées polaires de z. Considérons une
fonction ƒ (z) holomorphe et d'ordre p dans un angle A d'ouverture 0

inférieure à -> défini par les inégalités £CS£H Nous allons
p , r ° 2 - » - 2

montrer que la fonction f {z) ne peut être d'ordre inférieur à p sur
les côtés de Vangle A,

Considérons en effet la fonction auxiliaire

où

elle est holomorphe dans l'angle A et sur ses côtés L. Choisissons la
quantité positive e assez petite pour que p — t soit supérieur à Tordre
(supposé inférieur à p) de la fonction f(z) sur les côtés de Fangle A.

Lorsque o varie de à -h- , cos <p(p — .t) reste'supérieur à la

constante positive c o s - ( i — - ) • La fonction auxiliaire F (z ) tend

donc vers zéro sur les côtés de l'angle A. Or, elle est d'ordre p dans
cet angle. Ce résultat est en contradiction avec le théorème cité plus
haut de MM. Phragmèn et Lindelof. On déduit de ce qui précède le
théorème suivant :

Si une fonction est holomorphe et d'ordre p dans un angle A, eb
d'ordre inférieur à p sur les côtés de cet angle, Vouverture de

Vangle A est supérieure ou égale à - (1).

(j) Ce théorème s'étend aisément à uu ordre plus général défini par
M. Lindelof de la façon suivante : une fonction f(z) holomorphe dans un angle
est dite d'ordre (ppj.-.pp) dans cet angle si, étant donnée une constante
positive s arbitrairement petite, les inégalités

où r désigne le module de z, sont vérifiées, la première à partir d'une certaine,
valeur de r> la deuxième pour une suite de points z tendant vers l'infini. Ceci
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2 D . Le théorème précédent s'étend au cas où l'on remplace
l'angle A par un domaine T balayé par une courbe C issue de
l'origine et tendant vers l'infini, dans une rotation autour de l'origine ;
le cas précédent se présente lorsque la courbe C est une demi-droite.

Soit donc C une courbe tendant vers l'infini, issue de l'origine, et
qui n'est rencontrée qu'en un poiut par toute circonférence \z\ = i\

Faisons-la tourner d'un angle égal à —-— autour de l'origine, a étant

une constante positive quelconque, et soit C' la courbe obtenue après
cette rotation. Désignons par T le domaine balayé par C dans sa
rotation. M. G. Valiron a construit une fonction G(z) satisfaisant
aux inégalités

(hi et h2 étant deux constantes positives) à l'intérieur du domaine T,
et à l'extérieur de petits cercles ayant pour centres certains points des
courbes C et C' et pour rayons des fonctions de ?* tendant vers

zero avec - ( ).r

Écartons légèrement les courbes G et G' par de petites rotations
autour de l'origine, de façon à leur faire occuper des positions
G, et C[ extérieures au domaine T, et faisant entre elles l'angle —-—

r 2

Nous pouvons, avec M. G. Valiron, construire une fonction H(^)
satisfaisant aux inégalités

posé, en considérant la fonction auxiliaire

et en suivant la marche exposée plus haut, on obtient la proposition suivante :
Si une fonction est holomorphe et d'ordre {ppi...pp) dans un angle A, et

d'ordre inférieur à (pp{... pp) sur les cotés de cet angle, l'ouverture de

Vangle A est supérieure ou égale à — •

(l) G. VALIRON, Sur les chemins de détermination des fonctions entières
(Bull, de la Soc. math, de France, t. 45, 1917, p. i53).
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(/f1 et k2 étant deux constantes positives), à l'intérieur du domaine T,
compris entre C< etC^, et à l'extérieur de petits cercles qui n'em-
piètent pas sur le domaine T.

Ceci posé, soit f(z) une fonction holomorphe et d'ordre p dans le
domaine T. D'après le principe de MM. Phragmèn et Lindelof, il est
impossible que cette» fonction soit bornée sur les courbes C et G'
limitant le domaine T. Reprenons en effet les notations de la note i,
page 36. L'ensemble E^e réduit au point àTiiïfinh La fonction —~r est
la fonction H (s) dont il vient d'être question. Si la fonction ƒ (z)
était bornée sur C et C', elle serait bornée darçs tout le domaine T,
et ne serait pas d'ordre p dans ce domaine.

Plus généralement, il est impossible que la fonction f(z) soit
d'ordre inférieur à p sur les courbes C et G\ Supposons en effet qu'il
n'en soit pas ainsi, et choisissons une constante positive s arbitrai-
rement petite. Écartons légèrement les courbes C et C' par des
rotations autour de l'origine, de façon à leur faire occuper des
positions C2 et C'2 extérieures au domaine T, et faisant entre elles
l'angle -> qu'on peut écrire ^- Nous pouvons, avec

P— - W
2 2

M. G. Valiron, construire une fonction G (s) satisfaisant aux
inégalités

(h{ et h2 étant deux constantes positives) à l'intérieur du domaine T2

compris entre Ĝ  et G ,̂ et à l'extérieur de petits cercles n'empiétant
pas sur le domaine T.

Ceci posé, choisissons la constante £ assez petite pour «que p—*
soit supérieur à Tordre de la fonction ƒ (s) sur les courbes G et G'.
La fonction auxiliaire

est bornée sur ces courbes, et d'ordre p dans le domaine T. Nous
avons vu plus haut que de telles conclusions sont incompatibles : la
fonction f (s) ne peut donc être d'ordre inférieur à p sur les courbes
C et G'.
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On déduit le théorème suivant :

Soit un angle curviligne A formé par deux courbes tendant vers
l'infini, se déduisant l'une de l'autre par une rotation 0 autour de
V origine. Si une fonction est holomorphe et d* ordre p dans
l'angle A, et (Tordre inférieur à p sur les côtés de l'angle,

l'ouverture 9 de Vangle A est supérieure ou égale à -•

26. Appliquons le théorème obtenu au n° 24 à la théorie des
fonctions entières d'ordre fini. Soit f(z) une fonction entière d1 ordre

fini p. Si p est inférieur à -> nous savons, d'après un théorème de

M. Wiman, que sur une suite de cercles s'éloignant indéfiniment, la
fonction f(z) satisfait l'inégalité

s étant une constante positive arbitrairement petite.
Examinons le cas d'une fonction entière ƒ (s) d'ordre p supérieur

ou égal à -• Nous dirons que cette fonction est d'ordre p en une

suite zK z.> . . . zn . :. tendant vers l'infini, si elle satisfait en ces
points aux inégalités

(*,) I > K [P-N -. . , log| f(zn) i > |zn\?-%

z{,s2«-- e
n ••• étant une suite de quantités positives tendant vers

zéro.
Les points zif z2, . . . , z/l9 . . . ont au moins un argument limite co.

Traçons le rayon À issu de l'origine, d'argument co. Dans un angle
d'ouverture arbitrairement petite, ayant pour bissectrice A, la
fonction/(z) est évidemment d'ordre p.

Considérons l'ensemble E (s'il existe) des rayons issus de l'origine
sur lesquels la fonction ƒ (s) est 'd'ordre inférieur à p, et de leurs
rayons limités (sur ces rayons limites la fonction f(z) peut être
d'ordre p). Supposons que A ne fasse pas partie de l'ensemble E,*et
désignons par A' le rayon d'argument 6>GL>, appartenant à E, et tel

que l'angle AÛA'ne contienne pas de rayon de E. Sur tous les rayons
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intérieurs à cet angle, la fonction ƒ (£)*est d'ordre p. Soit A" le rayon
d'argument immédiatement inférieur à 0, et appartenant à E.

Uangle A'OA" ne peut être inférieur à - . Supposons en effet,

pour fixer les idées, que sur les rayons A' et A" la fonction f(z) soit
d'ordre inférieur à p (s'il n'en était pas ainsi, on prendrait deux
rayons très voisins de A' et A", sur lesquels / ( s ) serait d'ordre

inférieur à p). Dans l'angle A'OA", la fonction ƒ (z) est d'ordre p.
Sur A' et sur A", elle est d'ordre inférieur à p. D'après le théorème du

n° 24, l'ouverture de l'angle A'OA" est supérieure ou égale à -•

Le cas où les rayons A' et A sont confondus (6 = o>) se traite d'une
façon analogue, et l'on aboutit an théorème suivant :

Soit une fonction entière f (n) dont Vordre fini p est supérieur
ou égala-- Désignons par co un argument limite de points en
lesquels la fonction est d'ordre p. La fonction f (z) est d'ordre p sur
toute demi-droite issue de Vorigine O, et intérieure à un certain

angle oc, de sommei O et d'ouverture -i comprenant à son intérieur

ou sur sa frontière le rayon d'argument w.

En particulier, il existe au moins un tel angle a pout toute
fonction entière.

Le théorème du n° 25 fournit une proposition analogue pour les
angles curvilignes. En particulier :

Soit C une courbe tendant vers Vinfini; et soit C((3) la courbe
qu'on obtient en faisant tourner C de Vangle p autour du point O.
// existe un nombre [30 tel que, pour les valeurs de p compjdses entre

[30 et (30 -\—> la f onction f {z} est d] ordre p sur toute courbe C ([3).

27. On peut apporter, dans certains cas, les précisions suivantes :
i° Lorsque la fonction/(s) est d'ordre inférieur à p sur un rayon

issu de O, aussi voisin que Ton veut de l'un des côtés de l'angle a dont
l'existence est démontrée au numéro précédent, cette fonction est,

MILLOUX. 6
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d'après le principe de MM. Phragmèn et Lindelof, d'ordre p sur toute
courbe intérieure à tout angle intérieur à l'angle a.

2° Lorsque la fonction f(z) est d'ordre inférieur à p sur les deux
côtés de l'angle a, cette fonction est H croissance régulière. Plus géné-
ralement, elle est d'ordre p sur tout arc de courbe T joignant deux
points des côtés de l'angle a, et s'éloignant indéfiniment.

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi ; nous pourrions trouver
une suite infinie d'arcs de courbe F? s'éloignant indéfiniment, sur les-
quels la fonction f(z) serait d'ordre inférieur à p - s, £ étant une
constante positive suffisamment petite, et choisie de façon que p — s
soit supérieur à l'ordre de la fonction f(z) sur les deux côtés de
Fangle a. La fonction auxiliaire ^ • s ) ^ ~ 5 p ^ bornée sur les côtés de
F angle a et sur les arcs de courbe F, serait bornée dans tout l'angle a,
et la fonction/(z) ne serait pas d'ordre p dans cet angle.

La fonction / ( s ) est encore à croissance régulière lorsqu'elle est
d'ordre inférieur à un nombre inférieur à p sur des rayons aussi voi-
sins que l'on veut des côtés de l'angle a.

28. Il est facile déformer des fonctions entières d'ordre p supérieur

à -> qui sont d'ordre p sur tout rayon issu de l'origine : il suffit de

construire un produit canonique dont les zéros se reproduisent lorsque
l'argument augmente d'un angle 0 et des multiples de l'angle 6, en

supposant Ö inférieur à - ( e t sous-multiple de 2u) : il est clair que

l'angle a engendrera, par rotations, des angles analogues empiétant
les uns sur les autres.

Il existe également des fonctions entières où Tangle a est unique. Il
en est ainsi de la fonction considérée par M. Lindelof dans son Calcul
des Résidus, page 119:

où p est supérieur à -• C'est une fonction entière d'ordre p. Elle con-

verge uniformément vers l'infini, quelque petite que soit la constante
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positive £, dans l'angle
7T

£

et converge uniformément vers zéro dans l'angle

7Î , , / 7T
h £ ̂  9 - 2.71 — h £ .

L'angle â est précisément Panglè

'2p

Un autre exemple d'une fonction où l'angle a est unique est la fonc-
tion de M. Mittag-Leffler :

ce qui précède s'applique à cette fonction (*).

29. L'existence de l'angle a, démontrée au n° 26, permet d'apporter
une précision au théorème de M. Picard dans le cas des fonctions

entières d'ordre fini p supérieur à — ..

Soi^(s)unefonctionholomorphe et effectivement d'ordre p dans un

(*) On pourra consulter, sur ce sujet, le Mémoire de M. Bieberbach : Ueber
eine Vertiefung des Picardschen Satzes bei ganzen Funk Honen endlicher
Ordnang (Math. Zeitschrift, Band 3, 1919, p. 176 ). Dans le cas de la fonction
de M. Mittag-Leffler, voici le principe de la démonstration : lorsque le point œ
est situé dans l'angle

7Î , . / 7T
f- £ i (P 5 27T —

20 " Y "

la fonction ƒ (x) est égale, à un facteur cons tan t p rès , à l ' in tégra le / — — •> le

contour y étant constitué par un arc de courbe voisin de l'origine, et les côtés
de l'angle considéré, jusqu'à leur intersection avec Tare de courbe. Lorsque x
est situé hors de cet angle, il suffit de prolonger analyliquement l'intégrale.
L'étude de l'intégrale établit les propriétés signalées.
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angle A. M. G. Valiron a démontré (1 ) que si l'ouverture 6 de l'angle A

est supérieure à -> la fonction f (s) prend une infinité de fois toute

valeur, sauf une au plus.
Appliquons ce théorème aux fonctions entières : dans tout angle de

sommet O ayant une partie commune avec l'angle a, la fonction ƒ (5)
est effectivement d'ordre p. Nous en déduisons le théorème suivant :

Dans tout angle A d'ouverture supérieure à --> de sommet O, et

ayant une partie commune avec Vangle a, la fonction f(z} prend
une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.

L'ouverture de l'angle a est égale à — • Nous retrouvons ainsi et pré-

cisons le théorème suivant de M. Bieberbach (2) :

Dans tout angle supérieur au plus grand des deux*nombres - ,

7C [ 2 — - j> la fonction entière f(z) d'ordre p supérieur à - prend une

infinité de fois toute valeur, sauf une au plus,

M. Bieberbach a montré que certaines fonctions entières d'ordre p

supérieur à - (en particulier le& fonctions de M. Mittag-Leffler consi-

dérées plus haut) ont deux valeurs exceptionnelles dans des angles

d'ouverture — (sipest'inférieurà I)OUTX (2 — -)(si pest supérieur à 1).

50. Nous allons préciser le' théorème de M. G. Valiron cité au
numéro précèdent. D'après ce théorème, une fonction ƒ (s) holomorphe
et effectivement d'ordre infini dans un angle A ne peut avoir, dans cet
angle, plus d'une valeur exceptionnelle. Supposons que f(z) soit

(1) G. VALIRON, Remarques sur le théorème de M. Picard {Bull, des Se.
math., 2e série, t . XLÏV, mai 1920). Ce théorème peut encore s'énoncer ainsi :
Si une fonction f(z) est homolorphe et â?ordre supérieur à p dans un angle

d'ouverture — > elle prend, dans cet angle, une infinité de fois toute valeur,

sauf une au plus.
(2) Loc. cit. (note 1 de la page précédente).
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dépourvue de zéro dans l'angle A. Quitte à prendre un angle un peu
plus petit, nous pouvons supposer que f (s) ne s'annule pas dans un
angle contenant à son intérieur l'angle A.

La fonction jjrx> holomorphe dans A, ne peut y être bornée,

puisque la fonction f{z) ne peut avoir plus d'une valeur exception-

nelle dans cet angle. Nous allons montrer que la fonction -FTT\ es^

d'ordre infini dans Vangle. K* Supposons en effet qu'il n'en soit pas

ainsi, et désignons par p un nombre supérieur à l'ordre de jr^y choisi

assez grand pour que - soit inférieur à l'ouverture de l'angle A. Tra-

çons, à l'intérieur de l'angle A, un angle A' d'ouverture —-— (e étant

une constante positive suffisam ment petite) dans lequel la fonction f(z)
est effectivement d'ordre infini. Nous pouvons supposer que la bissec-
trice intérieure de l'angle A' est la partie positive de Taxe réel. La

fonction / ( s ) e*P+2 est holomorphe et d'ordre infini dans l'angle A'.
Elle prend donc, dans cet angle, une infinité de fois toute valeur, sauf
la valeur zéro. Par conséquent, en une suite de points de l'angle A'
tendant vers l'infini, la fonction y-—vérifie l'inégalité

?
>er

ƒ(*')

Elle ne peut être d'ordre inférieur à p ; on en déduit que, dans l'angle A,
cette fonction est bien d'ordre infini.

5 1 . Une propriété analogue est valable pour les fonctions d'ordre
fini. Soit ƒ (s) une fonction holomorphe et effectivement d'ordre p
dans un angle A d'ouverture supérieure à -* D'après le théorème de

M. G. Valiron, cette fonction ne peut avoir plus d'une valeur excep-
tionnelle dans l'angle A. Supposons qu'elle ne s'annule pas dans cet
angle*, choisissons un nombre positif s suffisamment petit pour que

l'ouverture de l'angle A soit supérieure à -• Dans cet angle, il
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existe au moins un angle

H

A' d

MILLOUX.

'ouverture
P

£

2

dans lequel la fonc-

tion f (s) est effectivement d'ordre p. Nous pouvons supposer que la

bissectrice intérieure de l'angle A' est la partie positive de l'axe réel.

La fonction/(s) ez9~* est holomorphe et d'ordre p dans l'angle A'. Elle

prend donc une infinité de fois toute valeur, sauf la valeur zéro. Par

conséquent la fonction ^ r r vérifie, en une suite de points tendant vers

l'infini à l'intérieur de l'angle A', l'inégalité

log
ƒ(*)

La constante t étant arbitrairement petite, on en déduit que la

fonction j^r est, dans l'angle A', d'un ordre p' (infini ou fini) supé-

rieur ou égal à p.
Considérons maintenant la fonction -j^— dans l'angle A'. Il existe,

j \ z )

à l'intérieur de cet angle, un angle d'ouverture supérieure à -,> dans

lequel la fonction j—~ est effectivement d'ordre p'. p' ne peut être

infini ; car, d'après le numéro précédent, l'inverse ƒ (z) de -*j—r serait

d'ordre infini, ce qui est en contradiction avec Thypothèse. p' ne peut

être supérieur à p : l'inverse ƒ (s) de j ^ - serait, d'après les résultats
qui précèdent, d'un ordre au moins égal à p'. Donc p' = p, et nous
avons démontré le théorème suivant :

Soit une f onction f\z) holomorphe et effectivement d'oindre p dans
un angle A d**ouverture supérieure à -• Sif(z) ne prend pas, dans

l'angle A, la valeur a, la fonction YJT\ esi effectivement

d?ordre p dans un angle intérieur à Vangle A, et suffisamment
voisin de celui-ci.

52. D'autres précisions peuvent être apportées, dans certains cas,
au théorème de M. G. Valiron : supposons qu'une fonction /(<s), holo-
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morphe et d'ordre p dans un angle A de sommet O et d'ouverture

supérieure à -» tende vers l'infini ou soit bornée sur une courbe inté-

rieure à un angle intérieur^ l'angle A. La famille de fonctions

où t varie de i à l'infini, ne saurait être normale dans la partie de toute
couronne circulaire de centre Ö, comprise entre les côtés de l'angle A :
en effet, si dans ce domaine la famille de fonctions ft(z) était normale,
elle convergerait vers l'infini, ou constituerait une famille de fonctions
bornées, ce qui n'est pas possible. D'après un théorème de M. G. Julia,
il existe, à l'intérieur de l'angle A, un angle d'ouverture arbitrairement
petit, dans lequel la fonction f(z) prend une infinité de fois toute
valeur, sauf une au plus.

Les considérations développées au deuxième Chapitre, indépendam-
ment de la théorie des familles normales, permettent de préciser ces
propriétés en établissant l'existence des cercles de remplissage.

55. Appliquons à certaines fonctions entières les propriétés géné-
rales démontrées au début^de ce Chapitre.

Signalons d'abord une nouvelle démonstration du théorème de

M. Bieberbach, dans le cas où Tordre de la fonction entière est com-

pris entre -et i. Cette démonstration ne fait pas intervenir les prin-

cipes de MM. Phragmèn et Lindelof. Soit une fonction entière ƒ (z)

d'ordre p compris entre - et i :

Supposons que tous les zéros an soient extérieurs à un angle d'ou-

verture -• Plus généralement, supposons que toutes les abscisses de

ces zéros soient positives. Sur la partie négative de Taxe réel, l'iné-
galité

z
I V'
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montre que la fonction f (z) est d'ordre p et converge vers l'infini.
Dans un angle A de sommet O et d'ouverture - , contenant à son inté-
rieur la partie négative de Taxe réel, la fonction f (z) prend, d'après
le théorème de M. G. Valiron, une infinité de fois toute valeur, sauf
une en plus.

On peut même appliquer la remarque faite au numéro précédent,
grâce au théorème de M. G. Julia : dans l'angle A, la famille de fonc-
tions ft(z) = ƒ (s 2) ne peut être normale, et il existe dans cet angle un
angle arbitrairement petit à l'intérieur duquel la fonction ƒ (s) prend
une infinité de-fois toute valeur, sauf une au plus.

Ce qui précède s'applique aux fonctions entières d'ordre i, de la
forme

Considérons en particulier une telle fonction, dont les zéros an n'ont
qu'un argument limite, soit zéro. Cette fonction est d'ordre i et con-
verge uniformément vers l'infini dans l'angle défini par les inégalités

71 < ^3TC
Y- £<- (0 2. £,

2 * l ~ 2

£ étant une constante positive arbitrairement petite. En effet, pour
tout point z situé dans cet angle, l'inégalité

V-
est valable à partir d'une certaine valeur de n. D'après le théorème de
M. G. Valiron, la fonction f (z) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro dans chacun des angles

71 <

1 = '

O7T

2
et

7T

2

< < 3 *

"~ ' ~ 2

et par suite dans des angles d'ouverture arbitrairement petite, ayant
pour bissectrice l'une ou l'autre partie de Faxe imaginaire.

On peut apporter quelque précision dans le cas où tous les zéros de
la fonction f(z) sont positifs : cette fonction prend alors une infinité
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de fois toute valeur, sauf zéro, dans chacun des angles

71 71 3 71 3 71
£<0><-, <©< H 6.

2 ' 2 2 ' 2

34. La méthode précédente permet de préciser le théorème de
M. Bieberbach dans le cas de certaines fonctions entières d'ordre su-
périeur ou égal à i. Traitons d'abord le cas d'un produit canonique
d'ordre p :

dont tous les zéros sont réels et positifs. Désignons par r et 9 les coor-
données polaires de z. Lorsque cp diffère de zéro, on a

q!ƒ(•=) 1 = j r'u"^P9u'co,(p + 1 ) 9
b i y v n Ad J a2— 2itco$® + 1

o — S2cos(/? -i- 1)0,

en posant

i = 7 / —z du, S ,— y I —
1 JmU J U%—.2MCOSCP -h 1 " ^ ^ Jo U-— 2 M COS© - h 1

du.

S, et S2 sont des fonctions croissantes de r.
Il est clair qu'il existe des valeurs de ç (différentes de zéro) pour

lesquelles cos p<p est positif et cos(p -h i)<p est négatif. Soit <p0 Tune de
ces valeurs. Désignons par k la plus petite des quantités cospcpo
et — cos(p -+- i)«p0' ^

n u n P°in t z d'argument <p0 la fonction f(z)
vérifie l'inégalité log | f(z) j > A1 (S, -f- S2), d'où Ton déduit que les
inégalités

St<rP-«, Ss<rP+s

(£ étant une constante positive arbitrairement petite) sont valables
dès que r dépasse une certaine valeur dépendant de z et de l'angle «p
(cet angle est différent de zéro).

Soit maintenant a un nombre inférieur à p* Lorsque v est compris

entre i et i> le rapport de t>ff à l'intégrale définie I ^ ^ — du

est compris entre deux constantes positives, dépendant de ç.
JUILLOUX.
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La quantité Sf vérifie donc l'inégalité

k est une constante positive (dépendant de <p seulement) ; N, et N2 sont
les deux nombres entiers satisfaisant aux inégalités

La quantité S2 vérifie une inégalité analogue à l'inégalité (22).

Ceci posé, nous allons montrer qu'il existe une suite infinie de

valeurs de N, pour lesquelles V — tend vers l'infini. S'il n'en était pas
H=Xt

ainsi, en effet, cette quantité serait inférieure à un nombre A. Soit r
un nombre positif assez grand, et ~Nm l'entier satisfaisant aux inégalités

Choisissons un nombre positif yj assez petit pour que a 4- yj soit infé-
rieur à p. Des inégalités.

J _ A y ' i A

on tire

La série du premier membre est donc convergente, ce qui est
absurde, puisque a -h y\ est inférieur à l'exposant de convergence 0 de
la suite des quantités an.

Donc, pour une suite infinie de valeurs de NM la quantité V ~ tend
•*••• &n

vers l'infini, et d'après l'inégalité (22), la quantité S, satisfait, pour
une suite de valeurs de r tendant vers l'infini, à l'inégalité S,]>rp~e,
e étant une constante positive arbitrairement petite ( ') . Une démons-
tration analogue conduit à la même conclusion pour S2.

(J) La quantité St vérifie en outre, à partir d'une certaine valeur de r, l'iné-
galité Sj > GA'^J aussi grande que soit la constante positive G. En effet, lorsque v
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L'étude des quantités S, et S2 étant faite, reprenons celle de la
fonction entière ƒ(*). D'après l'égalité (ai), ƒ(*) est d'ordre p et
converge uniformément vers l'infini dans les secteurs angulaires A,
définis par les inégalités cos/?ç^o; cos(p -f- i)<p^o. Au contraire/(s)

converge uniformément 'vers zéro f et-~-r est d'ordre p j dans les sec-
teurs angulaires A3 définis par les inégalités cospcp ̂  o; cos(p ~h i)<p^o.
Lorsque ç croît de o à 27:, les secteurs A, et A2 se succèdent alterna-
tivement.

Dans un angle A de sommet O ayant une partie commune avec un
secteur A, et un secteur A2, la famille de fonctions ft(z) = f (zt) ne
peut être normale (ni quasi normale), sinon elle convergerait dans
l'angle A uniformément vers l'infini (à cause du secteur A<) d'une
part, et vers zéro (à cause de A2) d'autre part. On en déduit, d'après
un théorème de M. G. Julia, qu'il existe dansï'l'angle A un angle d'ou-
verture arbitrairement petite, dans lequel la fonction f(s) prend une
infinité de fois toute valeur, sauf une au plus (1).

35. Soit maintenant une fonction entière F(^) = eQ{z)f(z)\ Q(~)
est un polynôme de degré q et ƒ (z) est un produit canonique d'ordre p
et de genre p, dont les zéros sont réels et positifs.

Supposons l'argument f différent de zéro. Lorsque q est supérieur

ƒ
pris entre deux constantes positives ne dépendant que de <p. On en'déduit,

—2 dv ont leur rapport com-

pris entre deux constantes positi

diaprés la valeur de St, l'inégalité

(23) S '

où k désigne une constante positive ne dépendant que de cp, et N l'entier satis-
faisant aux inégalités aN 5 r, a$+1 > r. L'inégalité (23) entraîne l'inégalité S t >Cr^

puisque la série ^ — diverge.

( l) L'introduction des cercles de remplissage permettrait de préciser ces pro-
priétés.
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ou égal à p ~h i, la fonction F (-s) se comporte comme eQu) sur les
rayons issus de l'origine : on sait en effet que la fonction/(s) vérifie,
à partir d'une certaine valeur de r, l'inégalité

£ étant une constante positive arbitrairement petite.
Supposons q inférieur ou égal à p. Dans les secteurs angulaires A<

définis par les inégalités cosp<p > o; cos(/> -h i ) o l o , la fonction ƒ (z)
converge uniformément vers l'infini, est d'ordre p et vérifie l'inéga-
lité | ƒ (s) | ̂ >ec'r}\ C étant une constante positive aussi grande que l'on
veut. Il en est donc de même de la fonction F (s). D'une manière
analogue, F (s) se comporte comme ƒ (s) dans les secteurs angu-
laires A2. Les propriétés démontrées dans le numéro précédent pour
f (s) sont valables pour F(s ) .

56. Le plus petit des secteurs angulaires A, et A2 a pour ouverture

—r^ -• Considérons un produit canonique f(z) d'ordre p, dont les

zéros a n a21 ..., anJ ..., d'arguments respectifs ç o <pa, . . . , on, . . . sont

localisés dans un angle 8 d'ouverture inférieure à r* Lorsque

le point z d'argument o est extérieur à l'angle ô, la fonction ƒ (s) vérifie
l'identité

^ M j _ 2MCOs(<p — cp„) + i
7 1 = 1

II est clair que dans chaque secteur A, il existe au moins une demi-
droite sur laquelle tous les cos/?(<p — <pn) sont positifs et tous les
cos(/? -h i)(ç> — <pn) négatifs (ou nuls) : sur cette demi-droite, la fonc-
tion f(z)converge vers l'infini et est d'ordi^e p. De même dans chaque
secteur A2 il existe au moins une demi-droite sur laquelle f (s) tend

vers zéro, -^~- étant d'ordre p. D'où l'existence d'angles arbitraire-
J\z)

ment petits dans lesquels la fonction f(~-) prend une infinité de fois
toute valeur, sauf zéro.

Ces propriétés leestent valables pour les fonctions entières plus
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générales obtenues en multipliant le produit canonique précédent/(s)
par eQ(z'\ Q(-s) étant un polynôme dont le degré est inférieur ou égal
au genre/? de / ( s ) .

37. Nous allons terminer ces applications par l'étude d'un cas par-
ticulier intéressant. Lorsque l'argument ç de z diffère de zéro, le pro-
duit canonique / ( s ) , dont les zéros an a29 . . . , any .. . sont réels et
positifs, vérifie l'identité

J a1— 2u coscp ~h1

= Sj cos/?cp — S2 cos(p ~\- 1)9,

et l'étude de la fonction ƒ (z) se rattache à celle des quantités S, et Sa.
Proposons-nous de rechercher s'il existe des produits canoniques

pour lesquels le signe du deuxième membre de l'identité (21) est celui
de cos/?<p (lorsque cosp^ diffère de zéro) ou celui de cos(/> 4- 1) cp
[lorsque COSQE» -h 1) 9 diffère de zéro]. En d'autres termes, existe-t-il
des produits canoniques <?, (z) ou ̂ 2(s) vérifiant soit l'équation

(24) Iog| #t(^) 1 = [i + e(r, cp)]S1cos/?cp

soit l'équation

^ i)(p [cos(/? +"i)<p ^é o] ,

£(/*, ç) étant une fonction tendant vers zéro avec-) lorsque cos/? cp ou
cos(/? 4-1)0 diffère de zéro?

La fonction ${(z) vérifiant Véquation (24) est nécessairement
d'un ofdre p égal à son genre p. En effet, si p était supérieur à /?, la
fonction $K(z) convergerait uniformément vers l'infini et serait
d'ordre p dans des angles d'ouverture — > - (angles où cosp (p est
positif), ce qui n'estpas possible, d'après le théorème de M. G. Valiron
cité aun°2î).

De mêmç Vordre p 'de §2 (z) est égal à p -f- 1. Supposons en effet
que p soit inférieur à p -h 1. Nous pouvons choisir deux rayons issus de

l'origine, faisant entre* eux un „angle A d'ouverture comprise en t re-

et —:—? ettelsqueleursargumentssatisfontàriné^alitécos(/>+-i)ç>o.
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D'après l'équation (24')? la fonciion Ff2(z) est d'ordre p dans l'angle A,
et tend vers zéro sur les côtés de cet angle, dont l'ouverture est infé-
rieure à - ; un tel résultat est en contradiction avec le théorème de

P
MM. Phragmèn et Lindelof.

Montrons maintenant qu'il existe des fonctions ^ ( s ) et rf2(s).
Nous démontrons d'abord le théorème suivant :

Soit ctn a2... an. •. une suite de quantités réelles et positives
tendant vers Vinfini, Si la quantité

/7'J
un

n — \

n = N -H 1

tend vers l infini avec Ventier N, le produit canonique f {z) dont les
zéros sont an a2, ..., an1 ... est une fonction $\ (s).

Soit en effet A un nombre positif très grand, dont nous fixerons plus
loin la valeur? et soit N l'entier défini par les inégalités

Il résulte de l'expression de S, que cette quantité est supérieure à

C, étant une constante positive ne dépendant que de l'argument
supposé différent de zéro (1).

De même S2 est inférieur à

n. = N •+ 1

G2 et C'2 étant deux constantes positives ne dépendant que, de o (')•

(*) On peut prendre

G — x
 c ^ J

 Q ^ ^
(/? H- 2 ) sin2a>' L (/? - — i ) s i n 2 ( p ' L

 2 ( / ? + 1) (1 —cosep)
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Lorsque n est inférieur ou égal à N, — est supérieur à k. Il en résulte

que s< est supérieur à ks%. D'autre part,

1

Si „ n = i " _ _ o «N+l >
_ _ _ _ K N _ ^ =

J 2 «-^- T f fi

r

Choisissons maintenant y'RN pour valeur de h\ les inégalités

et 2->,
On

entraînent l'inégalité

C étant une constante positive ne dépendant que de ç. Cette dernière
inégalité montre que le produit canonique f (z) vérifie la condition (24).
C'est bien une fonction §{ (s).

Une démonstration analogue conduirait au résultat suivant :

Si la quantité RN tend vers zéro lorsque N augmente indéfiniment,
le produit canonique f'(z) est une fonction §2{z).

Il résulte de ce qui précède que lorsque l'exposant de convergence p
de la suite ax a2 . . . an . . . n'est pas entier, la quantité RN ne peut
tendre ni vers l'infini ni vers zéro lorsque N augmente indéfiniment :
s'il n'en était pas ainsi, nous pourrions bâtir soit une fonction $i(z),
soit une fonction # 2 ( ^ ) Î de zéros a,, a2, . . . , any . . . , et d'ordre p non
entier. Nous avons vu plus haut qu'un tel résultat est impossible.

Il est facile de former des exemples de suites aK a2 ...an . , .
telles que RN tende vers l'infini ou vers zéro. Prenons par exemple

an = nP; p est égal à p; 5 j " £ e t l°gN o n t ^ e u r rapport compris entre

deux constantes positives. Il en est de même de ^ —£^et N p et par



5 6 H. MILLOUX.

suite de RN et logN; RlN tend donc vers l'infini avec N, comme logN*
Plus généralement, donnons-nous une suite de quantités positives

a{ a2 ... an. . /dont l'exposant de convergence est égal à l'entier/?, et
qui satisfont aux inégalités

p, eLla quantité positive £ étant tous deux inférieurs à i. Un calcul
analogue au précédent montre que la quantité RN correspondante tend
vers l'infini avec N, comme (logN)' £.

D'une manière analogue, lorsque la suite de quantités a4a3...an...
dont l'exposant de convergence est égal à l'entier p -h i, vérifie les
inégalités

( \ ) ? ^ 1 < n ( logft)P«+S

où p, est supérieur à i et £ compris entre o et i, la quantité l\y tend
vers zéro comme (logN)6"1 lorsque N augmente indéfiniment.

58. Toute fonction £<(s) d'ordre p se comporte [comme la fonc-
tions0^, Q(^) étant un polynôme de degré/?. En effet, la fonction #,(,«)
est d'ordre/? et converge uniformément vers l'infini dans tout angle de
sommet O intérieur à un secteur où cospy est positif. tft (z) converge

uniformément vers zéro et -^~r7\ e s t d'ordre p dans tout angle de som-

met O intérieur à un secteur où cosp o est négatif. Les rayons d'argu-

ments © = h i - sont les frontières de ces secteurs, et dans des

angles d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissectrices ces
rayons, la fonction £, (s) prend une infinité de fois toute valeur,
sauf zéro. On peut ajouter une précision : suivant le signe de
cos(p -h i)<p, la fonction ^ ( 3 ) tend vers l'infini ou vers zéro sur le

rayon considéré; par exemple, sur le rayon 9 == —, §{(z) tend vers

l'infini, de sorte qne cette fonction prend une infinité de fois toute

valeur, sauf zéro, dans l'angle — < y ̂  • h£, aussi petite que soit la

constante positive s.
Toute fonction §2{z) possède des propriétés analogues.
Dans un angle d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-
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trice la partie positive de Taxe réel, la fonction §{ (z) prend égale-
ment une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus.

Ces propriétés restent valables pour les fonctions entières de la
forme eQiz]$x(z), le degré du polynôme Q(s) ne surpassant pas
l'ordre/> du produit canonique ^A(z). Tel est le cas de la fonction
bien connue.

1 r-
: ^̂

D'après ce qui précède, cette fonction converge uniformément vers

zéro dansFangle — —!-£ = ? = - —£> et vers l'infini dans les angles

- 5 9 ^ 7 r ~ eetuH-£<ç<—• Nous avons donné au deuxième Chapitre

des propriétés plus précises de cette fonction.

Vu et approuvé :
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