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PREMIERE THESE.

——p

SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
FONCTIONNELLE LINEAIRE.

INTRODUCTION.

Jai été conduit au probleme qui fait 'objet de ce mémoire en voulant généraliser
1a notion d’équation différentielle linéaire. La condition imposée 4 la fonction inconnue
f(x) par une telle équation peut s’¢noncer ainsi: en effectuant sur f(x) une suite dé-
terminée d’opérations (dérivations, multiplications par des fonctions données, additions),
on doit obtenir une fonction donnée.

La généralisation naturelle des opérations en question est constituée par les opé-
rations fonctionnelles distributives de M. S. PINcHERLE, étudi¢es ensuite indépen-
damment par CarLo BOURLET sous le nom de transmutations additives *).

Avec C. Bourter, jappelle transmutation toute opération faisant correspondre i
une fonction f(3) une autre fonction g(x); cette dernitre, la transmude de (%), est, si
Pon veut, une fonctionnelle de f(z), dépendant en outre d’une variable x, ce que j’écris:

£(x) = U[f(RIx]

Avec M. HapaMarp ?) je dis que la transmutation est linéaire, si elle posséde les

) S. PINCHERLE, Sulle operagioni funzionali distributive [Rendiconti della Reale Accademia dei

Lincei, serie 5%, vol. IV, 1°" sem. 1895, pp. 142-149] et Mémoire sur le calcul fonctionnel distribufif
{Mathematische Annalen, Bd. 49 (1897), pp. 325-3821.

C. BOURLET, Sur les opérations en général et les équations différentielles linéaires d’ordre infini
{Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. XIV (1897), pp. 133-190].

2) J. HapamarD, La série de TAYLOR et son prolongement analytigue, ch. VIII, p. 76 (Paris, Gau-
thier-Villars, collection Scientia, série PM, n°® 12, 1901).

Framant



2 PAUL FLAMANT.

deux propriétés suivantes:

Ulf,® + f.(k] = U[f, (k] + ULL. (k]
Ulef@x] = ¢ U[f(RIx]

¢ étant une constante réelle ou complexe. Comme Pexplique fort bien M. PiNCHERLE
dans lintroduction de son mémoire, le point de vue actuel est trés différent de celui
de l’analyse fonctionnelle ordinaire et du calcul des variations. A ce dernier point de
vue, le fait dominant est que g(x) dépend de toutes les valeurs de f(z) que 'on con-
sidére comme des variables indépendantes; on cherche donc 4 déterminer pour ainsi
dire la part d’influence sur g(x) de chaque valeur de f(3); ce point de vue s’impose
pous les fonctions de variable réelle. Le point de vue de BourreT et de M. PINCHERLE
met au premier plan la nature de Popération qui permet de passer de f(z) a4 g(x);
on compare la fagon dont g(x) dépend de x 2 la fagon dont f(3) dépend de z, ce qui
conduit 4 désigner habituellement par la méme lettre les deux variables indépendantes ;
ce point de vue n’est guére possible que pour les fonctions analytiques qui ont une
individualit¢ bien marquée et ne sont pas simplement des collections de valeurs.

La plupart des transformations qu’on a appliquées cffectivement aux fonctions ana-
lytiques sont des transmutations lintaires; citons la dérivation et intégration, le chan-
gement de variable, la multplication par une fonction donnée, le calcul des différences
finies, la dérivation d’ordre fractionnaire, etc...

La généralisation naturelle de l'intégration d’une équation différentielle linéaire est
donc Pinversion d’ume transmutation linéaire donnée. Ce probléme extrémement général,
a été abord¢ par BourrLeT dans le mémoire cité, et ramené a U'intégration d’une équation
différentielle linéaire d’ordre infini.

Ce résultat n’a guére qu’une valeur formelle, car les questions de limites et de
convergence manquent totalement de rigueur. D’ailleurs, sauf dans le cas ol ’équation
d’ordre infini a ses coefficients constants, la transformation du probléme ne semble
guére avantageuse.

Au lieu d’aborder le probleme dans toute sa généralité, il me semble nécessaire
d’étudier en détail des cas particuliers nouveaux, comme Pont déja été les équations
différentielles lincaires, les équations intégrales, les ¢quations fonctionnelles linéaires
telles que celles d’ABEL et de ScHRODER.

Jai particularis¢ la question en supposant que la transmutation qu’il s’agit d’in-
verser peut (tre réalisée en effectuant un nomhre fini des opérations suivantes: déri-
vation, substitution d’une fonction donnée 4 la variable, multiplication par une fonction
donnée, addition. Le probleme se traduit donc par I’équation:

(1) 2 a,(Df 0]+ 2 a,(Df [0,D] + - + 2 a,()f"[0,(x)] = g(x)

qu’on peut appeler équation différentielle fonctionnelle linéaire. Elle admet pour cas par-
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ticuliers les équations différentielles, les équations aux différences finies et les équations
fonctionnelles ordinaires, ainsi que les équations de la forme

a,()f () + 4, () f (x + b) + a,()f (x) + 4,(Rf (x + b) = g (%)

qu’on peut écrire encore, en posant
AfR)=fx+h—f(x) e Af@RD=(+hE—f()
[2,(x) + ALU(x) + A (2)-3(x) +[a,(x) + 4,()]f (%) +- 4,(x)- 3 (x) = g(x),

et qui ont ¢été appelées édquations aux différences mélées parce qu’elles contiennent
des dérivées et des différences finies; elles se recontrent dans certains probléemes de
géométrie, et leur intégration a été ¢étudiée par Poisson 2).

J’ai restreint beaucoup plus le probléme en prenant une équation (1) de la forme

a, ()1 [0, ()] + a,()f [0, (x)] = g (*)-

En exprimant x en fonction d’une nouvelle variable 7 = o, (x) et en résolvant
par rapport 3 la dérivée, cette équation s’écrit

(2) F'@) = a(fle()] + 2D

L’¢étude des singularités de la fonction f(z) définie par cette équation fait intervenir
les itérés successifs d’un point par la substitution [z, w(3)] et la substitution inverse:
le cas le plus simple sera donc celui ou cette substitution est bi-univoque, ce qui donne
P’équation

©) F@=e@f(2255) + 0@

vz + 3
Par un changement de variable homographique, on peut amener les points doubles de
la substitution ((, %i—g) 4 Dorigine et 4 linfini lorsqu’ils sont distincts, ou 4 I'in-
<

fini lorsqu’ils sont confondus; I’équation est alors réduite 4 I'une des formes:
, x

@ F@=a@f(5)+b@

) F)=afly—m+8b0)

Dans la premitre, on peut supposer || 2\ I.
Les équations (4) et (5) peuvent d’ailleurs se ramener I'une 4 P'autre par le chan-
gement de variable y = log x. Mais il faut remarquer qu'a une fonction quelconque

3) PoissoN, Mémoire sur les équations aux différences mélées [Journal de PEcole Polytechnique,
t. VI, 13° cahier (1806), pp. 126-147].
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:

de y correspond ainsi une fonction multiforme de x ayant l'origine pour point critique
et qu’d une fonction uniforme de x correspond une fonction périodique de y.

Ces ¢quations n’ont guére été ¢tudiées que pour les fonctions de variables réelles
par M. ErHarD SchHMIDT et ses éléves. Mlle OLGa PorossucHIN a ramené I’équation (2)
i une équation intégrale moyennant une hypothése convenable sur la fonction o (3) *).
M. E. ScumipT a étudié I¢quation (5) lorsque a(y) est une constante, et les équations
analogues d’ordre supérieur °). Enfin M. Guipo HoHEISEL a ¢tudié les mémes équa-
tions lorsque les coefficients sont des polynomes du premier ou du second degré ©).
En ce qui concerne les fonctions analytiques, M. Leau a donné dés 1894, le théoréeme
d’existence des solutions d’¢quations de la forme (1) (et d’équations plus générales, non
linéaires, ou d’équations fonctionnelles aux dérivées partielles) moyennant des hypo-
theses convenables. Il a récemment simplifié la démonstration 7). D’autre part, dans un
chapitre de sa thése, Mlle PorossucHix a déterminé des solutions de I’¢quation (5) ou

a(y) est une constante, ce qui correspond pour léquation (4) i a(x) = TIC_ [6(x)

pouvant étre multiforme autour de 'origine].

C’est I’équation (4) que jérudie dans le présent travail, dont je vais indiquer ici les
grandes lignes, en mettant en relief les analogies et les différences qu’elle présente avec
Péquation différentielle ordinaire correspcndant 4 ¢ = 1.

Dans le chapitre 1%, j’établis d’abord par la méthode des approximations succes-
sives le théoreme d’existence dii & M. Leau. L’équation (4) admet une solution, et une
seule, prenant i lorigine la valeur donnée ¢ , et par suite il y en a une, et une seule,
qui prend une valeur donnée en un point donné. L’analogie avec I'¢quation différentielle
semble compléte 4 premiére vue; elle est pourtant imparfaite; dans le cas le plus simple
ol a(x) et b(x) sont holemorphes 4 Porigine, f(x) est déterminée quand on lui im-
pose, outre I’¢quation, deux conditions: &tre réguliere a lorigine et prendre une valeur
donnée soit i l'origine, soit en un autre point. Si on lui imposait comme conditions
celles d’¢tre réguliére en un point autre que lorigine, et d’y prendre une valeur donnée,
Punicité de la solution ne serait plus démontrée; j’ajoute, en anticipant sur un résultat
du chapitre III, que, dans le cas |s| >> 1, il resterait une grande indétermination. Le

4) O. PorossucHiN, Uber eine besondere Klasse von differentialen Funktionalgleichungen (Inaugural
Dissertation, Zirich, 1910).

5) E. Scumipt, Uber cine Klasse linearer funktionaler Differentialgleichungen [Mathematische An-
nalen, Band 70 (1911), pp. 499-524].

) G. HoHEISEL, Lineare funktionale Differentialgleichungen I. Mitteilung [Mathematische Zeitschrift,
Band 14 (1922), pp. 35-98] (ou Inaugural Dissertation, Berlin, 1920).

7) L. Leau, Sur les équations fonctionnelles [Comptes-rendus hebdomadaires des séances de I’Aca-
démie des Sciences, t. 119 (2° semestre 1894), pp. 901-902] et Sur Vemploi de certaines fonctions majo-
rantes dans les théorémes d’existence [ibidem, t. 178, [(1°" semestre 1924), pp- 453-4581.
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point double attractif de la substitution (x, —()_—) joue donc un roéle trés remarquable.

Je donne ensuite quelques généralisations du théoréme d’existence et d’unicité, dont une
seule nouvelle: celle relative au cas ou les équations et les fonctions inconnues sont en
nombre infini. Puis j’¢tudie pour P'équation unique (4) les solutions dont Dexistence
vient d’¢tre érablie; je cherche en particulier quelles sont leurs singularités lorsque &(x),
réguliére 4 origine, admet un point singulier x, de nature assez simple. Les points
x,, 6X,, 6" x,, ... sont tous singuliers pour f(1) (de méme nature que x_ pour I'in-
tégrale d’une équation différentielle ordinaire), ce qui conduit i distinguer trois cas sui-
vant que |5

o

est supérieur ou ¢égal 4 1, et quand il y a égalité, suivant que s est ou
non racine de l'unité. Dans chacun de ces cas, et pour chaque espéce de point singulier
envisagé, j’ai obtenu une représentation analytique de f(x) valable dans tout son do-
maine d’existence et mettant en évidence la position et la nature des points singuliers.
Dans le dernier cas, la fonction admet pour coupure le cercle de rayon [x | et elle est
en géncral continue jusque sur ce cercle, sauf en un certain nombre de points.

Le chapitre II est consacré a la résolution de certains systémes d’équations linéaires
3 une infinit¢ d’inconnues qui se présenteront au chapitre III

Dans celui-ci, je détermine des solutions de I’équation (4) lorsque l’origine est point
singulier de b(x), a(x) étant toujours réguliere. En supposant que a(x) ne s’annule
pas & lorigine, j’ai pu y étudier des points singuliers de nature plus générale que ceux
considérés au chapitre I*; par exemple en ce qui concerne les points isolés autour
desquels la fonction reste uniforme, jai trait¢ seulement le cas d’un pole lorsqu’il n’est
pas 4 lorigine, tandis qu’d lorigine j’ai envisagé aussi le cas d’un point singulier es-
sentiel.

Les résultats obtenus sont trés différents suivant que est supérieur ou égal 3 1.
Le dernier cas est entitrement analogue 4 celui de I’équation différentielle ordinaire, les
solutions ont leur parte irréguli¢re complétement déterminée; par suite elles ne dépen-
dent que d’une constante arbitraire et se déduisent de I'une d’elles en lui ajoutant la
solution générale de ’équation homogene définie au chapitre I%.

7

Dans le premier cas au contraire, la partie irrégulicre dépend d’une constante ar-
bitraire, ce qui fait connaitre pour I’équation homogéne des solutions irrégulieres qui
admettent lorigine pour point critique. La solution donne¢ par le théoréme d’existence
du chapitre I* ne représente donc que Pensemble des solutions régulieres 4 Dorigine;
on peut 'appeler solution générale réguliére, mais ce n’est pas la solution absolument
générale.

Cette étude est évidemment incompléte. Je signale en particulier le point suivant.
Lorsque |s| est plus grand que 1 et que b(x) a un point singulier x, non situé i 'o-

2

. . x, X
.. . . . o o
rigine, on peut concevoir des solutions ayant pour points singuliers pabii PIPRIL
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ne rentrant par conséquent pas dans la solution réguliere i Porigine obtenue au cha-
pitre I*.
Par exemple, on vérifie aisément que I’équation 4 coefficient constant
, x b
r@=a(5)+

X — X,

admet une solution ayant le pdle simple %, le pole double z‘; etc. Je compte faire
ultérieurement ’étude de ces solutions.

Les principaux résultats nouveaux contenus dans ce mémoire ont ét¢ communi-
qués A ’Académie des Sciences de Paris (séances des 26 décembre 1923 et 12 mai
1924) °).

Je suis heureux de remercier ici M. EmMiLE BOREL qui m’a incit¢ i entreprendre
un travail de recherches, et M. GeorGEs VALIRON qui a bien voulu suivre la présente
¢tude avec le plus bienveillant intérét.

Cuaritre I

SOLUTIONS REGULIERES A L’ORIGINE.

I

Détermination d’une solution par sa valeur A l’origine.
1. Soit I'¢quation
©) F@=a@f(F)+b I

Nous supposons a(x) et b(x) holomorphes dans un domaine D fermé, simplement
connexe, et possédant les propriétés suivantes.

Soit z laffixe d’un ponit quelconque de D, le point d’affixe % appartient aussi &

8) P. FLAMANT, Sur une éguation différentielle fonctionnelle [Comptes rendus hebdomadaires des
séances de ’Académie des Sciences, t. 178 (1°f semestre 1924), pp. 60-62], et Sur la forme des solu-
tions d’une équation différenticlle fonctionnelle [ibidem, t. 178 (1°" semestre 1924), pp. 1595-15971.
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D, et ces deux points peuvent étre joints par un chemin situé tout entier dans D et
de longueur inférieure 4 un nombre fixe I. L’origine appartient nécessairement 2 un tel
domaine D, mais elle peut étre aussi bien un point de la fronti¢re qu’un point inté-
rieur. Nous supposons enfin que tout point de D peut étre joint & l'origine par un
chemin situé dans D et de longueur inférieure 3 un nombre fixe L.

Nous cherchons 4 déterminer une fonction f(x) holomorphe dans D et prenant
une valeur numérique donnée ¢, pour x = o.

L’ensemble des conditions imposées 4 la fonction f(x) par I’équaton (1) et la
valeur initiale peut s’exprimer par la seule équation

@) f@=c+ [ [a@f(L)+ 1@ i

le chemin d’intégration étant situé tout entier dans le domaine D, et n’ayant, par suite
de I’holomorphie des fonctions, aucune influence sur la valeur de lintégrale.
Cette équation (2) est une équation int{grale linéaire qui pourrait se ramener 4 un

type classique en faisant le changement de variable d’intégration i - y. Clest cette

G
équation (2) que nous allons résoudre par la méthode classique des approximations
successives.
2. Soit g(x) une fonction arbitraire, holomorphe dans D. Posons

X

f@=c+ [ [e@e(L) + 0@,

L=+ [[s@rn (L) +1@ ]
) T

f@=c+ [ [s0r (%) +1@]en

G

les intégrales étant prises le long d’un chemin ¥ situé dans D. Lorsque le point z

décrit vy, Pargument de la fonction g(x) dans la premiere intégrale, -&(—, décrit un che-

min %— 9) situé dans D, d’aprés P’hypothese faite au n° 1; la fonction intégrée est donc

bien holomorphe dans D, l'intégrale est indépendante du chemin y pourva qu’il soit

9) F désignant une figure quelconque tracée sur le plan de la variable complexe z, je désigne
par Fo, TI:‘- , F4 b, etc., les figures obtenues en appliquant a4 F I'homothétie-rotation, la translation,

etc., qui traduisent gémétriquement la multiplication ou la division par ¢, I'addition de b, etc.
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tracé dans D, et la fonction f (x) définie par la premitre relation est holomorphe
dans D.

Pour la méme raison, f,(x), ... f,(x), ..., existent et sont holomorphes dans D.
Pour établir que f, (x) tend (pour # infini) vers une fonction f(x) satsfaisant i

, . . .
’équation (2), il est commode de regarder f,(x) comme la somme des 7 premiers
termes d’une série, en posant:

w, () =f,(x) = f,(x) - w0, () =For, () —fo (), -
de sorte que
@ L) =f()+u )+ w(x)+ - +u,_ (%)

D’aprés les relations (3) qui définissent les f, (x), les u, (x) peuvent étre détermi-
nées par

(5) we = [Ta@[f (%) —e(%)]ex
(6) uﬂ(x):/owa(()un_,(%)d( pour 7\ 2.

Tout point z, de D peut étre joint 4 lorigine par un chemin y de longueur
moindre qu'un nombre fixe L (n° 1). Considérons ’ensemble I' des points des chemins

X Y

'Y, c,...,';”—,...

(si ¢ est une racine de l'unité, ces chemins sont en nombre fini). Les fonctions f, (x)
et u (x) peuvent étre obtenues en tous les points de cet ensemble en prenant les in-
tégrales des formules (3), (5) et (6) le long de ces chemins. g désignant un point de
Pun d’eux, vy (z) désignera 'arc Oz de ce chemin et s(z) sa longueur. En effectuant
une homothétie-rotation on voit que l'on a:

) | s (3—) =@

G
2 représentant le module de 6.

Les fonctions a(z) et f, (—:—) — g(—:—) ¢étant holomorphes dans D, sont bor-

nées en module:
la(l < 4, ‘fx (—}) - g(%)

Il résulte de la formule (5) que l’on a:

ez [ (£) -6(5)

Tz

< M.

ds(z) < M.As(x)

Pour appliquer la formule (6) au cas de # = 2, nous avons besoin d’une expres-
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“ (3

u, (—§~)l < M.A4s (%) = —I;{As(().
“(3)

() < 4] = ot
On a ensuite:

@<L [ 1@l (£)]d50 < [ M5QP AL 5 @l 45 (P

De méme, on trouverait en général:

sion simple limitant supérieurement

On a alors:

w@ < [ el

d’oli:

$Q <5 [ 454 [45] = J5[45CT

(O < oyt [ s (AT

s(x) étant toujours moindre que L, on a, quelle que soit la valeur de x dans D:

M "V
[, (¥)] < W:z—:(é;l:"? .

La série qui admet u_(x) pour terme général est normalement convergente dans
D ™). [On voit que la série de comparaison converge trés rapidement lorsque = est
grand]. f, (x) étant, d’aprés (4), la somme des » — 1 premiers termes de cette série
et de f,(x), elle converge uniformément vers une fonction limite f(x) holomorphe
dans D. La convergence étant uniforme, on peut faire croitre n ind¢finiment et passer
4 la limite dans les relations (3), ce qui montre que la fonction obtenue f(x) vérifie
I’équation (2).

Dans le cas ol = est plus grand que 1, on peut n’avoir qu’un seul chemin d’in-
tégration on choisissant y de telle sorte que % soit un arc de y. Je désignerai par C
un tel chemin. 1l est ais¢ de voir que tout point g, de D peut étre atteint par un che-

min C. Par hypothése (n° 1), on peut joindre z, et %‘L par une ligne ¢ dont la lon-

19) Cette locution, due 2 M. RENE BaIRE, signifie que les modules de ses termes sont inférieurs
4 des nombres positifs formant une série convergente.

Framaxr.
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gueur est moindre qu’une longueur fixe I. En réunissant les lignes

c

C, “c_, ccey T my ccc

on relie z, 4 O par un chemin C, dont la longueur est d’ailleurs inférieure 4 un nom-
bre L indépendant de z,.

Si = était égal A 1, le chemin C n’aboutirait plus 4 Porigine et ne pourrait plus
ére utilisé.

3. La solution du probléme pos¢ au n° 1 est unique. En effet, si deux fonctions
vérifient ’équation (2), leur différence vérifie I'équation homogene

@®) 9(-*)=‘/da(z)?(*§—)dz-'

o
Il s’agit de montrer qu’une telle fonction est identiquement nulle.
Considérons d’abord un ensemble de points [ comme au n° précédent. Nous allons
¢établir qu’une fonction ¢ (x) satisfaisant 4 I’équation (8) sur I' est nulle sur T, ou tout
au moins sur la partie de I’ voisine de lorigine.

Soit b un nombre positif, I'(h) 'ensemble des points z de I' pour lesquels on a
0oLsR)Lh
et p la borne supérieure de |o(z)| sur I'(h). Pour tout point x de ’ensemble I'(h).o
[qui coincide avec T'(Xh), d’aprés la formule (7)], le chemin d’intégration y(x) fera
partie de T'(Xh), et Pargument é- de la fonction ¢(x) dans lintégrale restera sur
r(h). Par suite:

(9) Ppx) L Aps(x) L pAZh pour x sur I'(Zh).

Le nombre » peut étre choisi de maniére que le membre de droite soit plus petit
que p; il suffit que

AZh <1 ou h< :;—2
(ce choix ne fait pas intervenir la valeur de w). En donnant par exemple 3 » la valeur
;:14—;, on trouve que la borne supérieure de ¢(z) sur T(Zh) est % Si p. n’éraic

pas nul, cette conclusion serait absurde puisque I'(Xh) contient I'(h); donc p est nul.
Le raisonnement employé pour établir Iinégalité (9) permet de passer i T'(Z*h), ...
<.+, O(2"h); » étant nul, on en conclut que ¢(x) est nulle sur tous ces ensembles.
Lorsque X est plus grand que 1, on peut englober ainsi tout I'; au contraire lorsque

X est égal 4 1, la conclusion ne vaut que pour [‘(—;—), b devant étre inférieur A

I .
—; » mais pouvant s’en rapprocher autant qu’on veut.
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Ce résultat est remarquable dans les deux cas suivants:

1° I étant supérieur 4 1, on choisit un chemin C pour I'ensemble T.

2° ¢ est une racine de l'unité; dans ce cas les chemins considérés sont en nom-
bre fini. )

La fonction ¢(x) envisagée au début du présent n°, est holomorphe dans D et
vérifie I'¢quation (8). Etant nulle sur un ensemble I'(h) qui comprend des lignes, elle
est nulle dans tout le domaine, et les deux solutions imaginées coincident.

Mais on peut affirmer davantage. Imaginons une fonction g(x) solution de I'équa-
tion (1) et qui tende vers ¢, lorsque x tend vers o sur T, l'existence et ’holomorphie
de g(x) n’¢tant plus supposées dans tout le domaine D, mais seulement dans un do-
maine D’ contenant la partie de I' voisine de l'origine **). Désignons par f(x) la so-
lution holomorphe dans D déterminée au n® 2. La fonction

() =f(x) — ()
satisfait encore 4 I’équation (8) sur I'; elle est donc nulle dans D’ ot elle est supposée
holomorphe; son domaine d’existence n’est donc pas limit¢ 4 D’. La fonction g(x)
existe et cowmncide avec f(x) dans tout le domaine D.

4. REMARQUE. — Dans les raisonnements qui précédent, ’holomorphie des fonctions
données a(x) ct b(x) [et de la fonction arbitraire g(x) servant de point de départ
pour les approximations successives] dans D est intervenue de deux manitres: d’abord
par l'indépendance des intlgrales vis-d vis du chemin d’intégration, puis par le fait que
ces fonctions ¢étaient bornées dans D. Ces fonctions peuvent donc avoir pour points
singuliers des points de la frontiere de D pourvu qu’elles restent bornées au voisinage

de ces points. Par exemple, le théoréme d’existence s’applique A ’équation
P ple, pp q
|

F@ = 7(5) 44

¢ étant un nombre réel et positif; le domaine D étant le demi-cercle défini par |x| L R,
partie réelle de x D\ 0; b(x) étant un polyndme, ou une fonction entiére, ou encore

x|..

un polynéme par rapport 4 e .
Il s’applique encore au cas ou a(x) et b(x) ont l'origine pour point critique algé-
brique et y prennent une valeur finie, le domaine D étant un cercle de centre O coupé
suivant un chemin C (coupé suivant un rayon lorsque & est réel et positif).
5. GENERALISATIONS. — La mdéthode précédente peut s’appliquer 4 des équations ou
4 des systemes d’¢quations plus généraux.

Ity Pur exemple, D’ peut étre la portion du plan balayée par un petit cercle vu de Iorigine sous
un angle constant lorsque son centre décrit T" (k).
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. . . . . X
1° La fonction f(x) peut intervenir par sa valeur en plusieurs points et méme

en une infinit¢ de points. Soit I’¢quation

(10) £ I=bE@+a,f ()4 () +-+a s (=) +-
ol o 1 k
ol =2 > 1, bl=2>1 ..., 0= >1, ...
Pour simplifier, nous traitons le probléeme dans un cercle de centre O; toutefois
si les 6, sont des puissances d’un méme nombre s, on peut prendre le domaine D dé-
fini au n° 1. Nous supposons b(x) et les a(x) holomorphes dans ce domaine, ces

derniéres formant une série normalement convergente (ce qui est toujours réalisé quand
le nombre des termes est fini).

Envisageons la formule définissant la premiere approximation:

fe=e+ [ [H0+a@e(E)+e@e(Z)+ - +ae(-L)+ - o

cl

. X z

Les points T oy s ooy - Testent dans D lorsque z décrit le chemin d’in-
o 1 k

tégration; si la fonction g(x) dont on part est holomorphe dans D, la fonction in-
tégrée reste inférieure 3

B (4,+ 4,4+ 4+ )G=B+46

chaque grande lettre désignant la borne supérieure du module de la fonction corres-
pondante.

La fonction f, (x) est donc elle méme bornée

If. (N Llel +(B+ 46)L

et il en est de méme pour f (x) — g(x). La convergence des approximations succes-
sives et I'unicité de la solution se démontrent comme aux n® 2 et 3, en évaluant comme

3

ci-dessus le module de la série 4 intégrer.

2° On peut traiter de la méme maniére un systéme de 7 - 1 équations 4 #n 1
fonctions inconnues du type

J=" o
(11) F@=33 e, (=) +0®  G=onn..n
En posant J=ok=e *
4;, = max|a,,(x)| dans D,

on supposera convergentes les séries:

A:]0+Ai]x+ +A.','k+ e

et on raisonnera exactement comme ci-dessus.
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Le théoréme d’existence est par suite établi pour une équation d’ordre supérieur
au premier. L’¢quation du second ordre

£ = e () + @ (5 ) + e
par exemple, se raméne au systéme:
[ =/
%f&@=aum(§)+w@y(§)+4n
3° Lorsque les équations et les fonctions inconnues sont en nombre infini, la mé-

thode s’applique encore en faisant certaines hypothéses de convergence.
Soit le systeme

(12) fi@=3 ia‘lk(x)fi(——:k) Fb(x)  G=o 12 ..., )
soit o
4, , = max |a, , (x)| dans D

Nous supposons convergentes les séries
Al’jo+At;x + i +A,1k+ e

comme dans le cas précédent; mais en outre nous supposons que leurs sommes satisfont
aux inégalités:

Ai;‘o+Aijt+ +Aijk+ é“iap
By Oy vy Xy e Bos Bis oo By ooty

¢étant deux suites de nombres positifs telles que la série

, =B, F B o e B
soit convergente. .
Les fonctions b,(x) sont assujetties 4 vérifier dans D les inégalités
b,(x)] < Ba,
B é&tant un nombre fixe. b

. . . ..
. Nous n envisageons que les solutions définies par des valeurs initiales ¢; = f,(0),
faisant converger la série:

C =Bl + Blel + -+ BiJe) + -

Formons les approximations successives 4 partir d’'un systtme de fonctions g,(x)
holomorphes dans D et dont les bornes supérieures G, font converger la série

G=8,G,+8G + --- +86G, 4 ---
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La premiére approximation sera définie par:

fr@ =+ 330, @5(L) +00]dz

=0 k=0
<

Les points - sont toujours dans Dj; en évaluant par excés le module de la fonc-
k

tion 4 intégrer, on peut écrire

3 (3 45) 6+ Bx, =3 %, + Bx; = (G + B,
L} ]=0
Donc )
1
max |f}" (x)] £ || + (G + B) L,

La propriété de convergence imposée aux g,(x) appartient aussi aux f1*' (x), car en
multipliant les deux membres de cette inégalit¢ par 8, et en additionnant membre 4 mem-
bre les inégalités analogues, les termes du second membre engendreront deux séries
supposées convergentes. Les f!"'(x) pourront étre utilisées comme les g,(x), et les ap-
proximations successives pourront toujours étre poursuivies. Pour établir leur conver-
gence, remarquons que, d’aprés ce qui précede, en appelant M, la borne supérieure de

A9 (x) — g:(x)), la série
M=¢ M+ M+ - +8M4 ---
est convergente.

Dans la formule
W= [ 330 (F)-6(L)]x
o ]—0 =0

évaluons le module de la fonction i intégrer comme dans la formule de f{”(x), nous
voyons qu’il est inférieur 4 M=« , et que l'on a, par suite,

[0 ()| £ M5 ().

Prenons la formule

W= [ 33 a.@u (%)

J=0 k=o

Pour toutes les valeurs de la méme fonction u{"(x) qui figurent dans I'intégrale,

on a:
( )
k

En utilisant cette expression indépendante de I'indice k, mais dépendant de 7,4 la
place de la borne supérieure M, dans le calcul précédent, on trouve

M L s
I 2'

~ M« s( < ) — le.s}(f)é Ma,s(2).

S

[ () £~
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et, en continuant ainsi,

()] £ 2, LA

Pour chaque valeur de Pentier i, la série qui a #!”(x) pour terme de rang n est
normalement convergente. On peut donc poser

f@=E+ @+ w4 - )+ -

Pour toutes ces séries, les séries de comparaison ne different que par le facteur
«,; de telle sorte que, ¢ étant arbitrairement donné, il existe un entier N tel que
Pon ait:
i) —f'(®)] Lea, pour N

quel que soit x dans D. Grice 3 cette remarque, nous allons montrer que la relation

(13) =t |

devient ]
(1) fe=a+ [[E5 an@rh (L) +uw]d

qui exprime que les fonctions f;(x) constituent une solution du probléme posé. Le
premier membre de (14) est la limite pour 7 infini de celui de (13); pour démontrer
Pégalité (14), il suffit de montrer que son second membre est la limite de celui de
(13). La différence de ces expressions est

(33 (E) (5]

fi(_cgh_) —f;""”(%)lésai si.m— 1\ N.

T

3 a0 @ (L) + h@]ax

k=o0

Evaluons toujours de la méme maniére le module de la fonction A intégrer

Z(ZA )“ Aéaﬂsa =Sl = Adea,

J]=0 ]—O
et P'intégrale elle-méme est moindre que 4 Le«,, quantité arbitrairement petite, C. Q. F. D.

Si Pon n’envisage comme solutions que les syst¢tmes de fonctions dont les bornes
supérieures M, rendent convergente la série

( [J
poM0+fJ)‘Mx+“.+HiMi+.“
dans tout le domaine, la solution est unique. Cette condition de convergence est ana-

logue A celle qui a été imposte aux valeurs initiales et aux fonctions g;(x) & partir
desquelles on a calculé les approximations successives.
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Imaginons deux solutions distinctes; en retranchant les fonctions correspondantes,
on obtient des fonctions ¢, (x) vérifiant la méme condition de convergence, et solutions
du systéme d’¢quations homogénes

)= [ 33 a,09e(5)dx

o j=0 k=0

Soient p, ¢,y -..y P,y ..., les modules maxima de ,(2), @,(x), ..., ¢,(x), ...
dans un cercle de rayon h; en raisonnant toujours de méme, on voit que, dans ce
cercle

2. () <wha,
=0+ B+ o B+

(la série converge par hypothése); donc
w, Lpha,
d’ol en multipliant par 8, et additionnant
pLp.4h,

si b est assez petit pour que Ah < 1, il faut avoir p = o; comme les termes de la
série p. sont tous positifs, on en conclut que

en posant

l.l.o::y.l'—_—--.=y.'=---=0

et par suite les ¢, (x) sont identiquement nulles *?).

IL.

Généralités sur les solutions obtenues.

6. Lorsque a(x) et b(x) sont des fonctions entiéres, les solutions sont des fonctions
entiéres, le théoréme d’existence étant applicable dans un cercle de centre O et de rayon
arbitraire. Soient A(7), B(r) et F(r) les modules maxima des fonctions a(x), b(x) et
f(x) sur le cercle |x| = 7.

En intégrant suivant le rayon vecteur, on déduit de Péquation (2):

(15) F 2kl+ [ [40F (&) + B e

12) Ce qui préctde est I'extension aux équations différentielles fon:tionnelles de I’étude faite dans
ma note Sur les systémes d’équations différenticlles linéaires en nombre infini [Bulletin des Sciences Ma-
thématiques; 2° série, tome XLV (1921); 1° partie, p. 81-87].
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Il est vraisemblable que, par suite, la fonction F(r) est inférieure ou égale 3 la
solution de I’¢quation

@) uey =kl + [ [a@m(L)+B@)]4.

En retranchant membre i membre (16) de (15), on voit que la fonction
D(r) = F(r) — M(r) satisfait 2

@) o)< [ a@e(L)de

Nous allons démontrer rigoureusement que cette fonction est négative ou nulle.
Soit p (=, B) la borne supérieure de @®(r) (en valeur qualifite) dans Pintervalle

(=, B). Supposons d’abord r inférieur i b; —2« reste alors dans Dintervalle (o, —hz——)

la fonction 4 (r) étant positive, on augmente le valeur de lintégrale en remplagant
¢(—%~) par sa borne supérieure p. (o, —g)
Donc:

d)(f)él*(o, —Iz:) /"A(p)dp pour 7 Zh

et par suite

@8) v Lo &) [ Gar

Comme, d’autre part, y.(o, —hv—) est au plus égal 4 (o, b) on a aussi

ko, B[ 1 —fo”A(eidp]éo-

On peut choisir b assez petit pour que le facteur entre crochets soit positif; on
en conclut que p(o, ») est négatif ou nul pour b assez petit.
Lorsque X est plus grand que 1, Papplication réitérée de P'inégalité (18) permet
d’étendre la conclusion 4 un intervalle aussi grand qu’on veut.
Dans le cas ou = = 1, soit b, une valeur pour laquelle on a d¢ja démontré I'iné-
galité
w(o, b)) Lo.

Ecrivons I'inégalit¢ (17) sous la forme

20 2 [“4@e@dr + [ 4@
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On a alors

() Lo, b) [ 4@de+ ulh, B) [ 4G pour b LrLh
d’od ’ . ° .
#Ou B L0 5 [ A@de+ 1 B [ 4GV

et enfin

s W[5 — fh:A(e)dP} Zuo, B[ 4@

Si b est assez voisin de b, pour que le facteur entre crochets soit positif, n(b,, b)
sera négatif ou nul. Soient b, b,, ..., b,, ... une suite de nombres positifs croissants
définis par les conditions:

[ 4@ae = fk:”A(p)de == /;_b_",A(P""’ — =<

ces nombres croissent indéfiniment, car s’ils tendaient vers une limite lintégrale de
A(r) deviendrait infinie pour cette limite, ce qui est impossible. L’extension précédente
pourra &tre faite dans les intervalles successifs (o, b)), (b, b)), ..., (h,_,, b)), .-
et par suite @ (r) est bien négative ou nulle pour toute valeur de r. C. Q. F. D.

7. Considérons maintenant le cas ou a(x) et b(x) sont régulieres a l'origine, et
admettent des points singuliers 4 distance finie. Un point singulier x, de 'une de ces
fonctions sera, en général, pour les solutions f(x) définies par leur valeur i I'origine,
un point singulier, et méme un point critique autour duquel s’échangeront diffé-
rentes branches de la fonction (ce fait se présente déja pour une équation différentielle
ordinaire). De plus, 'examen de I’¢quation (1) montre qu’il en sera de méme pour tous

. x
les points 6x_, ¢’x,, ..., 6"x,, ... . En effet, le second membre, contenantf(——),
o3

. . x . .
aura une singularitt pour — = x_, cest-d-dire x = ¢ x,; le premier membre f'(x)
G

aura la méme singularité, ce qui entraine la singularité de f(x).

L’existence d’un point singulier de a(x) ou de »#(x), méme lorsque ces fonctions
sont uniformes dans tout le plan, fait que les solutions seront multiformes. Il y aura
d’abord lieu de déterminer la nature du point singulier, c’est-a-dire Pallure de la fonction
lorsque la variable tend vers le point singulier, et la modification qu’elle subit lorsque
la variable tourne autour du point singulier. Mais en outre, la fonction ¢tant définie par
I’équation (1), une nouvelle question se pose, trouver la signification précise de cette
phrase: la fonction multiforme f(x) satisfait & I'équation (1). Etant donnée la dérivée
d’une des branches de la fonction au point x, I’¢quation (1) n’est vérifite que si 'on

.ox . .
met au second membre la valeur au point “- d’une branche bien déterminée de la
G
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fonction. Par quel chemin fautil prolonger de x & —:C— la branche dont la dérivée fi-

gure au premier membre pour obtenir la branche qui doit figurer au second membre?
La réponse 4 cette derniére question est d’ailleurs facile. L’équation (1) est vérifiée par
les valeurs f'(0) et f(o) de I'¢lément défini primitivement autour de lorigine. Elle
sera toujours vérifiée si on prolonge par le méme chemin C les deux membres f'(x)

et a(x)f ({-) -+ b(x); prolonger ce second membre le long de C revient & prendre

x . . . . C .
en — la branche issue de I'élément primitf par prolongement suivant —. On voit
¢ G

aussi que si a(x) et b(x) éraient multiformes, ce sont les valeurs résultant du prolon-
gement le long C des éléments initiaux qui devraient figurer au second membre.

8. Considérons la famille des solutions de I’équation (1) définies par la valeur ini-
tiale ¢, considérée comme parameétre arbitraire. Ces solutions sont données par la formule
£G) = 6,805 + £o(0)
ou f,(x) est la solution particuliere correspondant 4 la valeur initiale o, et p(x) la so-

lution particuli¢re de I’¢quation homogéne

(9 ¥ =a@e ()
correspondant 4 la valeur initiale 1.

Les deux fonctions f (x) et ¢ (1) dépendent de a(x), tandis que f,(x) seule dé-
pend de #(x). La relation entre f, (x) et &(x) est d’ailleurs une transmutation linéaire,
de telle sorte que si b(x) est une somme de deux fonctions & (x) et b, (x), f (x)est
aussi la somme des solutions analogues correspondant respectivement 4 b (x) et b, (x).
De ce fait, 'influence des singularités de b(x) sur les solutions semble plus facile a
étudier que celle des singularités de a(x). Cette idée est corroborée par observation
suivante: un pdle de a(x) n’entraine pas toujours une singularit¢ pour la fonction ¢ (x);
en effet, ¢ (x) étant une fonction entiere admettant des zéros, si 'on pose

a(x) = 2L
(%)

cette fonction a des poles (les zéros du dénominateur), et il est évident que les solu-
tions de I’équation (19) correspondante sont les fonctions entieres Cp(x).

IIL
Influence des poles de #(x) sur les solutions obtenues.
9. Supposons que a(x) soit holomorphe et &(x) méromorphe dans un domaine D

analogue 3 celui défini au n® 1. Dans ce domaine, b(x) peut tre décomposée en une
somme d’une fonction holomorphe et d’un certain nombre d’¢léments simples (au sens
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de la théorie des fractions rationnelles); d’aprés la remarque faite au n° précédent, la
solution f,(x) de I’équation considérée est la somme de celles des équations obtenues
en remplagant b(x) par chacune de ses parties. La partie holomorphe de #(x) donnera
une solution holomorphe. Il suffit donc d’étudier la nature des solutions obtenues lors-
que b(x) est un élément simple.

Premier cas: = > 1.

10. Péle simple. Prenons d’abord I’¢quation

—xo

(20) )= a(x)f(_j—) + ;L_ .

Nous pouvons modifier un peu le domaine D pour que, dans le domaine D’ ob-
tenu, les hypothéses faites au n® 1 soient réalisées. Il faut d’abord exclure Iintérieur

d’un petit cercle ¥ de centre x, pour que la fonction b soit holomorphe dans le

o
domaine restant. Il faut aussi exclure les points intérieurs aux cercles ys, ys*, ..., qui se

’

. . . D
trouvent dans D, de fagon qui le domaine restant D’ contienne son transformé -

Enfin pour qu’il soit 4 connexion simple, il faut effectuer une coupure suivant une ligne
I joignant les points x_ et cx_, et les lignes I, I6*, ... *®). Nous nous occuperons
sealement de la solution s’annulant avec x, c’est-d-dire de celle qui vérifie ’équation

@) 10 = [[er(2) + =25 ]

o

Le théortme d’existence établi dans la section I s’applique i I’équation (21) dans

le domaine D’; la fonction f(x) est donc holomorphe dans ce domaine. L’¢quation (21)
peut s’écrire sous la forme

x

x )’

(22) 1= [a@s(L)ax+b g (1 -

la détermination du logarithme étant celle qui s’annule i lorigine. La fonction f(x)

2 23 xo H S H
étant réguliere en —2, on voit que si 'on fait tendre x vers x_ (en supposant le rayon
¢

de y de plus en plus petit), ou si 'on fait franchir par x la coupure I, 'intégrale sera
régulitre et uniforme; la fonction f(x) a donc en x, la méme singularité que

13) Ceci n’est qu'un exemple simple d’une coupure rendant le domaine simplement connexe; on
pourrait varier beaucoup son tracé,



SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE FONCTIONNELLE LINEAIRE. 21

x N A . . . B
blog(l — x—) En raisonnant de la méme maniére, on verrait aisément qu’en chacun
o

des points ¢”x, la partie irréguliére de f(x) est de la forme ¢ (x)log (I — "x ),

o" x
’ . (]
o (x) ¢tant une fonction holomorphe dans D.

11. Supposons que, dans I’équation (20), a(x) soit une fonction enti¢re. On peut
alors prendre pour domaine D lintérieur d’un cercle de rayon arbitrairement grand.
On en conclut que f(x) n’a comme singularités 4 distance finie que les points criti-
cues logarithmiques x_, ¢x_, ... ¢"x_, ..

On peut essayer de la représenter par un développement du type

S =9+ 7.() log (1 — %) 49,0 log (1 — %) + -+

(23) x
coo 4+ 9,(x) log (1 _G”xo) + .-
¢ (%), 9,(x), 9,(x), --., 9,(x), ..., étant des fonctions entiéres.
Cherchons i déterminer pour I'¢quation (20) une solution formelle du type (23)
ou, pour commencer, nous supposerons seulement 7 (x), ¢, (x), ¢, (x), ..., 9,(%), ...

uniformes dans tout le plan. Pour le faire, nous utiliserons la remarque suivante: les
fonctions u(x) et v(x) étant supposées uniformes autour de x_, tandis que la fonction
t(x) admet ce point pour point critique, une identit¢ de la forme

u(x) +v(x)t(x) =o
ne peut avoir lieu que si #(x) et v(x) sont identiquement nulles (sinon, #(x) s’expri-
merait par le quotient de deux fonctions uniformes). Par suite, U(x) et /' (x) étant
aussi uniformes, une identit¢ de la forme

u(x) 4 v(D)1(x) = U(x) 4 V() 1(x)

n’est possible que si 'on a 2 la fois

u(x)=U(x) et v(x) = V(x)

. x . .
Exprimons alors f (T) et f'(x) en groupant les parties uniformes et les termes
logarithmiques:

f(:)==9(%})4‘%(%})bg(l—ci)-fg(%;)bg(x—cé%)+.n.

e (S) g (s =25 ) +

F@=¢ @+ 20+ 20 4y 2Oy
+ () log (1= 2 ), () log (1— .25 )+ =+t (og (1— 5 )+

(24)
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et par suite le second membre de (20) devient:

s () 5ty =ate ()

)z Ylog (1= 75 ) A aCe. (5 ) og (1 — 7 -

o

(25)

Dans un cercle de centre O et contenant le point x, sans contenir sx_, et les

. . . x .
suivants, la seule fonction multiforme est log (I — 7); pour que les expressions (24)

o

et (25) soient identiques, il faut et il suffit que les coefficients de log (x -z )soient

o /

égaux dans les deux membres, ainsi que la somme des termes restants. En considérant
cette somme dans un cercle contenant ¢x, et aucun autre point critique, on verra que
X

les coefficients de log (I — ) doivent étre les mémes, et ainsi de suite. Les coeffi-

G xo
cients de chaque logarithme et les parties uniformes doivent étre égaux chacun 4 chacun
dans (24) et (25), d’ou

0D =0, 9.0 = a (e, (5 ), e =a@e,(5), .

0 L@ =a@e () -

(o3

' P, (%) () ..o (x) x b

(27) Mﬂ+x_%+x_c%+ et =@\ T )i
Les équations (26) déterminent successivement ¢, (x), @, (x), ..., ¢,(x), ..., par
quadratures, c’est-d-dire en introduisant pour chacune une nouvelle constante arbitraire ;
9,(x) est une constante et ¢ (x), ..., ¢, (x), ... sont des fonctions entieres. Quant &

9(x), elle est déterminée par I’équation (27), équation différentielle du type (1) dans
laquelle

by = —— —2& 2 e

- ”
x, X —x, X —ox, x —a"x,

Cette fonction 5(x) étant holomorphe autour de l’origine, on pourra appliquer les
résultats déji obtenus en exigeant que ¢(x) tende vers une limite lorsque x tend vers
o sur un chemin C. Dailleurs, pour que le développement (23) représente, au voisi-
nage de lorigine, en prenant les déterminations principales des logarithmes, la solution
de I’¢quation (21) (4 laquelle nous nous sommes restreints au début du n° 10), il faut
et il suffit que 7(x) tende vers o avec x. Dans ces conditions, 2 (x) est une fonction
holomorphe tant que »(x) reste holomorphe, mais le pole de &(x) le plus rapproché
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de Porigine est un point critique logarithmique pour ¢(x) (n° 10). Pour que ¢(x) soit
uniforme, il faut que #(x) n’ait aucun poéle, ce qui détermine les constantes d’intégra-
tion des équations (26). On obtient ainsi:

- 2.(x) = b, ff,<x>=fa;a<x)b-dx, q»,cx):fc;oa(x)q,({,‘—)dx,

e () = fa;oa(xm_,(%)dx,

b(x) étant alors une fonction enti¢re, @(x) est aussi une fonction entiére.
12. La série (23) ainsi déterminée n’est pas convergente en général. Par exemple,
dans le cas trés simple ot a(x) = 1, b = 1, les formules (28) donnent:

(x—o*x))

2le

(x - G" xo)'

plgirir Tty *»

9. (x) =1, ¢,(x) =1 % () = y o 9,() =

Si 'on donne 4 x une valeur non nulle, pour # assez grand, x sera trés petit par

rapport 34 ¢"x_, ct le terme ¢ (x)log (1 — c,,’; ) de la série (23), sera de ordre de

n(n—1)
(¢"x.)" x 6 xi'x

o
nle " x, n!

T+2+-dn—1

qui grandit indéfiniment avec n.
On peut modifier la méthode en remplagant le développement (23) par

F@=p (e, log (1—5 )P, (x)]+cp, @ [og (1= 2 )~ -

> b, log (1= 55 )~ 2.0 4

P (x), P,(x), ..., P,(x), ... désignant des polynémes. On a alors

() =r )+ =2) - 2(2)]
b)) (2 )]
() =) ()]

ou, en mettant en évidence, pour chaque point critique, la méme fonction muliiforme
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que dans (29):

()=o) ()0 ()] -
ot (F) P = ()] +
+oo( ) e (r —s5) — P |+ -

ot () e (1 — %) — P ]+

Les formules (24) et (25) sont alors remplacées par d’autres ol les fonctions
multiformes ont les mémes coefficients; ¢ (x), ¢,(x), ..., ¢,(x), ... doivent encore

satisfaire aux équations (26) et sont par suite des fonctions entiéres. Dans les parties

(30)

uniformes, les poles ne peuvent provenir que de

et des dérivées des loga-

— X

o
rithmes, ce sont les mémes que dans (27); et par suite, pour qu’ils disparaissent, il faut
que les fonctions 9 (x), ..., ¢,(x), ... soient les mémes que dans le développement

purement formel (23). Ces fonctions étant ainsi indépendantes des polyndmes, on peut
choisir ces derniers de maniére que la série (29) soit convergente.

Soient M, M, ... M, ..., les bornes suptricures des modules de 9 (x),
?,(x)y -+, 9,(x), ..., respectivement dans les cercles de centre O et de rayons R,
Rz ..., Rx, ..., et M|, M/, ..., M/, ... les bornes supérieures des modules de

leurs dérivées dans les mémes cercles.
Il existe des nombres positifs ¢, ¢, ..., €, ... tels que les trois séries

M080+Mlsx+ e +Mnsn+ | M081+stz+ te +Mnsn+l+ Tt
My, + Mg, + - + Mie, + -
soient convergentes.

Considérons un cercle de centre O et de rayon R, et enlevons de ce cercle la bande
balayée par un petit cercle dont le centre décrit les lignes I, Is, I¢*, ..., dun® 10;
soit E le domaine ¢toilé restant; tout point de E peut étre joint 4 lorigine par un
chemin de longueur inférieure 4 un nombre fixe A.

. I
La fonction T ot holomorphe dans E et peut donc y étre représentée avec

o

Papproximation ¢ par un polynéme

I
l" —y —p‘(x)’ < pour x dans E;

d’ou l'on conclut, en intégrant de o 3 x:

log (1 — —;—) — f‘p‘(()d(l <e pour x dans E
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x .
En remplagant x par % on voit que:
1 I ( x )’ €
e — b\ )N <
’x — " x, ¢" “f\ ¢ =

log (1 —c"xxo) — [ip‘({)d(l < Ae

En adoptant pour les formules (29) les polynémes

pour x dans E¢"

P& = ["r.@ix,

on aura, d’aprés les inégalités précédentes:

= — ) < g

”
x —o"x,

x
log (1 ——m\— P (x)

Le domaine E faisant partie du cercle de rayon R, Ec" fait partie du cercle de
rayon RZ2", et par suite,

[P, (x)] < M, [pr (%) < M. pour x dans E¢"

Dans un domaine Ec" en considérant les termes 4 partir de celui qui a pour point
critique ¢V x_, on voit que la série (29) est normalement convergente, ainsi que les

pour x dans E¢"

<)\el

deux séries dans lesquelles on a décomposé f' (%-) suivant la formule (30), et les

deux séries qui constituent f'(x) lorsqu’on sépare la partie uniforme d’une part, et les
termes ayant un point critique d’autre part. Dans ces conditions, les raisonnements
faits au n° précédent s’appliquent ici en toute rigueur; par suite, la série (29) est con-
vergente et représente bien la fonction cherchée, satisfaisant 4 I’équation (24). Il est
bien clair que, si les fonctions ¢, (x) sont les mémes, quel que soit le choix des poly-
némes P (x), la fonction 9(x) au contraire dépend de ce choix [en particulier, elle
n’est pas la méme que dans la solution formelle (23)].

Jusqu’ici, chaque logarithme désignait la branche s’annulant avec x; cette branche
est d’ailleurs une fonction holomorphe dans le domaine ot on considérait ce logarithme.
Il suffit de donner aux logarithmes leur sens général pour que la série (29) représente
la fonction f(x) dans tout son domaine d’existence. En cffet, une branche quelconque
de f(x) s’obtient en prolongeant I’¢lément primitivement considéré le long d’un chemin
entourant de fagon plus ou moins compliquée des points critiques pris dans la suite
X,y 6X,y .., "X, ...; toutefois, ce chemin doit rester 4 distance finie; par suite

FramaxT. 4
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pour une valeur assez grande de N, il est tout entier contenu dans le domaine Eo".
Le raisonnement fait 4 I’alinéa précédent prouve que le reste de la série (29) (2 partir
d’un terme convenable) est une fonction holomorphe dans Es™. En regardant f(x)
comme la somme des termes précédents et du reste, on voit que la circulation effectuée
par x n’a d’effet que sur un nombre fini de termes; cet effet est un changement de
branche du logarithme correspondant. Il en résulte aussi que la détermination obtenue
aprés cette circulation ne dépend que du nombre total de tours (comptés avec un signe
correspondant & leur sens) faits par le chemin autour de chaque point critique, et non
pas de 'ordre dans lequel ils se succedent. Au point de vue du calcul, pour avoir une
valeur quelconque de la fonction f(x), il faut prendre une détermination quelconque
pour certains logarithmes en nombre fini (mais non borné supérieurement), et la déter-
mination primitivement envisagée pour tous les logarithmes 4 partir d’un certain rang.
Dans Dapplication du résultat précédent i une fonction b(x) ayant des poéles simples,
si plusieurs de ces poles appartiennent 4 la méme suite de points x_, 6x_, 6*x_, ...,
il est clair qu’il y aura intérét 4 les grouper pour déterminer d’un seul coup tous les
termes logarithmiques qui en résultent. La valeur obtenue pour les constantes d’inté-
gration serait seule changée.

13. Pdle double. Prenons d’abord I'¢quation

G Fe = (5) + G=ay

généralisant ’équation (20), en supposant toujours = > I. En raisonnant comme au
débur du n°® 10, on verra que la solution de I’¢quation

* z b, ]
x) = a S —2 = 1d
1@ = [[s@s(%) + g7 )4
généralisation de I’¢quation (21), est holomorphe dans le domaine D'.
En effectuant la quadrature portant sur le second terme, cette équation s’écrit:

Fx) = fo’a@f(—i—)dz— b(x———l_x + 7:'“)

En remarquant, comme pour ’équation (22), que la fonction représentée par I'in-
tégrale est réguliére au voisinage de x_, on en conclut que ce point est un poéle simple

pour f(x), la partie infinie étant — —2—, et ceci a lieu pour toutes les solutions

de Péquation (31).
Plus généralement, lorsque dans ’équation (1) b(x) contient un terme de la forme
b b

2

o 13-mé t -
G=x)" f(x) a par la-méme un terme pram—y
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Prenons alors I’équation

, x
G2) r@ =G (L) + gy + s
et faisons le changement de fonction inconnue

fx)=¢(x) —

L’équation qui détermine g(x) est alors

g'(x)=a(x)g(_’;.) Ga(x)+ b,

X —GX,

x — x

0

La fonction qui remplace &(x) admet les deux poles simples x, et sx,; on peut
la décomposer en une fonction entiére et deux éléments simples; par suite g(x) sera
la somme des solutions des deux équations

g'(x) =a(x)g (—f—) -} fonction entiere

F ) =a(g (L) + g2y —2oten),

La solution de la derniére équation est représentable par une série de la forme
(29); et celle de la précédente est une fonction entiére, qu'on peut réunir au premier
terme du développement (29). Dans lexpression de f(x), il y a en outre I’élément

2

; si 'on veut grouper tous les termes uniformes, 'expression rentre
—_ X

o

simple — o

encore dans le méme type (29); mais ¢ (x) désignera alors, au lieu d’une fonction en-
tiere, une fonction ayant pour toute singularit¢ 4 distance finie le pole simple x_.

14. Péle multiple. Sous cette forme, il est ais¢ de voir que le résultat se généralise
pour un péle d’ordre de multiplicit¢ quelconque. En raisonnant comme au début du

b

n® 13, on verra aisément que la présence dans b(x) d’un terme (—x:P—xy entraine
dans f(x) celle d’un terme — —— I)(I;"_ A
Considérons alors l’cquatlon
x b,
G FE=a (D) + oyt o ey F e

nous y ferons le changement de fonction inconnue:

= X) — b" —_— e —— 2
f@ =2 — =

1)(x — x )" X —x
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L’équation déterminant g(x) sera alors

g(x)= a(x)g(—':—) “(x)[(n — I)(x sx ) + - +x—6x]+

La fonction qui, dans cette équation, joue le réle de b(x) admet le pdle simple
x, et le pole multple 5x, d’ordre » — 1; le groupe d’¢léments simples relatifs 4 ce
pole est connu. Par un nouveau changement de fonction inconnue analogue au pré-
cédent, on réduirait 'équation 4 une nouvelle forme ou b(x) aurait les péles simples
x, et ¢x, et le pole multiple ¢*x, d’ordre # — 2. En continuant ainsi, on arriverait 4
une équation dans laquelle b(x) posséderait les n poles simples x,, 6x_, ..., 6" "x .
Ce résultat une fois prévu, on peut exposer la réduction plus briévement ainsi qu’il
suit. Faisons le changement de fonction inconnue:

f&)=g@y+6h(x:m)-kqm(;f?z)+.n

o

o+ 6 (rme) + 6 (=)

G,(u) désignant un polyndme de degré ¢ en u sans terme constant, dont les coeffi-
cients vont étre déterminés par la suite. Des expressions

)] ol ronli)
+G( ) =)
fi(x) = F(x) — (C=ras G, (x = xo) — G _lc = G:-—=(x——£c_x;) —
T (x — cl”" x ) C. ( x — ::"‘3 xo) T (x— al""xo)2 G, (x — <Ir"—’ xo)’

on déduit 'équation qui détermine F(x). En groupant dans le second membre les
termes qui ont le méme pole, elle s’écrit

x—x

G4)

I

F()=a()F(= )+(x_‘x),6;- (=) +(x__x),+(x_x),_,+ -
e

+ G—ery O (7o) + o6 (55)

I

+ =y Ole=) o000 (=)
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Un produit du type #* G/ (u) est un polynéme de degré ¢ 41 en %, sans terme
constant ni terme en #. On peut donc déterminer les coefficients des polynémes par
la condition que, dans chaque ligne, les termes de la dérivée détruisent les termes de
méme nature du produit suivant, de telle fagon qu’il reste la somme d’une fonction
enti¢re et d’un él¢ment simple du premier ordre. La fonction F(x) sera, comme la
fonction g(x) du n° 13, représentable par une série (29). Si dans f(x), on réunit toute’
la partie uniforme, on aura une expression du méme type mais dans laquelle 3 (x) sera
une fonction entiére augmentte des fractions rationnelles introduites par le changement
d’inconnue (34), autrement dit p(x) sera une fonction uniforme dont les points sin-
guliers 4 distance finie seront les pdles x_, 6x_, ..., 6" *x, d'ordres respectifs, n — 1,
n—2 ..., I

Les transformations subies par f(x) lorsque x se déplace dans le plan sont de
méme nature que dans le cas du pole simple (la surface de RIEMANN 3 une infinité de
feuillets serait la méme). Tout ce qui a été dit 4 ce sujet 4 la fin du n°® 12 subsiste
sans aucun changement.

15. Il ne nous reste plus qu’d envisager l'allure de la fonction lorsque la variable
tend vers 'un des points critiques ¢fx_. Il suffit pour cela de regarder comment se
comporte le terme T, ayant ¢’x, pour point critique, et éventuellement aussi ¢(x)
(dans le cas ou ccite fonction a des poles); car la série formée par les autres termes
est convergente et a une valeur finie.

Etudions d’abord comment se comporte le facteur log (I—_j—cm—) —P,(x); P,(x)

étant un polynéme tend vers PP(oP x,), limite finie et indépendante du chemin sur le-
quel x se rapproche de cfx,.

En posant x = ¢’x, + ¢ on a (en désignant par L le logarithme réel)
x pe? 1
log{ 1— —— )=log —5—=L¢}ib—log(—o?x )= —L— +4ib—log(—o’x).
s\1 o7y )=lo8 o = Lot g(—s’x,) ot g(—s’x,)
Le dernier terme est fixe; le premier croit indéfiniment; le second reste borné si
le chemin sur lequel x tend vers ¢’x, nc tourne pas ind¢finiment autour de ce point;
si 6" x_ est point asymptote pour la courbe décrite par x, i peut croitre indéfiniment,

et méme aussi rapidement qu’on veut pour un choix convenable du chemin. Jappel-
lerai respectivement chemin ordinaire et chemin en spirale ces deux espéces de courbes *#).

14) On peut concevoir aussi des chemins trés irréguliers sur lesquels lim 6=-o0, et lim 8 = nombre
p=o =0
fini ou — o (ou inversement) Dans ces conditions le logarithme croit indéflniment sans avoir un ordre
déterminé. On verrait aisément que f(x) ou bien croitrait indéfiniment irréguliérement, ou bien serait
indéterminée.



30 PAUL FLAMANT.

X

——) — P,(x) croit toujours indéfiniment, comme

En résumé, le facteur log (I s

I . N T o . ,
L 3 sur un chemin ordinaire, et avec une rapidité arbitraire (au moins égale 3 la

précédente) sur un chemin en spirale.

Cherchons P’allure de la solution f(x) d’une équation dans laquelle 5(x) a un péle
unique et simple x_. 7 (x) est une constante b; si donc x tend vers x_ , ce qui pré-
ceéde s'applique au terme T, et par suite aussi & f(x). Mais pour p N\ 1, ¢,(x) est
une fonction enti¢re ayant ¢’x, pour zéro [formules (28)]; donc elle tend vers o
comme une puissance enti¢re et positive de p; dans ces conditions, T, tend vers o sur
un chemin ordinaire, mais peut avoir une limite finie non nulle, ou méme croitre
indéfiniment sur un chemin en spirale. Par conséquent, sur un chemin ordinaire f(x) a
une limite finie indépendante de ce chemin, mais sur un chemin en spirale f(x) peut
tendre vers une limite différente ou croitre indéfiniment.

Prenons maintenant la solution F(x) d’une équation ol b(x) a plusieurs poles
simples parmi la suite x_, 6x_, ... (par exemple la fonction F(x) du n° 14, corres-
pondant aux poles simples x,, 6x_, ..., 6" 'x)). Lorsqu’un point s”x_  est un pole,
la fonction g, (x) correspondant est ¢gale 4 celle donnée par la formule (28) augmentée
du résidu de b(x) au pole considire; pour le terme T, correspondant, les conclusions
sont analogues 4 celles formulées pour T, 4 l'alinta précédent. Quand x tend vers 'un
des poles simples de b(x), lallure de F(x) est celle indiquée pour f(x) quand x tend
vers x_; et quand x tend vers un point ¢’x_ qui n’est pas pole de b(x), F(x) se
comporte comme f(x) quand x tend vers ¢fx_ , p > I.

Enfin, pour la solution f(x) de I’¢quation (33) [péle multiple de &#(x)], il suffic
de tenir compte de l'allure de F(x) et de celle des groupes d’¢léments simples G, (&),
On est conduit 4 distinguer deux cas:

1° p L n— 1: f(x)croit toujours indéfiniment: sur un chemin ordinaire, comme
I 1 . . 1
T (pLn—2)oul r (p=mn-—1); sur un chemin en spirale, avec une rapidité

arbitraire, au moins égale 4 la précédente.

2° p > #n: sur un chemin ordinaire f(x) tend vers une limite finie, indépendante

du chemin; sur un chemin en spirale, f(x) peut tendre vers une limite différente, ou
croitre indéfiniment.

Deuxidme cas: ¢* = 1.

16. Péle simple. Reprenons I’équation (20) f'(x) = a(x) f€:’)+ ;—_b—x—

Comme aux n° 9 et 10, nous supposons a(x) holomorphe dans un domaine D
contenant x, et satisfaisant aux conditions du n°® 1 (dans le cas ol ¢ est une racine
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de Punité, ce domaine est invariant par Ia multiplication ou la division par 5). La con-
struction du domaine D’ satisfaisant aux mémes conditions et dans lequel b(x) sera
aussi holomorphe va différer légérement de celle du n® ro. Excluons les points inté-

rieurs 4 un petit cercle y de centre x_, et aux cercles yo, y6¢*, ..., v5'~' qui sont

.
en nombre fini, et tous situ¢s dans D (je suppose, bien entendu, que ¢ est une ra-
cine £™ primitive de l'unit¢ de fagon que les puissances s, 6%, ..

., 6" soient effecti-
vement distinctes). Enfin, effectuons %k coupures suivant une ligne I joignant x, 2 la
frontiere du domaine, et les lignes Is, Is*, ..., l¢*~

La fonction f(x) étant holomorphe dans D’ les sculs points singuliers possibles

" k—1
sont Xoy GX,y G X

- o

Par analogie avec le premier cas, on est conduit & chercher pour les solutions un
développement

c’;co) + o

) TG s (1 - )

o

() =2+ 2, log (1 — =) + %.() log (1

(35)
9, (%) log (I —

du type (23), mais avec un nombre fini de termes. Une autre différence se présente
dans la formule

()=o) o (5) b () () e (o)
b)) (e )

o
Pexistence d’un terme ayant x, pour point critique.

En raisonnant comme au n° 11, on voit que les équations (26) et (27) sont rem-
placées par

X

#%® = a@an. () ou(x) = b

[

70 =a@e(5) 7 (0x) = o
G&) 7, (x) = a(x)v, (—G—) 9,(¢’x,)=o0

--------------------------

ha@=e@o(F) T w@m)=o

l—x

6D v @+ 2L 2O g Bal) _g(2) 4 2
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Pour que la solution 9(x) de (37) soit uniforme, il faut que les solutions de (36)
satisfassent aux conditions écrites en regard de ces équations. Le systtme (36) est un
cas particulier du systéme (11) de la section I; mais, pour utiliser le théoréme d’exis-
tence établi en cet endroit, il faudrait montrer qu’on peut disposer des constantes re-
présentant les valeurs a l'origine des k fonctions de maniére a leur faire prendre les
valeurs particuliéres données aux points assignés. Il est plus commode de poser

2 (D=4, (9, 7, (=4, (0 9, (=4, () 10 (5 =0, () =ha ()

Les équations (36) et les valeurs particuhieres imposées aux fonctions se trans-
forment en

¥ = a(@b () U, (x)="b
{ ¥ () = sa(sx)d,(x) ¢, (x,)=o0
AL () = dta(six) Y, (%) b, (x)=o0

L () = e ) b (0) b (x) =o

systtme d’équations différentielles linéaires avec valeurs initiales de toutes les fonctions
inconnues en un méme point. On sait qu’il y a une solution unique, elle est constituée
par des fonctions holomorphes dans le domaine D, ot a(x) est elleméme holomorphe.
Le théoréme d’existence appliqué a I’équation (37) montre que ¢(x) est une fonction
holomorphe dans le méme domaine. Si a(x) est une fonction entiére, ce sont des fonc-
tions entieres. Si au second membre de Péquation (20), on ajoutait des éléments

simples ayant pour pdles simples cerrains des points ¢?x_, il suffirait de tenir compte
de leurs résidus dans les valeurs initiales des fonctions p,(x).

Au début du n° 12, nous avons calculé les fonctions o (x), ¢,(x), ..., de la
formule (23) dans un cas trés simple. Calculons-les maintenant pour I’équation

FE=f—0+——,

ol nous supposons en outre ¢ = — I, c’est-d-dire £ = 2. il y aura deux fonctions ¢
définies par le systéme

() =1¢,(x) $(x,) =1
Vi(x) = —{¢,(%) $,(x)=o0

qui a pour solution

o (x) =cos (x — x,) $.(x) = — sin(x — =,)

d’ou les fonctions

20 (%) = cos (x — x,) 2()= sin(x+x)
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La partie non uniforme de f(x) sera donc

cos(x-—xo)log(r — ~) +51n(x+x)log(1 —|—xio)

C’est d’ailleurs ce que l'on obtiendrait en portant dans le développement formel
(23) les valeurs des ¢, (x) trouvées au début du n® 12, et en réduisant les termes ol
figure le méme logarithme par suite de la valeur — 1 de o.

Les relations entre les différentes branches de la fonction sont les mémes que dans
le premier cas, un peu simplifi¢es du fait que les points critiques sont en nombre fini.

17. Péle multiple. Le changement de fonction inconnue (34) permet de ramener
I'équation (33) 4 une équation en F(x) dans laquelle #(x) a plusieurs poles simples.
Le calcul est exactement le méme qu’au n° 14 lorsque l'ordre de multiplicit¢ du pole
est assez petit (n L k).

Examinons le cas # >> k. Ecrivons la formule (34) en rassemblant les termes qui
ont le méme poéle (¢*x, et x, par exemple)

[ =F@+ 6. (725 ) + 6 (5=25) + -

o

1 I
-+ G, ..., (——Tr-) + G, (“»—_)
X — G xo X — G xo

Il y a un changement dans la formule

(%) =#(5) +0u(22) + 0 (=) + o=+

o3
¢ + Gn—k+x( k—1 )
X — G xo

x, figure parmi les poles (tout comme il figurait parmi les points critiques au n® pré-
<tdent). L’équation déterminant F(x) s’écrit par suite:

F(x) = a(x)F(—x—)
+ o=y O 6755 ) oy + o
+ (x—ox) G;_z(;_—“;) +a(x)G,_, (—i—‘:

..................................

ooy O () @6 (=)

La réduction des éléments simples d’ordre supérieur au premier détermine bien

x——x

FraManT. s
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sans ambiguité et sans impossibilit¢ les coefficients des polynémes G,. En effet, dans

la premiére ligne, a(x) G'__,,( ) n’apporte aucun terme en ;l—x de degré

X — X, o
supérieur 4 n — k; donc pour les k termes de degrés ny,n — 1, ..., n — k41,
la réduction doit s’opérer uniquement entre ceux provenant de G!_, et ceux de b(x),
ce qui détermine les k premiers coefficients de G, . La seconde ligne détermine de
la méme maniére les & premiers coefficients de G, ,, etc. Lorsque la derniere ligne
aura fourni les k premiers cocflicients de G,_,, on reviendra 4 la premiére d’ott I'on
tirera la seconde tranche de k coefficients de G, |, et ainsi de suite jusqu’d ¢puisement.
L’allure de la fonction quand x tend vers un point singulier est la méme que
dans le cas précédent; il faut toutefois observer que les points singuliers sont seule-
ment au nombre de %; lentier p du n° 15 ne peut avoir que les valeurs o, I, ..., k—13;

le cas p >\ n ne se présente plus dés que n D\ k.

Troisiéme cas; X — 1, o n'étant pas racine de I'unité,

18. Péle simple. Reprenons 1'¢quation (20), en supposant comme dans les deux
premiers cas (n® 10 et 16) a(x) holomorphe dans un cercle D ayant lorigine pour
centre et un rayon supérieur i |x | **). Le théoréme d’existence ne peut s’appliquer
que dans un cercle D’ concentrique et de rayon inférieur 4 |x | La solution est holo-
morphe dans un tel cercle. Par analogie avec les deux premiers cas, elle doit admettre
X,y 6X,, 6" X,, ... pour points singuliers; ces points forment un ensemble dense sur
tout le cercle de rayon |x|, qui doit par suite, étre une coupure pour cette fonction.
Nous voulons étudier comment elle se comporte quand x tend vers un point de ce
cercle. Pour cela, nous allons la représenter par un développement (23). Les raison-
nements faits au n® 11 érablissaient, pour que la série (23) satisfasse formellement &
I’équation (20), dans le cas X > 1, les conditions nécessaires et suffisantes suivantes:

d’abord

9. (x) = b, ?,(x)= /lx a(x)b.dx,

Oxgo

9,(x) = ./:,oa(x)?‘ (%)dx, ey o (%)= ‘/“ a(x)e,_, (—E—)dx, cees

2 n
Oxo

(28)

¥5) 11 suffit d’interpréter les conditions du n°® 1 dans le cas actuel. La division par ¢ correspond
géométriquement 4 une rotation d’amplitude incommensurable avec 2 x. Un domaine D ne peut con-

. D . D D b . .
tenir son transformé - et par suite ST vt gp o - ques il est formé de couronnes circulaires

de centre 0; pour qu’il soit simplement connexe, il faut que ce soit I'intérieur d’un cercle.
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puis, ces fonctions une fois déterminées, @(x) devait satisfaire i P’équation (27) que
nous écrirons sous la forme

(27" ‘P'(x)=a(x)?(%>" R __wG) . 8@

2 "
x—cxo x—axo x-—cxo

Le raisonnement montrant la nécessité de ces conditions perd toute valeur dans
le cas présent; mais il est évident que, au point de vue formel comme au n° 11, elles
sont toujours suffisantes. Nous allons voir d’ailleurs que leur valeur n’est pas purement
formelle dans le cas actuel.

Tout d’abord, les formules (28) montrent clairement que les 9,(x) sont holo-
morphes dans D, comme a(x). Nous pouvons méme limiter supérieurement leurs
modules conformément au tableau suivant. Posons: 4 = max |a(x)| dans D, B = |b]

(LA P CNLBAp—ox) o, ()| LBA—es,

(e

! 2 Alx—a’x )
(38) [93(x)|LAB.4|x—ax,| lo.(x).L B(|7 D

'l?;(x)!éAB-(”ﬂ—x?,’z"—‘—): O e Y

............................

(dans chaque ligne, on passe de la 1™ inégalitt 4 la 2™ en prenant l'intégrale corres-
pondante de (28) le long d’une droite; la 3™ résulte immédiatement de la 2™ et
de Ic[ = I).

On aurait, en général,

o) < 4B, AE = TR (o) £ pUAE = 5D

(n — 1)!
9, (_%C_)l ~ B(A |x _n.!,"ﬂxol)" .;i—,%) - AB(A |x _n;nxo|)._, .

La derni¢re de ces inégalités permet de voir que la série du second membre de
Péquation (27’) est normalement convergente et représente une fonction holomorphe
dans D. Soient en effet 7, le module de x_, R et R’ les rayons respectifs des circon-

férences limitant D et D (R* << r, << R). Quel que soit x dans D, et quel que soit
’entier n, on a

lx - c"x°| é le + lonxo‘ < R + ro7
d’ott résulte immédiatement le fait annoncé; p(x) est donc, comme les g, (x), une
fonction holomorphe dans D.

La convergence normale des séries figurant aux seconds membres de (23), (24)
et (25) s’établirait d’une maniére analogue, en utilisant les autres inégalités, et en
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supposant x dans D', de manitre que les modules de tous les logarithmes admettent
une méme borne supérieure finie (il s’agit des déterminations s’annulant i Porigine).

Il est donc établi que la série (23) représente, dans tout le cercle D, une fonc-
tion holomorphe satisfaisant & I’équation (20). D’aprés le théoréme d’unicité (section
I, n® 3) cette fonction coincide avec la solution obtenue par approximations successives
et prenant 3 lorigine la valeur 9(x,).

Laissons maintenant varier x dans tout le cercle C, de rayon r_, y compris la
circonférence. Les logarithmes n’admettent plus de borne supérieure finie mais on a:

X ¢" x x —G6"x
log{1 —-,— )= log —-~~-—9 = LI——,,—"
"X, "X \ " x,

—
o

. x —a"x,
Tiag e

(o]

: T T .. . .
L’argument reste compris entre — — et —, puisqu’il s’agit de la détermi-
p 2 2

nation du logarithme qui s’annule avec x. D’autre part,

P, = lx - G”xol é 27,
donc
x—c x

L

1_L9~4L2

Lorsque ce logarithme est positif, il est donc borné supérieurement; c’est seule-
ment lorsqu’il est négatif qu’il peut étre trés grand en valeur absolue mais alors

2
rO

r r
=L —2 X,
P <P

On a donc dans tous les cas

<lo x4 L2

2
fn

X
(e )

Comme d’autre part nous avons trouvé

et par suite

<—::—-.<~‘+Lz+—’2’-=%+c.

0,(0) < BLARY
il en résulte que

+pctey

Ar (e )™
Ty

v.(x) log( \ < pAr.(4e.

Nous n’appliquerons pas cette formule 4 la valeur o de Pindice #7; alors on
augmente encore le membre de droite en remplagant p, par sa borne supérieure 27,
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#.(x) log (I — Gfxo) < B(% + C)

Si on met 4 part le terme correspondant 4 lindice o, la série (23) est donc
normalement convergente jusque sur le cercle C,, et elle y représente une fonction
finie et continue. Quant au terme laissé de coté

blog(l —-xi) s

- . . . I . .
il devient infini comme L-— quand x texd vers x,. La fonction f(x) a donc bien

ce qui donne
(24r.)
n!

°
x, pour point singulier. Il résulte immédiatement de I'¢quation que ox,, a*x_, ...,
seront aussi points singuliers. La circonférence C, est donc bien une coupure naturelle
comme on lavait prévu, quoique f(x) y soit finie et continue sauf en x,.

Si maintenant, nous avons une d¢quation dans laquelle 5(x) admet un certain
nombre fini de pdles simples parmi les points x,, sx_ , ..., certaines des formules
(28) en nombre fini seront modifices par P'addition de constantes d’intégration égales
aux résidus. Toutes les fonctions correspondantes seront holomorphes et bornées dans
D. 11 suffira de commencer le tableau analogue 4 (38) au rang 4 partir duquel toutes

les constantes d’intégration sont nulles; les inégalités seront par exemple du type

(Alx — o"x )"
|?n(x)| < B (n _ q)!

g étant un entier fixe, ce qui ne change rien aux raisonneménts. Pour Iétude de f(x)
jusque sur le cercle C , on mettra i part les termes correspondant 4 tous les poles;
la fonction devient infinie comme le logarithme quand x tend vers un de ces points;
elle est continue partout ailleurs.

19. Péle multiple. Comme au n® 14, I’équation (33) sera réduite par le change-
ment de fonction inconnue (34) a une ¢équation en F(x) ot b(x) a plusieurs pdles
simples. Comme dans le premier cas, la fonction ¢ (x) de la série (23) aura des pdles.
Quand x tend vers un point ¢’x_, f(x) se comporte comme dans le premier cas,
mais on ne doit envisager que des chemins ordinaires.

De plus, sauf aux points x,, 6x,, ..., 6" 'x,, la fonction est continue jusque
sur le cercle C,.

IVA

Indications sur d’autres singularités de b(x).

" 20. Lorsque la fonction b(x) de I’équation (1) présente un point critique loga-

rithmique, la méthode précédente s’applique aussi, et les résultats sont presque les
mémes.
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Soit en effet I'équation

7@ = a@f (£) + ccotog (1 — )

¢(x) éuant une fonction holomorphe dans le méme domaine que a(x). Cherchons i
déterminer une solution formelle du type (23); la formule (24) n’est pas changée
tandis que (25) est remplacée par

co(2) e 2 ) maon(2) ocors(— )

o o

+a(x)?o(%)1°g(l — )+ e (%)log(l - Guxx)-i—

o o

Il en résulte que la premitre équation (26) et I’équation (27) sont remplacées
respectivement par

D’ou les solutions

x > x
@)= [ qin, D= [ ate( = )dx = [ ap (S )i,
£ * Gxg o2x,

au lieu de celles données par les formules (28).

En tenant compte de ces changements, P’étude faite dans la section précédente
pour le pdle simple est applicable au cas du point critique logarithmique. On remar-
quera que ¢ (x) est ici une fonction holomorphe qui s’annule en x,, et que par suite
f(x) tend vers o lorsque x tend vers x, sur un chemin ordinaire.

Lorsque la fonction &#(x) de I’équation (1) présente des point critiques algébri-
ques, leur influence sur les solutions est beaucoup plus complexe. Il n’y a rien d’ana-
logue 4 la décomposition en éléments simples signalée au n° 9, qui ramenait P’étude
des poles 4 celle d’un pole unique. Si, par exemple, #(x) était une fonction algébrique,
il faudrait tenir compte de toutes ses singularités 4 la fois pour étudier leur réper-
cussion sur la solution f(x). Quand a(x) est unc fonction entiére et que b(x) n’a
pour point singulier 4 distance finie qu’un seul point critique algébrique x, (non situé
Porigine), ’équation peut Ctre étudiée par une méthode analogue 2 celle de la section
précédente, mais le résultat obtenu a beaucoup moins de portée.

Soit m P'ordre de multiplicit¢ du point critique; &(x) considérée comme fonction

x
de (x — x,)" est uniforme et ne peut avoir pour point singulier 4 distance finie que
”

le pole x,, elle peut étre représentée sous la forme b(x) = (x — xo)_; < fonction

enti¢re de (x — xo);.
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En groupant dans la fonction entiére les termes dont les degrés sont congrus
entre eux(mod m), b(x) sera la somme de m fonctions enti¢res de x — x, multipliées

—n 1—n 2—n

respectivement par (x———xo)T, (x—=x)", (x—x)" , etc. Il suffit donc d’etudier

le cas ou
b(x) = (x — x,)¢c(x)

v étant un nombre fractionnaire et ¢(x) une fonction entiére. La nature du nombre v
n’intervenant presque jamais dans le raisonnement, nous supposerons que c’est un
nombre quelconque (réel ou complexe), autre qu’un entier réel (dans ce dernier cas,
la fonction b(x) serait uniforme).

Premier cas: X > 1.

21. Soit I’équation

G9) £ = a@f (=) + @ — e

3, . . . ‘

Soit D un cercle de centre O et de rayon fini, modifions le comme au n° 10;
dans le domaine obtenu D', (x — x_)*~' est uniforme pourvu qu’une détermination
ait été choisie en un point, 4 origine par exemple. Toute solution de I’¢quation (39)

, . I~ .. x
est, d’aprés la section I, holomorphe dans D’; et en particulier au voisinage de —>
G

L’équation (39) mise sous forme d’équation intégrale, s’écrit (pour la solution nulle 3
Porigine): .

s = [ a@f(£)dt [G—xre@is

la premiére intégrale reste holomorphe quand x tend vers x_, f(x) aura donc la méme
singularit¢ que la seconde intégrale. En développant ¢(3) suivant les puissances de
z — %,, on voit immédiatement qu’elle sera le produit de (x — x_)* par une fonction
entitre. En raisonnant de la méme maniére, on verrait aisément qu’en chacun des
points ¢"x_, la partie irréguliere de f(x) est de la forme (x — &"x """ (x), 9,(x)
¢ant une fonction entiére.

Comme au n° 11, nous allons chercher i satisfaire formellement 3 I’équation (39)
par un développement du type

(40) f(x)=9(x) 4 (x — %) p,(2) 4= (x —ox)* "2, () F - - (x — "%, )" (x) + -
9 (x), 9,(x), ,(x) --., 9,(x), ... désignant des fonctions uniformes dans tout le
plan. Dans le plan coupé suivant les lignes /6", Is"*') ... les différentes branches
de la fonction (x — ¢"x_ )" sont des fonctions holomorphes distinctes; le choix d’une
de ces fonctions équivaut au choix d’un argument de x — 6" x_. Prenons pour ¢ d’une
part et pour — x, d’autre part, I'un quelconque de leurs arguments choisi une fois
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pour toutes, il en résulte pour le produit — 6" x  un argument déterminé; Pargument
de x —6¢"x,, x mobile dans le plan coupé, qui coincide avec le précédent pour x = o
sera appelé argument principal, et la détermination correspondante d’une puissance de

x — 6" x,_, détermination principale. On a entre les arguments principaux des fonctions
la relation

x
— et ) — 24 —

arg (x — o?*x ) — arg ( p G xo) = p.argo,

p+g. ] G+ *
car lorsque x ne traverse pas les coupures lsf*?; |g y +++y —p De traverse pas

g
le?, 15", ..., les deux arguments principaux sont donc continus; leur différence
qui est un argument du nombre fixe o’ reste constante, il suffit de donner 3 x la

valeur o pour voir que c’est 'argument choisi pour s qui intervient au second membre.
On aura aussi entre les déterminations principales des puissances la relation

v
(x S G!’-’-qx )" _ _x_ q pv
o == oP -— G'X . q y

o

6 désignant un nombre parfaitement déterminé, calculé avec 'argument choisi pour o.

Nous nous proposons dec déterminer le développement (40) de telle sorte que,
dans le plan coupé suivant /, I3, Is*, ..., il satisfasse 4 I’¢quation (39) en prenant
dans un membre comme dans lautre les déterminations principales. Exprimons les
quantités qui figurent dans ’équation (39) en groupant les termes qui ont le méme

point critique:
X X I X
f(j) = ’D(T;) + & — "xo)“—cr ‘?0(7)

I

+ (x — " x ) e g (”g‘) + (=T )P cpi—n P (_x_) + -

G
Les deux membres de I’équation sont alors :

F () =¢" (%) 4 (x — %) [(x — %) 9o (x) + 2, (x)]

+ (= o x Y [(x — o x) 9, (x) + (= + D9, ()]

+ (2 — o P [(x — 5" x) 7L (2) + (& + m)e.()]
+ e o o o & o e s s s s o s s e e s s s e s s s s e e e e u e
(Y (4 )Hx—x ) d=alele( 5 )Hr—x 0

+(x_cxo)PaS:) ?o(—:— )
+(x—a"x ) *""’:‘szx?._x( :

L IR IR R R AP PR

(42)
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D’aprés la remarque qui nous a déji servi au n° 11, les coefficients de chaque
fonction multiforme doivent étre les mémes, et les termes uniformes également; d’ou
les équations

(x — x)9,(x) + 19, (x) = ¢(x)

(= o5 )0 + @ + Do) = 252 ( %)
(43) (e e e

“ 9’ (x) = a(x)¢ (—%C_—) .

Chacune des équations (43) peut étre regardée comme rentrant soit dans le type
étudié par Brior et BouQueT, soit dans le type étudié par Fuchs; elle admet une
seule intégrale uniforme autour du point ol s’annule le coefficient de la dérivée; on
voit de proche en proche que cette intégrale est une fonction entiére parce que le
second membre est une fonction entiere. Quant i Péquation (44), c’est I’équation
homogéne correspondant 4 I’¢quation donnée (39), ses solutions sont des fonctions
entiéres.

22. La série (40) ne sera pas convergente en général; il suffit en effet de prendre
le cas ou a(x) et c(x) sont constantes et égales 4 1, pour voir que

=1 S = !
TD= 2= e )= L) - (e

le terme général de la série (40) est donc dans ce cas

(x — " x "
B 1) .. (o m)orrErE

n(--o-r)

. . p+n
il se réduit pour x = o 2 e + x)( %) ! qui grandit indéfiniment avec n.

La divergence de cette série est d’ailleurs tout 4 fait comparable i celle de la série
analogue rencontrée au début du n°® 12.

Nous allons baser le raisonnement sur la considération des fonctions multiformes

(x — a"x, ' — P (x), les P (x) étant des polynomes. Nous remplacerons donc le
développement (40) par le suivant

) S =9+ Z 2. () (x — "X )" [(x — " x )" — P, (%)}

Framant [
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Le terme général de cette série peut encore s’écrire

. () [(x — o x )" — (x — " x, )" P (x)]
dont la dérivée est
o, () [(x — a"x )" — (x — ¢"x, )" P, (x)]
F 9. (D [(2 4+ p)(x —o"x )P — (n 4 1)(x — 0" x.)" P,(x) — (x — c"x,)""" P (x)]
=[(x — " %) 9, (x) + (n + )9, ()] (x — a"x,)" [(x — 6" x, )"~ — P,(x)]
+ e () (x —"x,) [(¢ — 1) P, (x) — (x — o"x,) P, (x)],

en mettant en ¢vidence la méme fonction multiforme que dans f(x), et d’autre part

N ., . x
une partie uniforme. D’une maniére analogue, le terme d’indice n — 1 de f (—&—) peut

e (5) e [t ey - (5)]

= g () s (5 — 5 U — P — P, (0]

s’écrire:

(-3

oGl e ()]

Les expressions (41) et (42) seront donc remplacées par les suivantes

FER=9'()+ S o.(x)x— "5,V — DP(x) — (x — "2 )Pi(x)]
46) +[(x—-x Yo1(x) + g ()][(x — %)~ — P()]

............................

+[<x—cx>«>(x>+<n+v)q).<x)1<x—ex)[(x—cx)*‘ '—P ()]

a(@f( -5 )H— ) =a(e( = ) 0P
o) e —ox e, ( )[_P (x)—a*'P,_ ( x )]

47) ¢ () (x—x, 7 —P(x)]
+ .............
+ 5520, (L )e—r sy la—o )y —P ]
+ ..........................

On voit immédiatement que les o, (x) devront vérifier les mémes équations (43);
ces fonctions sont donc indépendantes des polyndmes P,(x) et on peut choisir ces
derniers de fagon 4 rendre convergentes la série (45) et les séries qui figurent dans

(46) et (47)-
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Soit R un nombre positif choisi arbitrairement et 7, le module de x,.
Posons
M, = max [p, ()|
M, = max |(x — 6" x,)9,(x) + (2 } 1) 9.(x)|
Il existe des nombres positifs ¢ , € , €,, ..., € , ... faisant converger les séries
ayant pour termes généraux

pour |x] £ RZ®

MR+ 1yl e,, MR+ ) s s, e MR+ 7)o",

n+1 9

Considérons, comme au n° 12, le domaine étoilé E obtenu en excluant du cercle
{x] £ R une bande entourant les lignes I, lq, la*, ..
Soit p.(x) un polynome tel que

(e — D(x — 2} —p(x) <¢  pour x dans E

d’eu, en intégrant,

(e — = — (= = — [ p@de] <re.

Posons

W@ = (=" + [ p@dz

Nous avons

(e — D(x — 237 — qi(x)| < ‘-%
I(x — 27" — g (D] < ke

3 —1 . -
En prenant comme terme de comparaison (# — 1)(x — x,)*~* on voit aisément

pour x dans E.

que
I — () — (x — £) ()] < (R 47,4+ A|n — 1))  pour x dans E.

x - .
En remplagant x par —; et en multipliant par une puissance convenable de ¢ on a
G

O O e ) | T

pour x
Y 8

n(p—1 x ” n(p—2) .7 X
j(#—l)c ¢ ’q.(—a,,)—(x—c EA L ’q,(—c—,)
En prenant les polynémes

P (x) = ¢"®*? q., (_:i')

dans Ec¢".

<R AN p—1]))s™ )]
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on aura donc
(e — 1)(x — 6", ) — Pi(x)| < [s"*= e, pour x
I(x — o"x )" — P,(x)] < N*®e, dans Eo"
(e — 1)P,(x) — (x — 6"x )Pi(x)| < (R 47,4 M — 1)|s""fe, ) 9408 =7
R - x
En prenant pour terme de comparaison (x — ¢”x_)*', et en remarquant que r

est dans Es"* lorsque x est dans E¢"”, on verra que

P (x) —e*'P,_, (%) < A" (e, +5,_) pour x dans Es".

Toutes ces intgalités permettent de voir que, dans un domaine Es¥, en consi-
dérant les termes 4 partir de celui dont o¥x, est le point critique, la série (45) et
celles qui figurent dans les seconds membres de (46) et (47) sont normalement con-
vergentes. La solution de I’¢quation (39) est donc bien la somme de la serie (45);
il est clair que la fonction p(x) de cette derniére série n’est pas donnée par I’équation
(44), mais par une équation non homogéne qui serait obtenue en égalant les parties
uniformes des seconds membres de (46) et (47); la fonction b(x) de cette ¢quation
serait une fonction entiére et ¢ (x) est aussi une fonction entiere.

23. Il suffit de donner maintenant leur sens général aux symboles (x — ¢”x )**
qui désignaient jusqu’d présent la détermination principale, pour que la fonction f(x)
soit représentée par la série (45) dans tout son domaine d’existence. On pourrait ré-
péter ici tout ce qui a ¢ét¢ dit au n° 12. Il faut noter toutefois que si @ est un nombre
réel fractionnaire, il n’y a qu’un nombre fini de branches autour de chaque point
critique.

Etudions maintenant lallure de f(x) quand x tend vers s?x_ . Il suffit d’¢tudier
dans la série (45) le terme T, qui a o’x, pour point critique, car la somme des
autres termes est normalement convergente, et tend vers une limite finie et fixe, sa
valeur au point ¢’ x,.

Mettons ce terme sous la forme T, = ¢, (x)[(x — o* x,)** — (x — ¢’ x)!** P, (¥)].
¢,(x) étant une fonction entiére, tend vers une limite déterminte ¢, (s’ x,), les équations
(43) montrent que cette limite n’est pas nulle si ¢(x) ne s’annule pas en x, (ce qu’on
peut toujours supposer) et si a(x) ne s’annule en aucun des points ¢"x_. Le second

terme de la différence entre crochets tend vers o. Par suite, 7, se comporte en gé-
néral comme (x — ¢’ x ) **. Posons

x=ocx, | pe® et p=a- Bi

d’otr il résulte
log(x — s*x )= Lo + i0

@+ wlog(x —a?x)=(p+a)Lp — 804 i[(p + )0 4 B Lp]
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€t, comme
(x — gt xo)p+p — e(p+p)log(x—a?xo)’

|G — P x ) ¥ = gt e ™.

Envisageons d’abord le cas le plus simple, celui ot p est réel; le module ci-dessus
est alors indépendant de 0, il tend vers o ou - oo suivant le signe de p } «, c’est-
d-dire de p -+ v (cette quantit® ne peut pas étre nulle puisque w n’est pas un enter
réel). D’ou les deux cas suivants:

1° p << — 1 (ce cas ne peut se produire que si g est negatif): f(x) croit indéfi-
niment comme ¢f*¥,

2° p > — p: f(x) tend vers une limite finie indépendante du chemin.

Lorsque . est imaginaire, il y a lieu de distinguer le cas du chemin ordinaire et
le cas du chemin en spirale. Lorsque p -} « n’est pas nul, on a des conclusions ana-
logues aux précédentes (o remplagant ) pour un chemin ordinaire; un chemin en spi-
rale peut toujours &tre choisi de manicre que 7, tende vers o, croisse ind(finiment
avec une rapidité arbitraire, ou ne tende vers aucune limite [ce qui a lieu lorsque
(x—a?x )** a un module constant et un argument qui augmente indéfiniment]. Lors-
que p -} « est nul, (ce cas ne peut se produire que si z est un entier négatif), c’est
sur un chemin en spirale que Iallure est la plus simple, (x — ¢”x )** tend vers o
ou oo suivant le sens dans lequel s’enroule la spirale. Sur un chemin arrivant en o’ x,

avec une tangente déterminée, (x — ¢?x )’** tend vers une Mmite déterminée qui varie
avec cette tangente. Il en est de méme de f(x).

Deuxiéme cas: &* = 1.

24. Les théorémes d’existence et d’unicité de la solution sont applicables 4 I’équation
(39) dans le domaine D’ indiqué au début du n°® 16. Les seuls points singuliers pos-

sibles de la solution étant x,, 6x,, ..., 6" "'x,, on cherchera 4 la représenter par la
formule suivante 4 un nombre limit¢é de termes:

(48) §f(x) =) + (x — 2o (x) + (x —ox ) o, (¥) + -+
s (= T T () F (= T ) ey, (%)

d’ot1 l'on tire:

X

F(Z)=2(5) + - mmn (2) + oy o)
4+ (x — *x )’ G_PI:. o, (_’;_) + -+ (x =t x )pr GHI,,_, Pis (_f;_) .

La présence dans cette expression d’un terme ayant x, pour point critique va
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changer, dans la formule (42), la partie ayant le méme point critique:

(x — x,)'""c(x) sera remplacé par (x — x ' [c(x) + s 2D —x) ?,,_,( )]

p.-;-k—

En outre, les formules (41) et (42) sont limitées 4 un nombre fini de termes. Le
systeme (43) va donc étre remplacé par

(x — x)9,(x) + po,(x) = ﬂ%‘f{—"l Pes (%) + ¢(x)

(x — 0x)9,(x) + (= + 1)9,(x) = a(x) ( s )

@) 3 — @20l + (e + 9.0 = ,,S’i?ep.(,,)

.....................................

(= 5 )E_ (D + (e + E— 00,0 = 220, ()

Par le changement de fonctions inconnues

() =4,(x), ¢, (s x)=1{,(x), 9,(c* x) =14, (x), - ‘Pk_;(ckdx)—_—?h_x(%) ={,(x)

le systtme (49) se raméne 4 un systeme d’équations différentielles linéaires
=¥ D+t — 2Ry, ) =o()
G— 2V =2 )+ e D) =o
(=¥, (%) — 2Dy, () (e + 24, () —o

P+t

(=2 ¥ () —y, @ADL ) =o

qui peut étre regardé comme rentrant dans le type étudi¢ par Fucus. Il admet une
solution et une seule formée de fonctions holomorphes autour de x_, ces fonction res-
tent d’ailleurs holomorphes dans tout le domaine ot a(x) et c¢(x) le sont elles-mémes.
Les fonctions ¢,(x) sont également holomorphes dans ce domaine.

L’allure de la fonction quand x s’approche d’un point singulier 6f x_ est la méme
que dans le cas préceédent; toutefois comme lentier p ne peut pas dépasser k& — 1, si
¢ (ou sa partie réelle) est inférieur & — (k — 1), f(x) croit indé¢finement quand x
tend vers tout point critique (sur un chemin ordinaire quand g est imaginaire).
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Troigiéme cas: = = 1, o n’étant pas racine de ['unité,

25. Supposons les fonctions a(x) et ¢(x) de I’équation (39) holomorphes dans un
cercle D de centre O et de rayon R supérieur 4 7, . La série (40) satisfait formellement
4 Péquation (39) si les fonctions ¢, (x) vérifient le systéme (43) et la fonction ¢(x)
I’équation (44); ces conditions, qui étaient nécessaires et suffisantes dans le premier cas,
restent évidemment suffisantes dans le cas actuel. Les fonctions ¢ (x) et 9(x) sont

n
holomorphes dans D comme a(x) et c¢(x). Nous allons limiter supérieurement leurs
modules, en supposant

la(x)| L 4 et L C pour x dans D.
L’intégrale générale de la premiére équation (43) est
%(9) = (x — x)* [ (x — 2 e(x)dx
en remplagant ¢(x) par son developpement de TAvLOR autour du point x_
c(x) - co + Cl(x - xo) + C;(x‘— xo)2 + et
et en intégrant terme 3 terme, on a:
T c c c
) =(x—x)"* K4 —2(x—x ) —(x —x P = (x —x ) ]
P = (x— )| Koo — 2 e — a7 S —x

L’intégrale holomorphe (qui seule nous importe) correspond i la valeur o de
la constante K. Lorsque P’exposant u. est tel que (x — x,)" tende vers o quand x tend
vers x_ en ligne droite, cette intégrale peut s’écrire

7l = (x — 2+ [ (x — 2y (),

la quadrature étant effectuée le long d’une droite; les puissances de x — x_ étant éva-

luées avec le méme argument sous le signe f et en avant du signe f .

Cette formule a sur la précédente ’avantage d’étre valable dans tout le domaine
D. On a dé&a vu (n.° 23) que

I — 7l = fx — %P (= - Bi).

L’argument étant constant le long du chemin d’intégration employé, on voit que

x —_— v
I [: (x — x ) c(x)dx| L CePuse—sd /: ] |x — x " |d x| = CePuee—re e —x[ — AR
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Comme d’ailleurs
(G — w7 = v — x [ oebesr
on obtient
1
Ip. () £ Cy
ceci dans P’hypothése.
a > o.

Nous pouvons de proche en proche limiter supérieurement en module le second
membre de chacune des équations (43) et par suite Pintégrale de cette équation, con-
formément au tableau

a(x x Barga
Hpo(®)] £ C— 202, (—)! zc?
. A eB8” 2 (x) X ( A eBarga)z
o l2, (X)) L Ca———~(a ) R ‘Px( s ) < Caz(o: +71)
.......... (.‘4.66.“&7)" -a-(x-)- . —'—x_’ L '(Q;ﬁa‘rgc)'ﬂ-:
I (x)léca(a-}-l)(a—}-z) e (af-n) o ?“( c )!éc"‘(“‘{"lx“‘i‘z) - (24-n)

...........................................

On a dailleurs
R Ty T

Comme nous considérons la détermination principale, x restant dans le cercle C, de
rayon r,, I'argument de x — 5"x, différera de celui de — ¢"x, en plus ou en moins

™ ..
d’un angle au plus égal 4 —» € que nous écrirons

v
wg(x — x) =argx) +0 (=T <0<+ T)
d’otr
— Barg(x — ¢"x,) = — Barg(— ") — BO
et enfin

— Barg(x — o"x,) L — npargs — Barg(— x,) + |8l -
D’autre part, x étant 4 Pintérieur ou sur la circonférence du cercle C,

|[* — a"x | < 2r,.
En tenant compte de ces inégalités on aura

G — o F ] L aray (et M
et

" . 1B I —Barg(—o) . (2 Ar)y
AR RO CE b I D I CR D)
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La strie (40) est donc normalement convergente dans le domaine C,, et sa somme
f(x) est une fonction continue jusque sur le cercle. Les inégalités du tableau (50) (2° co-
lonne) permettraient de démontrer la convergence normale de la série figurant au se-
cond membre de (42); le second membre de (41) est la méme série d’apres le choix
des fonctions ¢ (x), elle est donc convergente dans les mémes conditions. La fonction
f(x) vérifie donc bien I’¢quation (39). Comme elle est holomorphe & l'origine, elle
comncide avec I'une des solutions déterminées dans la section I

Si maintenant 'on avait

« Lo
-on commencerait le tableau d’inégalités (50) 4 une fonction ¢ (x) d’indice assez élevé
pour avoir
a4 g>o.

Les fonctions ¢,(x), ¢,(x), ..., ¢,_,(x) sont holomorphes et bornées dans D;
le second membre de I'équation déterminant ¢ (x) est donc inférieur en module 4 un
nombre C’, d’ou: (A ry-s
, e
R CF S [CE S o  RP CE D)

ta(x) x (A Prremyr—a+t
IE“*"“?"(T) E+pe+g+1) ... (e4n) "

La série, commencée au terme ayant ¢?x, pour point critique, est normalement
-convergente. La fonction f(x) est donc continue jusque sur le cercle C, sauf peut-étre
aux points x,, 6x,, ..., 6/"'x_; pour connaitre son allure quand x tend vers un de
ces points, il suffit de considérer le terme correspondant de la série; la conclusion est
la méme que dans le premier cas (n° 23).

L0

CuariTre II.

SUR CERTAINS SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
A UNE INFINITE D’INCONNUES.

Généralités.

I. La résolution de I’équation différentielle fonctionnelle lorsque 'origine est point
singulier de b(x) conduit 2 résoudre des systémes d’équations linéaires 4 une infinité

FramanT. 7
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d’inconnues du type suivant:

I
o

bx + a,x, +gxx: + czgxx; +53g1x4+ c* + C'_;g;x,-"' e
bz +azxz+ gzx; +ngzx4+ °tt + 5,_,8',"?'*‘ M

I
(<]

b, +ax, X+ ok, =0

e o o o o o o o o s o & s s e e s e s & % e e e s e s s s & s e s e s e o = =

ou les coefficients a , a,, ..., a,, ... sont en progression arithmétique, g , g,, ..y g,y --
en progression géométrique de raison o, b, b, ..., b, , ... sont les coefficients d’une
fonction entiere et ¢,, ¢, ..., ¢,, ... ceux d’une fonction holomorphe. Nous allons
¢tudier ce systtme en évitant de faire intervenir ces hypothéses particuliéres, mais en
nous bornant aux cas dont nous aurons besoin par la suite.

Le systeme (1) est trés simple lorsque les coefficients ¢, sont tous nuls. La solu-
tion générale s’obtient en laissant x, arbitraire et en tirant x, de la premi¢re équation,
puis x; de la deuxiéme, et ainsi de suite. L’idée directrice de ce chapitre étant de ra-
mener le cas général i ce cas particulier, nous allons écrire le systéme (1) sous la
forme:

x, =e4dx—(x Fox, 4 Fox, 4 )
) TeTAmTCx dan e dgn, )

xn+x == C” + dnxn - (czxn+’_+ csxn+3 + M + cpxn-)»}’ + ° .)

@ & o o o © o s o s & o e s o s 6 s e o 0 ° & s e e o s e e o v e s s e @

en posant

La solution du syst¢me

(3)

que jappellerai systtme simple, est

xz = dlxl + el

x; =dld2xl+eldﬁ+cz

Xy, =4dd, ...dx +ecdd ...d Fed ...d 4 ---+e¢_.d +e,

@ © o & o o o o o o e s s e s o o ® 8 s s e s * s 2 e e ® e e s e " e s s e s s o 8 s @
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2. Cherchons 3 résoudre le systeme (2) par la méthode d’approximations succes-
sives suivante. Remplagons d’abord par o les inconnues situ¢es dans les parenthéses
des seconds membres, et prenons pour premiére approximation une solution du systéme
ainsi simplifi¢. Nous calculerons ensuite chaque approximation en remplagant les incon-
nues situées dans les parenthéses par leurs valeurs respectives dans lapproximation
précédente. On voit qu’on est ainsi conduit 4 résoudre une succession de systémes
simples. Comme d’habitude, nous allons mettre en ¢évidence la différence des valeurs
de chaque inconnue dans deux approximations consécutives; les systemes envisagés sont
formés des équations

PO —
(S) nl+x ¢, +d"' (r=1,2..)
qui ne difféerent de (3) que par le nom des inconnues; et, 4 partir de v = 2,

(2 R— v) (v—1) v—1) (v—1)
(6) urH-I —dnun m(czun-rz +Cjun-lj + e +Cpun+p ...) (”=I’ 2”")
qu’on peut écrire

)] uy), =€ 4 d, ul (r=1,2,...)
en posant
®) & = —(u) e w) + - F w0

Il faut démontrer:

° que cette strie (8) converge pour toutes les valeurs de n et dev, afin que les
approximations successives existent;

2° que ces approximations sont convergentes;

° que les valeurs obtenues pour les inconnues x, vérifient le systeme (2).

Les coefficients d_ sont les mémes dans tous les systtmes (6); la nature de la
série formée par ces quantités joue un réle important; pour simplifier I'exposition, je
ferai dés maintenant une distinction 4 ce sujet.

Premier cas: La série d_ est absolument convergente.

3. La solution de chaque syst¢me est donnée par des formules analogues i (4).
u") est donc lintaire par rapport 4 u'”; par suite, d’aprés la formule (8), e est
lin¢aite par rapport 4 «!”.ul’) est linéaire par rapport i «'® et aux e, et par con-

n+

séquent linéaire par rapport 4 «" et u'”; et ainsi de suite. De plus, le coefficient de

#'? dans u“’x est le méme que celui de #'" dans «! ; par suite #'* a dans e le coef-

ficient que «!" a d¢jd dans €”; et enfin #/” entre dans ¥ comme 4 dans #? .

n 2 n41°

Le fait est gcnéral comme on le verrait de proche en proche, et on peut poser
V= gV + w'@ y»

n+t n+x n+l

(2) 2 (r) (x)+ (o) (z)

uﬂ+l n+1 ’l'ﬁ‘l ﬂ"—l

v) (v) (v—1) (1) (v—~2) (z) (1) v—-z) (0 ,(v)
un-ﬂ - vu+x + wn+| u + w.‘..., + + w + w“_lu

l"-l

e ® % o ® 5 5 s s e o & & 5 o & © ® s e s ® o ° s 8 v e s s ® e e s e e s o o
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La série ¢ convergera si, quand on l'ordonne par rapport 4 u'", ...,
les coefficients de ces quantités et le terme indépendant sont des séries convergentes;
dans ces conditions les v et w du tableau (9) sont définis.

Occupons nous d’abord des coefficients des #!” (qui ne dépendent que des ¢ et
des d). Tout d’abord

(v—1)
ul »

w —=dd ...d

n+1 172 "

Le coefficient de #!" dans ¢! est

Sl =—=Cwl, +ewl,+ )

Pour avoir le terme en #!" dans 4! | il suffit de réduire dans la formule ana-

n+1?

logue 4 (4) donnant #” , chaque ¢! 4 son terme en #!”. Donc

wfl:)-l :f(ll)dzdi M dn +f(z”d} e du+ ot +,fh—)1dﬂ +f‘nl)'

On passerait des w?7" aux w! par deux opérations entiérement analogues.
En posant

C,.=ll D,=ld)]

on a'
(Io) Iwi:j-ll = Dx Dz M Dﬂ
¢t

If:‘l)l é DlDS ‘e Dﬂ—H((‘z + C3Dn+z + C4Dn+3Du+3 + o ')

D,,, tendant vers o pour p infini, la série entre parenthéses est convergente lorsque
C,, C,, ... sont les coefficients d’une série enti¢re non toujours divergente. Pour
abréger Pécriture, nous poserons

C.+ €z + C % T+ CRuZusiZas + - = C(R)-

On a alors
Iff:)l é Dx Dz e Dn-o-x C(D--q-z)

et par suite, chacun des termes de la somme w!” vérifie

lf?)dbn et dn‘ é DxDz A Dl+l C(Di+3)Ds'+| e Dn = DxDz b DuDs'+x C(Di+z)’
Donc
lwftl-lx' é Dx Dz R Dn [Dz C(Ds) + D; C(D4) + e + Dn+l C(Dn+2)]'

La série ayant D ,C(D,,)) pour terme général est convergente comme la série
D, car, 4 partir d’un certain rang, C(D,,,) reste inférieur 4 un nombre fixe; en effet
D D ... étant tous inférieurs 2 ¢,

n+1) n+2?
C(Du+l) < Cz + Css + C4€z + cee

En posant

(11) A,=D,C(D)+D,CDY+ --- +D,CD,. )+ -+
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on a, a fortiori,
w | DD, ...D,.A,.

n+1

En utilisant comme I’égalit¢ (10) cette inégalité et celles qu’on en déduirait, on

voit que, en ce qui concerne les termes en #'”, le calcul des approximations peut se
b ) . p
poursuivre indéfiniment, et que l'on a

(12) Ww® |2 D,D,...D,.a.

n4+1

Considérons maintenant les termes indépendants des #'”. Dans ¢!, ce terme est
(@)

P = — (czv:llz + C’ 'U(!) + ° ');

et on voit, en réduisant les ¢” 3 leur terme indépendant, que

o, = od,d ... d 4 oPd .. d A e 4ol d, 4 o

n+1

Ainsi ce sont les deux mémes opérations qui permettent le passage des v~ aux
v ou des w® ™ aux w! . Pour pouvoir appliquer au module de ¢!? le méme calcul
qu’i £, nous allons supposer que les v vérifient les inégalités

(13) PO | Zkk, ...k

n

les k, étant des mombres positifs tendant vers o, et auxquels nous pourrons imposer
d’autres conditions. On aura alors

I??)l é kx kz i ( u+z)
4, - ) LRE, B C(k )D,, .. D

n i

e

i+2

lvf(l:)-x!étx-'-tz—l_ e +tu’

Pour pouvoir appliquer i ¢ le méme mode de calcul qu'a ¢, il faut limiter
supérieurement |v”) | par un produit, comme [v!) | dans I'inégalité (13). On remarque

n-+1

aisément que, pour une somme de termes positifs, on a:

t,+1t,+ ...+t”<tx(x -{——i:—)(x +i~i) (1—{—‘—}:—'—)

Dans le cas actuel
4k, C(k,)
tl'—l - Di C(k.‘+1)

+3) () =rncm o150 o)

- C(k..s)
__klk C(k )[:D +k3C(k ) [D + n+lC(kl+l)
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Nous supposerons que 'on a les inégalités

(14) D, 4+ k‘ﬂ—g—%};'—“"% Lk, =23 ..)

Dans ces conditions, nous aurons

e | <kk, ... k,.k C(k),

n+k

et, plus généralement
(IS) !‘vinv+)4| < kx kz cet ku [kz C(ky)] - *

La valeur de x,, fournie par les approximations successives s’obtient en addi-
tionnant membre i membre les relations (9). L’ensemble des seconds membres peut
é&tre regardé comme formant une série double; cherchons si elle est absolument con-
vergente en groupant d’abord les termes par colonnes. D’aprés les inégalités (15) et
(12), chaque colonne est comparable & une série géométrique de raison k, C(k) pour
la premitre et A pour les suivantes; chaque colonne sera absolument convergente si
Pon a 4 la fois

(16) A, <1 et B Ck) <1

A partir de la deuxi¢me, les colonnes different par lindice supérieur des 4" et
par un décalage de ligne des facteurs w!” . Donc, dans la série des modules comme
dans la série elleméme, les sommes de ces colonnes différeront seulement par le

) P
)

facteur |4 ou #!". Il y aura donc convergence absolue si I'on choisit pour valeurs

des arbitraires %! les termes d’une série absolument convergente. En posant
— 0 (2) ®)
vn+l “vvw-l +vn+x + Tt +vﬂ+l + cc
— 0 (1) )
wn+l = Wy + Wty + e +wu+x + te
et en remarquant que
—_ g0 (2) (v)
X, = U, +u1 + e +“1 + e
les valeurs obtenues seront
(17) xn+l = vn+x + wu+| xx M
On obtiendrait ces mémes valeurs en donnant aux arbitraires les valeurs

(1)

u,

— (2 __ 5 — S ) D
= x,, U =u) = ... =u” = = o.

Nous supposerons que 'on a opéré de cette maniére pour montrer que le résultat
obtenu vérifie bien le systtme (2). On obtiendra la #™ équation (2) en additionnant
membre 4 membre I'équation (5) et les équations (6) pour toutes les valeurs de v, 2
condition que les séries entre parenthéses dans les seconds membres puissent étre
additionnées en groupant d’abord les termes par colonnes. Il suffit donc de montrer
que la série double formée par toutes ces séries est absolument convergente. D’aprés
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les valeurs données aux %\, les formules (9) se réduisent a

v _—— o, (v—1)
u’ =) S+ w i Vx .

n+1 n+1 n+I

La série ¢ qui figure au second membre d’une équation (6) se réduit 3
) =) + "%,

et, d’aprés les inégalités établies plus haut, la série des modules a une somme moin-
dre que

kk, ... k., CCk. DF,CEN"+D,D, ... D, C(D,,)a".

Lorsque v varie, on a la somme des termes de méme rang de deux progressions
géométriques convergentes, et par suite, la série double converge absolument, c.Q.F.D.

4. Nous allons simplifier autant que possible les conditions imposées au cours du
raisonnement. Nous trouverons une condition suffisante pour que l'inégalité (13) ait
lieu eu traitant la somme

v, =edd ...d Fed ...d 4 - Fe_d e,
comme celle qui donne v!? . Posons
Ex ) ™)
ed,,, ...d| LED,, ...D,=1
t E

i;— = Ei—l'l)i

$—1

) (1 +t;t_’".) —ED, ... Dn(x—f—ElEéz) ("“E_‘—,f'u,)
—_—E,(D,-}-%) (D”+EE' )
Si Pon a "
a8) E—t

E,
(19) D, + £~ £, (=23 ..

’
tz
!
T

t:(x-}- :

les inégalités (13) seront vérifiées pour toutes les valeurs de n.
Si nous imposons aux k de décroitre constamment 2 partir de k, le rapport

16) 11 est nécessaire de ne pas s’astreindre i prendre pour E, le module méme de ¢, de fagon
3 pouvoir supposer les E, non nuls et méme variant avec une certaine régularité.
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C(k'J'z) . . .
CGh) > plus petit que 1, et les inégalités
(20) D, +k., Lk (=13 ..)

seront suffisantes pour que les inégalités (14) aient lieu. En additionnant membre 3
membre plusieurs inégalités (20) consécutives, nous obtenons

Dn + D-H-x + et + Dn+q + kn+q+x é kﬂ’

Ceci devant avoir lieu quel que soit ¢, et les k étant positifs, il faut avoir

knéDn+Dn+!+ tte +Dn+q+ e :P”'

En posant
les inégalités (19) et (20) se traduisent par
(22) EE' é P:+x + 8: 8x+x é 8;’ *

t—1

Il suffit donc de supposer Pexistence de mombres 8,, 8., ..., positifs, décroissants
et tendant vers o, tels que les inégalités (22) soient vérifides. Les nombres k sont alors
définis par (18) et (21).

5. Supposons maintenant qu’il existe de nombres & remplissant les conditions
précédentes, mais que 'une au moins des inégalités (16) n’ait pas lieu. On peut met-
tre de coté un certain nombre d’équations en téte du systéme, ce qui fait disparaitre
le méme nombre d’inconnues. Le systeme restant est de méme nature. S’il commence
par la ¢™ équation, les coefficients d et e, et par suite les p, 8 et &, sont les mémes,
mais 4 partir de Pindice g - 1, par analogie avec (18), il faut remplacer k, par E,
la somme A, est remplacée par le reste A, de la méme série; cette série étant con-
vergente, et les k tendant vers o, il est clair qu’on peut choisir ¢ assez grand pour
que les inégalités

Aq < I kq+x C(kq+z) < I
analogues 4 (16) soient toutes deux vérifites. Le systéme ainsi restreint a donc une
infinit¢ de solutions données par des formules analogues 4 (17)
(23) xn+| = v:l-o-r + w:l+l xq ("’=q’ q + L. ")‘

En substituant ces valeurs dans les seconds membres des équations mises de coté
chaque série se décompose en deux autres, dont la convergence résulte des inégalités

o Bk ' D,D,,, ... D,
(24) lvu-o-x' =1 — k,+x C(kq+;) Iwn-f-ll _é 1 — A;_— -

Il reste donc 4 résoudre un systtme de ¢ — 1 équations & ¢ — 1 inconnues; il
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admet ¢videmment une solution unique lorsque d,, d,, ..., d _  sont différents de
o. Le systtme complet (2) almet donc une infinit¢ de solutions de la forme (23)
(n=o0,1,2 ...).

Par suite des inégalités (24) et du fait que k, est plus grand que D, d’aprés (14),
les valeurs trouvdées vérifient des inégalités de la forme

(25) o L K by Ky, ook pour n>q.

6. Je vais montrer que foute solution dans laquelle les valeurs des inconnues véri-
fient des indgalités de la forme

(26) Ixn+x] é K. hN-H hN+1 ceo b Pour n > N

n

les b étant des nombres positifs tendant vers o, est une des solutions précédentes
En augmentant les b §’il y a lieu, on peut supposer qu’ils sont de la forme

h, =, e,
les ¢ tendant vers o en décroissant, et étant au moins égaux aux 3. Dans ces condi-

tions, les b seront au moins égaux aux k, et satisferont comme eux aux inégalités
(14). 1l existe un entier ¢ au moins ¢gal 4 N tel que

A <1 et b, C(h,.,)<r.

Le systéme (2) privé de ses ¢ — 1 premitres ¢quations admet une solution (23)
ol x, a la méme valeur que dans la solution imaginée. La différence des valeurs de
chaque inconnue dans ces deux solutions constituc une solution du systtme homogéne

o —-(62)’ +2+C -+ +"'+Cy+ +”')
) Yy q 3 g3 pYg+p (rmg bt g2, ),
yn+| = dnyy—(czyn+2+c3yn+3 + T +cpyn+p+ -.')

solution dans laquelle les valeurs des inconnues vérifient des inégalités de la forme

(28) urd L Kby by -- b,

D’apres ces inégalités, les parenthéses des seconds membres des équations (27)

sont inférieures en module aux expressions

Kh_ b ...hh,  C(h,.)

q+1 "q+e2

La 1%¢ équation (27) donne donc

b’qﬂ| é Kbq+! C(hq+z)'

En utilisant cette nouvelle limitation dans le terme d

s1Yge, de la 27 équation
27), on a:

I)’q-v-zl é Dq+l th+x C(hq+z) + th+x bq-n C(bq+;)

FraxanT. 8
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et, d’aprés l'inégalité analogue 4 (14) vérifite par les b
b’g—#—z‘ é th-»l * hq+| C(hq+z)'
En continuant le raisonnement, on obtient en général

Iyn+ll é th+r h st hn' bq-o—x C(bq+z)

q+2

ce qui exprime que les inégalités (28) restent vraies si on y multiplie K par le facteur
h,., C(h,,) inférieur 4 1; en ripétant Popération, on pourra multiplier K par un
facteur arbitrairement petit, ce qui prouve que les y sont nuls. Donc, 4 partir de x_,
les inconnues ont la méme valeur dans la solution imaginée, et dans la solution (23).
Si 'on prend les ¢ — 1 premiéres équations, les valeurs de x_, x ., déterminent
d’une seule maniére x , x,, ..., x__ ; par suite, les solutions sont identiques.

REMARQUE. — Lorsque les coefficients ¢ sont nuls & partir d’un certaine rang n,
le systtme (2) admet une solution dans laquelle les inconnues sont nulles 3 partir du
méme rang.

g+1) *°

Deuxidme cas: |d,| croit avec n.

7. Au lieu de prendre la solution générale (4) du systéme (3), nous lui applique-
rons la méthode des réduites. En supprimant les équations et les inconnues de rang
supérieur 4 p, on a un systtme qui se résoud immédiatement A partir de la derniére
équation, en supposant les d différents de o. On obtient:

x——_e_’ x __el’"‘__e!__, ,x—_.fl_.ln:r__...._____e’_._
- ’ —1 eny Xy = y oee
’ , b d,_, d,_4, d, dd,_, dd,,, .4,
En faisant croitre p indéfiniment, on est conduit 4 poser
X = — I ___,é__ ..__—_—e';—----, .'.’x :-e_"_—_.e"L_...
1 " .
d  dd, dd,...d, da, dd_,
En supposant convergente la série
(4 (4 ep
(29) S:——L—- 2 L el —m—— e e
d, d d, dd,...d,
. . "y
et en appellant r , 7, ..., les restes successifs, le résultat s’écrit:

(30) xi=s, s,=d,r,..., x,=dd, ...d .7

n—1"n—1?

x,,=dd, ...dr

C R B

ce qui constitue bien une solution de (3); on pourrait I'obtenir en faisant x, = s dans
les formules (4).

Pour le systeme (5) et chacun des systémes (6), nous prendrons la solution fournie
par cette méthode. Soient R, des nombre positifs décroissants respectivement supérieurs
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aux |r,|; si la série (29) est absolument convergente, on peut prendre les restes de la
série des modules. La solution de (5) vérifie les inégalités

1629 | | £ D,D, ... D,R,.

n+1

Pour la série (8) (v = 2), on a donc
[ef:)l é D| D: st Dn+|(Can+| + C; Dn+2Rn+z + C4Dn+an+)Rn+3 + o .)

Pour que la série entre parenthéses soit convergente, nons supposerons qu’il existe
des ) positifs, décroissants et tendant vers o, satisfaisant aux inégalités

D,R.
(2) P LN

—1

d’ott par multiplication membre 4 membre de plusieurs inégalités consécutives

DiDi+t s D'+1Ri+i é)\ LS st )\l-v-iRl'—l.

LI et |

Cette transformation donne pour la série considérée
IefnZ)I é Dl Dz e Dn-H RyH-l C()‘vﬂ-z)’

Pour la 2™ approximation, la série analogue 4 (29) a donc son terme de rang
o inférieur en module i

Dn+l RH+IC()\H+2) é Rn R"-(‘l C(ln-#z) < Rﬂ ka C(l;)

en vertu de linégalitt (32) et de la décroissance des A. Il résulte encore de (32) que
les R, forment une série convergente. On peut donc poser

(33) RY=2\CONR,., + R+ )

Ces quantités vérifieront a fortiori les inégalités analogues 4 (32), et par suite, les
approximations pourront toujours se poursuivre indéfiniment.
Les solutions du systéme (6) vérifieront les inégalités

(34) )| £ D, D, ... D,RY

analogues 4 (31). Les approximations seront convergentes si la série qui a R pour
terme de rang v est'elleméme convergente.

En remplagant le second membre de (33) par une série géométrique de compa-
raison on obtient

A, CO)R LCO) %
(2) 2 3 n+t 2 3 Onr
R“ é )‘n+z < — )‘n+z D.+g R’
T n+2 Du+z

On aurait la méme relation entre R” et R®~". Le coefficient de R, dans le second
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membre tend vers o pour # infini, donc il existe une valeur ¢ de n A partir de laquelle

il est plus petit que 1. Les approximations sont donc convergentes, au moins pour les
inconnues de rang assez ¢levé; on a alors, d’apres (31) ct (34)

(35) lxn+|l<K‘D1Dz"'DanéKS)‘l)‘z"’7‘

On peut donc appliquer la méthode indiquée au systtme (2), soit complet, soit
restreint. Le résultat obtenu est bien une solution du systéme considéré; cela résulte
d’un raisonnement entiérement analogue i celui du premier cas. Lorsqu’'on a opéré
sur un systéme restreint, la solution rend convergente les seconds membres des pre-
miéres équations, et on peut terminer la résolution,

”

REMARQUE. — Lorsque la strie (29) est absolument convergente, en prenant pour
les R les restes de la séric des modules, on peut simplifier la condition (32).
Il suffic en effer qu’a partic d’un certain rang, le rapport d’un terme au précédent

reste inférieur 4 un nombre fixe pour qu’il en soit de méme du rapport des restes. Les
inégalités (32) auront donc lieu si 'on a

E:+l Di+|

(36) £ E£NTD

8. Je vais démontrer que, dans le cas présent, la solution obtenue est la seule dans
laquelle les valeurs des inconnues satisfont & des inégalités de la forme (26).

Pour un systeme simple, les formules (4) montrent que les différences des valeurs
des inconnues dans deux solutions distinctes sont de la forme

' _ ' ’ . '
X —x,=d.(x, —x), ..... y Xy — X, =d d, ... d (X —x).......
Par suite, s’il existe une solution vérifiant des inégalités de la forme

'x:l—*l‘ é KDN+x DN+; ... D,, l,, Pour n > N

I, tendant vers o pour z infini, une telle solution est unique. C’est le cas pour la so-
lution fournie par la méthode des réduites lorsque la série (29) converge.

Revenons au systéme (2) et imaginons une solution satisfaisant aux inégalités (26);
en augmentant les b si c’est nécessaire, on peut supposer qu’ils vont en décroissant et
sont au moins égaux aux A de méme rang. Posons alors

y Dy, Fve DR —h G=N+aN
(37 N1 ?— = FN+: et i R — (t - +2’ +3’ "")
N i—1
les R' ainsi définis sont au moins égaux aux R, et les égalités (37) sont semblables aux

inégalités (32); tout ce qui précéde subsiste donc en remplagant a partir du rang N1
les R et les X respectivement par les R’ et les h.

D’aprés (35), la solution obtenue vérifie

!xn-Hl é K'bN+1 bN+z s b

n)
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et par hypothése, la solution imaginée vérifie (26) qui a la méme forme.
La différence de ces deux solutions est une solution du systéme homogéne

(38) yu+l:dnyn_(czyn+z+l:;yn+;+"'+cpyn+p+"') (n: I, 2,"')
et vérifie des inégalités analogues; soit K'' leur coefhicient.

En remplagant dans les seconds membres chaque parenthése par sa valeur effectuée,
on obtient un systéme simple, que vérifient encore y,,y,,...y,,... La valeur de la
parentheése effectuée est pour un rang assez ¢levé, inférieure en module 2

®n == I{”bN-o-x hN+z e h h C(hn+z)

nn41

ce qui montre immédiatement que la série analogue 4 (29) est absolument convergente.
Il résulte des égalités (37) que

(39) K”hN"-I bN+z et hn - K”'DN-H DN+2 b DnR:‘

Cette nouvelle forme donnée 4 la limite supérieure de |y, | permet d’affirmer que
les y constituent, pour le systéme simple cnvisagé, la solution fournie par la méthode
des réduites.

D’aprés la valeur de @,, on a:
¢, . |
Dl l)2 ... D = Kx bn+x C(bn+:) Rn < 1\; bN+l C(hN_,_Z)R”

”

On peut donc majorer le reste de cette série par

gn = Kl hI\-'+z C(hN-o-z)(R;-H + R:H-z + cc )

La série entre parenthéses étant comparable 3 une série géométrique, on aura:

Kx hN+1 C(hN+1)R:|+x J— Kx bN+l C(”N—o—z) hn—o-x 4
3.< b = oK

n+ +
I 2 1 n+2 n+1

n+2 n+2

La solution donnée par la méthode des réduites satistait 4
lyn—-r-lléDlDz tee Dngn
Le rapport de cetie nouvelle limitation 4 I’ancienne [second membre de (39)] est

donc, 4 un facteur constant pres, R,’—', qui tend vers o. A partir d’un rang assez élevé,

mais bien déterminé, on peut multiplier par un facteur plus petit que 1 la limite su-
périeure de |y,| sans qu'elle cesse d’¢tre valable. L’application réitérée de cette opération
montre que, pour ces rangs élevés, les y sont nuls. (38) se réduit donc & un systéme
d’un nombre fini d’¢équations linéaires homogeénes au méme nombre d’inconnues qui
Rp’admet pour solution que la solution zéro.
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Conclusion.

9. Dans les applications que nous avons en vue, les coefficients du systtme (1)
suivant les lois indiquées au n® 1, D, se comporte comme .g:quand n croit indéfiniment.
Le premier cas correspond donc 4 |s| <1 et le second & |s| = 1.

Les inconnues x doivent étre, comme les termes connus b, les coefficients d’une
fonction entiére. Pour qu’une suite de nombres «, soit dans ce cas, il faut et il suffit

que V|u | tende vers o, ou que

|u,| = «F, lim «, = o.
On peut remplacer les « par des B qui tendent vers o en décroissant (en appelant
par exemple B, la borne supérieure de «_, « ..); on a donc

n+19 °

| £ By

et, a fortiori

(40) iunl é ﬂl Bz cc Bn

Si ces inégalités ont lien 4 partir d’un certain rang, les # sont les coefficients
d’une fonction entiére, d’aprés la régle de d’ALemBerT. C’est ce caractére que nous
allons utiliser.

D’aprés lui, les solutions qui nous intéressent sont celles qui vérifient des inégalités
de la forme (26). Les solutions trouvées sont acceptables d’aprés (25) (1 cas) ou (35)
(2° cas), et ce sont les scules. Reste 4 voir si les hypothéses faites pour appliquer les
méthodes de résolution sont bien réalisées.

Dans le premier cas, en majorant les b, sous la forme (40), on peut prendre

b, ... B
E= 172 n
. " lg.|
uisque
puisq b,
e’=—?.
On a alors "
E _,kl_B
E_, " "ll le|?

ce qui permet de choisir des & satisfaisant aux inégalités (22).
Dans le second cas D, croit indéfiniment comme 7. Dans la série (29), le module
du terme général est moindre que

E 1 BB, ... 8,

B
- £ - 2z r
D.D,...D, ig]' DD, ... D,"

2 3
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terme général d’une série convergente. La série (29) étant absolument convergente, on
peut appliquer la condition (36); l'existence des A décroissants et tendant vers o est

. D,
assurée puisque —Dﬂ tend vers I.

CuariTre 111

LE TERME #(x) ADMET L’ORIGINE POUR POINT SINGULIER.

Le cas le plus simple est celui ou b(x) est uniforme autour de l'origine et ol
ce dernier point est un point singulier isolé (pdle ou point essentiel).

I

Pole ou point essentiel isolé. Solutions logarithmiques.

1. L’analogie avec I’¢équation différentielle obtenue en faisant ¢ = 1, aussi bien
que lanalogie avec le cas ou b(x) admet un péle hors de 'origine, nous conduisent
3 penser qu’il existe pour I’équation

® Fe=a@f(=)+ b
quand lorigine est un péle de &(x) une solution de la forme

fx) =9 (x) + 4(x)logx

§(x) étant une fonction holomorphe dans le méme domaine que a(x), et ¢(x) étant
une fonction, uniforme dans ce domaine et pouvant avoir Iorigine pour pdle.

La fonction f(x) étant multiforme, il faut bien préciser ce que nous entendons
en disant quelle vérifie I’équation. L’interprétation donnée (n° 7, ch. I) pour les
fonctions multiformes déjd rencontrées n’est pas applicable ici, car la fonction actuelle
ne provient pas, par prolongement, d’un ¢lément (uniforme) qui vérifiait déja Péqua-
tion. La fonction ayant pour seul point critique lorigine, nous adopterons linterpré-
tation suivante, qui est la plus naturelle. Soit S une ligne joignant le point d’affixe 1
au point d’affixe ¢ sans passer par l'origine. Nous dirons qu'un ¢l¢ment de la fonction
f(x) au point x et un élément au point ¢x sont associés s’ils se déduisent 'un de
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Pautre par prolongement le long du chemin Sx semblable 2 S. Ce sont les éléments
associ¢s qui doivent étre liés par I'¢quation (1). Il est clair que la ligne S n’intervient
pour déterminer le mode d’association que par son enroulement autour de lorigine
(il n’en serait plus de méme pour une fonction ayant d’autres points critiques que
Porigine). Le choix de S se traduit analytiquement par le choix d’un argument déter-
miné pour & (la rotation du rayon vecteur d’un point parcourant S); c'est le loga-
rithme correspondant qui figurera dans les formules. Au point-de-vue oli nous nous
plagons maintenant, I’équation (1) est complétement définie par la donnée de log s et
non pas seulement de 6.
2. Péle simple. Soit I'équation

ARNIS

) £ =a@f(5) +

a(x) et B(x) étant holomorphes dans un domaine D (n° 1, ch. I) contenant lorigine
4 son intérieur. Pour exprimer que la fonction

(3) f) =9(x) + d(x)log x

la vérifie, calculons

£ =9+ X2 4y (x)log

f(—c’i) = 9(—;) —H*(%)(logx —logs)= 0(—:) — 4‘(‘;“)1087 +'¥(§)logx-

D’aprés la remarque (n° 11, ch. I) déji utiliste, les coefficients du logarithme doivent
étre égaux dans les deux membres et les parties uniformes égales ce qui donne les
deux équations

® Y =a@i( )

et

) r@=a@e( )+~ p s —ay () oge

x
L’équation (4) admet une solution homolorphe définie 4 un facteur constant prés.
Pour que l’équation (5) admette une solution holomorphe, il faut et il suffit que
b, — Y(x) soit divisible par x. On doit donc prendre pour ¢ (x) la solution de (4)
qui prend la valeur b, 4 lorigine; on peut alors prendre pour o(x) la solution
générale de (5).
3. Pdle multiple. Soit I'équation

b b
F+

X X

0 F@=a@f(Z)+ 4+ + 8.
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Par analogie avec le cas analogue (n° 14, ch. I) nous ferons le changement de
fonction inconnue

fO=F@+ =+ +x+ 2

et nous chercherons 3 déterminer les coefficients ¢, ¢,, ..., ¢,_, de telle maniére

-que I'équation qui détermine F(x) soit du type (2). Cette équation est

F(x)— (” 1), L2k Ic,

2

x" x3 x
b b b
=aF( =) e Tt - TR ) B e B,
La fonction jouant le réle de b(x) admet un péle i Porigine; en posant

a(x)=a,+ax+ax -4 -« fa,x* 4 ...,

les puissances ont pour coeflicients:
—1 b, +a,5¢c, 4 a,6°c,+a,¢’c, 4 - Ha, "¢,
—_2 b,+ 1 ¢, 4 a5, +ac’c+---+a B A
— 3 b, —|—2c+aac+ - +a,_ " e,
—_n bn +(ﬂ — I)C“_!.

En ¢égalant 4 o les # — 1 derniers coefficients, on obtient un syst¢tme de n —1 équa-
tions linéaires 4 n — 1 inconnues qui admet évidemment une solution unique (la der-
niére déterminant ¢, , Pavant derniére déterminant ensuite ¢,_,, etc.). L’équation peut
done, par cette méthode, étre réduite, d’une seule maniere, 3 une équation en F(x) qui
sera en général du type (2). Elle pourra &tre du type régulier érudi¢ au chapitre I
lorsque les valeurs ¢, ¢,, ..., ¢,_, ainsi définies annulent le premier coefficient.

On aura pour F(x) une solution de la forme (3) dans laquelle ¢ (x) peut étre
nulle. En réunissant dans f(x) toute la partie uniforme, la solution peut s’¢crire de la
méme maniére; mais alors o (x) désigne une fonction holomorphe sauf 4 Porigine qui
est pour elle un pole d’ordre n — 1.

4. Point singulier essentiel. — Dant le cas o b(x) admet lorigine pour point sin-
gulier essentiel, la partie principale étant

- R

nous pouvons employer la méme méthode. Le changement de fonction inconnue

f(x)=F(x)+%+;z +o
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réduira I’équation 3 la forme (2) si les coefficients ¢, vérifient le systéme d’équations
linéaires

b4 1¢, +a,0°c,+a,6°c, 4 - Fa, ,ofc, + ---
I b, + 2, +a°c’c3+---—|-ap_3c"cp+--- o

b+ (n— 16, + a5, + e 8, 0P F o =0

S’ils vérifient en outre I’équation
(8) bx + aoccx + alczcz + a36363 + ot + ap-—l O’PCP + rer = 0,

’¢quation sera ramenée au type régulier, et il n’y aura pas de terme logarithmique.
Ce systéme (7) est du type (1) du chapitre II, et pourra se mettre sous la forme (2)
de ce chapitre pourvu que a, ne soit pas nul. Toute solution du systéme (7) permet
de faire le changement de fonction inconnue; on obtient alors pour f(x) comme pour
F(x) une infinit¢ de fonctions dépendant d’une constante arbitraire et qui se déduisent
de I'une d’elles en lui ajoutant la solution générale réguliere 4 lorigine de I’équation
homogene (4). Nous dirons que ces solutions ne sont pas distinctes, en appellant solutions
distinctes des solutions dont la différence n’est pas une fonction holomorphe.
L’équation

Il

(o]

®) Fe=aer(L) +8e + 24 o+

admet donc, si a (0) 7 o, une infinité de solutions distinctes de la forme (3) lorsque
|o| est plus grand que 1 et une seule lorsque |o| est égal & 1, ¥ (x) étant toujours régu-
litre 4 lorigine et ¢ (x) ayant en général un point singulier essentiel.

La méthode et la conclusion sont applicables au cas du péle; dans 'une des so-

lutions ou dans la solution unique, lorigine est seulement un pdle de ¢ (x) (c’est la
solution obtenue au n°® précédent).

b: +...

X

1L

Pole ou point essentiel isolé. — Solutions uniformes.

5. Pour qu’une des solutions soit uniforme, il faut et il suffit que I’équation (8)
soit vérifiée par la solution utiliste du systtme (7) Dans le second cas (Js] = 1), cela
peut avoir lieu exceptionnellement pour I'unique solution. Dans le premier cas (|s] > 1),
cela aura lieu généralement pour I'une des solutions. En effet, les ¢ sont linéaires par
rapport 4 celui d’entre eux ¢, qui est arbitraire; en substituant leurs expressions dans

Péquation (8), on obtient une {¢quation linéaire en ¢,, qui admet une racine et une
scule, en général.
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REMARQUE. — Lorsque |5] est plus grand que 1, P'existence pour la méme équation (9)
de solutions distinctes entraine, pour I’4quation homogéne (4), l'existence de solutions
ayant lorigine pour point singulier, et en général pour point critique. Par suite les
équations & coefficients réguliers admettent, non seulement les solutions régulieres étu-
diées au chapitre I¥', mais encore des solutions singuliéres 4 origine de la forme (3)
(C’est 4 dire ginéralement multiformes); elles dépendent d’une constante arbitraire. Nous
verrons d’ailleurs que I’¢quation homogéne admet un ensemble trés riche de solutions
multiformes. Par suite, pour une ¢quation 4 coefficientes uniformes, il y a intérét 4 se
restreindre aux solutions uniformes: le mot solution a alors un sens simple et net, et
ces solutions comportent beaucoup moins d’arbitraire.

I1I.
Point critique logarithmique.

6. Soit I'équation
(10) Fe=a@f(5)+e)log

ol ¢(x) est une fonction holomorphe dans le méme domaine que a(x). On peut en-
core déterminer une solution de la forme (3). Il faut et il suffit pour cela que

@) V@ =e@¥(5)+e@

(12) o (x) = a(x)*?(%) — 4’_(:—) — a(x) Y (—:-) log .

L’équation (1.1) admet une solution holomorphe prenant i P'origine une valeur arbitraire.
Pour que I¢quation (12) soit réguliere, il faut et il sufhit que ¢ (x) s’annule 4 I’origine.
On a alors pour ¢(x) une infinit¢ de fonctions dépendant d’une constante arbitraire.

Si dans I’équation (10), ¢(x) admet 4 l'origine un pdle ou un point singulier es-
sentiel non limite de poles, 'équation (11) admet en général, quand |s]| est plus grand
que 1, une solution uniforme ayant a lorigine un point singulier essentiel. Le terme
connu b(x) de ’équation (12) admet Porigine comme point singulier essentiel. Lorsqu’on
remplace ¢ (x) par une autre solution de (11) non distincte de la premiére, sa partie
holomorphe seule est changée; par suite, dans I'¢quation (12), le changement de b(x)

. I . .
ne porte que sur la partie holomorphe ct le terme en < Considérons une solution du

systeme (7) attaché i P’équation (12); en remplagant s'il y a lieu ¢ (x) par une solu-
lion non distincte, équation (8) sera vérifice par la solution considérée; pour chaque
solution uniforme de (11), (12) aura donc une infinit¢ de solutions uniformes. On a
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finalement des solutions de la forme (3) ou ¢(x) et $(x) sont des fonctions uniformes
A point singulier essentiel. La possibilit¢ pour deux solutions de différer dans o (x) par
la partie principale et dans ¢ (x) seulement par la partie réguliére était 4 prévoir comme
conséquence de l'existence de solutions multiformes pour I’¢quation homogene.

7. Lorsque lorigine est pole ou point essentiel de ¢(x) on peut aussi chercher des
solutions de la forme

(13) f(x) = 9(x) + ¥ (x)log x + y (x) log® x

o(x), ¥ (x) et y(x) étant des fonctions uniformes. On a

7@ =7+ 4[4 + 22 Jlog x4y (1) log »

(2 o(2) () a2
+[¢(—:—)——2x( )logc]logx—}-}(( )log x.

Il faut et il suffit que ¢(x), ¥ (x) et y(x) vérifient les équations

) r@=a101()
(1) V@ =a@¥(5) = 22E — 2000y (L) loga+e()

(6 ¢ =a@e (L) = — o (L) loge+a()x (L) logt.

L’¢quation (14) admet une solution holomorphe contenant un facteur constant ar-
bitraire. Le terme connu de Péquation (15) a un pdle ou un point essentiel 4 'origine
i cause de ¢(x). Etant donnée une solution du systeme (7) attaché & (15), on peut
profiter de la constante que contient y (x) pour que ’¢quation (8) soit vérifite; on a
ainsi pour (15) une infinit¢ de solutions uniformes distinctes. L’¢quation (16) se pré-
sente de la méme maniére. D’our Uexistence d’une infinit¢ de solutions de la forme (13),
ou au moins d’une lorsque |s| = 1; y (x) est holomorphe, ¢(x) et {(x) admettent un
point essentiel ou peut-étre un pole a Porigine.

L’existence de solutions distinctes de cette forme entraine celle de solutions ana-
logues pour I’¢quation homogéne. On verrait aisément qu’il existe des solutions qui sont

des polynémes de degré quelconque en log x dont les coefficients sont des fonctions
uniformes de x.
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1v.

Point critique algébrique, et généralisation.

8. Soit I’¢quation
a7 F@=a@f(5)+2 e

@ étant un nombre réel ou complexe, autre qu’un enter réel; a(x) et ¢(x) étant ho-
lomorphes dans un domaine D contenant l'origine 4 son intérieur. Nous allons chercher
une solution de la forme

(18) FE) =)+ *4(x)

¢ (x) et ¢ (x) érant uniformes. On a:

fE =@+ [x¥' () Fpd(x)]

() =r(2) (2

Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc:
, x
(19) ¥ () =a(e(2)

(20) )+ b =2y () 4o,

Le fait que la fonction multiforme (18) vérifie ’équation (17) étant entendu con-
formément au n° 1 du présent chapitre, o* désigne un nombre parfaitement déterminé
calculé¢ 3 partir de la valeur choisie pour log s.

Les fonctions ¢(x) et ¢(x) sont ici définies indépendamment 'une de Pautre;
@ (x) est holomorphe et dépend d’un facteur constant arbitraire.

Pour déterminer une solution holomorphe de I’¢quation (20), nous procéderons
par approximations successives, a partir d’une fonction arbitraire g(x) en posant

4 4 14,0 = 2D (1) o)
)+ eh ) =5y () + @

...........................

) e =22 (5) 4 a0

(21)
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Une équation différentielle de la forme
xy'(x) + wy(x) = v(x)
ol v(x) est réguliere 4 Porigine, admet une seule intégrale uniforme autour de Pori-

gine; cette intégrale est holomorphe dans le méme domaine que v(x) et peut étre re-
présentée par

y(x) =" f (A3,

ourvu que x(* tende vers wavec x Sur le chemin &' (v\*égﬂt'm
& g(‘c) a &té prise holomorphe dans D, les §, (x) sont holomorphes dans le méme

domaine. Les fonctions
u,()=14,(x) —4,(x), 2, ()=4,EF)—4.(x), ..., % @)=14,,,(x)—9,(x),...

sont uniformes et vérifient les équations
x
(%) - g<")]

xu, () + e () =504,
s, () g, () = 20 (L) pour 2
(5

xa(x

et

Elles s’expriment donc par

@2) w0 =5+ [0y (L) e ]z
(23) wGy = [[TER_ (L) ax

Nous allons reprendre les raisonnements du ch. I¥, n® 2, avec les notations dé-
finies 4 cet endroit, en remplagant les formules (5) et (6) de ce chapitre respectivement
par (22) et (23), ce qui est possible dans le cas ou il existe des nombres positifs fixes
o, k, K tels que 'on ait '7)

(24) ks QF LM L K [s@]

lzl

I7) Ordinairement, les chemins y seront tels que le rapport —-_, qui est moindre que 1, reste

aussi supérieur 4 un nombre fixe non nul. La double inégalité (24) équxvaut alors 2
FRI® £ ¥ £ K
Losque p est réel, on a w = w: la méthode s’applique donc au cas olt @ est positif.
Lorsque w est imaginaire, en posant u = = 4 8i, 1 = 2¢'%, la double inégalité ci-dessus équivaut
4 une autre de la forme

V4 pLe L0 LK 4 pLo
qui exprime que les chemins y sont comparables a une spirale logarithmique, la condition est alors

e—pf>o.
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Dans ces conditions, on peut prendre v (x) pour chemin d’intégration dans (22)
et (23), z* tendant vers o avec z sur un tel chemin. Posons

x, =%, A4 = max |a ()], M = max iy,( ) — g(()l dans D.

La formule (22) nous donne

K[s@QP 4 M Kds(x)
lu‘(x)!<k[5(lx)]w 1 - _\i] Mds () = w41 kX,
Iu z M K4s(x)
I'(c)l<(w+x)r kS,

D’aprés la formule (23) (n = 2):

1 K[s(x))’4 M K4sR)
. < @ fﬂ,. S etns s, 0@

e+ Mx)v(fsA) p(—;ﬁaft @I ds@

d’ou M KA ( -
s(x
t G S e CE P s
e
z M é’AS 7
(Dl <eroeros s
En continuant ainsi on trouve
M Kds ()T

<(m+ D(e—42) ... (o4 n)2HF 2Lk,

s(x) étant plus petit que L, u (x) est le terme général d’une série normalement con-
vergente dans D. Ce mode de convergence permet de passer 3 la limite pour n infini
dans les équations (2). La somme ¢ (x) est donc une solution holomorphe de P’équa-
tion (20).

Cette équation n’admet qu’une seule solution holomorphe autour de l'origine, car
toute solution holomorphe 4 lorigine de I’équation homogéne

X
1)+ e = N0y ()
est identiquement nulle.

En effet, elle vérifie 'équation différentielle obtenue en remplagant au premier mem-
bre seulement y (x) par une fonction inconnue. On a donc aussi

(25) @) =t ‘/“ z—pz—.;(-(lx(%-)dz-

o
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Soit m la borne supérieure de y(x) sur T'(bh) (notation du ch. I, n° 3); en raison-
nant sur la formule (25) comme un peu plus haut sur (22), on trouve

m K As(x) KAsh
lx_(x)|<m_*_1' kS, ém(w—f—l)kzp

pour x sur ['(2h), qui conduit 4 une contradiction si m n’est pas nul (voir ch. I, n® 3).

Lorsque la double inégalit¢ (24) est vérifite, il existe donc une infinité de solutions
de la forme (18) ou ¢(x) et ¢ (x) sont des fonctions holomorphes la premiére conte-
nant un facteur constant arbitraire et la seconde complétement déterminée.

9. La condition (24) ne fait intervenir que les chemins + et la constante p: lors-
quelle n’est pas satisfaite, nous supposerons qu’elle le devient lorsqu’on augmente @
d’un entier assez grand *%).

Il est évident que, dans I’équation (17), on peut augmenter I’exposant w d’un entier
n en remplagant c¢(x) par une fonction ayant en général un pdle d’ordre » 4 lori-
gine. Nous allons donc ¢tudier équation (17) en supposant remplie la condition (24),
dans le cas ou c(x) admet Porigine pour péle ou méme pour point essentiel isolé. Pour
obtenir une solution de la forme (18), il faut toujours résoudre les équations (19) et (20).

Nous allons chercher pour I’équation (20), dans le cas ot ¢(x) admet lorigine pour
pole ou pour point essentiel, une solution présentant le méme caractere. Pour cela, es-
sayons de réduire I’équation au cas ol ¢(x) est holomorphe par le changement de fone-
tion inconnue:

V@) =d@) + ¥

d(x):%—{— i; +..._|_d-

x’l

+ .-

La nouvelle inconnue W (x) satisfait 4 1’équation

@+ ¥ =" w (2) 4 o) — [xd @)+ pae] + 4D a(2)

dont le terme connu doit étre holomorphe dans D. Il Pest nécessairement, sauf peut-
étre A lorigine, comme a(x), ¢(x) et d(x). Il suffit donc de choisir les coefficients de
d(x) de fagon que les termes infinis des diff¢rentes parties se détruisent. Posons

a(x) =a,+ax~+ax 4 --- 4 a,x" 4 ---

ORI AV

¢(x) = partie régul. 4

18) Clest ce qui a lieu pour & réel; et sous des conditions assez larges imposées aux chemins y,
pour . imaginaire [voir note *7)].
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Les d, doivent vérifier le systtme d’équations linéaires 2 une infinité d’inconnues

b+ (G —p)d, 4+ a0 *d, + a c’“*‘d—]—----—}—apch'*‘d-{-- .—o
b, + (2 —p)d, + a,0+" *‘d—{— - 4a, o td 4 .. =o0
(26) f e e e e e e et e e e e e e e e e e e e s s e e e e s e s e e e e s s s e
b, +w—wd+af*wm+-~+%+ﬂwd+-~=o

D T T S S S S S Y ® + s s e s & s s s s s s s s e s s s e s e s s s e e =

Ce systéme est du type (1) du chapitre II, et pourra se mettre sous la forme (2)
pourvu que a, ne soit pas nul. Toute solution de ce systéme constituant les coefficients
d’une fonction entiére permet de faire le changement de fonction inconnue; on obtient
alors une fonction holomorphe W (x) unique, et par conséquent une fonction ¥ (x) uni-
que. Nous dirons que deux solutions f(x) de la forme (18) sont distinctes lorsqu’elles
correspondent 4 deux fonctions ¢ (x) differentes. Chaque fonction ¢ (x) fournit une in-
finit¢ de fonctions f(x) non distinctes, en prenant pour ¢(a) la solution générale ré-
guliére de I’¢quation homogeéne (19).

Etant donnée une équation (17), otv a(x) et c(x) désignent des fonctions holomorphes
dans un domaine D (défini au ch. I¥, n° 1), sauf c(x) & lorigine ou elle peut avoir un
pole ou un point essentiel; en supposant

a(0) % o,

elle admet une infinité de solutions distinctes de la forme (18) lorsque |s| est plus grand
que 1 et une seule lorsque |s| est égal 4 1. 9P(x) est la solution générale régulitre de
Iéquation (19); ¥ (x) admet en général l'origine pour point singulier essentiel et est
holomorphe dans tout le reste de D. Lorsque I'origine est un point régulier ou un pdle
de ¢(x), c’est aussi un point régulier ou un pole de Y (x) dans I'une des solutions.

REMARQUE. — Lorsque |5| est plus grand que 1, la différence de deux solutions
distinctes de I’équation (17) est une solution, multiforme autour de I'origine, de I'¢quation
homogéne (19). Les nouvelles solutions ainsi obtenues dépendent d’un facteur constant
arbitraire.
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