LEON POMEY

Mémoire sur les équations intégro-différentielles et intégrales
linéaires et non linéaires a une ou plusieurs variables

Theses de I’entre-deux-guerres, 1924

<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1924__ 44 1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1924__44__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

HFM.B. 166

" THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR
LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

“\;E des SO‘E/‘:

PARlS

Piar M. Lrkon POMEY

Ingénieur des Manufactures de I'Etat,
Ex-répétiteur A I'Ecole Polytechnique

1r* THESE. — SuR LES KQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES.
2¢ THESE. — SUR LE DERNIER THEOREME DE FERMAT.
Soutenues le 1924, devant la Commission d’examen.

MMV. GOURSAT, Président.

MONTEL,
CAHEN,

g Examinateurs.

PARIS
GAUTHIER-VILLARS ET C', EDITEURS

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
Quai des Grands-Augustins, 55

1924
D.5525¢0



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS.

Doyen honoraire.......

MM.

MOLLIARD, Professeur de Physiologie végétale.

P. APPELL.

Professeurs honoraires. P. PUISEUX, Cu. VELAIN, BOUSSINESQ et PRUVOT.

Professeurs............

Secrétaire...........

EmiLe PICARD........
KWINIGS .
GOURSAT............
HALLER
JOANNIS .............
JANET. . ..
WALLERANT
ANDOYFR.. .........
PAINLEVE...........

H. LE CHATELIER...
GaBrinr. BRRTRAND..
Mme P, GURILE...... .
CAULLERY ., .........
C.CHABRIE..........

MARCILIS
Jean PERRIN..... ...
ABRAHAM...........
CARTAN......ovvunen

CL. GUIGHARD..... .

LAPICQUE...........
GENTIL....... . ....

DRACH

Lion BERTRAND.....
LESPIEAU............
LEDUC.. «...oovvnnt,
RABAUD
PORTIER........ vease
DANGEARD..... ....
MONTEL
MAURAIN
WINTREBERT
DUBOSCQ.............

MAUGUIN. ..... R
BLARINGHEM........

D. TOMBECK.

Analyse supérieure et Algébre supérieure.
Mécanique physigne et expérimentale.
Calcul différentiel et Calcul intégral.
Chimie organique.

Chimie (Enseignement P. C. N.).
Electrotechnique générale.

Minéralogie.

Astronomie.

Mécanique analytique et Mécanique céleste.
Géologie.

Chimie générale.

Chimie biologique.

Physique générale et radioactivité.
Zoologie ( lrolution des étres organisés ).
Chimie appliquée.

Chimie minérale.

Caleul des probabilités et Physique mathém.
Aviation.

Chimie physique.

Physique.

Mécanique rationnelle.

Géométrie superieure.

Physiologie.

Géographie physique.

Théorie des groupes et Calcul des variations.
Physique générale.

Application de I’Analyse & la Géométrie.
Physique.

Zoologie.

Géologie appliquée et Géologie régionale.
Théories chimiques.

Physique théorique et Physique céleste.
Biologie expérinientale.

Physiologie comparée.

Botanique.

Mathématiques générales.

Physique du globe.

Anatomie et Physiologie comparées.
Biologie maritime.

Zoologie.

Zoologie ( Enseignemént P. C. N.).
Physique théorique et Physique céleste.
Chimie organique.

Chimie (Enseignement P. C. N.).
Chimie analytique.

Chimie minérale.

Physique.

Matoématiques générales.
Minéralogie.

Botanique.

Pétrographie.

TA4T-24

Paris,— Imp, GAuTHIER-VILLARS AT C¥°, quai des Grands-Augustins, 55,



A MON PERE ET MON MAITRE

Monsieur ETiEnse POMEY

A MA MERE






PREMIERE THESE

MEMOIRE

SUR LES

EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES

ET

INTEGRALES LINEAIRES ET NON LINEAIRES

A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES

Introduction.

Ce Mémoire a pour objet I'étude des équations intégro-différen-
tielles appartenant au type général (I) indiqué plus loin (§1), oulafonc-
tion inconnue d’un nombre fini quelconque de variables complexes
figure linéairement a I'extérieur d’un symbole d’intégration multiple et
a des puissances entieres (Zo0), ainsi que ce:itaines de ses dérivées
partielles, sous ce symbole.

Pour exprimer la solution d'une telle équation, nous considérons
a priori un développement en série pour lequel la dénomination de
« Développement synthétique a termes récurrents » parait justifiée par
ce double fait : ses termes se déduisent trés simplement les uns des
autres grace au mode de multiplication des séries par la regle de
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Cauchy-Mertens et sa structure montre dés I'abord, d’une facon
intuitive, qu’il constitue une solution tout au moins formelle. Il suftit
ensuite de prouver sa convergence pour établir le théoreme d’existence
des solutions et obtenir du méme coup leur représentation explicite.

Nous démontrons cette convergence d’abord brievement pour les
équations intégrales non linéaires a une wvartable, puis d’'une maniere
approfondie pour les équations intégrales linéaires aux dérivées par-
tielles, oul’ordre w del’'intégrale est supérieur al’ordre maximum 6 des
dérivées (nous bornant, faute de place, pour les autres équations,
ou w =70, a énoncer le résultat).

Pour ces équations linéaires (caractérisées par w > 0), le dévelop-
pement synthétique représente la solution dans tout son domaine
d’existence, qui est celui des coefficients; il nous révele de la fagon la
plus naturelle ses propriétés fondamentales : son holomorphie dans ce
domaine, la fixité de ses singularités, son allure au voisinage de
celles-ci (généralisations du théoreme de Fuchs). Il metainsi en lumiére
la compléte analogie de pareilles équations avec les équations diffé-
rentielles linéaires, dont nous retracons a grands traits la théorie direc-
tement par cette « méthode synthétique ».

Comme résultats secondaires, signalons la forme condensée a noyaun
résolvant qu’on peut donner au développement synthétique grice a
une proposition générale tres simple sur l'interversion des intégrations,
enfin les théoréemes auxquels conduit la théorie précédente dans le cas
particulier des équations aux dérivées partielles.

Dans les cas linéaires, on constate que cette « méthode synthétique »
vient aun fond coincider avec celle des approximations successives.
Qu’il nous soit permis de faire observer que nous en avons trouve le
principe et en avons fait application développée aux équations diffé-
rentielles linéaires dés notre sortie de I'Ecole, & une époque ou nous
n’avions pas encore connaissance des travaux de M. E. Picard.

En terminant je tiens a exprimer a M. Goursat mes respectueux
remerciments de ’honneur qu’il m’a fait en examinant ce travail et en
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en présentant les principaux résultats aux Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences (26 novembre 1923, p. 1094).

I. — Principes généraux.

1. Notations. — Les diverses équations intégrales ou intégro-diffé-
rentielles que nous envisageons rentrent dans le type général suivant,
ou, pour simplifier I'écriture, nous avons limité a deux le nombre des
variables indépendantes x, y (désormais supposées complexes, sauf
avis contraire )

(I so(x,y>=f<x,y>+[am a d%”b

1o @m—y 100 0p—y

XPlz,y,¢t 0,02, 0), Oriqi(t ) Prga (6 9)y + .]dvp,

en désignant (') par ¢(x )) lafonction inconnue; par ¢, (v ) sa

dérivé 0t (z y) . . f t Ivii d .
érivée — o vn par f(x y) une fonction analytique donnée; par
¢, v deux variables d’intégration qui se déplacent, 'une dans le plan
de x et 'autre dans le plan de y; par P(x, y, ¢, ¢, ...) un polynome
entier (*) par rapport a ¢ et a plusieurs de ses dérivées ¢, , ¢, ...,

c¢’est-a-dire un polynome de la forme
SK g, (2 y o) o™(L0) 0% (L0) 0% (L), ..,

ou la somme X s’étend a divers systémes de valeurs des exposants
%y, %,, ... (dont certains peuvent étre zéro) et ou les coefficients
K... (xytv) sont des fonctions supposées analytiques sauf( avis
centraire) des variables indépendantes ., ) et des variables d’intégra-
tion ¢, v.

Domaines d’holomorphieD,, D,. — Nous nous placerons dorénavant

(*) Nous supprimerons, a I’occasion, les virgules entre les arguments contenus sous une
meéme parenthése.

(%) Nous laisserons de coté le cas limite ol ce polynome deviendrait une série.
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(sauf avis contraire) dans I'hypothése générale ou il existe deux
domaines D, et D, bornés, complets (c’est-a-dire comprenant leurs
frontiéres), d'un seul tenant et sans trous (simplement connexes) tels
que toutes les fonctions données f(x, y), K(x y t¢) soient holo-
morphes quand x et ¢ ne sortent pas de D, ni y ouvde D,.

Intégrations. — Cela étant, le symbole

m ,)
f dt”‘f L(t, v)dyp,
AGqee iy y bbb

p—1

appliqué a une fonction quelconque Z(#, ¢) supposée holomorphe dans
D,, D,, représentera I'intégrale {m + p)-uple

x ty lm—y Y “ Yp—1
f flt| / dtg.../ dlm [ dV|f dVQ...f Z(tm Vp)d"p;
a Ya, v'h b bp—1

am—1 1

celle-ci résulte de la superposition d’une part de m intégrations, rela-
tives a la variable ¢, effectuées dans le domaine D, le long d’un chemin
d’intégration L, qui est constitué par une ligne rectifiable de lon-

gueur finie passant par les m origines fixes (') a, a,, .., a,,_, et abou-

me—1{
tissant au point variable x (ou dans certains cas que nous spécifierons
a un point également fixe A); d’autre part de p intégrations analogues
relatives a v et effectuées dans D, le long d'un chemin rectifiable L,
passant par les p points fixes b,_,, ..., b,, b pour aboutir a y (ou a un
point fixe B).

Suivant queles extrémités de L, et L sont toutes variables ou toutes
fixes, ou I'une variable et 'autre fixe, I’équation (1) appartiendra au
type de Volterra, au type de Fredholm ou au type mixte. Quand nous
supposerons les m origines a, a,, ... confondues en un seul et méme

point x, de L, et les p origines b, b,, ... confondues en un point y,

(') Oan pourrait aussi supposer que ces limites inférieures sont des fonctions données des
variables,
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de L, on se contentera d’'indiquer une telle intégrale par le symbole

f dtm/ Z(t ) do.
Ly L

Série-produit. — Enfin, étant données plusieurs séries absolument
convergentes

U:Zun, V=20n, W:zwn,
n=0 0 (]

qu’on éléve respectivement aux puissances «, 3, v, ..., on sait que le
produit U*VPWTY... peut étre représenté par une série absolument con-
vergente dont le terme général est formé suivant la régle de Cauchy-
Mertens étendue a un nombre quelconque de séries. Nous désignerons
ce terme par =,(U*, VP, WY, ...) ou a I'occasion simplement par &, ;
®, est donc la somme de tous les produits de facteurs, en nombre
(o403 +7Yy—+...), obtenus en prenant de toutes les facons possibles a.
facteurs (distincts ou non) parmi les termes u,, u,, ..., u,, puis 3 fac-
teurs (distincts ou non) parmi les éléments V,, V,, ..., V,, etc., sous
la seule condition que la somme des indices de tous les facteurs (dis-
tincts ou non) d’un produit quelconque soit égale a n.

2. Forme de la solution. — Cela posé, il est évident qu'une solution
Jormelle ¢(x y) de I'équation intégro-différentielle (1) est représentée

par la série
Z un(x ,}’),

n=0

dont les termes u,, u,, ..., u, sont définis respectivement par les
expressions récurrentes

f(@ ), /m

enfin

P
dt'”/ IRy, (2 ¥y te)mo (0%, oy, 00)dopy oo,
b

by bp_,

Am—1q

m 14
/ dtmf Ko, (2 t9) ®a_y (9%, 0%, ...)doP,
L T TR S bby. by y
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et qui sera appelée « développement synthétique a termes récurrents »
ou abréviativement développement synthétique. Ceci s’étendrait immé-
diatement a un systéme d'équations a plusieurs fonctions inconnues.

Pour s’assurer que cette série représente bien effectivement une
solution de (1), il reste a étudier sa convergence. C’est ce que nous
allons faire dans les deux cas principaux annoncés. Nous nous borne-
rons par la suite a prendre des limites inférieures d’intégration con-
fondues en un seul point.

Cas particuliers. — Si dans (1) on suppose que les coefficients K
renferment seulement les variables d’intégration ¢, v et que la fonction
J(x y) est un polynome entier

gyt~ ok
Zl () x]m 4) +Zuh<x> l/,_li),:
1=1 h=1
contenant (m + p) fonctions arbitraires 2, et (1;; ce polynome, apres
m intégrations par rapport a .c et p par rapport a y, disparaitra et 'on
obtiendra une équation awr dérivées partielles.

Plus particulierement encore, s’il n’y a qu'une seule variable indé-
pendante x [les fonctions 2,()) devenant des constantes arbitraires],
on retombe sur une équation différentielle ordinaire.

II. — Equations intégrales non linéaires 4 une variable.

3. Les équations de cette espece, que 'on envisage ici, sont celles
dans lesquelles le polynome P de la forme générale (I) se réduit a une
somme

(t=m

D Kl 0)9(0)

=1

et qui peuvent s’écrire (en se bornant a une intégrale simple)

l=m

(1) 2(@)=f(x)+ [ | im0 g |
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une telle équation étant du type Volterra ou Fredholm suivant qu’on
prend la variable x ou un nombre fixe 4 comme limite supérieure
(non écrite a dessein) de l'intégrale.

Quand il n’y a ainsi qu’une seule variable .v, on peut aisément déter-
miner de la maniére suivante un domaine D,, oules fonctions données
(f, K,) soient holomorphes.

4. Construction du domaine ' holomorphie D,. — Considérons ceux
des points singuliers de ces fonctions données (ni sont intérieurs A un
contour simple I' tracé arbitrairement a distance finie; entourons
chacun de ces points §; d’un contour simple 7,, aussi petit qu’on veut,
que nous joignons au contour I' par une coupure formée de deux lignes
simples paralléles K;, aussi rapprochées 'une de I'autre qu’on voudra
et ne rencontrant aucune autre ligne K, a I'intérieur de I'. La région,
qui est a la fois intérieure a I et extérienre aux divers contours v, et aux
coupures K, répond bien, en lui adjoignant sa fronticre, ala définition
du domaine D,.

8. Cas particulier. — Commencons par I’équation trés simple sui-
vante (qui comprend I'équation de Riccati) :

(2) s(@)=fa)+ [ Kz 0z

®©

Le développement synthétique Z u,(x) de la solution ¢(x) a pour

0
4

premier terme f(x), et pour terme général u, (.x')

(3) u,,(.r}:/ K(r. t)m,_([2*(¢)]dt

avec

(4) Wu[92(2) | = wo () upy (£) + 104 (&) Unwa (L) v o+ Uy (£) up(L).
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L’étude de la convergence de ce développement conduit a cette pro-
position :

Tuiorkme I. — L’équation intégrale (2) du type Volterra, dont le
noyau K (x, t) a pour borne supérieure de son module, dans D, la cons-

tante M, admet une solution ¢(.x) représentable par le développement
synthétique précédent Z u,(x) absolument et uniformément convergent
0

dans le champ formé par la partie commune a D, et a un cercle de

1

centre a ayant pour rayon soit s dans le premier cas oie L'on suppose

’ . 2 .o\
|f(x)]| au plus égal a la constante ¥, soit \/ i dans le deuxicme cas ot

lon suppose | f(x)| aw plus égal a h(x —a) (h étant une constante).
Cette solution est holomorphe dans ce champ.

Trkorimell. — Cesconclusions (sauf la derniere d holomorphie) sub-
ststent encore dans le domaine réel, sans supposer les cocfficients ana-
lytiques, pourvu que |K(xt)| et | f{x)| admettent les limites supérieures
susdites sur un segment D, de I’axe réel comprenant l’origine a.

En effet, dans le premier cas (ou | f(.x)|SF), ces théorémes peuvent
se démontrer de deux maniéres, soit par une évaluation directe fournis-
sant comme limite supérieure de | z,|la quantité M"F"*' |x —a|" et par
suite la condition de convergence annoncée, soit par la méthode des
limites apres introduction, devant I'intégrale de I'équation, d’un para-
metre auxiliaire A, qu’on prend ensuite égal a 1.

Dans le second cas (ou | f{x)| est S/ |x — a|) on peut se servir pour
la démonstration de nombres auxiliaires a.,, a,, a,, ..., a

2p) O(‘2p‘o-| y e

égaux respectivement a

oy 20904

32 TR Y

I,

4p 41 (20%2p 1+t 92pat. . tapi9p),

1 2
4—[)—:_—3[2(a0a2,,+a4a2,,_. +.. .—Q—ap_,d.p+,)+al ] .
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et montrer qu’une limite supérieure de |, (x)| est o, M" ™' |x—a|2™",

1 \ , oLt 7
avec ., < —» d’ou découlent les conditions de convergence annoncées.

Pour l’équation de Fredholm déduite de (1) en prenant un nombre
fixe b pour limite supérieure del'intégrale, on obtientde méme un déve-

loppement synthétique de la solution certainement convergent si | b — a|

. y . \ 1 7
est inférienr a TMp comme le montre, par exemple, la méthode des

limites.

6. Dans le cas général le développement synthétique de la solution
a pour premier terme f(x), et pour terme général, u,(x), I'expres-
sion

<«
/ZKL'(J' £y o [2(0)] dt.
a =1
La méthode des limites conduit de méme a la proposition suivante :

TrtoreME . — Ce développement synthétique est absolument et uni-
formément convergent, si

L—a

ou |b—a| (suivant le type de I'équa-
tion ) est suffisamment petit, et il représente la solution de U'équation dans
la partie du cercle correspondant intérieure a D ; cette solution est holo-

morphe dans le domaine complexe.

D’une mantere plus précise on est assuré de la convergence en ques-
tionsi|x—a|ou|b—a

rendent convergents, pour A=1, le dévelop-
pement (suivant les puissances entiéres du parametre ) de ¢, ¢ étant
solution soit de P'équation ditférentielle, soit de I'équation algébrique
entiére ci-aprés, suivant que (1) est du type Volterra ou Fredholm,
savoir

<I>:F+1Mf (O 4+ P2+...4 D7) dt,

O=F+IM(b —a)(®+ P24... +D™).

Nota. — 1l pourra arriver qu'une équation intégro-différentielle

THLSL POMLY 2
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puisse se ramener a une des équations intégrales précédentes, si des
intégrations par parties répétées permettent d’en faire disparaitre
toutes les dérivées.

Bien entendu, ce qui précede s’applique awx équations différentielles
ordinaires qui sont des cas particuliers des précédentes.

III. — Equations différentielles linéaires.

7. Nous allons reprendre trés rapidement, sous le point de vue sys-
tématiquement adopté dans ce travail, la théorie de ces équations
linéaires, de facon a faire ressortir plus nettement leur parallélisme
avec les équations intégro-différentielles linéaires a plusieurs variables
étudiées plus loin en détail. Cet apercu nous tracera notamment une
voie commode pour les généralisations ultérieures du théoréme de
Fuchs.

A cette occasion commencons par indiquer en quelques mots de
quelle maniere, a |’origine, le cas particulier du deuxieme ordre nous
a naturellement amené a envisager de pareils développements.

Cas du deuxieme ordre. — Cherchons une solution y(¢) (qui, au
point ¢, ait la valeur «,=1 et une dérivée nulle) de l’équation diffé-
rentielle linéaire

(6) LY —p()y

Intégrons les deux membres le long du chemin L, allant de ¢, a ¢,

uts calculons le second membre au moyen d’intésrations par parties
P 4 5

t
répétées indéfiniment. Sidonc on appellev, et u,,lesintégralesf pu,_,dt
t
etf v,dt avec u, =1, on aura, aprés deux intégrations par parties
to
[ d
<y' désignant %);

t
(7) y’=yv1——y’u,+f ¥, de
tD
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ou

t
y'(4u)=yv, +f y'u,de.
te

Remplagons alors y” par sa valeur (6) et recommencons les mémes
opérations. En continuant ainsi, on arrivera finalement [en appelant g,

la somme des (n + 1) premiers u,, et remarquant que la somme des

premiers ¢, est égale a 971Y 3 1a relation
" dt
t
(8) y’c,,:yc;—k/ puny det.
J e

Alors si la solution y existe dans le domaine D, borné, elle y est con-
tinue et par suite bornée en module, ainsi que p(¢). D’autre part si g,
est uniformément convergente dans D,, «, tend uniformément vers
zéro, et de méme le dernier terme de (8). Donc d’apres (8), y estdans
ces conditions la limite de o,.

C’est ainsi que nous sommes amené a considérer a prior: la série

0= Z u, et a étudier sa convergence.
n=0
Or en appelant M la borne supérieure du module de p(¢) et lune
limite supérieure de la longueur du chemin d’intégration, on voit
< Mnr [2n
=(an)!

i
ch (M2 l) . Elle est donc absolument et uniformément convergente dansD,,.

que |u,| est et que par suite la série ¢ admet pour majorante

Comme ses termes sont des fonctions holomorphes dans D, elle repré-
sente elle-méme dans D, d’apres un théoréeme connu (Goursar, Cours
d’ Analy se, t. 11, Chap. XVII, p. 266) que nous appellerons théoreme a.,
une fonction holomorphe a(t), dérivable terme a terme indéfiniment qui
est donc l'intégrale cherchée.

Remarque. — Cette conclusion est encore vrate dans le domaine réel,
car la série X¢,, obtenue en dérivant ¢ terme a terme, est aussi unifor-
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mément convergente et méme absolument [ayant pour majorante de la
série de ses modules la dérivée de ch (M%lﬂ de méme que la série 2y,
(égale a p < @), et par conséquent d’aprés un autre théoréme connu
(Goursar, t. I, Chap. III, p. 409) que nous appellerons théoreme 8,
les sommes de ces deux séries dérivées sont bien les dérivées premiére
et seconde de la fonction o(¢).

8. Cas du premier ordre. — Etant données I'équation ¢'= p ()9, et

©

sa solution ¢ représentée par ¢ E u,, ou ¢ est une constante arbitraire,

n=0

et ou u,, u, sont respectivement 1 et/ pu,_, dt, il est intéressant de

noter en passant qne ce developpement synthetrque redonne bien I'in-

fpdt

tégrale ¢ sous la forme connue ce’s” , c’est-a-dire ce¢™. Il suffit pour
[ p / R . .
cela de vérifier que w, est égal a —- En effet admettons qu’on ait

(en désignant par |n— 2 la factorielle # — 2‘.>

et Up_y = T——————;

montrons alors que cette loi qui se vérifie immédiatement pour u, est

dn Ou /pun_, dt
est égal a '

Un_s /dt—/u;_,Xu,dt ou a u,,_.u,——/pun_gXu.dt,
Jp .

c’est-a-dire a

vraie aussi pour le rang n.

Or

n

IZ 1
u —f lf_ ou encore a |nu—‘—1 —(n—1) [ p>}ua_,dt.

u:’ , . u®
p, 1
-———l———(n— 1)u,, c’est-A-dire & b

|n

Donc u, est égal a

C. Q. F. D,
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9. Cas général. — SoitI'équation linéaire d’ordre m

dm? B i=m . dm_icP
(9) T = i)

=1

qui admet manifestement pour solution formelle ¢ le développement

synthétique Z u,(r), dontle premier terme est un polynone arbitraire

n=0
de degré (m — 1) en ¢ contenant m constantes arbitraires ¢, et dont le
terme général u, est égal a

1=m

/azsmmembmomw
Ly

=1

Or ce développement y est absolument et uniformément convergent

(et dérivable terme a terme) dans D,; en effet M étant la borne supé-
rieure des modules des coefficients p;(¢) dans le domaine D, (cons-
truit suivant le procédé dun® 4), P celle des modules du polynome u,
et de ses (m —1) dérivées, [ uue limite supérieure de la longueur s ()
du chemin d’intégration 1.,; une évaluation directe montre immédiate-
ment que |u, | est inférieur a MP% et que d'une maniere générale | u, |

est inférieur a
lp'n—i

M)

étant m—+ (n—1) si L<tretm>xnsiL>1.0rla
série majorante S ainsi obtenue est convergente (le rapportd’un terme

I'exposant u.,_,
au précédent tend vers zéro pour n=x).

Donc la série 2w, est absolument et uniformément convergente
dans D_; en vertu du théoreme o, elle représente bien dans ces condi-
tions une fonction holomorphe dans tout le domaine D, des coefficients p,
et est la solution générale de I’équation [les mn constantes arbitraires c,
étant les valeurs de la solution ¢ et de ses (m — 1) premiéres dérivées

quand ¢ est a 'origine a de I'arc L, ].
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Remarque. — Dans le domaine réel, la solution est encore repré-
sentée par la série Xu,, car les séries qu'on en déduit par dérivation
terme a terme sont aussi uniformément (et absolument) convergentes
(ayant pour majorantes les dérivées respectivement de méme ordrede
la majorante S, et par suite le théoréme [ s’applique.

Conclusion. — On a ainsi démontré d’un coup ’existence des inté-
grales et la fixité de leurs points singuliers, en méme temps qu’on a
une représentation explicite de ces intégrales.

En outre les constantes ¢, entrant au premier degré dans le dévelop-
pement synthétique ¢, il en résulte immédiatement que [’intégrale
générale est une combinaison lLinéaire et homogene de m solutions
linéairement indépendantes.

Ainsi sont réobtenues sans effort les propriétés fondamentales des
équations linéaires. (Rappelons qu'un systeme d’équations linéaires
simultanées peut toujours étre ramené a une équation différentielle
linéaire unique.)

Complétons cet exposé rapide par Uétude des intégrales au woi-
stnage d’un point singulier.

10. Turortme pE Fucas. — Voyonsmaintenant lafacon dont se com-
porte la solution () quand ¢ s’approche d’un point singulier 9 des
coefficients p,. Supposons que 6 soit un pole pour ces coefficients,
d’ordre ), pour p,(k=1, 2, ..., m) (quelques-uns des nombres %,
pouvant d’ailleurs étre o); il existe donc un certain cercle R, de

centre 0, a I'intérieur duquel tous les coefficients peuvent étre repré-
sentés par des expressions de la forme suivante :

br(t—0)+...
pk_—_—a"+ gf—ﬁ)*)k—,_ ’ avec ax2o (k=1,2,...,m),

ou le numérateur est une série entiere convergente.
Pour connaitrel’allure des solutions quand ¢ reste dansle domaine R,
il est naturel de remplacer, dans lasérie o, quireprésente les solutions,
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les coefficients p, parles développements précédents. Cette substitu
tion ne sera légitime que si ¢ ne peat pas sortir de R; nous suppose-
rons donc que ¢, est a I'intérieur de R, ainsi que le chemin d’intégra-
tion C tout entier. [Si le point initial ¢, ne remplissait pas cette
condition, on le remplacerait par un autre ¢,. intérieur a R, pour
lequel on calculerait les nouvelles valeurs initiales de I'intégrale o(¢)
etdeses dérivées]. Ordonnons en méme temps le polynome «, suivant
les puissances croissantes de (¢t — 0), ainsi que ses dérivées D" u,,
D™ %u,, ..., " Fuy, ..., Du,.

On voit que les différents termes de ¢, savoir

"I e+ b (=8
u’—_—-\/‘ [ (.t.__()y\. D luo—i‘--.

ax—+ bi(t—8)4...
d ’(fi — e)x)k D™ Fuy+. . .]dt’”,

e ay+b (t—0) ...
un_/[ = D™u, +...

ak+bk(t—9)+... — m
t =y Dm—*fy, +...|dt

—+

sont des quantités formées avec les puissances de (¢—1¥8), de ;—L—Q
et avec des logarithmes.

En raison de la convergence absolue, on peut réunir ensemble les

A . I .
termes contenant une méme puissance de (¢ —0) ou de 7— et obtenir

ainsi une série ordonnée suivant les puissances positives et négatives
de (t—10) (avec des coefficients contenant des logarithmes), et repré-
sentant I'intégrale générale dans tout le cercle de convergence R com-
mun aux coefficients p,.

Nous allons alors prouver avec une facilité extréme le théoreme
suivant :

TuEorkME DE Fucns. — Pour que ce développement — walable pour
TOUTES les solutions dans le cercle R — soit limité du coté des puissances
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régatives, il faut et il suffit que chaque nombre satisfasse & la condi-
gion \Si(i=1,2,...,m).

On dit alors que toutes les solutions sont réguliéres au voisinage du
point §. — En effet supposons qu’un au moins des nombres %, A, par
exemple, ne satisfasse pas a cette condition. On a done A, > r. Soit &,
le plus grand des nombres &,.

Dans l'expression générale du terme u«,, il figure un terme de la

forme
o dgm
I, = —
! / (t— B

a un coefficient numérique prés. Et comme on a par hypothese
M2\ >r, il figurera dans u, un terme en

I __/‘m dim 1
) =y (=’

c’est-a-dire de la forme

m dt"l’
e I SR R

Puis de méme dans u, figurera un terme en

I __/m dtm 1
=) (e—o t—opr’

¢’est-a-dire de la forme

L= [ 2 > e
= m’ avec k> My
et ainsi de suite.

Puisque nous considérons toutes les solutions de l'équation, les
m constantes d’intégration ¢,, c,, ..., ¢,._, sont susceptibles de prendre
tous les systemes de valeurs possibles. Nous sommes done sur qu’il
existe une tnfinité de systemes de valeurs de ces m constantes pour
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lesquels tous les termes «,, u,, ..., «,, ... contiennent bien effective-
ment les expressions I,, I,, ... (méme s’il pouvait arriver que, pour
certains de ces systémes satisfaisant a des conditions particulieres, ces
expressions I,, 1,, ... disparaissent des termes successifs u,, u,, ...).

Or, ces expressions I, I,, I, ..., etc. contiennent, sous le signe f,

o 1 N . .
la quantlte py— ades puissances constamment croissantes
)\k<)\kl<)\k,<" .

Par conséquent, a partir d'un certain terme (correspondant a une valeur
finie de »), tous les termes suivants w,,,, %,,,, ... contiendront -—0
en facteur a des puissances croissantes. Le développement ne sera donc
pas limité du coté des puissances négatives de (¢ —6).

La condition ,,=i(¢=1, 2, ..., m) est donc bien nécessaire pour
que toutes les solutlons soient réguliéres; et elle est d’ailleurs évidem-
ment suffisante. C. Q. F. D.

11. Généralisation. -—— Sila condition ;57 n’est pas satisfaite pour
toutes les valeurs i=1, 2, ..., m, on vient de voir qu’il ne peut
exister m solutions linéairementindépendantes, réguliéres au voisinage
du point singualier 8. Cherchons s’il peuty en avoirun nombre moindre,
par exemple (m — A).

Par analogie avec le cas précédent, résolvons I’équation différentielle
donnée (9) par rapport a la dérivée d’ordre (m — h)

P

m=h oy — _l_ Mgy A Tym—d . Pr—y pym—hts . Phtt ym—h—1 —_

D (?——P/LD ® P;,D ©—... ——PhD © —_P/,D P —..e
Pm [ Pn
P Do — P,

Posons, pour plus de symétrie, — 1==p,, en sorte que le coefficient

de D™ ¢ devienne — g—‘/’l Puis, pour simplifier, posons

I .
m="=(=o0,1,..., h—1,h+41, ..., m—1,m).

THESE POMEY 3
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Si nous appelons y, 'ordre du péle § pour le coefficient T, (1; pou-
vant d’ailleurs étre nul ou négatif pour certaines valeurs de ¢) et sinous
continuons a désigner par A, I'ordre du péle 6 pour p,) nous aurons

i= )\i‘_ )‘}t'

Considérons maintenant la série suivante X, qui est formée d’une

@®

fagon analogue a E u,, mais en remplacant les intégrales m-uples
0

par des intégrales d’ordre (m — £),

Y=0g+ Vit et Vnteee,

v, étant un polynome entier en (t—t,) de degré (m — /A —1) a coeffi-
cients arbitraires, et chaque terme s’exprimant en fonction du précé-
dent par la formule de récurrence

—h

m
Vn::—-/ [WGD’"V,,_f—%—thDm—'V”_l ...

+ mp_ DA, T s DZ:.__{I—I e e T On_y ] dem=+h,

Cette série est visiblement une solution formelle de I'équation.
Admettons qu’elle soit absolument convergente, pour des valeurs de ¢
voisines de 0, de telle sorte qu’on puisse reprendre un raisonnement

analogue a celui de tout a 'heure. Je vais 'indiquer tres briévement :
m—h _
dtm h

v, contiendra en général des termes de la forme f = qui, subs.

titués dans v,, donneront des termes de la forme

m—h ao 1 a, . 1 .
A e e R e e R

a

I
+ (t——Q)’z'(t—Q)’ﬁ—h—, +. "]dtm h’

oua,,a,, ..., a;sont des coefficients numériques. Etainsi de suite.
On voit donc que si ces ditférents termes ne disparaissent pas (par
suite de valeurs particuliéres des coefficients du polynome v,), et si

I'un des nombres (,, %, ..., k,, soit &, par exemple, vérifie I'inégalité



%+ h—i>o0, la série T contiendra des puissances constamment

. 1
crolissantes de -t

Par conséquent inversement, pour que la solution représentée
par X soit réguliere, il faut que la condition suivante soit satisfaite pour
toutes les valeurs de ¢

w,+h—iZo, c’est-a-dire (A— ) +h—iZo.

D’ailleurs X est la combinaison linéaire de (m — /) solutions parti-
culiéres qu’on obtient en annulant tous les coeflicients du polynome ¢,
sauf un, et qui sont linéairement indépendantes, comme on le voit
aisément.

Conclusion. — Ainsi de cet examen il ressort finalement ceci :

St (M—h) est le plus grand des nombres algébriques (), — 1),
autrement dit si l'on a

MNEi+ (dp—h) pour {==0,1,2, ..., m,

et si le développement correspondant % [ formé auw moyen d’inté-

grales (m— h)-uples| est absolument convergent <de telle sorte qu’on
. . . . 1 v
putisse U'ordonner suivant les puissances crotssantes de ~— (W vousinage

du point singulier 9), (lexiste (m — h) solutions indépendantes qui sont

REGULIERES aiwr environs du point 6.

Bien entendu si, parmiles nombres (A, — i), il y en a plusieurs qui
ont la valeur maxima (A, — &), il est toujours permis de choisir celui
pour lequel le rang 4 a la plus petite valeur et pour lequel par consé-
quent (m — h) a la plus grande valeur.

Remarquons qu’en faisant /= o, on retombe sur la condition },=¢
énoncée au paragraphe précédent pourle cas de m intégrales indépen-
dantes réguliéres. C’est a ce point de vue que les nouvelles conditions



apparaissent comme une généralisation de celles du théoréme de
Fuchs.

IV. — Equations intégro-différentielles linéaires a plusieurs variables.

A. — Théoreme d’existence et représentation des solutions
dans tout le domaine (Dg, D).

12. Ici le polynome P de I'équation (1) sera une fonction linéaire
rittg(te),

ot v, ’
intégro-différentielle linéaire peut donc s’écrire d’'une maniére géné-
rale (en supposant, pour simplifier, que dans chaque intégrale mul-
tiple tous les chemins d’intégration ont méme origine x, ou y,)

de I'inconnue ¢ (tv) et de ses dérivées partielles I'équation

re=rg=

” P Y ! 0t o(t)
0 gl =)+ [ A [ B Ko aye Tt a
i, L atr o1

ru =0

Forme de la solution. — Elle a manifestement pour solution formelle
la série
o (2y) zz ua(2y),
n=20

dont les différents termes sont

s w (y)=[f(@y), -

onthu, (tV)

m p M9
2: N T U\ g e
( un(.ﬁb‘)/) :/ dtmf Kr‘ ‘h(xy t€> 37 0ot dy s ceey
Ly L

Y r;,[],:()

(2)

et (qui rentre dans la forme générale indiquée au paragraphe 2.

Convergence. — Nous allons étudier la convergence de cette série

en supposant spécialement que l'ordre d’intégration (m + p) est supérieur
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a Uordre maximum de dérication r + ¢ (comme cela a lieu dans une
équation différentielle ordinaire (*). Dans ce cas, ’équation (1) sera
dite normale. Cette étude va nous conduire alors au théoréeme sui-
vant :

THEOREME. — Si m + p >r—+ g, U’équation intégro-différentielle nor-
male (1) admet une solution ¢(xy), qui est : 1° holomorphe dans toute
région intérieure au domaine d’holomorphie (D,, D,) des coefficients;
2° représentable dans tout ce domaine (*) (c’est-a-dire dans la totalité de D,
et D,, sauf sur les frontiécres C, et T'y) par l'unique développement synthé-
ligue

o

D walay),

n=0

qui y est absolument et uniformément convergent.

Pour la clarté de I’exposition, nous effectuerons la démonstration
arag(te)
ox” dve
Les raisonnements et résultats correspondants s’étendent immédiate-

avec un polynome P réduit a un terme unique K(xzytv)

ment, comme il est facile de s’en rendre compte, au cas général (et
a un nombre quelconque de variables).
Soit donc I'équation

(1 bis) ?(wy)r—f(xy)+f dtmf K (zy 1) d+q?<t”)d ?,

ot 0ve

et le développement en série

oo

2(zy) = D un(ey),

0

(') Plus loin, nous indiquerons le résultat auquel nous sommes parvenus en supposant
m4-p=r-+gq.

(*) Sans qu’aucune opération de prolongement (par cheminement ou aulrement) soit
nécessaire.



dont les divers termes sont

w(zy)=[f(®Yy)y  ens
(2 blS) n—l(“}
un(xy)__/ dt"‘/ K(z) w) ST dv",

Cela posé, le principe de la méthode que nous allons employer
consiste a montrer qu’'on peut trouver une série numérique conver-
gente, dont chaque terme soit supérieur au module du terme «, de
méme rang dans un certain domaine; dans celui-ci, la série Xu, sera
donc uNIFORMEMENT (et absolument) convergente et, par suite, représen-
tera — en vertu du théoreme classique o (n°7) — une fonction holo-
morphe et dérivable terme a terme ; cette fonction sera donc bien effective-
ment une solution ¢ (zy) de I'équation donnée.

Lia démonstration va reposer sur quelques propositions, que nous
commencerons par établir a titre de lemmes préliminaires :

13. Lemme I. — Cherchons d’abord une limite supérieure U, (xy)
de |u,(xy)|. Pour n=o0, nous possédons une telle limite supérieure
U,(xy) du module du premier terme w«,(xy), limite supérieure qui est
valable dans tout le domaine D,, D ;
de | f(xy)| dans le domaine borné et complet (D,, D,), ou f(xy) est
holomorphe

(3) |ua(zy) | S pp = U (ay).

c’est la borne supérieure w

Par conséquent, pour pouvoir déterminer une limite supérieure
U, (xy), il nous suffit de savoir la définir par récurrence, comme nous,
allons le faire ci-apres, en fonction de la limite supérieure U, _ (xy)
supposée connue pour certaines valeurs de x et y.

Pour cela, considérons la borne supérieure M de |K (xytv)| dans
(D, D,) et, remplacant dans (2 bis) les fonctions par leurs modules,
nous aurons

(4) ()| e / | s
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otau, (tv)
atr dv?

exprimant cette dérivée au moyen de la formule fondamentale de

Calculons une limite supérieure du module de y en

Cauchy,

0rtu, (tv) rlgqg!

- unq(%za Cn)an
(5) atrdvd (27:;')2/C"dz"/m(zn—t)’“(qn——v)ﬁ-q’

dans laquelle z, et {, sont les points courants sur deux contours G,

etI', que nous faisons correspondre 'un au point ¢, 'autre au point ¢;
ces contours peuvent &tre choisis a volonté, sans que I'emploi de la
formule (5) cesse d’étre légitime, pourvu seulement qu’ils satisfassent
a la double condition suicante A, savoir : 1° que le point ¢ soit intérieur
a C, et vintérieur a I',; 2° que G, et [, soient tout entiers intéricurs res-
pectivement aux domaines D, et D, ou w,_,(tv) est bien holomorphe
enraison des hypothéses faites sur I'holomorphie des coefficients f{xy)
et K (&y tv) dans ces domaines.

Pour rappeler constamment a l'esprit la sujétion 1°, qui lie G, a ¢
et', & v, nous désignerons souvent par C, et I", ces contours attachés
atetiav,etparz,, [ les variables z, et {,.

Si ces conditions A sont réalisées, on déduit de (5), en y remplacant
les diverses quantités par lears modules,

09 u,_,(t0)
atr ded

SRALLEY PRy EIMEASI P
:(2,”)2-% n r:\zz_t‘rﬂxltz_vlqﬂ

(6)

Si en outre la limite supérieure U,_, (r,y) — connue, par hypothése,
pour certaines valeurs x, y — satisfait a la condition B, savoir : d’étre
aussi valable quand x et » viennent en z et on pourra remplacer
|u,_,(5,5.)| par sa limite supérieure U,_, (z,, C.), ce qui donnera

ortiu, (1)
ot 0v?

(7)

gl | dat,| | dgs|
< t7v n
S Gy e el B

| .
. clt. n

v
n

ou, en appelant Y, et ¥, ces deux dernieres intégrales et a la cons-
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tante

)

rlgl
27i)?

—~

0+ u, ,(tv)
ot dv?

SaU, (5,8) vayn

(8)

En tenant compte de ce résultat, la relation (4) devient finalement
m P
9wl |<aM [ dep [0, (£8) il do =W ().
Ly Ly

Donc si les conditions A et B — que nous appellerons cONDITIONS DE VALI-
DITE D’ORDRE 72 OU CONDITIONS 1™ — sont salisfailes, il sera permis de
prendre pour U,(xy) toute fonction qu’on voudra, dont la valeur soit au
moins égale au second membre W, (xy) de la relation (9).

Nous pouvons résumer tout ceci dans ce lemme, qui définit bien,
comme nous I’avions annoncé, une limite supérieure U, (xy) par récur-
renee [ au moyen de (9) | en fonction de U,_, (ay).

Toute fonction U, (xy) ayant une valeur Z W, (xy) est valable en tant que
limite supérieure de | u,(xy)| pour tous les points x, y qui — moyennant un
choix convenable des chemins d’intégration et des contours C,, T, — satis-

font aux CONDITIONS R'™® SUIVANTES :

A. A tout point x out (y ouv) de L, (del.,) correspond un des contours
C,(T,) considérés qui entoure ce point et qui en méme temps soil entiére-
ment intérieur a D, (a D,);

B. La fonction connue U,_, (3., () est valable, en tant que limite supé-
rieure de | u,_,(3,, )|, pour tous les points z, et C, de tous les conlours
C, et T, attachés a tous les points t de L, et v de Ly; autrement dit, les

CONDITIONS (n—1)imes sont satisfaites aux points 3., et (.

14. Expression explicite de ces conditions de validité d’ordre n. —
Celles-ci viennent d’étre formulées seulement sous une forme récur-
rente au moyen des conditions analogues d’ordre (n—1). Expli-
citons-les completement en remontant de proche en proche jus-
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qu’a U, (xy), qui est connue et égale a . [(équation (3)] pour tous les
points x, y de D, D, :

D’aprés la loi récurrente qui sert a les définir, les condi-
tions (n— 1)mes exigdes (par la sujétion B des conditions n'*™* du
lemme ) relativement & z! et {’, impliquent & leur tour cette double
condition que : A. i tout point 2z, (ou {’) — quelle que soit sa position
sur G (et ") et celle de ¢ (et ¢) surL, (et L,) — et d’'une maniére géné-
rale a tout point intermédiaire du chemin « auxiliaire » (') d’inté-
gration L, (et L), joignant x, a z, (y, a '), correspond un con-
tour G,_, (ouI',_,) qui entoure complétement ce point et qui en méme
temps est lui-méme entierement intérieur a D, (a D,); B. les condi-
tions (7 — 2)*™* sout satisfaites en tous les points z, , (et {,_,) de
chacun des contours C,_, (etI',_,) visés a I'instant.

n— n—1

Or, de méme, ces derniéres conditions (7 — 2)¥™* imposent :
A. a tout contour C,_, (oul, ,), entouraut un point quelconque z,_,
(ou ,_,) desdits contours C,_, et I',_,, ou entourant un point quel-
conque des chemins « auxiliaires » d’intégration qui aboutissent en
ces points z,_, et £, ,, d’étre intérieur & D, (ou & D,); B. & tous les
points z,_, et {,_, situés sur ces contours C,_, et I',_, de satisfaire aux

conditions (n— 3 )mes de validité.

n—3

Etainside suite, jusqu’a ce qu’on arrive, en diminuant constamment
Iordre de ces conditions de validité, & des points z, et £, qui seront
les points courants sur certains contours analogues C, et I'; et qui
devront satisfaire aux conditions premieres de validité, c’est-a-dire
que z, et {, devront — en vertu de la sujétion A, que comportent ces
conditions premiéres — pouvoir étre entourés (ainsi d’ailleurs que
tous les points des chemins « auxiliaires » d’intégration aboutissant
a ces points z,, {,) de contours C, et I, qui soient intérieurs 2 D, et

(') Lépithéte « auxiliaire » a pour but de distinguer ces chemins, nécessités unique-
ment par le mode de démonstration, des chemins Ly et Ly, qui fonl partie des données
mémes de Ja question, et qui, pour cette raison, méritent d’étre appelés « principaux ».

THESE POMEY ¢
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a D,. Quant a la sujétion B, elle sera alors satisfaite d’elle-méme en
méme temps que A, car U, (xy) — c’est-a-dire . — est valable en tous
les points de D, D,,, donc notamment aux points z, et {, des contours
C, et I',, du moment que la condition A est remplie.

I’ensemble des conditions ainsi énumérées forme donc les condi-

tions de validité d’ordre 7.

15. Exprimons-les sous une forme plus simple qui permettra de
s’assurer facilement qu’elles sont bien remplies; dans ce but, introdui-

sons la notion suivante :

Chaine d’ordre n ou niéme. — Il résulte entre autres choses des lignes
précédentes qu’on doit entourer: 1° chaque point ¢ (et ¢) du chemin L,
(etde L,) d’un contour C (et I'V); 2° chaque point z, (et {,) apparte-
nant a ce contour C, (et I"), & son tour d’un contour C,_, (et I',_,);
3° chaque point z,_, (et {,_,), appartenant & chacun de ces derniers
contours C,_, (et I',_,), d'un nouveau contour C,_, (et I',_,), ..., et
ainsi de suite; n° enfin chaque point z, (et {,), appartenant &
chacun des contours C, (et I'}), qui viennent immédiatement avant,
d™un contour C, (et',).

Tous ces contours, ainsi déduits les uns des autres a partir d’un
point déterminé ¢ (et v), seront dits former une chaine n¢™¢ ou d’ordre n

attachée au pontt (et v), qu'on désignera par le symbole y, (et y.).

Autre expression des conditions n*"e du lemme 1. — Avec cette termi-

nologie, les conditions n*émes de validité dulemme I s’expriment ainsi:

1l faut que :

1° La chaine néme ! (ou y,) attachée a chaque point t (et v) du chemin
« principal » L, (et L) soit a Uintérieur de D, (de D,);

2° Les contours, formant les chaines d’ordre IFERIEUR & 1 qui sont alla-
chés, comme on a dit, aux différents points de tous les chemins « auxi-

liaires » d’intégration (chemins joignant x, et y, auxr dicers points des



contours de la chaine vy’ (et dey.), soient également a ’intérieur de D,
(etdeD,).

Remarque. — Pour nous assurer que les chemins « auxiliaires »
satisfont bien a la partie 2° des conditions n'*™*, nous les choisirons de
telle facon que, sile point terminal d'un tel chemin auxiliaire y satis-
fait, tous les autres points intermédiaires de ce méme chemin y satis-
fassent ipso facto.

La vérification de la partie 1° des conditions de validité — relative
a la chaine y, — entrainera donc forcément avec elle celle de la
partie 2°, relative aux chemins auxiliaires. Des chemins auxiliaires
ainsi choisis seront dits satisfaire a la condition des chemins auxiliaires.

Un pareil choix sera possible d’une infinité de manieéres, en raison
de ce que les chaines partielles attachées aux points des chemins auxi-
liaires sont d’ordre inférieur a n. Cette indétermination permettra
éventuellement de choisir de tels chemins « auxiliaires » satisfaisant
en meme temps a d’autres conditions (woir p. 4o).

Indiquons maintenant une définition particuliérement simple des
contours C,, I', et des chemins d’intégration, qui permet de remplir
les conditions de validité et qui suffit pour démontrer la premiére
partie du théoréme annoncé.

16. Choix des contours C,, I',. — Prenons pour contour C, (oul')),
relatif & un point quelconque ¢ (ou ¢) donné dans le plan des x (ou
des y), un cercle entourant ce point ¢ (ou ¢) de telle facon que la plus
courte distance a ce cercle du point ¢ (ou ¢) — situé a son intérieur —
soit une constante 6,; celle-ci sera fonction seuiement du rang » (fone-
tion dont nous n’aurons besoin de préciser la nature que plus tard) et
devra étre le terme général d’une série convergente ayant pour somme
la constante positive arbitrairement petite .

v=n

Nous appellerons ¢, la somme E 6, des n premiers termes de cette
. t

v=1
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série; on aura
lim ¢, =c¢.

(=<0

En outre, dans une premiére méthode () (destinée a établir unique-
ment la partie 1° du théoréme annoncé), prenons pour centre de ce
cercle le point fixe x, (et y,).

Les contours C, et I', ainsi définis dépendent a la fois de I'entier n et
de la position du point ¢ ou ¢ auquel ils sont attachés.

Ils méritent done pleinement d’étre désignés par la notation G, I').

Ils sont complétement déterminés. Leurs rayons respectifs R et R,
sont

(10) Ri,= t— x|+ 0y, R, =|¢— |+

Choix des chemins d’'intégration. — Dans cette premiére méthode,
nous prendrons pour chemin d’intégration (principal ou auxiliaire) L,,
reliant ., a un point quelconque t de D,, le segment de droite qui joint x,
at (etde méme, quel que soit ¢, nous prendrons comme chemin L,
dans D, le segment de droite joignant y, a ¢).

17. Lemue II. — Cherchons dans quels domaines doivent étre
situés les points x, y pour satisfaire aux conditions de validité lorsque
les contours C,, I', et les chemins d’intégration sont définis comme au
numéro précédent (n° 16).

Il est évident, d’apres ces définitions, que la condition des chemins
auxiliaires (formulée dans la Remarque du n® 18) est toujours satis-
faite. Donc les conditions de validité, prises sous la seconde forme
(n°18), seront vérifiées entierement si elles le sont en ce qui concerne
leur premiere partie (sujétion 1°).

(') Plus loin, dans une seconde méthode qui servira a démontrer plus spécialement la
partie 2° du théoréme, nous prendrons pour centre le point ¢ (et ¢) lui-méme. On voit par
la que la position exacte des centres des cercles n’intervient dans la question que d’une
maniére un peu secondaire.



Occupons-nous donc de celle-ci. Or chacun des cercles concen-
triques C,, C,_,, ..., G, de la chaine y, d’ordre » attachée au point ¢
est entiérement intérieur au suivant; le plus grand d’entre eux (c’est-
a-dire le dernier G,) a un rayon égal a |t — x|+ ¢,; appelons-le E._,.

En passant a la limite, on voit que tous les cercles de la chaine ¥
sont — quel que soit n — intérieurs au cercle E. (limite de E!
pour n =), qui a pour centre .r, et pour rayon |t —ux,|+¢(').

Donc on sera sur que les conditions de validité de tous les ordres
sont bien remplies (en ce qui concerne le plan des x), si, quel que
soit ¢ sur le chemin L, le cercle E’ est intérieur a D,, c’est-a-dire si
le plus grand de ces cercles, savoir E, est bien intérieur a D,.

Or le point x est a I'intérieur de ce cercle E et a une plus courte
distance de lui égale a la quantité arbitrairement petite ¢ ().

Done (le raisonnement étant le méme pour la variable y), on sera
sir que, moyennant les définitions de contours et de chemins données
au n° 46, les conditions de validité de tous les ordres sont remplies, si x
(et y) est intérieur au plus grand cercle d, (et d,) qu'on puisse tracer
avec x, (et y,) pour centre sans sortir de D, (de D).

Tel est le lemme 11 qui répond définitivement aux questions de nature
géométrique posées par les conditions de validité.

Nous allons continuer la détermination analytique de U, en suppo-
sant que x et y vérifient cette condition du lemme Il d’étre intérieurs
au domaine bicirculaire (d,, d ).

18. Détermination eflective de U,(xy). — Cette détermination
nécessite le calcul d’intégrales prises le long de L, et de L,. Appe-

(*) Ils sont d’ailleurs aussi tous extérieurs au cercle C4 (limite de Ci), qui a pour
centre z,, et qui passe par le point ¢. Ils sont donc tous dans la couronne comprise entre
les deux cercles concentriques E%, et C4,.

(?) Cest ici I’endroit ol apparait la nécessité d’avoir choisi comme constantes 0, des
quantités formaat une série convergente de somme &.
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lons désormais s(x) et s(y) les longueurs des lignes d’intégration
L, et L comptées I'une depuis x, jusqu’a x, 'autre de y, a y.

Pour simplifier, nous mettrons a I'occasion s a la place de s(t)

et s’ pour s(v), ¢ et v étant les variables d’intégration sur L, et L,. On
aura donc évidemment

|dt| = ds, |dv|=ds'.

m §{x) m P P
/ ]dt]"’:/ ds’":bn(l{f), f ldv[l’:s('y>.
Ly 0 . 1 p.

y

et

En particulier, L, et L, étant les chemins « auwiliaires » d’intégra-
tion, qui joignent respectivement .x, et ¥, a deux points quelconques
z, et £, des cercles C, et I',, les expressions s(z)) et s({) représente-

ront les longueurs de ces chemins tout entiers, de x, jusqu’a z, et
de y, a2 (,.

Cela posé, nous allons en procédant de proche en proche et faisant
successivement n=o, 1, 2, ... déterminer effectivement la fonction
U, (xy), qui a été définie par récurrence au lemme I comme ayant une
valeur au moins égale au second membre W, (.xy) de la relation (g).

Dans ce but, remarquons qu'on peut trouver pour les deux
intégrales v, et vy, figurant dans W, (.xy), des limites supéricures A, A,
qui sotent fonctions uniquement de o,, ¢ est-d-dire qui ne dépendent
pas de la positionde ¢ oude ¢ a I'intérieur de C/ ou del” autrement que
par la constante 6, (représentant, d’aprés la définition du n° 1, la plus
courte distance de ¢ et ¢ au cercle correspondant G, I7).

En effet, par exemple, si A désigne une constante supérieure au
périmetre d'un quelconque des contours C, et I', considérés (contours

qui sont intérieurs au domaine borné D,, D), on pourrait évidemment

A / A \ 1 . ..
prendre 3, = 5 6t A = s (et cela, méme sil’on avait choisi des con-

tours quelconques, non circulaires).

D’ailleurs nous verrons plus loin (lemme IIT) qu'on peut obtenir
aisément une meilleure approximation, lorsque les contours G, et I,
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sont des cercles, comme il a été supposé au n° 16. Mais pour le
moment, nous n'avons pas besoin des expressions mémes de A, et A’ ;

il nous suffit de savoir que ces quantités sont indépendantes des
variables ¢ et ¢.

19. Expressionde U,(xy). — Cela étant, pour n=o0, on a
Uo(zy) =

et, par suite, pour n =1, U, (xy) pourra étre définie par

. " P , sm(x) sP
(11) W,(x‘y)épaMA,Al/L‘ |dtl"‘V/L ldv‘l’:p.aMA,Al n’i! ]()"/>:U,(xy>
x y

20. Expression de U,(xy). « Relation des arcs ». — Puis pour
n=2, on aura de méme

(12)  Wy(xy) = aMAgA_/f \dt]’”f U, (5555) | dv|P

— p(aM)24,4,4) A / mfs":nf?) D gsr,  <Us(ay).

Nous avons besoin maintenant de connaitre I’expression (ou toutau

moins une limite supérieure) de s(z.) et s({;) en fonction de ¢ et o.

Relations des arcs. — Or nous allons montrer que d’une maniére
générale la définition adoptée au n° 16 pour les chemins « auxiliaires »
d’intégration L, L, entraine instantanément les relations suivantes,

que nous appellerons les RELATIONS DES ARcs, savoir :
(13) s(zh)=s(t)+ 3, s(&y)=1s(¢)+ 3y,

et qui ont lieu pour tous les points ¢, ¢ des chemins L,, L, et pour
toute valeur de 7.

Cela est immédiat; en effet, cette définitiou du n° 16 entraine la suite
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d’égalités évidentes que voici :
(14) s(zh) =|zhb—axo | =Ro=|t— 24| + Sp=1s(t) + 8n.

On aurait des égalités analogues avec s({.) dans le domaine D,
En vertu des égalités (13), ou l'on fait n =12, la relatlon (12)
devient

(15) {L(aM)ZA A, A' A,/‘[s l)+8 ]m ds™ /[S(V) +p3!2]1’dsm§U2<wy).

Y

2, . . . . ’ 1

Evaluons une limite supérieure de ces deux intégrales. On a, d’apreés
les relations convenues (n° 18) pour les longueurs des lignes d’inté-
gration

[l e

s(x) Sy—1 51 m
—/ dsm_ ,f dsm_s. f dszf ds, %85')—-9—5

Appelons I, [s(x)] cette intégrale m-uple. Calculons ces intégrales
superposées ; on a (en désienant au besoin les factorielles par la nota-
perp ) 3 p

tion commode I )

s‘<5—|—-62)mds_ (S—I—82>'”+’ s:sl< (.Y|+82)m+|
m 41! =0 m 41!

f f“(s+8 o)™ ds

m+2 7] 51=5 0, Ym+2
—f O
ZETi PO TE

D’une maniere générale, montrons que l'inégalité suivante est

)

générale

(16) L(s) < (sv+ 8a)mhv

m—+v!

Puisqu’elle est vraie pour v=1 et 2, il n’y a qu’a la supposer
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encore vraie pour v et a faire la preuve pour (v i)

Sv4a Si+1 v+8 m+v
Iv+|(-‘>')v+|:/ v<3v>d5v</ j*——>—— dsy
/0

0 m -+ v!

- (3v+a2)m+v+' Sy 41 (Sv+|—!—32>’"+"+'.
- |m+v—+—1 (m—+v—+1)!

§ =0

Cela étant, on aura done a fortiori, en remplacant 8, par la somme
N
(8,+38,) ous,,

/ [S(t>—|—o ]m ds™ __[m[s(x>]< [9(122_‘”;)8!2]2m < [5(122:;;!2]2’”,
[ (V) +oa)rdst _ [s(y)+8:22 _ [s(y) +ea]”
fl, Pl S Gpt S ()

Nous ne ferons donc qu'augmenter le premier membre de (15) eny
remplacant les deux intégrales par ces deux limites supérieures et par

suite nous pourrons prendre pour U,(wxy) la fonction qui en
résulte :

1 xy)=w(aM)? ! ls(x>+€2|2m [S(J’)—*_Ez]“’.
( 7) U2( .))_'(( \1) A4A2A1A2 (2,”)! (2]))!

Et ainsi de suite.

21. Expression de U,(xy). — D’une maniére générale, admettons
que la fonction U,_, (xy) soit

(18) Uni (@) = p(ad)"= 4 A8y <8
< [s(x) + ep_, Jrm0m o [s(y) +eni ] 0p
[(n—1)m =

comme cela a lieu par exemple pour U,.
Démontrons que pour la valeur suivante de I'indice, n augmentant

d’une unité, nous pourrons aussi prendre pour U,(x) ) une expression
de méme forme, savoir

(19)  Un(wy) = p(aM)ma,.. . A, >< A, ... A, > [“‘(x()n:;"]"” [SOE)n;r) !En]"",

THESE POMLY 5
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En effet, pour déterminer la fonction U,(xy) nous devons rem-
placer, dans le second membre de (9), U,_, (z,£,) parsa valeur déduite
de (18); nous devons donc, dans (18), faire x =z, y = {,, puis y rem-
placer s(z,) et s({,) par leurs expressions (13), ce qui donne

Up_i(2.G) = p(aM)» 1AL LA, AL LA

[s(t) + 8.+ e/,,,|](n-—|)m [s(v) + 93, + 6”_'](n—~l)lp
[(n—1)m]! [(n—1)p!

Substituons encore a la somme (8,+¢,,) son expression ¢,
[formule (3)] et portons dans (g9); il vient

(20) W, (ry)Su(aM)?A . A, A4 ... A

II 1 n

en (n—1)m
s [ e [

(n—l)m L l(n 1

Or on a ici, comme dans le cas de U,(‘zy),

"5 o) f"‘"‘<s+e Jr-omdsm_ [5(z) + el

A |(n—-—r)m (n—r1)m (nm)!

L’autre intégrale de (20) conduit a une inégalité analogue. En
tenant compte de ces inégalités dans (20), le second membre de (20)
devient identique a ceiui de (19).

Conclusion. — Puisque le lemme I exige simplement de la fonction
cherchée U,(xy) qu’elle ait une valeur supérieure ou au moins égale a
W, (xy), nous avons bien le droit d’adopter pour U,(xy) le second
membre de (19).

Nota. — Observons que c’est grace aux relations des arcs (13), que
les factorielles ‘(n —1)m et |(n— 1) p, figurant au dénominateur de

U,_,(xy), setransforment, dans U,(xy), en (nm)! et (np)!. Or ces fac-
torielles vont jouer maintenant un réle essentiel pour contre-balancer

le produit des A, et ' et assurer ainsi la convergence de la série
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XU, (xy). Comme d'ailleurs la possibilité de satisfaire a ces conditions
des arcs est due elle-méme a ce que les contours C; et I, sont variables
avec t et ¢, on voit en derniere analyse que c’est en grande partie de
cette propriété des contours que va découler d’'une maniére simple la
démonstration de la convergence.

Convergence de la série majorante £U, (zy).

22. Le moment est venu, pour étudier cette convergence, de cal-
culer les quantités A,, A qui figurent dans I'expression (19) adoptée
pour U, (xy).

C’est au n° 18 que nous avons défini ces symboles A, et A comme
limites supérieures des deux intégrales

)

= C_lda] = | 455 |

n ./ChIZ;——tlr-ﬂ n . F;ICZ—‘)I(I+'
qui figurent dans la relation (7), mais sous la condition que ces limites
supérieures soient fonctions uniquement de la plus courte distance, 8"
du point ¢ (ou ¢) au contour C, (ouI')), qui I'entoure.

. Nous prendrons pour A, la valeur fournie par la proposition suivante
(et pour A une valeur analogue) :

Lemume III. — Le contour C, étant circulaire, I’intégrale v’ admet pour

. . 2T . .. e

limite supérieure la constante —> quels que soient la position de t a U’inté-
P 5 q q P

rieur du cercle C. et le rayon de celui-ci.

Démontrons qu’on a toujours dans ce cas

YaS A=+

n— 8:

En effet :

1° Si ¢ est le centre de C,, |z, — t| est égal a J, et Y, a bien pour
27

valeur %--
A
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2° Si ¢ n’est pas au centre, |z, — | est 28,, donc on a visiblement

= “n?

en posant
| dz, |

Ch(zfl_t’z '

T=

Le point ¢ étant un point quelconque supposé fixe a I'intérieur du
cercle également fixe C., appelons p la distance de ¢ au point z, variable
sur G/, et do I'élément d’arc compté sur C, a partir d’'une origine fixe
avec le sens positif de circulation convenu une fois pour toutes. L’in-

tégrale ¥ peut s’écrire
de

= —

2
ot P

¢ 27 .
Donc pour montrer.que ¥, est < 7 il suffit de prouver que y
est < %—ﬂ
Or soient R le rayon de C!, % la distance R— 8, du centre au point ¢,

¢ I'angle du rayon fize passant par t avec le rayon aboutissant au point
variable z,. Alors p est égal a

\//22—|—R2—— 2hRcose
oua

V(h*+R2) (1 — g cosp),

i+ Par suite, d étant égal & Rdg,

—‘_g:—- Q'N*ﬂ-—.
T= %7, , 1—gcosyp

en désignant par g la quantité

on a

On sait (') que cette derniére intégrale a pour valeur \/,icgz’
, . 4 am(h?+ R?) am(h?+R?) . N
c¢’est-a-dire R— %) (R+ /) ou encore S R —n) Puisque aR —1,

(') Legons d Algébre de Briot et Goursat, p. 523, 3°.
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est > R, on a donc bien

R om(h24R2) ox
TS RIRS,(R—35,) <5,

C. Q. F. D.

23. Choiz de 3,. — Cela posé, la quantité 8, fonction seulement de
I'entier n, doit étre, d’aprés sa définition du n® 16, le terme général
d’une série convergente de somme ¢. Nous pouvons donc prendre
pour 8, 'expression suivante, qui répond bien a ces conditions :

€

N I
Op = — X —»
w ne

o étant une constante arbitraire réelle > 1 et » la somme de la série
1
convergente E Pl
n=1

Pour cette valeur de ¢,, on aura, d’apres le lemme IlI,

w\"
A,=ox (——) ner,
S

De méme, pour obtenir la limite supérieure A, de v,, il suffit de

w\?
A=o2m <—> n*.
5

24. En substituant dans la formule (19) ces valeurs de A, et A, il

’ \
remplacer r par ¢, d’ou

vient
X‘I[ n
(22) Us(ay) = p(ntjrto) Sl
en posant pour simplifier
(23) Ko adgm (2) 7 [s(o) +eal () + el

Or on ne fera qu’accroitre le second membre de (22) enremplacant
d’une part au dénominateur les deux factorielles (nm)! et (np)! par les
quantités visiblement moindres (n!)™ et (n!)?; d’autre part, dans X,,



— 38 —

¢, par sa limite ¢, qui est plus grande; si I'on appelle X ce que devient
ainsi X, on aura (X étant donc indépendant de n),

(X)r

()"’

t=m—+p—o(r—+q).

(24) U (zy) < p
avec

Mais on peut faire en sorte que T soit positif; il n’y a qu’a choisir (*)
pour o« un des nombres qui vérifient simultanément ces deux intégra-

lités-ci (compatibles en vertu de I hypothése m +p>r+q) :

1< o<

r—+—q.

Le second membre de (24) est donc le terme général d’une série qui
est convergente quelles que soient les waleurs finies de s(x) et s(y)
(comme on le voit instantanément en appliquant, par exemple, la
regle de d’Alembert). Cela a licu notamment si I’on substitue a s(x)
et s(y) deux nombres fixes positifs / et I, qui soient supérieurs a toutes
les valeurs que s(x) et s(y) peuvent prendre, quand on donne aux
deux extrémités x et ) des chemins L, et L, toutes les positions pos-
sibles dans les domaines bornés D, et D,, leurs origines fixes x, et y,
étant elles-mémes choisies d’une maniére quelconque dans ces
domaines.

28. Conclusion. — Ainsi la série 2 U, (zy) et a fortiori Z|u,(xy)| est

dominée par une série numérique convergente (a termes indépendants de
xety).

La série E u,(xy) est donc absolument et uniformément conver-
n=0

gente sans aucune restriction nouvelle autre que celles des conditions

(') Cest ici qu'apparait Pintérét d’avoir choisi pour d, non pas le terme général d’une
série convergente guelconque ayant pour somme ¢, mais précisément Pexpres-ion ci-dessus;
celle-ci en effet décroit assez lentement (et par conséquent inversement A, croit assez
lentement) pour que les factorielles du dénominateurde U, (2, y) [équations (19) ou (22)]
I’emportent sur les produits de A, et A),.



.....39.....

de validité qui a été formulée au lemme II (n® 17); c’est-a-dire que
cette convergence a lieu tant que les points 2 et ) sont intérieurs aux
cercles d, etd .

Donc comme nous 'annoncions au n° 12 le développement synthé-
tique X U,(x, y) représente une fonction ¢(x, y), holomorphe et
dérivable terme a terme, et sera bien réellement solution de I'équation
donnée, dans le domaine bicirculaire (d, , d, ) constitué par les deux
plus grands cercles de centres x, et y,, qui soient intérieurs respective-
menta D, et D,.

Ce domaine d’existence de la solution est donc le méme que celui
dans lequel les coefficients de I’équation sont eux-mémes dévelop-
pables en série de Taylor procédant suivant les puissances croissantes
de(x_xo> et()ﬂ .70)'

Donc la solution holomorphe ¢(.t, y) pourra étre prolongée par
cheminement comme les coefficients eux-mémes, dans toute la région
(D,, D,).

La premiére partie du théoréme énoncé au n° 12 est ainsi démonirée.

Démonstration de la seconde partie.

26. Pour démontrer la seconde partie du théoreme (ce qui en
somme fournira en méme temps une seconde démonstration de la premiére
partie), nous emploierons une méthode toute semblable a la précé-
dente, la seule différence portant sur le choix des contours C, et I, et
des chemins d’intégration.

Lies contours que nous allons prendre seront définis de la maniere
que nous avons annoncée en note au n° 16, savoir :

Les contours C,, et I, seront de petits cercles ayant pour centre VARIABLE
respectivement les points t et ¢ eux-mémes el pour rayon la longueur S,
(variable avec n seulement et indépendante de ¢ et ¢).

Les chemins principaux I, et L, seront tracés a volonté a l'intérieur

du domaine (D,, D,); les chemins « auxiliaires » seront définis
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quelques lignes plus loin, de fagon a satisfaire a la condition des chemins
auxiliaires du n® 13 et a la relation des arcs du n° 20.

Moyennant ces divers choix, il est clair que les raisonnements et
calculs se développent comme pourla premiére partie : on trouve pour
limite supérieure U,(xy) une expression de forme identique a la pré-
cédente, et la convergence de la série Z U, (xy) n’introduit pas non plus
de sujétion spéciale. Les seules conditions a remplir sont donc, comme
avant, celles de la validité.

Mais — c’est ici la différence fondamentale des deux méthodes —
grdace au choix des contours et des chemins, les conditions de validité sont
vérifiées cetle fois dans tout le domaine (D,, D,) ( frontiéres non comprises)
et 'on obtient ainsi par conséquent le résultat cherché. C’est ce que
nous allons faire voir immédiatement :

Nous prendrons pour chemin auxiliaire d’intégration, reliant x,
(ouy,) a un point terminal quelconque situé sur un cercle quelconque
de la chaine y,, (ou 7,,) attachée au point ¢ (ou ¢) de L, (ou de L.), une
ligne composée d’une part de la portion du chemin principal L, (ou L,) qui
va de x, (ouy,) jusqu’a t (ou v), et d’autre part, a partir de ce point t (ou v),

du segment de droite qui aboulit au point terminal consideré.

a. En particulier, si le point terminal en question est un point quel-
conque z, appartenant au cercle C,, (qui est le premier qu’on rencontre
a partir du point ¢ quand on construit la chaine y, d’ordre n attachée
au poiut t), le chemin « auxiliaire » correspondant 1., sera constitué par
Parc de longueur s(t), qui va de x, jusqu’a ¢ sur l.,, puis par le rayon o,
du cercle C,,.

On aura donc bien la relation des arcs (p. 31), et de méme dans
le domaine D,.

b. 1l est également évident qu’avec ces définitions des contours et
des chemins auxiliaires, la condition des chemins auwiliaires (votr n° 13)
est aussi satisfaite.

c. Il ne reste donc plus qu’a satisfaire aux conditions de validité de
tous ordres en ce qui concerne leur partie (A).
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Or il est clair que tous les cercles (C,, C,—,, ..., C,) de la chaine y', sont
a Uintérieur du cercle E;, | de centre t et de rayyon ¢,, qui enveloppe ceux
des cercles G, de la chaine qui sont le plus éloignés du point ¢ : on
le voit aisément en envisageant, dans la chaine y, , n cercles consécu-
tifs (C,, C,_,, ..., G,) dont les centres soient alignés sur une méme
demi-droite quelconque issue du point ¢; le dernier cercle G, de cette
suite est un des cercles G, précités, c’est-a-dire un de ceux qui sont le
plus loin de ¢, et ce cercle C, touche le cercle E!  qui est 'enveloppe
de tous les cercles C, de cette chaine.

En passant a la limite, on voit que tows les cercles de la chaine y’
sont — quel que soit n — intérieurs au cercle E. (limite de E!
pour =), quia pour centre le point ¢ et pour rayon la limite ¢ de ¢,.

Donc on sera sir que la chaine y, est intérieure a D, quel que soit
Uordre n, si ce cercle E est lui-méme intérieur a D,, c¢’est-a-dire si le
point ¢ est a une distance > ¢ de la frontiere C, de D,.

Les conditions de validité de tous ordres seront donc bien remplies, si
cela a lieu pour tout point ¢ du chemin « principal » d’intégration L, ;
c’est-a-dire st tout point (xout) de L, est a l'intérieur d’un conlour tracé
dans D, & une distance constante ¢ de la frontiére C, de D, (le nombre
arbitraire ¢ pouvant d’ailleurs étre aussi petit qu’on veut).

Résultat analogue pour le domaine D,.

Conclusion. — Donc toutes les conditions (conditions de validité de
tous ordres et relations des arcs) sont bien satisfaites quand x et tout
le chemin L, (y et tout le chemin L)) restent dans une région quel-
conque intérieure a D, (a D,).

Cela étant, tous les autres calculs et raisonnements sont les mémes
que dans la premiere méthode.

Donc la solution ¢(xy) est bien holomorphe et représentable par la
série Tu, (xy) dans la totalité du domaine (D,, D,), sauf peut-étre sur
les frontiéres C, et I';. Ce résultat comprend la premiére partie comme
cas particulier. C. Q. F. D.

THESE POMEY 6
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B. — Formule condensée de résolution formée avec un noyau résolvant.

27. Etant donnée l'équation intégro-différentielle linéaire nor-
male (1 bus) considérée (p. 21), nous allons mettre sa solution ¢(xy)

o

— représentée par le développement synthétique Z u,(xy), dont on
n=0

a démontré la convergence uniforme dans le domaine (D,, D,)— sous
une forme analogue a celle qu’ont fait connaitrc MM. Volterra et
Fredholm pour les équations qui portent leurs noms.

Etablissons au préalable une proposition générale, qui concerne
I'interversion des intégrations, et qui nous sera utile.

LieMmE (sur [’interversion des signes {. .— Si une fonction de plusieurs
</

variables — de quatre variables, par exemple, 4 (twz() — admet un
développement en séric UNIFORMEMENT convergent, dont le terme général sott
un produit, ot les variables soient séparées par groupes répartis dans plu-

sieurs facteurs — comme, par exemple, un développement de la forme
]

_1 ’ M ’ 7
Z 0, () < w,(z(), olt les variables sont séparées en deux groupes (tv)

n=0

et (z{) entre deux facteurs — et si l'on applique & cette fonction Y des
intégrations quelconques (simples ou multiples, a limites fixes ou
variables) mais groupées elles-mémes comme le sont les variables dans le
développement, on pourra intervertir dans lintégration lordre de ces
groupes d’intégrales (pris en bloc); aulrement dit, st par exemple on
appliqgue d’une part au groupe de variables (1v) le groupe d’intégrales

f dl”’f deP, qui sont respeclivement des intégrales m-uples et p-uples le
Ly L

long des deux chemins L, et L, et d’autre part au groupe de variables (%),

le groupe d’inte’gralesfdzfdc prises le long de deux autres chemins a
{ T

limites fixes C et T, on aura l’égalité

() /Ldtme dw)/cdz[q,(w;c)dc :[dz/rflﬁ/;a’tm[q;(wzC)'dvﬁ.
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(Et, bien entendu, cela aurait lieu pour un nombre quelconque de
groupes formés chacun d’une ou plusieurs variables.)

En effet, remplacons, dans le premier membre de cette égalité (a),
la fonction ¢ par son développement

Zw, (o) X wa(58);

puisque celui-ci est uniformément convergent, on peut 'intégrer terme

a terme ; autrement dit, on peut intervertir le signe E et les signes/,

ce qui donne I'égalité

(®) fufdfdf<2m><w>dc
=3 [ [[r [ fLontar <ty

n—o0

En opérant de méme sur le second membre de (o), on obtient
I’égalité analogue

e A\
€9 fdz/d"fdt”‘/ Wy X w0y, | doP
.] [ r ; | Ly Z

n=o0

:2 gfdz/rd:[dwn[m,,(w)xw"(zc)dop :

Or les seconds membres de () et (y) sont égaux, car le premier
n’est autre que la somme

i § [ldtnzlw"(zv)dvp] < [/cdzfrw,,(z:)dc]},

et le second est la méme somme, ou l'on a simplement interverti
I'ordre des deux facteurs dans le terme général.
Donc les premiers membres des égalités () et (y) sont aussi égaux.

C. Q. F. D,
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Remarque. — Ce théoréme s’appliquera notamment aux fonctions&{/
développables en série multiple de Taylor dans le domaine d’inté-

gration.
Bien entendu, on peut aussi bien se placer dans le domaine réel ou

complexe.

28. Cela posé, abordons le probléeme annoncé. D’une maniere pré-
cise, le résultat que nous avons en vue s’exprime par la proposition

sulvante :

TuéorEME. — Etant donnée !'équation intégro-différentielle consi-
dérée (1 bis) et sa solution holomorphe

@

o(xy) :Z un (2Y ),

n=0

on peul meltre :

1° Cette équation sous la forme que voici (en se bornant au cas ou les
chemins L, et L, restent a I'intérieur des cercles G et I' de centres «,

et.yo) :
rls!
(a) #(ay) =f(ay) + {omrs f fr H, (2y3%) o(0) dz &

en posant
oo T K(myto)der
S [ e = e,
- y

et 2° la solution ¢(xy) sous la forme (valable dans le méme domaine

bicirculaire)

(b) (ay) =/ (ay) + oo f [T ayaty < st dsat,

dans laquelle T (zyz{), qui joue le réle du noyau résolvant formé au
moyen du noyau H, (2y:20), a la valeur indiquée un peu plus loin.

I1 est a remarquer que I’équation donnée, qui est du type Volierra,
est ainsi transformée en une équation du type Fredholm.
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29. Pour démontrer la premiére partie du théoréme, il suffit d’ex-
0" 9 (10)
otr dve

au moyen de la formule fondamentale de Cauchy ; d’ou
0+1o(te)  rls! 9(58)dsdf
o avt  (emi)z ), ) (5 — o) (T—p)at’

et I’équation donnée devient

¢(zy)=[f(zy)+ zm)zf dt"‘/ d‘)p/f ZE(tZ)"?/+t.V>o(v:))q+‘dde-

K (2y ) 9(50)
(=P (= o)

pable en une série uniformément convergente dans le domaine bicir-

primer, dans I’équation donnée, la dérivée par une intégrale

Appelons ¢ (¢02() la fonction ; elle est dévelop-

culaire envisagé, et de la forme

o

2 w, (t0) wy (24);

0

en effet si 'on prend, comme on peut toujours le faire, les centres x,
ety, des deux cercles C et I' pour origines des axes de coordonnées

. I

dans le plan des x et dans le plan des y, la fonction D (5

est développable en une série entiere procédant suivant les puissances
) ¢ . ,

croissantes de <;> et de <%> et uniformément convergente. Alors

w,(tv) sera une expression de la forme a,K(xytv) <t < o*; et
w,(2) une expression telle que

bup(s8)

g+ ”q+1 >< Q‘”

Donc, en vertu du lemme, on peut intervertir I'ordre des intégra-
tions de fagcon a retomber sur I'équation (@) cherchée.

30. Passons a la seconde partie : Considérons deux autres cercles
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C. et ', concentriques et intérieurs a C et I' respectivement et aussi
voisins d’eux qu’on voudra.

Puis insérons entre C et C. d'une part, entre I' et I', d’autre part,
deux séries infinies de cercles analogues (C,, C,, ..., C,, ...) et
(r,, Ly, ..., I',, ...), choisis de facon que G, et I', soient intérieurs a C
et I', et qu’ensuite chacun des cercles suivants de chacune des deux
séries soit intérieur a celui qui le précede et extérieur a C. ou I..
Autrement dit ils sont concentriques, de rayons décroissants, mais tous
étant compris entre C et C. ou entre I'et I'..

On peut alors écrire les différents termes de la série 2 u,(xy) dela

n=0

maniere suivante :
uy(zy) = f(2y),
1l
() wi(ay) = o [ f Moyt f(s8) dads,

cette derniere relation impliquant que, conformément a I'hypothese,
L, estintérieur a G et L, a I'; ensuite on a

" P o+, (¢
ug(zy) :/ dt’”/ K (zy tv) dt’d(qwd
Ly L,

et, pourvu que désormais les chemins 1., et L restent a l'intérieur de
C,etI' ,onaura

0’+qu.(tv) rls! uy(z,8y)dszy di,
ot 9p7 (2mi)? i, Jo, (5i— O F (G — o)

d’ou, en recourant encore au lemme pour intervertir ’ordre des inté-
grations,

(d) us(zy) = (27,“)2 /fHo<wyz|C Yui (20 8y)ds, d3,

= Gy [y 010 et




avece
r!s!

ey st) = o /;Ho(z.C,zC)Ho(xyz.C.)dz.dC.
Cl 1

et ainsi de suite.
D’une maniere générale, si I'on convient que, pour tous les termes

a partir de w,(xy) inclusivement, les chemins I, et L, demeurent

al'intérieur de C,_, et I',_,, et si 'on pose alors

n—4?

rls

H,_ «(93)”5“..)“ (21_”)2/ . H ——2("7!—2 [ 25C)Ho (-T,)"zn 2§n-2> dzy_, dG, s,
on aura
(“””:('T;/ [H"-'(WQXf(szzdc.

Enfin posons

0

Z H, (zy s{) = T(zy 2%),

n=0

et convenons que les lignes d’intégration L, et L., demeurent tout
entiéres a I'intérieur de C. et I'.; dans ces conditions, la solution ¢ (xy),
représentable par la série uniformément convergente Xu,(x)), sera
bien donnée par la formule de résolution (b) désirée, si toutefois la
série T(xyz7) est uniformément convergente; or c’est bien ce qui a
lieu, car les différents termes de cette série T sont formés, a partir de
la fonction initiale H, (xy 2{), de la méme facon que les termes de la
série uniformément convergente Xu,(xy) le sont a partir de la fonction
initiale f(.ry) [pour s’en rendre compte, il n'y a qu’a comparer par
exemple l'expression de H,(yzl) avec 'expression (d) de u,(xy)
en fonction du terme précédent wu,, ou encore avec I’expression (c)
de «, (xy) en fonction de f(xy), etc.|. C. Q. F.D.

31. TukorkME généralisant le précédent. — Le théoréme précédent n’est
pas seulement vrai dans le domaine sicircULAIRE (G, T') consideré, mais
encore dans le double domaine (D,, D,) TOUT ENTIER, & condition de rem-
placer d’abord les deux premiers cercles C etT par les frontieres C,, T, de
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D, et D,, puis tous les cercles suivants (C,, G,, ..., G,, ...) et (I';, ..., T, ...)
par des contours paralléles a ces frontieres C, et T'y el s’emboliant les uns
dans les autres. Avec cette convention la formule de résolution (b) sera bien
générale.

En effet, pour s’en convaincre, il suffit d’observer que l'introduction
de domaines circulaires dansla démonstration précédente a été imposée
par la nature du développement adopté pour la fonction

(5 — 1y + < (C—p)et '

développement qui n’était valable que dans un tel domaine.

Par conséquent, pour étendre les résultats au domaine (D,, D,) tout
entier, il n’y aura qu’a remplacer ce développement par un autre déve-
loppement, qui soit valable dans tout ce domaine D, D, un développe-

ment en séries e polynomes, par exemple. Donc .. ..
Cc. Q. F. D.

Cas général. — Tout ce que nous venons de dire de I'équation (1 bus)
sur laquelle nous avons raisonné parce que la présence d’un seul coefti-
cient K (xytv) simplifie ies écritures, s’étend de soi-méme a I’équation
générale (1); il suffit de remplacer partout le terme unique en K par
une somme de termes analogues.

C. — Rapprochement entre les équations intégro-différentielles partielles normales
et les équations différentielles ordinaires.

32. Une ressemblance manifeste vient de se révéler sur un point
fondamental entre nos équations normales et les équations diffé-
rentielles linéaires, qui n’en sont d’ailleurs qu’un cas particulier,
quand il n’y a gu’une seule variable .r: pour ces deux types d’équations,
les solutions ontle méme domaine d’holomorphie (supposé simplement
connexe) que les coefficients.



On va voir que cette similitude peut s’étendre partiellement a deux
autres propriétés essentielles : celle que posséde la solution générale
d’une équation différentielle linéaire d’étre une combinaison linéaire
de solutions particuliéres, et celle qui s’exprime par le théoréme de
Fuchs et sa généralisation.

On constatera ainsi un parallélisme complet entre les deux catégories
d’équations.

Forme des solutions d’une « classe » d’équations intégro-différentielles;
solutions particuliéres et solution générale d’une telle « classe ». — 11 est
bien clair que, sila fonction f(.xy) estlasomme de deux autres f,e /_,
la solution ¢(ry) de I'équation intégro-différentielle linéaire est la
somme de deux fonctions ¢, et 0,, qui sont les solutions de deux équa-
tions analogues, dans lesquelles on a simplement remplacé f par f,
ou par f,.

Nous dirons que ’ensemble de toutes les équations intégro-diffé-
rentielles linéaires semblables, qui different uniquement par la nature
de la fonction f(xy)forment une « classe » d’équations.

Or, d’'une maniere générale, une fonction quelcongue f(xy), holo-
morphe dans le domaine (D,, D, ), est développable autour d’un point
fixe quelconque (&, n) de ce double domaine en une série de Taylor

2 C,,(® —&)*(y—mu) convergente. A chaque systéme particulier de
v

valeurs des constantes C,,, pour lesquelles cette série est convergente,
correspond une équation particuliére de la « classe » considérée.

Considérons notamment les fonctions
Jun (2y) = (2 = )" (y —n)%;

a chacune correspond une équation, dont nous appellerons la solution
¢,.,(®r), quisera dite une solution PARTICULIERE de la classe.

Appelons, au contraire, solution GENERaLE de la classe pour le
domaine D,, D, la solution ¢(.xy) de 'équation qui correspond a la

THESE POMLY 7



— Bo —
fonction générale

S(zy) =ch(w — ¥ (y —n)

v

capable de représenter dans un domaine bicirculaire toute fonction™
holomorphe dans (D, D,).

Avec cette terminologie, on peut énoncer la proposition suivante :

TukRorEME. — La solution générale d’une « classe » d’équations intégro-
différentielles partielles est une combinaison linéaire de solutions « parti-

culiéres » linéairement indépendantes.

Passons a une généralisation plus intéressante, celle du théoreme

de Fuchs.

D. — Allure des solutions au voisinage de singularités polaires.
Extensions diverses du théoréme de Fuchs.

33. Considérons I'équation intégro-différentielle linéaire nor-
male (1). Mais afin de nous rapprocher des notations habituellement
usitées pour les équations différentielles linéaires, nous écrirons le

polynome linéaire P, qui figure sous les signes /, comme ceci :
v=r U=g¢
N
NN R (2ypt0) DD o (10).

V=0 P=0

[’équation considérée prendra donc la forme suivante :

m p ijl ‘L:q
(A)  s(zy)=flay) -+ / dim / Z zmﬁ(xyw)m—v DI o (20) dor.
" iy v=0 P =0

Supposons maintenant qu’il existe un certain domaine double
(4,,A,) — empiétant sur le domaine (D,, D ), mais possédant une
région extérieure a celui-ci — dans leque] chaque coefficient K"/ (xy ty)

v+1



puisse etre mis sous la forme

(B) Kizi(ay o) = £

V+1

[Re(zy to) P

I'exposant 2*7! est un entier, qui est posit/f pour un au moins des coef-
ficients ; les fonctions g¥7'(xyte) et R¥! (x)t0) sont des fonctions holo-
morphes des variables quand . et ¢ d’une part, et ), ¢ d’autre part
restent dansles domaines A, et A ; enoutre R(.xytv) peut s’annuler dans
la portion de (4,, 4,) qui est extéricure a (D,, D,), mais non pas dans
la région (d,, d,) commune a ces deux domaines.

Nous supposerons en outre que 'origine .x, et le chemin d’intégra-
tion L, tout entier appartiennent a la partie commune d,, et que y,
et L, appartiennent a d,.

Sinousnous bornons alors a étudierla solution ¢ (.y ) dans le domaine
commun (d,, ), nous pouvons nous servir des expressions (B) des
coefficients, puisqu’elles y sont valables ; I'équation (A) devient

o1
o(ay) = [flay)+ / Nz / Zzlﬁz;ﬁy ;‘;) Di='Dy=*o( 1) dop.

Dans ces conditions les différents termes de la série uniformement

®

N\ : . .
convergente 2 w,(xy), qui représente la solution ¢(.xy), prennent la

n=0

forme

uy(2y) = f(zy), o

2 < g 5::1‘ (xy tV) r—v —_
at’ Ly L DIVDI f(te) deP,
Wyf /ZZWWWW s

=q

N Y (@Y ) o, vy
" = dl"’/ * D, Di Y u,_, (tv)dor
wa ZHWMM, ((t9) o,

v=0 Pb=

Définition. — Si ces termes u,, U,, ..., U,, ... contiennent la fonc-
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tion R (xy#v), en dénominateur sous les symboles d’intégration, a des
puissances qui ne croissent pas au dela de toute limite avec n, nous dirons
que la solution ¢ (x)) est réguliére relativement aux singularités repré

sentées par les valeurs des variables qui satisfont a I’équation

R(zytv) =o.
Le probléme qu’on peut alors se poser est le suivant :

ProsremeE. — Reconnaitre & quelles conditions la sSOLUTION GENERALE
de la classe d’équations considérées est réguliére [la solution générale

7 7

correspondant a la fonction f(¢v) la plus générale holomorphe dans
D,, D]

L’intérét qu’il y a & résoudre ce probléme est de renseigner sur
I'allure de la solution ¢(x)) au point de vue de son mode de croisy
sance si I'on déplace les fronticres G, de D, et I', de D, et en méme
temps les points @y, de facon que certains points x, ¢ du chemin L,
et ¥, v du chemin L puissent s’approcher des systémes de valeurs qui
annulent le dénominateur R (xytv), et qui constituent des singularités
non essentielles pour les coefficients.

34. On peut montrer d’une facon presque intuitive sur plusieurs
exemples que la réponse a cette question est analogue au résultat for-
mulé dans le théoreme de IFuchs. Nous nous contenterons d’indiquer
les résultats; les démonstrations en sont tres simples, mais la place
nous manque pour les donner.

Premier cas. — Particularisons d’une premiére maniére la fonc-
tion R(xy tv) en posant
R(zy tv) = (¢t — ),

f étant ainsi a l'extérieur de D, un pdle fire pour les coefficients,

d’ordre 2*** pour K**!! (certains de ces exposants % pouvant d’ailleurs
v +1 p V41 p p

étre < o).
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Il existe bien alors un cercle A, de centre 0, dans lequel tous les coef-
ficients peuvent s’exprimer par une relation de la forme (B).
Dans ce premier cas, on a le théoréme suivant :

THEOREME. — Pour que la solution générale o(xy) soit régulicre au
voisinage du point fixe 0, qui est un pdle d’ordre W7 pour le coefficient

4

K®" (wy 10), il faut et il suffit que l'on ait (quel que soit w., el pour toutes

+

les valeurs de v depuis o jusqu'ar),
NSy 4+ (m—r),

(m — r) pouvant étre positif, négatif ou nul. Soulignons I'analogie de
ce théoréme avec le théoréme de Fuchs ordinaire :

a. Dans le cas particulier, par exemple, ou l'on a m =r +1 (comme
cela a lieu avec les notations habituelles dans les équations différen-
tielles linéaires ordinaires), la condition précédente prend la forme,
qui figure dans le théoréme de Fuchs,

MHSv—+1.

Si, plus particulierement encore, on supposait que I'équation ne
contient plus que la seule variable x, 1 disparaitrait de cette derniére
relation et 'on retrouverait le théoréme de Fuchs lui-méme. Le théoréme

ci-dessus le généralise donc bien.

b. Dans le cas au contraire, ot m < r, posons m =r — h; la condition
ci-dessus s’écrit
MNHly — A

V41 =

En appliquant ceci au cas trés particulier, ou il n’y a que la seule
variable & (équations différentielles linéaires ordinaires), on retombe
(a un léger changement de notations pres) sur la « Généralisation du
théoréme de Fuchs » (n” 11, p. 19).

En effet, 2'"] devient alors ce que nous avions appelé w, (le coeffi-

cient K*?| du terme en D;7¢ devenant le coefficient, que nous appe-
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lions m;,, de D"*¢). Et l'on retrouve bien ainsi la condition (p. 19)
w=t—h.

Mais il y a pourtant une différence essentielle a signaler ici : dans le
cas actuel d’une équation intégro-différentielle normale a plusieurs
variables, la condition énoncée dans le théoreme ci-dessus est toujours
valable, méme pour m < r, puisqu’on est ici toujours assuré de la con-
vergence de la série Xu,(xy), qui représente la solution ¢ (cela tient
a ce que nous supposons I’équation normale, ¢’est-a-dire m —+ p supé-
rieur a 7+ ¢). Au contraire, dans le cas des équations différentielles
ordinaires, la condition p;<¢—h n’a de valeur qu'en apMETTANT la
convergence du développement synthétique correspondant Lu,(ay),
convergence sur laquelle on ne possede pas de renseignement général
certain, quand on suppose m < r.

33. Deuxiéme cas. — Prenons maintenant
R(xzyto) =1¢—0(v).

f(v) étant une fonction holomorphe de ¢. Dans ce cas, on a cette
proposition, qui est une autre extension du théoréeme de Fuchs :

TuEOREME. — Pour que la solution générale p(xy ) d’une classe d’équa-
tions lincaires normales soil REGULIERE au voisinage des valeurs singu-
lieres qui annulent Iexpression t — 0 (0), contenue en dénominateur a la
puissance W~ (positive, négative ou nulle) dans chaque coefficient
K¥ (zy t0), il faut et il suffit que Uon ait, pour voutes les valeurs de v .
(deoar)etde p(deoagq),larelation

Niasv4p+[(m—r)+(p—q)]

Nota. — Posons m + p — (r +¢q) =7 (ce nombre entier j est > o
par hypotheése, done = 1). La condition précédente s’écrit done

MWoSv+p+J.
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En particulier, sij = 2, cette condition prendra la forme
M (v 1)+ (p+1),
trés voisine également de celle qui est fournie par le théoreme clas-

sique de Fuchs.

Méme résoltat quand on prend R(xytv) =1t¢—0(y).

E. — Equations intégro-diflérentielles linéaires non « normales » (m +p =r + q).

36. Dans I'hypothése m + p=r + q, voici les résultats que nous
avons obtenus et que, pour simplifier, nous nous bornons a formuler
pour le second ordre, mais qui s’étendent évidemment au cas général

d’un ordre quelconque et d’on nombre quelconque de termes sous le
symbole d’intégration.

THuéorEME a. — Etant donnée ’équation
¢
( 1/)—f(x')/ —5,-/ d{,f K(Z‘, t2 (2,.}’)dt“

ots le coefficient K, sous U'intégrale du second membre, ne renferme pas les
variables indépendantes, qui servent a former les dérivées partielles,
et ou les fonctions /(wy) et K(a, ¢,) sont holomorphes dans le
domaine (D, D,), cette équation admet pour solution la fonction
représentée par le développement synthétique Xu, (.xy) (défini comme
précédemment), celui-ci étant absolument et uniformément con-
vergent quand x reste dans la région du domaine D, qui est intérieure
au cercle de centre .x, et de rayon %6, si 'on appelle ¢ la plus courte
distarce a laquelle y (intérieur a D,) s’approche de la frontiere de D,
et M la borne supérieure de K (i, t) dans D,.

/, -
TrEOREVME h. — Ktant donnée I’'équation

o(xy)=f xy)+f 1114/ K(z, y, ¢2) (;/2 y)dﬂ
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ou le coefficient K dépend cette fois de toutes les variables indépen-
dantes (mais toujours pas de la fonction inconnue ¢) et ou les fonc-
tions f(xy) et K(xyt,) sont holomorphes dans le domaine (D,, D,),
cette équation admet encore pour solution la fonction représentée par
le développementsynthétique Xu,(.xy) (défini comme précédemment),
celui-ci étant absolument et uniformément couvergent quand x
reste dans tout cercle qui soit intérieur a D, et qui, ayant x, pour
centre, ait un rayon inférieur a %3 3§M’ sil’on appelle p le rayon d'un
cercle G, a I'intérieur duquel le point y demeure et qui appartienne
aD,, o la plus courte distance de y a ce cercle, M la borne supérieure
du coefticient K quand y reste dans le cercle C, et x dans le plus grand
cercle de centre x,, qui soit intérieur a D,.

Corollaire ¢ du théoréme b. — Le développement synthétique, qui
représente la solution de I'équation considérée dans le théoréeme b,

est valable tant que . reste dans un des cercles qu'on peut tracer

3 )
appelant p le rayon du plus grand cercle appartenant a D,, M" la borne

supérieure du coefficient K quand .x et y restent dans D,, D, enfin ¢ la

plus courte distance a laquelle on suppose que y s’approche de la
frontiere de D,.

. pg - ¢ 23 3
dans D, avec .x, pour centre et avec un rayon inférieur a ~5\/——,; en
oM

V. — Equations aux dérivées partielles linéaires.

37. Comme nous I'avons remarqué au n°2 (p. 6), toutes les équa-
tions intégro-différentielles considérées comprennént comme cas parti-
culiers des équations aux dérivées partielles.

Tout ce qu'on a dit au Chapitre I'V sur les équations « normales »
et non normales donnera donc lieu a une application relative aux équa-
tions aux dérivées partielles. Enoncons briévement les résultats.

D’abord pour les équations normales :

TuforeME. — Les conclusions (1° et 2°) du théoreme formulé au
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n° 12 (p. 21) s’appliquent (avec les mémes hypotheses d’holomorphie)
a toute équation aux dérivées partielles linéaires dans laquelle il existe

une dérivée partielle d’un ordre supérieur a toutes les autres. Une telle
équation sera dite « normale » et désignée par la notation N.

TatoreMeE. — La solution d’une équation aux dérivées partielles
linéaire normale N peut se mettre sous une forme condensée analogue
a celle indiquée au n° 28 (p. 44).

TutoremMe. — Les conditions pour qu'une équation N ait ses solu-
tions réguliéres, quand ses coeflicients ont des singularités polaires,

sont celles que fournissent les généralisations du théoréme de Fuchs
(n*34 et 33, p. 52 et 54).

38. Ensuite pour les autres équations :

TrEOREME. — L’équation

o ¢

ou K (x) est holomorphe dans le domaine D, admet une solution ¢ (xy)

) 0 L1 . . ,
telle que, pour r=uw,, ¢ et % se rédaisent a des fonctions données

arbitrairement A, () et A, (y) et qui est représentée par le développe-
ment synthétique dont le premier terme est

F(@y) =X(y) + 2 (x) (2 — 20);

ce développement est Xu,(.ry) valable quand .« reste dans la région du
domaine D, qui est intérieure au cercle de centre x, et de rayon :/2%;1-8,
en appelant M la borne supérieure de K (x) dans D, et ¢ la plus courte
distance a laquelle le point ) s’approche de la frontiere du domaine D,
auquel il appartient et qui est le domaine d’holomorphie des fonctions
données 1,(y).

1HESk POMEY 3
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TuEoremMeE. — L’'équation

ou K (.ry) est holomorphe dans (D,, D,), admet une solution jouissant
des mémes propriétés que celle du théoréme précédent, sauf que son
développement synthétique est valable tant que x reste dans un des
cercles qu’'on peut tracer dans D, avec ., pour centre et avec un
R .

rayon inférieur & 5 \/ o en appelant p le rayon du plus grand cercle
(de centre quelconque) appartenant a D, M’ la borne supérieure du
coefficient K quand x et y restent dans D, et D, enfin & la plus courte
distance a laquelle on suppose que y s’approche de la frontiére de D,..

Applications diverses.

Nous avons appliqué les résultats de ce travail a des questions trés
variées d’Analyse (Représentation des solutions des Equations diffé-
rentielles), de Théorie des Fonctions (Représentation des Fonctions
implicites, des Fonctions algébriques et algébroides, des Intégrales
abéliennes, Détermination dans certains cas des singularités d’une
fonction définie par une série de Taylor), d’ Algébre { Représentation des
racines des équations, Détermination des points réels communs a plu-
sieurs courbes), de Théorie des nombres (congruences, congruences
« généralisées »)- Nous avons développé ces applications diverses dans

d’autres Mémoires étendus.
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