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PREMIERE THESE

SUR LA THEORIE DES PROBABILITES GEOMETRIQUES

INTRODUCTION

La théorie des probabilités disconlinues conduit & dénombrer, parmi des cas
possibles en nombre fini et également vraisemblables, ceux qui réalisent certaines
conditions et sont dits cas favorables. La condition d’égale vraisembldance des cas
envisagés est fondamentale; seule, elle permet de faire rentrer chaque probleme
concret dans le cadre de la théorie mathématique. 11 ne subsiste ensuite que les
difficultés du dénombrement pour lequel interviennent les ressources de I'Analyse
combinatoire et les propositions fondamentales du Calcul des Probabilités propre-
ment dit.

Lorsque les cas envisagés forment un ensemble infini ayant la puissance du
continu, les deux questions se posent dans le méme ordre. Il convient d’une part
de préciser ce que devient, pour chaque cas concret, le principe de 1’égalité des
chances, « a la lumiére duquel, écrivait Tannery, s’évanouissent les paradoxes »;
la malice bien connue de Joseph Bertrand, relative & un probléme élémentaire sur
les cordes d’ua cercle, a fortement mis en évidence cette nécessité. D’autre part,
une fois le probléme bien posé, le dénombrement des cas, ou plus exactement leur
sommation, conduit & des calculs d’intégrales souvent laborieux, qu’il est rarement
possible de pousser jusqu’au bout.

Dans les deux ordres d’idées, les résultats obtenus, quelque brillants que soient
certains d’entre eux, sont assez isolés : la théorie des probabilités continues est
connue par de curieuses propositions particuliéres plutét que par des méthodes
générales. Une étude systématique peut n’étre pas sans intérét et sans utilité : le
présent travail apporte a cette étude une contribution ou sont envisagées successi-
vement les deux étapes du probléme, en ce qui concerne surtout les probabilités
continues dites géométriques. Il se compose naturellement de deux parties.
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Envisageant dans la premiére Partie la « probabilité élémentaire » selon le point
de vue de Poincaré qui fait intervenir dans sa définition une fonction positive arbi-
traire, je me suis surtout attaché aux problémes pour lesquels cette fonction arbi-
traire est imposée, 4 un facteur constant prés bien entendu, par la considération
des domaines superposables pour lesquels cette probabilité doit rester la méme.
Dans le chapitre 1", j’ai essayé de poser la question sous une forme générale, en
considérant I'invariance de la probabilité élémentaire vis-a-vis d’un groupe donné,
fini et continu, de transformations. Les conclusions de cette étude sout susceptibles
de nombreuses applications, dont les plus élémentaires sont examinées au chapi-
tre Il, qui traite des problémes simples de la Géométrie euclidienne : il contient un
résumé trés rapide des élégants résultats de Barbier et de Crofton. Le chapitre 111
esl consacré aux questions de Géométrie cayleyenne i deux et & trois dimensions;
parmi les types de probabilité élémentaire qui y sont définis figure celle relative &
la position d’'un corps solide dans I’espace ordinaire, qui est obtenue en appliquant
les équations du chapitre I°** au groupe paramétrique du groupe des mouvements.
Le chapitre se termine par quelques apergus sur la Géométrie régiée et le groupe
conforme de I'espace.

Je me suis attaché dans la deuxieme Partie aux problémes de probabilités géo-
métriques sur une figure (F) formée par n points pris au hasard dans un domaine
(D) 4 un nombre quelconque de dimensions. La probabilité P pour que (F) réalise
certaines conditions « intrinséques » peut étre envisagée soit comme fonction du
domaine (D), soit comme fonction des conditions imposées : et la considération
d’une variation infiniment petite, soit des données, soit du domaine, peut permet-
tre d’écrire des relations différentielles intéressantes. J'ai surtout cherché dans le
chapitre IV & appliquer ce point de vue & la détermination méme de P : et jai
abordé deux exemples. Le premier, relatif a la distance de deux points intérieurs a
une sphére de l’espace & m dimensions, est remarquable par la simplicité des résul-
tats obtenus : ceux-ci admettent pour m trés grand des valeurs asymptotiques con-
formes aux caractéres connus de la configuration d’'un domaine sphérique a un trés
grand nombre de dimensions. Le deuxiéme est le probléme célébre du quadrilatére
de Sylvester; en reprenant les calculs relatifs a certains cas simples j'ai obtenu
quelques résultats nouveaux eten particulier discuté le probléme pour un domaine
ayant la forme d’un quadrilatére convexe quelconque.

Enfin le chapitre V contient quelques apergus sur la notion de probabilité géo-
métrique, pour uune figure formée de n points, comme fonction de ligne dans le plan.
Jai défini les dérivées du premier et du second ordre sur la frontiére du domaine
envisagé. La premiére variation de P s’exprime sous une forme simple qui m’a
permis d’établir la propriété du triangle de rendre minima la probabilité envisagée
dans le probléme de Sylvester. La méme expression fournit une propriété fondamen-
tale des courbes extrémales du plan vis-a-vis d’'un probléme de probabilités géomé-
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triques, lorsque les courbes extrémales existent : j’ai examiné I'exemple du pro-
bléme de Sylvester et effectué le calcul de la deuxiéme variation dans ce cas parti-
culier.

C’est pour moi un agréable devoir que de remercier ici mes maitres, "M. Borel
qui m’a indiqué le sujet de ces recherches et n’a cessé de s’intéresser a leurs pro-
gres, et M. Vessiot qui m’a témoigné sa bienveillance par ses conseils et ses pré-
cieuses indications.




PREVMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER

[1] Soient E E’' deux ensembles conlinus d’éléments géométriques de méme
espéce, tels que chaque élément de E' appartienne & E. Le probléme est le snivant :
un élément étant pris au hasard dans E, quelle est la probabilité pour qu’il appar-
tienne & E'Y

Soient x,, x,, ..., x, les parameétres définissant un élément : le principe des proba-
bilités totales nous conduit avec Poincaré & dire que cette probabilité est le rapport
des valeurs de l'intégrale :

J = f /F(Jc,, z,, ..., x,)dxdx, ... dz,

n

étendue & E’ et & E respectivement. La fonction F n’est assujettie, en dehors des
conditions rendant possible la définition de J, qu’a étre supérieure ou égale & zéro.
L’élément différentiel

dI=F(z,,x,, ...,x,)dzde, ... dc

7

sera commodément dénommé probabilité élémentaire.

11 est clair qu’en général a chaque fonction F correspondra une valeur différente
pour la probabilité cherchée : il semble donc a priori qu'en introduisant la fonction
arbitraire F, Poincaré n’a pas eu d’autre but que de nous montrer toute I'étendue
de notre ignorance.

Mais il existe des problémes pour lesquels le résultat du calcul est le méme
quelle que soit la fonction F, ceci, bien entendu, sous des réserves, d’ailleurs trés
larges, de continuité. Poincaré a lui-méme donné des exemples trés suggestifs :
la probabilité pour qu'un nombre 2 pris au hasard entre a et b soit rationnel, la
probabilité limite pour que l'aiguille de la roulette s’arrdte sur une couleur donnée.
Appliquant ensuite ses méthodes au probléme de la position des petites planétes
sur le zodiaque, il montre que leur répartition actuelle est uniforme quelle que soit
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la distribution initiale des paramétres définissant le mouvement moyen de chacune
d’elles (*). Poincaré n’a donc témoigné ses exigences, selon l'expression méme de
M. Borel, que pour se donner la joie intellectuelle de les satisfaire : il ne s’est mon-

tré sceptique que pour accroitre la portée des résultats qui ont pu conserver, malgré
ce scepticisme, toute leur certitude.

[2] 11 y a cependant bien des problémes de probabilités géométriques sur la solu-
tion desquels tout le monde est d’accord, et qui ne conduisent pas & un résultat
indépendant du type de probabilité élémentaire utilisé pour les résoudre. L’'un
d’entre eux, le célébre Probléme de I Aiguille par lequel Buffon doit étre considéré
comme le fondateur de la théorie, a été 1'objet d'une vérification expérimentale mi-
nutieuse, et I'expériénce a remarquablement confirmé la solution classique (*).

Dans les problémes de cette catégorie, la probabilité élémentaire est imposée par
la condition fondamentale suivante :

Le résultat du calcul dott rester indépendant d’un déplacement arbitraire de toule
la figure considérée.

Sl s’agit par exemple de la probabilité pour qu'un point du plan pris au hasard
dans un certain domaine satisfasse a certaines conditions, la probabilité élémen-
taire

F(x, y)dxdy

exprimée avec des coordonnées rectangulaires, doit rester inchangée par 'opération
P P

r=ug'cosa—y'sin« + a,

y=ux'sin« 4 y cosx + b.

Et comme

dxdy = dx'dy’,

il faut que F(x, v) = F(x', ¥'), ce qui exige F — const., le groupe des déplacements
du plan étant transitif.

On prendra donc pour probabilité élémentaire 1’élément d’aire dx dy.

(1) Poincaré, Calcul des probabilités, 1912, p. 147 & 152.

(®) L’intérét de l'expérience avait été signalé par Laplace, celle-ci aboutissant a une
détermination expérimentale du nombre =. Laplace avait méme indiqué des conditions
d’optimum qui ont été fort contestées par la suite, et d’ailleurs avec raison. Quoi qu’il en
soit, Wolf a pu obtenir, en appliquant la méthode des moindres carrés & 5o séries de cha-
cune roo épreuves, la valeur = — 3,1596 + 0,0524.

Consulter a ce sujet : Czuber, Probabililés el moyennes géométriques, trad. Schuermans,
pages 85 et suivantes.
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Mais si I'on a affaire & des lignes droites dans le plan, et si I'on écrit

ux 4+ vy +1=o

I’équation d’une droite, les paramétres u et v sont transformés par le déplacement
envisagé plus haut en

, ucosa-4vsina

au—+bv+1 ’
. —usina 4 vcos«
au + bv + 1
On obtient ainsi :
dudv
dudy = —————
wae (au + bv + 1)*’
ce qui paut s’écrire
du' dv' dudv

[uri_'_vlzjg/, [uz 4 U’Ja/ﬂ'

»

Il convient donc d’adopter en ce qui concerne les lignes droites la probabilité é1é-

. dudv A e e . , 1
mentaire ——————; et cette facon de procéder permet de choisir immédiatement
(u® 4 v°)%>
entre les solutions données par Joseph Bertrand pour son probléme sur les cordes
d’un cercle.

[3] Considérons d’une maniére généraie un groupe G de transformations des n
variables «,,x,, ..., x,. Deux domaines de I’espace (x, x,, ..., ,) sont dits équi-
valents vis-2-vis du groupe G s’il existe au moins une transformation du groupe qui
les améne & coincider. Cela posé, s’il existe un élément différentiel

dl=F(x, «,, ..., z,)dxdx, ... dc

n

dont I'intégrale admet la méme valeur pour deux quelconques domaines équivalents
vis-a-vis de G, on pourra, en adoptant dJ comme probabilité élémentaire, définir
par rapport au groupe G les problémes de probabilités géométriques sur les élé-
ments (X,, ..., &,). Les problémes de la Géométrie élémentaire sont définis par
rapport au groupe des mouvements.

f fF(a:i, x,, ..., x,)dede, ... dx,

e
n

L’intégrale
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est un invariant intégral d’ordre n pour le groupe G. La recherche des groupes pos-
sédant un invariant intégral unique d’ordre n présente donc, en ce qui concerne les
fondements de la théorie des probabilites géométriques, un intérét essentiel.

Cherchons d’abord la condition d’invariance de dJ par la transformation infinité-
simale :

(1) Xf=¢% i+z_a;/'_+ +5i
M, P, e,
Si nous faisons subir & x,, x,. ..., x, les accroissements :
dx, =5 (x, 2, ..., x,)3,
N "
dx, =¢,(x,, x,, ..., x,)dt,
...................... ,
axn == (wt’ xs’ ? xn) 8t

nous avons, en posant :

I'expression suivante de 3w :
3w =23(dx)dx, ... dx, + dx,¥(dx,) ... dx, + ... ..

Or

: 2 2
8(dac‘)=d(8w‘):< 5. o + Stds, .+ ;T‘dacn> 3.

dx

Si nous appliquons les régles du calcul symbolique de M. Cartan, nous voyons que

o (%, 2 %,
(2) om-(—a—wT—Fax —}-...—{—aw)wﬁt.

Dans ces conditions, pour que 1'élément
dJ = Fo
soit inchangé par I'opération Xf, il faut et il suffit que
Féon 4+ wdF = o.

QOron a
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La condition cherchée est donc

dE A& F . F
F<ﬁ+‘..+ >T: + ...k =o,

ce qui s’écrit encore

®) nus_,

Cette condition a été indiquée par Poincaré comme exprimant une propriété fon-
damentale du multiplicateur, i propos du systéme différentiel

Poincaré établit la formule (2) par un calcul de jacobien. La démonstration qui pré-
céde, ou intervient le calcul symbolique, m’a été indiquée par M. Vessiot.
Nous pouvons poser, par analogie avec les notations de I’Analyse vectorielle :

. QE, o, oL,
dvX=—*+4 =+ ... + .
oz, o, oz,
La condition d’invariance de I'élément Fdx, dx, . .. dx, s'écrit alors :
%) X.LogF + div.X=o.
On peut considérer cette équation, si F(x, x,. ..., x,) est une fonction donnée,

comme ['équation de définition, au sens de Lie, du groupe infini admettant I'invariant.
intégral J.

[4] Dans le cas particulier ot I'on a
div.X=o,
la transformation infinitésimale X f admet pour élément invariant

dl =dx,dx, ... dx

n’

Le systéme différentiel

dx de, _d_.')c&

& <
= e R
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admet alors pour multiplicateur I'unité. C’est en particulier ce qui se passe pour un
systéme d’équations canoniques : le célébre théoréme de Liouville, appliqué i la no-
tion de l'extension en phase de la Mécanique statistique, permet, si I'on cherche la
probabilité pour qu’un systtéme mécanique défini par les 2m variables canoni-
ques p,...p,q, ... ¢, satisfasse & certaines conditions & un moment donné, de ra-
mener le calcul 4 celui d'une certaine extension en phase & l'instant initial.

[8] Considérons maintenant un groupe continu et fini & r paramétres, soit G ; si
ce groupe admet, ce que nous supposons, la transformation identique, il est com-
plétement déterminé par ses r transformations infinitésimales :

. . of . dof
X /=&, ,(x, x>, ....x,) _Dac, + ..o+ g (L, ) S,
B) e
- Df - a.f’
er gm(wu w’ N "cn) ‘\xi + Tt + ;rn(mn .’132, tete wn) axn

Pour que G, admette I'invariant intégral

J—_—//Fdx‘dacﬁ...dx”

n

il faut évidemment que chacune des X f I'admette pour son compte : car chaque X f~
est une transformation du groupe. Cette condition est suffisante : nous pouvons re-
marquer en effet que toute transformation du groupe peul étre obtenue comme
transformation d’'un groupe & un parameétre, groupe engendré par la transformation
infinitésimale :
j=r
Xf= Y 1Xf

J=

ou les ), sont des coefficients constants. Il est clair que chacune des X;f vérifiant la
condition (4), X f la vérifie aussi. Si donc ¢ est le paramétre du G, considéré, on a en
posant comme plus haut

o=dxdx, ... dz,,

la condition

d(Fo)
a
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qui entraine

Fw = const.;

donc

N v — ! ’ ! r ! !
F(x,, o, ...,x,)de,dx, ... de,=¥F',x,, ... o) de' dx', ... do

n°
Nous obtenons donc, en ce qui concerne le groupe G, les équations de condition. :

X,Log F + divX, =o
® K
X, LogF + divX, —=o

qui constituent un systéme d’équations linéaires aux dérivées partielles. Ce systéme

posséde la propriété importante que si F et & sont deux solutions de ce systéme,
F . .
— est un invariant de G,.

P

Effectivement, on a quel que soit J :

i F . .
X, Loggz}x]LogF—XjLog*b:o.

Par suite 3 constitue une solution du systéme
X,f=o, A Sf=o, R X f=o0

définissant les invariants de G,. Cette propriété correspond au fait géométrique sui-
vant, & savoir que si les éléments différentiels

Fo et Pw

sont invariants par rapport au groupe, leur rapport 3 I'est aussi.

Réciproquement, si F est une solution de (6) et Q un invariant du groupe, QF
est une nouvelle solution de (6).

[6] Les groupes qui nous intéressent sont ceux qui possédent un invariant inté-
gral unique d’ordre n. Ces groupes sont nécessairement, d’aprés ce qui précéde, des
groupes transitifs. La condition de I'égale vraisemblance des cas, au point de vue
probabilités, semble d’ailleurs incompatible, sans qu'une théorie mathématique
vienne préciser pourquoi, avec la considération d'un groupe intransitif.
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Un groupe transitif n’ayant pas d’invariant, le systéme (6), s’il admet une solu-
tion F, n’admettra que des solutions de la forme iF, ) étant une constante.
Soient

V) @', = f,[(x), (a)]

a(w'ixls ot m,ﬂ)

les équations finies d oupe; si I'on forme le jacobien
quati nies du group j e @

on a moyen-
n
nant (7) :

' x',...x") Flxew . .. x,

x,x, ... x, Flz'z', ...«

n

Il suit de 1a que les équations

F=o, — =0

sont des équations invariantes du groupe. L’étude d'un groupe transitif donné au
point de vue qui nous occupe commencera donc utilement par la détermination de
ses variétés invariantes.

Celles-ci s’obtiennent, comme on sait, en annulant les déterminants d'un méme
ordre, le plus élevé possible, tirés de la matrice :

E (x,x,, ..., x,) ... Ea.(x, ..., 2,)
(@, 2, ..y x,) ... Ealx,x,, . .., x,)

|7] 11 est clair que si le groupe G, défini par les équations (7) admet I'invariant

J=fdew,dx,.,.dwn,
.

le groupe semblable obtenu par le changement de variables

intégral

(8) wl = (P:(yu ya’ MR yn)

admettra I'invariant intégral

@, x, ... x,)
Flo, o, ...,0) —2"2""" "W gy dy dy ,
// (20 ) b(y.y,---y")‘y‘ L

S~
n
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Il est possible, d’une infinité de maniéres, de déterminer les formules (8) de maniére
que I'invariant intégral nouveau se réduise a

ffduVAd«V:""dyn'

it
n

Les variables v, ainsi déterminées sont des variables équiprobables.

[8] Tout ce qui précéde s’applique évidemment aux groupes 4 une variable.
L’équation de condition unique
d(EF)
dx

relative & une transformation infinitésimale

s = ()3t

montre que le seul invariant possible est donné par la relation

M=ty

Le groupe envisagé est donc nécessairement un groupe a un paraméire : car s’il
do
&)

existait plusieurs transformations infinitésimales, 1'existence de 1'invariant

montre qu’elles ne pourraient étre indépendantes.
Inversement, tout groupe & un paramétre admet uninvariant intégral, obtenu en
cherchant la transformation infinitésimale du groupe :

s = (o) 31
et en écrivant I'équation finie du groupe sous la forme canonique
dx' /‘ dx
= ) z=+C.
./ (=) ()

La variable équiprobable est précisément la variable canonique y, qui permet d’écrire
I'équation du groupe :

y’—y+C,

comme équation du groupe des {ranslations.
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[9] Ce résultat pouvait étre déduit immédiatement de la considération des types
de groupes 4 une variable donnés par Lie. Les trois types obtenus sont le groupe &
un paramétre engendré par la transformation infinitésimale

D
le groupe & deux paramétres :

p, xp
et le groupe a trois parameétres :

2

p, xp, xp.

d@EF)
d

X

L’équation de condition est vérifiée dans le premier cas en prenant F = Const.

L’examen des cas suivants, ot interviennent les transformations infinitésimales xp,
2°p, conduit & la solution illusoire

F=o.

Définissant groupe J tout groupe qui admet un invariant intégral unique d’ordre
égal au nombre des variables, on peut se proposer la recherche de tous les groupes J
dans le plan ou dans l'espace a trois dimensions. Un tel groupe définit une sorte de
géométrie dans laquelle n’interviendrait que la notion d’aire (pour le plan) ou la
notion de volume (pour I'espace). En vertu de la remarque du § 7, on peut se borner
A chercher les divers types de groupes J; et il suffit pour cela d'utiliser les types de
groupes 4 deux ou & trois variables tels qu’ils sont classés dans les ouvrages spéciaux.
En examinant de quelle facon chaque type se comporte vis-a-vis du systéme des
équations de condition (6), on aboutit rapidement 4 la sélection désirée.

Les résultats sont particuliérement simples dans le cas de deux dimensions.
On constate que tous les types de groupes J du plan sont réductibles & un groupe
projectif : la détermination des groupes J parmi les sous-groupes du groupe projectif
plan, tels qu’ils sont classés dans le troisiéme volume de Lie-Engel (p. 106 et 107)
abouuiit au tableau suivant, ot chacun d’eux est déterminé par ses transformations
infinitésimales :
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Groupes J projectiis dans le plan.

Invariants intégraux.

P, g, %, yp, %p— g

P, g, ©q, Tp—yq

©q, Yp, Tp —¥q

Py g, ®p—yg f ddy
P g, g

P q

g, p+xq

1. ¢, xq, axp+ byg g/f dﬁz

2. q,axp+ byq

dxd
3. g, ap+(x+Yy)g ff—x—l
. g,xq,p+Yyq gffdwdy
2. ¢, p+yq e’

1. p+xq,xp+ 2yq, (& —y)p + xYq gff da dy
2. p+4axq, xp + 2yg |2y —a®|¥2

dxdy
E . xp,Yyq ff";:}—
F 1. ¢,xp /f_da:sz

Ces groupes ne sont distincts qu'au point de vue projectif : il est clair, par
exemple, que E, se réduit & A en posant x'=¢", y'==¢*. D’autre part, B, se réduit
4 ¥, pour b=o.

>
ANAS AN o AN T T e A BT
S

Un certain nombre de groupes du tableau précédent sont des groupes de déplace-
ments non-euclidiens par rapport a une certaine conique absolue. Le groupe D, cor~
respond a la conique non dégénérée a2y = x*, le groupe A, 4 la conique formée par
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les points a l'infini dans les directions ox, oy, le groupe B, 4 la conique formée par
la droite de U'infini et I’axe oy. Ce fait correspond géométriquement a ce que la no-
tion de longueur entraine nécessairement la notion d’aire.

On peut se demander si, inversement, la conservation des aires par un groupe
de transformations fini, continu, 3 trois paramétres entraine nécessairement la coin-
cidence de ce groupe avec celui des déplacements d’'une certaine géométirie quadra-
tique.

L’examen du tableau qui précéde fait apercevoir tout de suite qu’il n’en est rien :
il existe des groupes J qui ne sont nullement des groupes de déplacements. Par
exemple le groupe C,, dont les équations finies sont

X=x+a,
Y:e"y+bm+c

admet effectivement, relativement a deux points M, M,, un invariant qui n’est autre
que x, —x,; mais toutes les transformations :

X=ux,

( =y + blx —x,),

qui font partie de ce groupe, laissent invariants tous les points de la droite x —=«,
et déplacent tous les autres points du plan. Ce fait est incompatible avec les axiomes,
méme les plus généraux de la Géométrie plane(*).

[40] Pour le cas de trois dimensions, la formation d’un tableau analogue & celui
du paragraphe précédent ne présenterait pas de difficulté nouvelle : elle exigerait
seulement de plus longs calculs. Les exemples de groupes J ne rentrant dans aucune
géométrie quadratique sont bien plus nombreux. Deux d’entre eux sont & signaler
en raison de leurs variétés invariantes.

1° Si 'on considére une cubique gauche, il existe un groupe projectif 4 trois
parameétres qui admet cette cubique, et par conséquent la développable de ses tangen-
tes, comme variétés invariantes. En prenant les équations de la cubique sous la forme

y =, z=x
on a pour les coefficients des transformations infinitésimales définissant le groupe

la matrice suivante :

1 2% 3y
x 2y 3z

3x*—ay dxy—z 3xz

(*) V. Poincaré, Bulletin de la Société mathématique, 1886-87. pages 203 et suiv.
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Les équations (6) relatives & ces transformations infinitésimales s’écrivent :

DF+2be+3 DF_O
Az dy YT
oF F oF

(9) x 0x+2y N 3z > —=—6F,

R¥ oF 3 34 2 F

Bx® — 2y)g+( xy — 2) — + 3xz 5 — — 122F.

. . OF JF 2F R C . , )

Elles constituent, par rapporta —, —, un systéme linéaire dont le déterminant

de” dy T 2z

est

A=3[4x’z — 32°y’ 4+ hy’ — bxyz + z°].

Le systéme (g) est équivalent & la relation

de sorte que le groupe admet I'invariant intégral

/‘d;cdydz
/) S ==

On peut remarquer que ’équation A —o représente la développable des tangentes
de la cubique invariante.
2° Les transformations infinitésimales :

p + 22q + 3yr, xp + 2yvq + 3zr, q + 3xr

définissent un groupe admettant comme surface invariante la surface cubique

z—3xy + 22'=o0 (surface de Cayley).

Un calcul tout semblable au précédent met en évidence I'invariant intégral

dedydz
fff(z—Sacy—l—zw‘ﬁ'

[41] Je terminerai ce premier Chapitre par une remarque importante. Dans tout

ce qui précéde, chaque fois qu’il a été question de préciser la forme de la probabilité
élémentaire

Fle, x,.. ., z,)dcdx, ... de

m
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par la considération d’'un groupe de transformations, nous n’avons envisagé qu'un
groupe relatif aux seules variables x,«, . .. .z, et la probabilité élémentaire n’a été
que la généralisation simple de 1'élément de volume. Cette maniére de procéder estla
plus simple et la plus naturelle. Elle ne permet cependant d’envisager qu’un seul
aspect de la question.

Soit, dans 'espace & m + p dimensions z,,x,, ..., &,,2,,2,, - .., 2, une variété A m

dimensions définie par les équations

La probabilité élémentaire la plus générale relativement & un point de cette
variété pourra toujours s’écrire
d}=F(x,, x,, ..., x,)dcdx, ... dz,.

Or, imaginons que F soit assujetti 4 la condition que dJ reste inchangé par une

transformation quelconque d'un groupe G de lespace x,,x,, ..., %,,,2,,2,, .- -+ 2,

4
groupe dont d'ailleurs chaque transformation changera la variété considérée en une

m?

autre variété (équivalente).

11 ne semble pas que la fonction F puisse étre complétement déterminée par des
considérations de ce genre, en raison de I’existence des invariants différentiels. Si, par
exemple, la variété envisagée est une surface dans l’espace a trois dimensions, et si
le groupe cousidéré est le groupe des mouvements, la probabilité élémentaire pourra
étre le produit de I'élément d’aire par une fonction quelconque des coordonnées
intrinséques que sont, dans le cas général, les quantités ¢ et Ag de la théorie clas-
sique des surfaces.

Il y a donc encore une large part d’arbitraire dans ce genre de questions : j’ajoute
que cela ne diminue en rien leur intérét; elles feront I'objet d’'un travail ultérieur.

Je me bornerai, dans ce qui suit, & des questions rentrant dans le cadre des idées
développées dans ce Chapitre : nous rencontrerons, aussi bien en Géométrie élémen-
taire qu’'en Géométrie selon la métrique Cayleyenne, d’assez nombreuses applications
auxquelles nous nous limiterons.
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CHAPITRE 11

[42] En dehors des points, pour lesquels des coordonnées cartésiennes gquelcon-
ques forment un systéme de variables équiprobables, les éléments géométriques sur
lesquels portent les problémes qui se posent le plus naturellement sont les droites
dans le plan, les droites et les plans dans I'espace. Nous allons déterminer, dans
chacun de ces cas, la probabilité élémentaire imposée par l'invariance des résultats
vis-a-vis du groupe des mouvements : malgré que le calcul direct par la détermina-
tion d'un jacobien soit toujours assez simple, nous appliquerons les équations (6) du
chapitre précédent d’'une maniére systématique.

En ce qui concerne les droites du plan d’équation générale

ux 4+ vy + 1 =0,

nous apercevons facilement qu’aux transformations infinitésimales du groupe des
mouvements du plan :

p, 4, xq—)Yp

correspondent sur les variables uv les transformations :

df df df . of df of
* —— T —_—
ubu+uvbv’ uvblt+v w’ % w

Cela posé, la troisiéme équation de condition :

v JF ‘u oF
du v

montre que, si 'invariant intégral

// F(u, v)dudv

existe, on a nécessairement

F(u, v) =9¢(u* 4 v*).
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Les deux premiéres équations de condition se réduisent 4 une seule, qui peut s’écrire :
3o + 20’ + v)¢' =o0.
D’ot1 la probabilité élémentaire déja signalée au paragraphe 2 :

. dudv
framnd (ug + Uz)s/z .

(1) dJ

’

Si Yon écrit I'équation d’une droite sous la forme canonique :
xcosb + ysinb—p=o,

on a immédiatement

Y = dpds.

C’est 14 la forme classique utilisée dans les travaux de Crofton : elle est connue de-
puis longtemps et a permis d’obtenir des résultats remarquables. L’invariance de

S S

a été signalée par M. Cartan ('), ainsi que celle de la plupart des intégrales analogues

Vintégrale

qui seront indiquées dans ce chapitre : M. Cartan ne s’est d’ailleurs pas placé au
point de vue des probabilités.
Un calcul en tous points analogue au précédent justifie, pour les plans de I'espace

uxr +vy +wz+1=0

I'emploi de la probabilité élémentaire :

dudv dw

) U= Ty

qui peut s’écrire

dJ = sin 0 dpdbde

si I'on prend I'équation d’un plan sous la forme

xsinbcose + ysinbsing + zcos6 —p=—o.

(). E. Cartan, Le principe de dualité el certaines intégrales multiples de Uespace tangentiel el
réglé (Bulletin de la Sociélé mathématique, 1896. p. 140).
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Dans I'espace & m dimensions, on justifie de la méme maniére, pour les plans

z,cos ¢, + x,5ino,cose, + ... 4o,  singsiny, ...sing,  coso, |

T m—z

+ x,sng sing, ...s8ing,  —p=—o0

la probabilité élémentaire

3 dJ = sin™ o, sin" g, .. sing, . dpde dy, ... dy,,_,

vis-a-vis du groupe des déplacements euclidiens. Les expressions (2) et (3) s’écrivent
d’ailleurs

dJ = dpdQ,

dQ désignant l'élément d’angle solide de 1'espace & 3 ou & m dimensions.

(13] En ce qui concerne les droites de I'espace, nous utiliserons les équations

r—=az+p,
y="0bz+4q

ott intervient le nombre minimum de paramétres.

Le groupe des mouvements correspond sur les variables a, b, p, g & un groupe
engendré par les transformations infinitésimales :

VA VLYY Y F f

ap’ g’ ap g’ da % op ! 2’
2 Df Df an‘ af af 2 af D.f‘ Df
5y 2L - i . abL by L .
(1—{-a)aa—!—abab—}—apa +bpaq, a ba+(l+ )bb —{—aqa +bq3q

Si nous cherchons un élément différentiel invariant

F(a, b,p, q)dadbdpdg,

nous avons donc six équations de condition. Les premiéres

)F 2F_
p q 7

montrent que F ne dépend que de a et b; la troisieme se trouve vérifiée de ce fait.
Quant aux rotations, la premiére conduit a
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d’ot il résulte que
F=g¢(a® + ).
Et les deux derniéres donnent une seule équation

(14 a" + &)’ + 20 = o,

D’ou la probabilité élémentaire :

dadbdpdq
dJ —_ 3=z
@ (t+a 4+ b

L’élément différentiel (4) a une signification géométrique simple. Coupons la
droite (A) définie par les paramétres a, b, p, g par le plan (IT)

ax +by+z=o

qui lui est perpendiculaire. Les droites paralléles & (A) découpent dans le plan (II)
T'élément d’aire
dpdq

d_——::.
: \/I+a2+b’

D’autre part, les cosinus directeurs de (A) étant

a b 1
N ————— f—=——, V=
Vita+b Vita +0 Vita+b

«©

T’élément d’angle solide balayé par (A) quand a et b varient seuls est

_ ded dadb
Ty T (+a+ B

dQ

On peut donc écrire I'expression (4) sous la forme

dJ = dsdQ.

3

Ces expressions s’étendent naturellement & I'espace & m dimensions. Une droite
de cet espace dépend de am — 2 paramétres. On pourra écrire ses équations

mtzalxm +p1’
wa:aexm +p2’
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Dans ces conditions, aux translations du groupe des mouvements correspon-
dent sur a,,a,,...,qa,_,,p, ...,P,_,, des transformations infinitésimales qui con-
duisent & prendre

F(au ag? sy am—:’ pi’ pe' . "pm—;)
fonction des a seuls. Les rotations ol ne figure pas «,, imposent & F la forme

F=g@l+a+...+a,.)

et les rotations ou figure x,, conduisent enfin a

I

F=

m4x°
[I + ai + a: + A + agﬂl—l]

D’ou la probabilité élementaire

da,da, ... da,_dpdp,...dp,_,
- m:

(I + aj + A + a?lll—l)

(5) dj

qui s’écrit encore

d] = dedQ,

dQ représentant 'élément d’angle solide, et do étant, comme élément d’aire d’un
plan de I'espace & m dimensions, d’ordre m — 1 par rapport aux longueurs.

{44] Nous allons reprendre les probabilités élémentaires (1) (2) (3) (4) et (5) des
paragraphes 13 et 14, et les appliquer & la mesure des ensembles les plus simples
de droites et de plans que 'on peut définir de fagon géométrique.

Le plus simple des ensembles de droites du plan est celui des droites qui cou-
pent un segment rectiligne donné. Nous ne diminuerons pas la généralité en pre-
nant le segment qui va de l'origine au point A d’abscisse postive / sur ox. Définis-
sons une droite quelconque de I'ensemble par les paramétres canoniques p et 6;

I'angle 6 varie de — I a-+ —z : et pour chaque valeur de 0, p varie de o & /cos 6.
2

Nous avons donc

+=

Ty lcosth
f/dde:/ dOf dp = l.

—x (4]
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Considérons maintenant un contour polygonal quelconque ABC ... KL : I'ensem-
ble des droites qui rencontrent chaque c6té a pour mesure le double de la longueur
de ce cOté. Dans ces conditions, I'ensemble des droites qui coupent le contour total
a pour mesure le double de sa longueur totale, 4 la condition de compter chacune
d’elles pour un nombre de fois égal & celui de ses points d’intersection.

Cette proposition s’étend naturellement & un arc de courbe, fermé ou non, de

ffndpde

étendue aux droites qui rencontrent, chacune en n fois, I'arc de courbe, a pour

longueur L. L’in'tégrale

valeur 2L. §’il s’agit en particulier d’un contour fermé convexe, chacune de ses
sécantes le coupe en deux points. Il s’ensuit que I'on a, pour les sécantes de ce

[45] A défaut d'un historique complet de la théorie des probabilités géométri-

contour,

ques, qu’il elit peut-&tre été légitime de placer en téte de ce travail, je vais trés rapi-
dement passer en revue les beaux travaux qui, & propos du probléme de l'aiguille,
se rattachent aux propositions du paragraphe 14.

Soit un contour convexe (C), fermé, de longueur L : et soit (C’)un contour fermé
convexe, de longueur L'et intérieur a (C). D’aprés ce qui précéde, la pro!:)abilité pour
qu’une sécante de (C) coupe (C) est

Supposons que (C) soit un cercle de diamétre a et que (C') se réduise 4 un seg-
ment rectiligne de longueur [. La probabilité pour qu'une sécante du cercle coupe
le segment est

al
P=—.
a.
11 convient en effet de compter deux fois la longueur /. Or, imaginons un parquet
régulier dont chague lame aurait pour largeur a : si on lance sur ce parquet une
aiguille de longueur /, et si on considére un disque circulaire de diamétre a entou-
rant Faiguille, il y a une rainure du parquet qui coupe le disque : la probabilité

pour qu’elle coupe l'aiguille est
al

P=—.
Ta



24 R. DELTHEIL.

Telle est la solution donnée par Barbier pour le probléme de l'aiguille de Buffon.
Un raisonnement ingénieux lui avait permis d’éviter tout calcul, et la considération
explicite du groupe des mouvements est inutile & son intuitive explication. Barbier
était 'un des auditeurs, comme éléve de I'Ecole Normale, du cours de Lamé i la
Faculté des Sciences en 1860. Ce dernier traitait de diverses généralisations du pro-
bléme de l'aiguille et envisageait en particulier le cas ou l'objet lancé était un disque
elliptique. Barbier étendit le résultat obtenu par Lamé au cas général et publia dans
le Journal de Liouville (1860) un trés remarquable mémoire.

[16] Parmi les idées intéressantes contenues dans ce mémoire de Barbier, il
convient de signaler tout particuliérement la suivante :

Soit un contour quelconque (C), ouvert ou fermé : la mesure de I'’ensemble des
droites qui coupent ce contour, sans qu’aucun coefficient soit attribué a chacune
d’elles, peut s’obtenir simplement. Imaginons en effet un fil tendu autour de (C) :
toute sécante de (C) sera sécante’ du contour fermé convexe réalisé par le fil et réci-
proquement. Or ce dernier est coupé en deux points exactement par toute sécante

de (C). On a donc

en désignant par X la longueur du fil tendu.

Cette remarque a pour effet de ramener les questions relatives aux droites cou-
pant certains contours & des questions analogues sur des contours convexes. Les ré-
sultats importants obtenus dans ce domaine par les continuateurs de Barbier sont
exposés par Sylvester, le plus illustre d’entre eux, dans un mémoire des Acta Mathe-
matica (1891) qui a pour épigraphe : « Squaintly made of chords ».

[4'7] Soit (I") un contour convexe fermé de périmétre L et soit S son aire inté-
rieure. Etant donné deux sécantes de (I'), quelle est la probabilité pour qu’elles se
coupent a I'intérieur du contour?

I
Les couples de sécantes de (I") forment un ensemble de mesure ~ L®. Quelle est

la mesure de I'ensemble des couples dont le point d’intersection est intérieur & (I")?
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