GASTON JULIA

Etude sur les formes binaires non quadratiques a indéterminées
réelles, ou complexes, ou a indéterminées conjuguées

Theses de I’entre-deux-guerres, 1917
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1917__13__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1917__13__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

I
I's

(%),
Y THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

Par M. Gasroxn JULIA,

Ancien éleve de I’Ecole Normale supérieure,
Sous-lieutenant au 34° régiment d’Infanterie.

1r¢« THESE. — ETUDE SUR LES FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES A INDE-
TERMINEES REELLES, OU COMPLEXES, OU A INDETERMINEES
CONJUGUEES.

2¢ THESE. — Prorositions poNNEEs PAR LA Facunre.
PR TIAY

Soutenues le :“/‘)%i'e‘ 1917 dosvant la Commission d’Examen.

MM. Evie PICARD, Président.
LEBESGUE, )
Examinateurs.
HUMBERT, \

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS ET Ci¢, EDITEURS

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DF L'ECOLE POLYTECHNIQUE,

Quai des Grands-Augustins, 53.

1917

M026760



16263

UNIVERSITE DE PARIS.

S T

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

Doyen....... eereenean .-

Professeur honoraire.....

D e

MM.
P. APPELL, professeur, Mécanique analytique et Mécanique céleste.
Cn. WOLF.

LIPPMANN........... Physique.
BOUTY............... Physique.
BOUSSINESQ......... Physique mathématique et Calcul des pro-
babilités.
PICARD. .....cooietn Analy<e supérieure et Algébre supérieure.
Yvies DELAGE. . ...... Zoologie, Anatomie, Physiologie compar,
Gasron BONNIER ..., Botanique.
KOENIGS ...t Mécanique physique et expérimentale.
VELAIN ... o, Géographie physique.
GOURSAT....... .... Calcul différentie]l et Calcul intégral.
HALLER .......0ut Chimie organique.
JOANNIS......... ..., Chimie (linceignement P. G. N.).
P, JANET. ....onllt, Phyeique (Enseignement P. C. N.).
WALLERANT......... Minéralogie.
ANDOYER........... Astronomie.
PAINLEVE. ........... Mécanique rationnelle.
HAUG................ Géologie.
HOUSSAY............ Zoologie.
Professeurs. ............ . LE CHATELIER.... Chimic.
Ginric, BERTRAND... Chimie biologique.
M™e P. CURIE......... Physique générale.
CAULLERY........... Zoologie (Evolution des étres organisés).
C. CHABRIE.......... Chimie appliquée.
G. URBAIN........... Chimie.
Ewice BOREL...... ... Théorie des fonctions.
MARCHIS . ........... Aviation.
Jeaw PERRIN......... Chimie physique.
G. PRUVOT.......... Zoologie, Anatomie, Physiologie compar,
MATRUCHOT......... Botanique.
ABRAIAM............ Physique.
CARTAN............. Calcul différentiel et Calcul intégral.
CrL. GUICHARD ...... Mathématiques générales.
MOLLIARD. ........ Physiologie végétale.
N Application de I’Analyse & la Géométrie.
Noool ool .. Histologie.
N Physiologie.
PUISEUX............. Mécanique et Astronomie.
LEDUC............... Physique.
MICHEL. .......o. ..., Minéralogie.
HEROUARD.......... Zoologie.
L LEon BERTRAND..... Géalogie.
Professeurs adjoints..... ! REmy PERRIER....... Zoologie (Enseignement P. C. N.).
COTTON............. Physique.
LESPIEAU. . .......... Chimie.
GENTIL.............. Pétrographie.
SAGNAC.............. Physique (Enseignement P. G. N.),
PEREZ............... Zoologie (Evolution des étres organisés).
Secrétaire...... Ceveenes D. TOMBECK.
58260 IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET C'%, QUAI DES GR\\DS-AUGUSTINS, 55.
T



A LA MEMOIRE

DE MES

CAMARADES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

TUES A L’ENNEMI






PREMIERE THESE.

3

ETUDE

SLR 1ES

FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES

A INDETERMINEES REELLES OU COMPLE\ES,
ou

A INDETERMINEES CONJUGUEES;

Par M. Gastox JULIA.

INTRODUCTION,

Le Mémoire actuel est une contribution a la théorie arithmétique des formes
non quadratiques, en particulier a I’étude du probléme de la réduction qui
domine toute cette théorie. On s’est limité aux formes binaires a indélerminées
réelles ou complexes, ou a indéterminées conjuguées. Les bases de la théorie
de ces formes ont été jetées par Hermite dans une série de Mémoires Sur les
Sfonctions homogénes & dewr indéterminées, et surtout dans ’admirable
Mémoire Sur 'introduction des variables continues dans la théorie des
nombres (Tome I de ses OFuvcres). C'est de la lecture attentive de ce dernier
Mémoire qu’est né le Mémoire actuel, et son objet peut étre ainsi résumé :
mettre en lumiére et étendre la belle méthode de réduction continuelle créée
par Hermite pour I'étude arithmétique des formes.

Hermite n’envisage dans ses O uvres, sauf peut-étre dans le Mémoire Sur le
nombre limité d’irrationalités aucquelles se réduisent les racines des équa-
tions & coefficients entiers complexes d’undegré el d’un discriminant donnés,
que des variables réelles, en particulier dans son Mémoire sur les variables
continues. C’est aussi dans cette hypothése qu’on s’est d’abord placé pour la
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2 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

Hermite, une forme quadratique binaire définie dépendant de parameétres con-
tinus (¢, «) et 'on donne d’abord, en s’aidant des représentations usuelles des
formes quadratiques binaires définies, une interprétation géométrique de la
méthode de réduction continuelle qui, pour les formes quadratiques binaires
indéfinies, se réduit & 'interprétation de Stephen Smith. Cette interprétation
conduit 4 associer & toute forme binaire f & coefficients réels un certain poly-
gone convexe non euclidien D du demi-plan analytique qui sert aux représen-
tations. La considération simultanée de ce domaine D et de la division modu-
laire connue du demi-plan donne une image immeédiate des substitutions que
conduit & faire sur f la méthode d’'Hermite, en méme temps qu’elle donne une
définition intuitive des formes ( f) équivalentes & f que cette méthode associe
a f : ce sont toutes les formes équivalentes & £ dont le domaine D associé a un
point commun au moins avec ®,, domaine fondamental connu du groupe
modulaire. On apercoit de suite cette conclusion que le seul cas (hors'le cas
banal ou la forme f n’aurait pour racines réelles que des nombres rationnels),
ot I’ensemble (f)ne compte qu’'un nombre fini de formes, est celui ot £ n’a
pas deracines réelles (formes positives). A ce titre la théorie des formes posi-
tives apparait comme plus simple que celle des formes dont le signe est
variable, et la proposition précédente aurait pu suffire & établir la réduction.
Mais, poursuivant avec Hermile le choix d’une ou plusicurs des formes (f) qui
joueront le role de réduites, on met en évidence le role d’une fonction § des
paramétres (¢, «) que comporte la forme quadratique associée a f, pour la
limitation des coefficients de (/') (cette valeur minimum de 0 est dite détermi-
nant de f). Les valeurs des (¢, #) qui rendent § minimum absolu donnent la
forme quadratique ¢ qu’on appelle correspondante de f. La réduction de f se
fait par la méme substitution que celle de ¢; o est un covariant quadratique
de f. Une réduite de f est une forme équivalente a fdont la correspondante ¢
est réduite. 1l peut d’ailleurs y avoir plusieurs réduites ().

On s’attache ensuite (Chap. II) a étudier I'application de la méthode aux
formes cubiques et biquadratiques qu’llermite n’a traitées qu’en partie. On a
fait usage de la représentation géométrique pour relier simplement la corres-
pondante ¢ a la forme /" et 'on y est parvenu dans tous les cas. Les représenta-
tions trouvées pour cette correspondantesont toujours simples et mettenten évi-
dence la propriété de covariance de 3.

Suivent des remarques utiles pour simplifier les calculs de la méthode, c’est

(1) Bien entendu, on suppose dans tout ceci que les coefficients de la forme sont réels, mais
pas forcément entiers. Si 'on envisage plus particuliérement les formes A coefficients entiers, les
limitations des coefficients des réduites en fonction du déterminant permettent d’affirmer que
pour un déterminant donné il n'y a qu'un nombre limité de classes de formes & coefficients
entiers.
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’objet du Chapitre I1I. Des exemples variés choisis parmi les formes cubiques
et biquadratiques montrent I'utilité de ces remarques pour supprimer beaucoup
de calculs, et pour relicr cntre elles les diverses facons dont s’applique la
méthode & une forme d’un degré donn¢, dans les diverses hypothéses possibles
sur le nombre des racines réelles. L’exemple des formes hiquadratiques, en
particulier, montre que du cas le plus simple des formes positives du degré 4,
on peut, sans aucun calcul, déduire I'étude de celles qui admettent deux ou
qualre racines réelles.

Le Chapitre IV traite d’une nouvelle facon d’envisager la méthode d’Hermite
et met en évidence I'intérét qu’il y a & grouper deux par deux les racines réelles
ou imaginaires conjuguées. Les résultats obtenus pourles formesbiquadratiques
avec cette nouvelle conception sont rapides et simples, et ils donnent la raison
des propriélés géométriques élégantes qui relient le point représentatif de la
correspondante aux points racines de la forme proposée. Celte nouvelle con-
ception est surtout ulile a la généralisation quifait 'objet dela troisiéme Parlie
de ce Mémoire.

La deuxiéme Partie est une premiére extension de la méthode d'Ilermite aux
formes binaires & coefficients et indéterminées complexes (*). La nécessité de
cette extension est ici aussi nécessairc et rationnelle que l'introduction des
nombres complexes I’est pour I’étude méme de toutes les racines des équations a
coefficients réels. En particulier elle apporte & I'étude qui fait 1'objet de la pre-
miére Partie (formes & coefficients réels) une aide qui met dans son véritable jour
le role des différentes racines de la forme proposée. Elle montre que toutes ces
racines jouent en définitive le méme rdle, et ainsi la nouvelle méthode met une
unité compléte dans ce qu’avait d’un peu disparate & premiére vue la méthode
d’Hermite : c’est seulement parce qu'on 'envisageait du seul point de vue réel
que cette méthode semblait disparate; elle ne 'est plus quand, avec ’extension
qu’on lui donne ici, on I'envisage dn point de vue complexe.

Pour cette étude, on a du remplacer, les indéterminées étant complexes, le
groupe modulaire réel par le groupe modulaire complexe, qu’une terminologie
aujourd’hui adoptée appelle groupe de Picard, depuis que M. Picard a mis en
évidence la division du demi-espace en pentaédres, 4 laquelle ce groupe donne
naissance. On a aussi remplacé la forme quadralique définie associée par une
Jforme quadratique définic & indéterminées conjuguées (forme d’'Hermite),

(1) Les formes non quadratiques & coefficients complexes ont fait I’objet d’un important
Mémoire de M. Jordan, sur I’équivalence des formes, inséré dans le 48¢ cahier du Journal de
U’Ecole Polytechnique. l.a méthode dont je me suis servi ici, directement inspirée de celle
d’Hermite, différe de celle de M. Jordan qui visait les formes & un nombre quelconque de
variables. On pouria rapprocher les limitations que jai données pour les coefficients des

réduites, de celles qu'a données M. Jordan, et les conclusions qu'on en peut urer pour les formes
a coefficients entiers.
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dépendant d’autant de paramétres positifs ¢ que la forme proposée a de racines.
Le Chapitre II donne alors I'exposé complet de la méthode. La représentation
usuelle des formes d’Hermite définies conduit & associer & f un domaine D qui
n’est autre que le polyédre convexe non cuclidien ayant pour sommels les
racines de f.

Ce polyédre, envisagé concurremment avec la division pentaédrique du demi-
espace, donne une interprétation géométrique de cette méthode de réduction
continuelle tout & fait analogue & celle exposée dans la premiére Partie. Il n’y
a naturellement plus ici de distinction entre les formes positives et les formes
non loujours positives, le polyédre a tous ses sommets dans le plan de la
variable complexe. L’ensemble des (f) associées a f par réduction continuelle
est toujours infini (sauf le cas banal ol toutes les racines de /' seraient ration-
nelles), et 'importance du choix de la réduite équivalente a f (ou des réduiltes,
car il peut y en avoir plusieurs) est plus grande encore que dans la premiére
Partie. Il y a une fonction 6 dépendant des #; qui joue un roéle primordial dans
la limitation des coefficients des (f).

Pour les valeurs des ¢, qui la rendent minimum absolu, on obtient la corres-
pondante ¢ de f, et cette correspondante quadratique & indéterminées con-
juguées est un covariant de f par toute substitution linéaire. La réduction de f
se fait par la méme substitution que celle de « : une réduite est une forme
équivalente & f dont la correspondante est une forme d’Hermite réduite.

Au Chapitre II on étudie I'application de la méthode aux formes quadra-
tiques, cubiques et biquadratiques. Pour les formes quadratiques, on retrouve
I'idée de réduction de M. Bianchi. Passant aux formes cubiques, on arrive pour
la correspondante ¢ & une représentation géométrique trés simple qui donne
immédiatement, el par une voie naturelle, I'interprétation du covariant quadra-
tique d’Eisenstein (hessien) & laquelle M. Klein (') est parvenu en inter-
prétant la théorie algébrique des covariants. Pour les formes biquadratiques,
'idée exposée au Chapitre IV de la premiére Partie (association des racines
deux & deux) donne de fagon trés simple : 1° la correspondante de la forme f
2° une série de propriétés géométriques deson point représentatif d’ot découle
en particulier une interprétation géométrique du covariant T du sixiéme degré
de la forme biquadratique, a laquelle M. Klein était arrivé, sinon explicitement
du moins implicitement, en inlerprétant certains résultats de la théorie algé-
brique des covariants de cette forme. On voit aussi nettement, dans le cas des
formes cubiques et biquadratiques, pourquoi la correspondante est un covariant
quadratique a indéterminées conjuguées de la forme proposée f : cela tient
aux relations géométriques simples qui relient son point représentatif aux
racines de f.

(1) Mathematische Annalen, t. I1X.
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Le Chapitre IV envisage I'application de la méthode de cette deuxiéme
Partie aux formes & coefficients réels. Comme on devait s’y attendre, on
retombe sur la méthode d’Hermite exposée dans la premiére Partie. Mais on
voit cette derniére méthode d’un point de vue plus large qui fait apparaitre
son unité profonde. Les divers cas que pecut présenter dans la premiére
Partie une forme d’un degré donné, selon qu’elle a o, 2, 4, ... racines imagi-
naires, et auxquels la méthode d’'Hermite semble s’appliquer dijféremment,
recoivent ici une seule ct méme application de la nouvelle méthode. L’une des
conséquences les plus importantes que j’ai pu tirer de I'unité qu’apportait cette
nouvelle méthode, est la réponse & une question qu'Hermite se posait relati-
vement aux formes a coefficients réels et a 'équation qui relie le déterminant
d’une telle forme (valeur minimum de la fonction 0 dont il a été question plus
haut) a ses coefficients : « On observe alors, dit Hermite, cette circonstance
remarquable que, pour chaque degré, c’est toujours la méme équation
en D (D = \0) qui vient s’offrir, bien que les calculs par lesquels on y arrive
difféerent beaucoup suivant le nombre des racines réelles et imaginaires, mais
je n’ai pu jusqu'a présent découvrir la raison générale de ce fait important
(QEucres, p. 92et 93 du Tome I).

La deuxi¢me Partie se termine sur quelques remarques relatives 4 une
conception purement géomélrique de la réduction, dont on pourrait faire
usage pour certaines formes particuliéres.

La troisiéme Partie aborde un sujet qui me parait absolument nouveau et
auquel conduisaient tout naturellement les interprétations géomeétriques avec
lesquelles les premiére et deuxiéme Parties de ce Mémoire (en particulier Cha-
pitre IX de la premiére Partie et Chapitre I1I de la deuxiéme) rendent familier :
c’est I'étude de certaines formes a indéterminées conjuguées non quadra-
tigues. Jusqu'ici il n’existe, & ma connaissance, d’études que sur les formes
quadratiques & indéterminées conjuguées; la troisieme Partie de ce Mémoire
est un essai sur les formes de celte nature de degré supérieur a 2.

Le Chapitre I traite de celles de ces formes f qui sont un produit de formes
d’Hermite définies. Elles généralisent les formes binaires a coefflicients réels
positives. On leur associe une forme d’Hermite positive dépendant de para-
métres positifs ¢, dont le point représentatif, lorsque les ¢, varient, décrit
I'intérieur et la surface d’un polyédre convexe cuclidien D associé a f d’une
fagon trés simple. On définit encore I'ensemble des (f) associées & f par
réduction continuelle, et I'on introduit une fonction 6 des paramétres ¢, qui joue
le role essentiel pour la limitation des coefficients de (/). Les valeurs des ¢
rendant 6 minimum ahsolu (déterminant de /) donnent la correspondante
quadratique de f. On réduit f et sa correspondante par la méme substitution.
Les conclusions habituelles sur les formes a coefficients entiers du type étudié
se tirent de la.
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Passant au cas ot _f est un produit de formes d'Hermite non toutes défintes,
on prend d’abord, dans le Chapitre I, le cas des formes biquadratiques qui
améne & des considérations inattendues et fort simples. Le domaine D associé
a4 festicl limité par des portions de sphere et des portions de cyclide de Dupin;
on le définit immédiatement & 'aide des ¢léments géométriques qui repré-
sentent les formes composantes de f. On peut définiv une réduite unique
par I'intermédiaire d'une correspondante quadratique définic d’Hermite, sauf
dans le cas ol les formes composantes de f sont indéfinics et a demi-sphéres
représentatives sécantes. 1l se produit dans ce dernier cas unc circonslance
analogue & celle des formes quadratiques binaires indéfinies a cocfficients réels.
Il y a en géncéral une infinit¢ de réduites. On Lire des conclusions immédiates
relatives a4 celles de ces formes qui sont & coeflicients entiers et ne peuvent
représenter zéro.

L’étude compléte des formes biquadratiques décomposables a coefficients
entiers fait 'objet du Chapitre 1V. Au préalable, on donne dans le Chapitre 111
des relations nouvelles entre les groupes cycliques de substitutions modulaires
complexes qui conservent une forme d’Hermile indéfinie & coeflicients entiers.
Ces propositions nouvelles, complétées par une Note rejetée a la fin du Mémoire,
éclaircissent en particulier la nature de toute substitution loxodromique du
groupe de Picard en donnant des indications simples sur la valeur de I'argu-
ment de son multiplicateur K. A l'aide de ces résultats, 1'étude des formes
biquadratiques & coefficients entiers devient facile.

En particulier, on voit que, dans le cas d’exception signalé plus haut, les
réduites en nombre infini se ramenent a un nombre fini de formes se repro-
duisant périodiquement lorsque les coefficienls de la proposée sont entiers.
(Zestun résultat comparable & celui des formes quadraliques binaires indéfinies
a coefficients entiers. Dans ce cas aussi la forme reste invariable par un groupe
cyclique infini de substitutions modulaires complexes, toutes hyperboliques.
On montre qu’une telle forme peut toujours, d’une infinité de facons, se ramener
au type az’ + 20s) 4+ c* (a, b, c, entiers réels; b’ — ar>>o0, o et Y formes
d’Hermite indéfinies a coefficients entiers ct & demi-spheéres représentatives
toujours sécantes). Ce sont les formes de la premiére catégorie. A la deuxi¢me
catégorie apparliennent les formes biquadratiques & coeflicients entiers qui se
décomposent en produit de : 1° deux formes d’Hermite définies; 2° une forme
définie, et une indéfinie; 3° deux formes indéfinies & demi-sphéres représen-
tatives non sécantes. On les raméne toutes d'une infinité de facons au
type ag®+ 209+ cl?, a, b, ¢ étant du méme type que pour la premiére
catégorie, 2 et ¢ étant deux formes d'Hermite & coefficients entiers qui ne
peuvent jamais étre indéfinies et 4 demi-sphéres représentatives sécantes.

La méthode du premieret du deuxiéme Chapitre donne pour toute forme de
la deuxiénie catégorie une réduite unique, et pour loute forme de la premiére un
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nombre fini de réduites se reproduisant périodiquement. On a vu aussi que
toute forme de la premiére catégorie se conservait par un groupe de substi-
tutions modulaires hyperboliques. Une forme de la deuxiéme n’admet pas en
général de substitution qui la conserve, sauf certaines formes équivalentes a
des formes canoniques qu'on donne ct qui se conservent par un groupe fini. On
voit ainsi que les formes biquadratiques de la premiére catégorie généralisent
les formes (uadratiques binaires indéfinics a coefficients entiers réels, et celles
de la deuxiéme généralisent les formes définies.

On passe ensuite au cas ol f cst un produit de deux formes conjuguéesl’une
de l'autre, chacune étant & indéterminées conjuguées, mais non d’Hermite,
c’est-a-dire ne prenant pas des valeurs réelles pour toutes valeurs des variables.
Onraméne fau type as® +2b1v) +c?, a, b, c entiers réels, mais ac — b*>o.

¢ el | sont encore deux formes d’Hermite a coefficients entiers qui sont
toujours indéfinies et & demi-sphéres représentatives sécantes pour les formes f
de la premiére catégorie, et qui ne sont jamars indéfinies et a demi-spheres
sécantes pour les f de la deuxiéme catégorie. Les deux catégories se distinguent
par la réalité des points doubles de la cyclique f(z, 1) =o0. On étend a ces
formes la théorie de la réduction ens’aidant de la représentation usuelle projec-
tive des formes (la sphére unité servant de quadrique fondamentale) et des
résultats trouvés aux Chapitres I et Il avec celte représentation. Sur la sphére,
on considére la cyclique correspondant a f(s, 1) = o qui ici se décompose en
deux cercles imaginaires conjugués. Les sommets des cones du deuriéme degré
passant par ces deux cercles jouent le réle principal dans la réduction de ces
formes. Il 'y a une réduite pour toute forme de la deuxiéme catégorie et une
infinité de réduiles pour toute forme de la premiére, qui se réduisent a un
nombre limité d’entre elles, se reproduisant périodiquement si la forme a ses
coefficients entiers. On s’éléve ensuite au cas ou la cyclique ne se décompose
plus pour donner une méthode théorique de réduction baséc toujours sur la
considération des cones du deuxiéme degré contenant la cyclique.

Le Chapitre V traite du cas général ot f est produit de n formes d’Hermite
non loules définies (n>2) ct montre, par des exemples, la nature des
domaines D associé¢s aux formes de ce type. On y retrouve, pour limiter ces
domaines, des portions de sphéres et de cyclides de Dupin. La réduction est
basée sur la considération d’une fonction 0 des paramétres figurant dans la
forme d’Hermite associée & f, et sur la recherche des valeurs de ces paramétres
qui rendent ) minimum.

Les deuxiéme et troisiéme Parties de ce Mémoire ont mis en évidence le rdle
de certains covariants a indélerminées conjuguées d’une forme binaire ordi-
naire ou & indéterminées conjuguées. Je ne crois pas qu’on ait beaucoup insisté
Jusqu’ici sur les covariants de celte espéce; on a surtout envisagé les covariants
qui sont des formes ordinaires, non a indéterminées conjuguées.
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Enfin, le dernier Chapitre de la troisitme Partie lraite d’une question que
soulévent naturellement les recherches précédentes : Déterminer toutes les
Jormes binaires & indélerminées conjuguées qui restent invariantes par un
groupe de substitutions linéaires ('); et I'on lrouve que, hors les formes

décomposables du type

a,o" +a; " 'Y+ 4+ a, b (les a, réels, o et Y formes d’llermite)

qui se conservent par loute substitution conservant a la fois ¢ et §, toute forme
cherchée non décomposable ne peut rester invcariante que par un groupe fini.
On donne les types canoniques des formes jouissant de la propriété, en rame-
nant les groupes a étre ceux des polyédres réguliers.

(1) Dans une Note du Bulletin de la Société mathématique de France, M. Picard avait
signale I'existence, pour tout groupe fini de substitutions Linéaires, d’un invariant qui est une
forme quadiatique d’'Hermite. Ici ce serait la forme a2’ + yy', qui est représentée par le centre
de la sphére fondamentale : ce centre reste évidemment invariable par toute substitution d’un
groupe de rotation autour du centre comme I’est tout groupe fini.



PREMIERE PARTIE.

LES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDETERMINEES REELS.

PRELIMINAIRES.

Nous rappellerons quelques principes essentiels de la théorie des formes
quadratiques binaires dont nous aurons a faire un constant usage dans la suite.
Soit la forme quadratique binaire

S(x, y)=ax*+2bxy + cy

On donne a x et y des valeurs entiéres réelles; a, b, ¢ sont supposés réels
quelconques. Dans la théorie arithmétique de ces formes on envisage avec
grand intérét les formes ot @, b, ¢ sont entiers.

Si b* — ac < o, la forme a le méme signe quelles que soient les valeurs de x
et y. Elle est dite définie. Ce n’est pas restreindre la généralité que de sup-
poser a> o, la forme est dite positive.

Si b*— ac > o, la forme n’a pas toujours le méme signe. Elle est dite indé-
finie.

Si b* — ac = o, la forme est carré parfait d’'une forme linéaire en . et y. Ce
cas est le moins intéressant dans I’étude arithmétique. Nous le passerons sous
silence dans la suite.

Représentation géométriqgue. — Considérons I'équation
Sflr,y)=ax*+2bxy+ cy?*=o,
ou, en posant s = ;;
as*+ 2bs+c=o.
Deux cas sont possibles :

1° Si la forme est définie, ses racines sonl imaginaires conjuguées : { et {,.

On représentera la forme (et toutes celles qui s'en déduisent en la multipliant

par un facteur constant) par le point du demi-plan supérieur de la variable
L. 2
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complexe s =% + i dont l'affixe est  (nous dirons pour abréger le point {)
et nous pourrons toujours nous borner & la considération du demi-plan supé-
rieur de la variable complexe (v Zo).

¢, est symétrique de { par rapport a OZ.

L’abscisse de {est égaled — g = % (C+5)).

, . . .. c .
Le carré de sa distance a l'origine est — = £, = Norme [
11 est facile, connaissant les trois nombres a, b, ¢, de construire (.
. . . +yac—0b
On peut remarquer que 'ordonnée de { est égale 4 —-———.

Fig. 1

K

%

2° Si la forme est indéfinie, ses racines sont ¢, {,, réelles. On définit une
premiere et une deuxiéme racine dans certaines recherches, on prend
— b+ b —ac
= —

a
—b—\b—ac
S ——

a

§=

1 r . » D)
et I'on représente la forme f(x, y) par le demi-cercle tracé sur ¢,{, comme
diamétre, affecté d’une fléche allant de la premiére 4 la deuxiéme racine. Cette

Fig. a.

fleche permet de distinguer la forme f(x, y) de la forme — f(=,y) & laquelle
correspondrait la méme demi-circonférence mais affectée de la fleche opposée.
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La raison de cette représentation géométrique ressort de la théorie de la
réduction des formes quadratiques, puis de la réduction continuelle telle
qu'Hermite I’a imaginée. C'est & Stephen Smith qu’on doit cette interpréta-
tion de la méthode d’Hermite. Nous rencontrerons plus loin I'interprétation
géométrique compléte de la méthode de réduction exposée par Hermite dans

son Mémoire Sur Uintroduction des variables continues dans la théorie des
nombres (Hermire, OFucres, 1.1, p. 164).

EquivaLence. — Deux formes
f(eyy)=ax*+20xy+cy? e F(X,Y)=AX*+2BXY+ CY?

quadratiques binaires sont dites équivalentes proprement si (X, Y) s’obtient
en remplacant dans f(.x, y), x et y par

r=aX+BY,
S
(5) y =7X + 9},

a, B, v, ¢ étant quatre entiers réels tels que ad — By =1 :
F(X,Y)=/(aX +BY, yX +3Y).

La substitution S est dite une substitution modulaire.

Elle fait correspondre & tout couple d’entiers (x, y) un couple d’en-
tiers (X, Y) et réciproquement. On a

B>— AC=¥8 —ac.

Donc, si f(z, y) est définie, F(\, Y) sera aussi définie; si f est indéfinie, F 'est
aussi.

Soit 5 le point représentatif de la forme f(:, y) supposée définie; c’est la
racine située dans le demi-plan supérieur de 1'équation

Sf(z,1)=o.

Soit Z le point représentatif de la forme F(x, y); c’est la racine de I'équation

F(Z, 1) = o,
qui n’est aulre que
al + B _
f(m—a ’ l> = 0.

On a dcnc entre s et Z soit la relation

al +f
yZ—+9

&=

)
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soit la relation

. _alZ+p
DAYy AR I
. . . . .o T a + 3
z, étant conjugué de z. Mais on voit immédiatement que 50 comme Z est

situé dans le demi-plan supérieur de la variable complexe (c’est un calcul facile
qui résulte de g — By = 1), on a donc bien

ozZ—r—@.
yZ + 9

_—
s =

Si donc F(X, Y) se tire de f(&, ) par la substitution

x=aX +BY

(08 — By =1),

son point représentatif Z se tire de celui de f(x, )-) par la substitution

al +fB
yZ+3’

~—_—
S =

qui est une substitution fuchsienne. Nous désignerons également par la lettre S
cette derniére substitution.
Pour abréger nous écrirons quelquefois symloliquement

F(X,Y)=/f.S,
% Z=5.S;

c’est une notation coutumiére dans la théorie des groupes. Il ne faut pas y voir
autre chose qu’une notation.

Si f(wx, y) est indéfinie, il lui correspond un demi cycle (demi-cercle affecté
d'un sens), a F(X, Y) = £.S correspond aussi un demi-cycle. C’est une chose
facile de vérifier que si le point =z décrit le demi-cycle correspondant a f(wx, y)
dans le sens de sa fleche, le point Z lié a = par

__al+B
Tyl +o

~
<

écrit en méme temps le demi-cycle correspondant a F'(X, Y ) dans le sens de
sa fleche.

Réduction des formes définics. — Reprenons la forme définie
(1) SJ(x,y)=ax’+20zxy +cy’ (ac — 0 >0);
on sait qu’il existe une substitution modulaire S telle que la forme

(2) £.S=F(X,Y)=AX?+ 2BXY 4+ CY?
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ait des coefficients vérifiant les inégalités suivantes :
(3) 2|BJZA,  AZG
et, naturellement,
AC—B*>o.

Cette forme F est dite une réduite équivalente a f.

En général une forme définie n’a qu'une seule réduite : ceci arrive toutes
les fois que les conditions (3) se trouvent étre de vraies inégalités. Si certaines
des inégalités (3) se trouvaient étre des égalités, il y aurait deux réduites dif
férant seulement par le signe du coefficient moyen B.

Considérons le point représentatif Z d’une réduite; son abscisse [partie

. ' B . 1
réelle de Z que nous désignons par & (Z)] est — —, elle est comprise entre — ~

et + -
2

I3

Le carré de sa distance a 'origine est21 : Norme Z =

g

A

Le point Z est donc a I'intérieur ou sur le contour du triangle curviligne ®,
dont les cOtés sont les droites

et le cercle
4 nr=1.

®, sappelle le domaine de réduction. Toute forme définie dont le point
représentatif est intérieur & ®, ou sur son contour est dite réduite.

F

g. 3.

-
=

& o 1 1 &

ILe développement de la théoric de la réduction montre que :

1° Deux formes réduites dont I'une au moins a son point représentatif inté-
rieur & i, ne sont équivalentes que si elles sont identiques.

2° De toutes les formes équivalentes & une forme donnée positive (formes
d'une méme classe) il y en a en général une seule dont le point représentatif



14 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

tienne & ®, : c'est ce qui a lieu si ce point représentatif tombe & I'intérieur
de ®,;ily en a deux dans certains cas exceptionnels, et ils sont alors symé-
triques par rapport & O y et tous les deux sur le contour de ®,.

Le groupe modulaire. — Clest le groupe des substitutions modulaires

—aX+BY .
(S) { j:——:X +:):Y (e, B, 7, 0 entiers réels; o0 — By =1)
ou
s 2L+B,
YT yL+3’

les deux points 5 et Z sont dits quelquefois congruents dans le groupe modu-
laire.

On démontre aisément que le triangle ®, est un domaine fondamental du
groupe modulaire, c’est-a-dire que :

1° Si 'on forme tous les congruents d’un point z par les substitutions du
groupe modulaire, il en tombe toujours un a l'intérieur de ®, ou sur son
contour.

2° Deux points dont I'un est intérieur a ®, et 'autre est dans ®, ou sur son
contour ne peuvent étre congruents que s’ils sont confondus.

3° Dans ®, ne peuvent tomber plus de deux congruents d’un point z.

Il n’en tombe qu'un en général, et il est intérieur a @,. S’il en tombe deux,
ils sont nécessairement sur le contour de ®, et symétriques par rapport a Oy.

On démontre aussi que les deux substitulions fondamentales du groupe
modulaire sont

La dicision modulaire du plan. — Lorsque Z décrit le triangle ®,, le
aZ e . e ALy

220 décrit un triangle curviligne ® dont les cotés sont des arcs
yZ +0a

de cercle normaux al’axe réel (les droites normales & cet axe sont & comprendre

point 5 =

. . . . N Z
parmi ces arcs de cercle). Sil'on imagine que la substitution S (: = —o-(—j_——ﬁ>
vZ +o

change, ® changera. Par toutes les substitutions du groupe modulaire, ®, se
transforme en une infinité de triangles qui, suivant un processus connu,
recouvrent tout le demi-plan supérieur. L’opération de la réduction d’une
forme définie se présente donc ainsi :

Le point représentatif = dela forme f(r, y) tombant dans un des triangles ®

aZ +f

de la division modulaire, si S est la substitution z = s

qui transforme le
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triangle ® dans le triangle ®,, la réduite équivalente & f(x, y) sera
F(X,Y)=/f.5.

Représentation projective. — 1l nous arrivera quelquefois de nous servir
d’une deuxiéme représentation des formes quadratiques binaires.

Fig. j.

Nous choisissons dans un plan des coordonnées trilinéaires telles que la
conique x,x,— x; = osoit une ellipse. Nous 'appelons la conique fondamen-
lale ou absolue, avec Cayley. Tout point tel que .,y — . > 0 est intérieur &
la conique; si x, %, — ), <o il est extérieur. Cela fait nous représentons la

forme quadratique
Sz, y)=axt+2bxy -cy

par le point de coordonnées homogénes

xr,=a, x,=0b, Z3=C.

Une forme définie a son point représentatif & I’intérieur de la conique fonda-
menlale ; une forme indéfinie a son point représentalif a l'extérieur de la conique
fondamentale; on la représente aussi par le segment qui joint les points de
contact des tangentes a la conique issues du point représentatif, afin de n’envi-
sager jamais que ce qui se passe a l'intérieur de la conique fondamentale.

Une forme dont le discriminant est nul a son point représentatif sur la
conique fondamentale.

Les deux modes de représentation donnés sont d’ailleurs étroitement liés I'un
al'autre.

Représentons paramétriquement la conique fondamentale a I'aide des rela-
tions
Ty X, T

= = =
I S

¢ étant le paramétre.
On voit que les valeurs du paramétre correspondant aux points de contact
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des tangentes issues du point z, = a, x,= b, x, = c, sont
al?+2bl +c=o;

ce sont les racines de la forme.

On fait alors correspondre I'intérieur de la conique etle demi-plan analy-
lique en associant A tout point @, b, ¢, intérieur, la racine dont la partie imagi-
naire est positive de I’équation

all+2b684+c¢c=o,
c’est-d-dire le point représentatif selon le premier mode de la forme définie
Sz, y)y=ax*+2bzxy + c)?.

A un point { de la conique correspond le poini de I'axe réel qui a pour
abscisse la valeur correspondante du paramétre C.

Siun point décrit un segment {, {, joignant deux points ¢,(, dela conique,
son correspondant, dans le demi-plan analytique décrit la demi-circonférence
orthogonale & OZ qui va du point d’abscisse {, au point d’abscisse {, de 'axe
réel. On voit ainsi la liaison entre les deux modes de représentation des formes
indéfinies.

Il faut aussi rappeler que les notions de distance et d’angle par rapport & la
conique fondamentale deviennent, parla transformation précédente, les notions
de distance et d’angle dont Poincaré s’est beaucoup servi dans son Mémoire sur
les groupes fuchsiens.

Enfin aux substitutions modulaires, effectuées sur le paramétre {, corres-
pondent des transformations homographiques qui conservent l'intéricur de la
conique fondamentale, formant un groupe de mouvements non euclidiens. Le
domaine fondamental de ce groupe est un triangle ayant un sommet sur la
conique et deux sommets intérieurs; c’est le transformé du domaine ®, parla
correspondance indiquée plus haut.




CHAPITRE I.

THEORIE DES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDETERMINEES REELS
REDUCTION CONTINUELLE.

Avec Hermite nous considérons une forme
S, Y=g+ az" 'y + a, 2"y 4. . apzyt i ayn ().
et, conjointement, I’équation
Sz, 1)=ays"+ a5 '+...+a,=o,

dont les racines seront appelées racines ou séros de la forme f.
Soient &, a,, ..., a, les racines réelles de f; B,, B,; B, B.5...; By By ses
couples de racines imaginaires conjuguées;

t+2v=n.
On aura
Sz, y) :.“o(x'““x.y) cee (x—“y-}')(-z"—pl}’) (x—B1y)...
(z—Bvy)(z—PBry)-

Concevons qu’avec les quantités réelles ¢,, ..., #,; u,, uy, ..., u,, on
construise la forme quadratique définie positive

oz, y) =t (x—ay)+...+ ti(x—apy)+2uj(z—B1y) (z—B1y)+...
+2ui(x—Buy)(xz—Bvy).

On imagine maintenant que les ¢ et les « recoivent un systéme de valeurs
déterminées et pour ce systeme de valeurs on réduit la forme g. Il faut pour la
réduire faire sur « et y la substitution

x=aX + Y

(8) y=yX +0Y

(a6 — By =1).

(1) Nous supposons dans la suite @o 0. On pourra toujours se placer dans ce cas en rempla-
¢ant au besoin f par une forme équivalente modulairement et dont le premier coefficient ne soit
pas nul, ce qui est toujours possible. D’ailleurs, comme on le verra par la suite, cette supposition
n'est pas indispensable; elle allége simplement I'exposition.

J. 3
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On fera alors sur f la méme substitution que sur ¢, on obtient une forme /'S
équivalente a f,
®(X,Y)= ¢S =0 (aX + LY, y\ +3Y),
F(X,Y)=fS= f(sX +8Y,7X~+3Y).

Concevons alors que les ¢ et les « recoivent toutes les valeurs possibles, que
pour chacun de ces systémes de valeurs on réduise la forme g, et qu'on fasse
dans f la méme substitution que celle qui réduit ¢. On obtiendra ainsi un
ensemble de formes équivalentes & f que nous désignerons par ( f) et dont nous
allons étudier les propriétes.

Tout revient & étudier Uensemble des substitutions S qu'il faut faire pour
réduire 3 lorsque les ¢ ct les « prennent toutes les valeurs possibles. Ceci va
nous étre facilité par la représentation géométrique des formes définies qua-
dratiques et l'interprétation de la réduction de ces formes rappelée dans les
préliminaires.

Tout d’abord cherchons le domaine décrit par le point représentatif de la
forme o lorsque les ¢ et les « varient.

Dévcloppons 'expression de la forme ¢; nous pouvons I'écrire

o=px’—a2qxy+ry’,
cn posant
P+ 2ut 4 420,
g=tioy+.. +lpop+ u](Bi+B)+...+ w(By+ ),
r=tlol ..o+ tpop+ 20 B,B) +...+2udBB.

Prenons par exemple la représentation projective. Soient :

A, le point de la conique qui représente (x — o, )’)?; ses coordonnées sont 1, — o, a?;

s\2 . .

A, » (x — a-y)? » I, —ay, 03}

. o e : e ;
2.

Ap » (z—ouy)*s » Ty — Oy %3

B, le point intérieur & la conique qui représente

(z—Bi2)(xz— B, y); ses coordonnées sont I, l@’;i/‘), BB

B, le point intérieur a la conique qui représente
(z—Bvy)(®x—Byy); ses coordonnées sont 1, :—(&:—JQ, BvBy.
Le point représentatif de ¢ peut alors se désigner symboliquement par

QA+ oo+ A+ 2uiB +. ..+ 2u) B,

ce qui veut dire que chacune de ses coordonnées homogénes s’oblient en rem-
placant dans I’expression précédente les lettres A, et B, par la coordonnée
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homogéne en question relative au point A, ou B, correspondant ; en d’autres
termes, la premiére coordonnée p s’obtiendra en remplacant respectivement
A, ... B, par leurs premiéres coordonnées, la deuxiéme coordonnée — ¢ par
leurs deuxiémes coordonnées, la troisiéme coordonnée r par leurs troisiemes
coordonnées.

Une telle expression symbolique du point représentatif de ¢ fait apparaitre
la ressemblance avec les formules connues du barycentre des points A, ...,
A,, By, ..., B, affectés de masses respectives proportionnelles a £, ..., 4,
u?, ..., u;. Plus précisément, si 'on a choisi pour systéme de coordonnées
trilinéaires le syst¢me des coordonnées homogénes x,, «,, xy, , jouant le role
de la coordonnée d’homogénéité, en sorte que les coordonnées cartésiennes
a

. I X . . . .
soient > et —* (la conique fondamentale serait une parabole, cas limite d’unc
1

Zy
ellipse), on voit que le point représentatif de ¢ est exactement le barycentre
des points A, ..., A, B,, ..., B, affectés des masses {;, ..., {3, 247, ..., 24,.

Rien n’est alors plus aisé que de construire le domaine dans lequel se meut
le point
A+ AL+ 20B +. .+ 2u3 By,

connaissant les points A,, ..., A, B, ..., B, lorsque ¢,, ..., {,, &, ..., Uy,
prennent toutes les valeurs possibles. ‘

Fig. 5
t7A, +L3A,

i

£2A 4 £2A 0 LZA,

A td

En effet 17 A, + ¢; A, va décrire le segment A, A,; il sera en A, pour ¢, =0,
en A, pour ¢,=o. Le point ({;A,+ t1A,) + £ A;, lorsque ¢, variera ¢, et ¢,
restant fixes, décrira le segment qui joint A; au point ;A + 3 A,. Et lorsque
t,, 15, {; varieront arbitrairement, ce méme point ;A , + 7; A, + £; A, va décrire
le triangle A, A,A, ('). Si¢,,1,, ¢, o il esta 'intérieur; sil’une des trois
quantités ¢,, 7,, {; est nulle, il est sur un c6té; si deux sont nulles, il est en un
sommet. .

[On peut remarquer, en passant, que si trois points quelconques M,, M,,
M, sont donnés dans ou sur la conique fondamentale, & tout point M intérieur
au triangle ou situé sur son périmétre correspond (& un méme facteur prés) un
seul systtme de nombres pf, v}, u3 tels que le point M s’écrira symboli-

(1) Ay, Ay, Az étant sur la conique, ce triangle ne se réduit pas 4 un segment de droite.
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quement
M= piM,+ piMy+ p M. ]

En continuant de proche en proche, sans qu'il soit utile d’insister davantage,
il est clair que le point représentatif de la forme ¢ va décrire I'intérieur et le
périmétre du plus petit polygone convexe qui contiennc @ son intcrieur ou sur
son périmétre, U'ensemble des points A, A,y ..., Ay; B, ..., B,. Cequ'’il faut
entendre parlan’est pas douteux, et le polygone en question peut étre construit
par le procédé indiqué :

On joindra d’abord les points A,, A,; le premier point dela suite A, ..., A,
B,, ..., B,quin’est pas sur A, A, détermine avec A, A, un triangle (si A, existe,
c’est lui qu’il faudra prendre). Puis le premier point autre que les troissommets

du triangle qui ne tombe pas dans ce triangle ou sur son périmétre déterminera
avec les trois sommets du triangle un quadrilatére convexe, ou avec deux
d’entre eux un triangle qui contient le troisi¢me (voir les deux cas de figure).
On continuera de proche en proche en choisissant le premier des points de la
suite A,, ..., B,, qui ne tombe ni a 'intérieur ni sur le périmétre du quadrila-
tére ou du triangle qu’on vient de déterminer, et & I’aide de ce point on déter-
mine un polygone de 5, 4 ou 3 cOtés qui contient & son intérieur ou sur son
périmétre tous les points de la suite A, ..., B, qui précédent le point choisi en
dernier lieu. Aprés un nombre limité d'opérations, le polygone en question
sera construit.

S’il n’y a que deux points dans la suite A, ..., B,, le polygone se réduira au
segment qui les joint; de méme si tous les points de la suite en nombre supé-
rieur a deux étaient en ligne droite, le polygone se réduirait au plus petit seg-
ment de la droite contenant tous les points.

Sitousles points A,, ..., B, ne sont pasen ligne droite, on a un vrai polygone
convexe. D’un mot voici comment on peut le concevoir. On imagine qu’en
Ay, ..., B, sont plantées des épingles et qu'on jetle sur le plan une boucle
simple de fil flexible embrassant toutes ces épingles, puis on tend le fil de la

boucle de facon qu’elle emprisonne loujours toutes les épingles, la boucle dessi-
nera alors le polygone cherché.
Voici des exemples de figure.
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On peut remarquer que si £ n’a que des racines réelles le polygone aura pour
sommets conséculifs Jes u. points A,,..., A, dans ’ordre ou ils se suivront sur
la conique fondamentale; & coup sir aussi les points A,, ..., A, qui figurent

Mg. -.
A, A, A;
A, As
As

A A,

A, z A,

As
Ag AZ
A, A,

dans la suite A, A,,..., Ay, B,,..., B}, lorsque f a des racines imaginaires,
seront des sommets du polygone. Ceci résulte de la propriété de I'ellipse d’étre
une courbe convexe (c’est encore vrai du cas limite envisagé plus haut : la
parabole).

Si nous passons a la représentation de la forme ¢ par P'affixe de sa racine {
situ¢e dans le demi-plan supérieur, on a

L+ &

2

oy o ui (B B A wd (B BY)
- G+ 20l ’

RSN

g, =

Y

Les points A,, A,, ..., A, représentatifs des formes (x — a,y)? ...,
(z — a,y)* sont des points de I'axe réel d’abscisse a,, a5, ..., @,.
Les points 3,, B, ..., B, représentatifs de

(2 =Biy)(e—51Yy), (=B (2—Byy), -y (2=Buy)(z—PBLYy)

sont des points du demi-plan supérieur ayant respectivement pour affixes §3,,
B., X Bu- . .

Sil'on affecte ces points respectivement des masses ¢}, ..., 1}, 2u}, ..., 2uj,
on voit que la projection sur I’axe réel du point { représentatif de 9 est la pro-
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jection sur cet axe du barycentre euclidien des points A, ..., A,, B,, ..., B,
affectés des masses précédentes.

On voit aussi que les mémes principes qui ont permis de trouver le domaine
dans lequel évoluait le point représentatif de ¢ dans la premiére représentation
sont valables ici.

Pour passer de la premiére représentation a la deuxi¢me, il faudra remplacer
le segment de droite joignant deux points intérieurs a la conique ou situés sur
elle par 'arc du cercle orthogonal & I'axe réel qui joint les correspondants de
ces deux points dans le demi-plan analytique.

Ceci résulte de la propriété rappelée dans les préliminaires en vertu de
laquelle par la transformation qui fait passer de l'intérieur de la conique au
demi-plan analytique une droite du plan de la conique devient un cercle ortho-
gonal & 'axe réel.

Pour abréger, il nous arrivera d’appeler les cercles orthogonaux a ’axe réel
des droites non euclidiennes; ceci est conforme a la représentation donnée par
Poincaré de la géométrie non euclidienne de Lobatchefsky dans I'introduction
de sa théorie des groupes fuchsiens.

Des deux remarques précédentes on conclut une construction bien simple du
point { connaissant A,, A,,..., A,; B,,..., B, et leurs masses respectives },...,
Ly 2Uly ..., 20,

8.

A, P. A, P AP0, P O,

Sur la droite non euclidienne A, A, on prendra le point ¢, qui se projette
en P, sur I'axe réel et tel que

P.A, 2

= — =

PA, 2

et I’on affectera ¢, de la masse ] + ¢3.
Sur la droite non euclidienne , A; on prendra {, qui se projette en P, tel
que
P, P, 2

P,A, T axa’

et (, recevra la masse ¢ + 2 + 7.
On continuera ainsi de proche en proche. Pour fixer les idées, supposons qu'’il
y ait trois racines réelles a,, «,, a;, et deux couples de racines imaginaires con-

juguées 3,875 8.8,
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Sur la droite non euclidienne qui joint {, & B, on prendra {, projeté en P, et
tel que

2
P, P, 2uj

—_— — T ST )
1,0, e

(, recevra la masse 17 + (; + {, + 2u;.
Enfin sur la droite non euclidienne qui joint(; & B, on prendra { projeté en P
tel que
PP, 20
PQ, L+ O+ +ad]

C recevra la masse ¢] + ¢} + ] + 2u] + 2u;. et ce sera le point représentatif
de la forme .

Convenons d’appeler barycentre non cuclidien des points A, A,,..., Ay,
B.,..., B, respectivement affectés des masses (;, 13,..., &3, 2u},..., 2u; le
point { construit précédemment, alors le point représentatif de 9 sera d'un
mot le barycentre des points A, A,,..., A, B, B,,..., B,.

Sans qu’il soit nécessaire d’insister, on voit que ce barycentre ne dépend
nullement de 'ordre danslequel on prend les points A,,...,A,, B,,..., B, pour
faire la construction. On voit aussi immédiatement que I'on peut, pour la
recherchedu barycentre del’ensecmble A, ..., B,, remplacer tel groupe de points
de cet ensemble que I'on voudra par le barycentre des points de ce groupe, &
condition de 'affecter d’une massc ¢gale & la somme des masses des points du
groupe. Tout se passe pour la recherche des barycentres comme en Géométrie
euclidienne ordinaire.

Revenant au domaine que décrit le point U représentatif de ¢ lorsque les
paramétres £, u prennent toutes les valeurs possibles, on voit ce qu'il faudra
faire pour le trouver connaissant les racines a,,..., o, B, §5...5 8., 8, de la
forme rcprésentées par les points A,,..., A,; B,,..., B, du demi-plan supé-
rieur.

On joindra A, A, par une droite non euclidienne. S’il y a un point A, on le
joindra & A, et A,, ct cela déterminera un triangle non euclidien.

Fig. 9.

A A, A, A,

A,, A,, A; divisent I’axe réel en trois segments (nous regardons comme for-
mant un méme segment les deux demi-droites reliant au point a I'infini de I'axe
réel les deux points extrémes du groupe A, A, A;, ce segment contientle point
a 'infini de I’axe réel). S’il y a un point A, on le joindra par des droites non



24 FORMES BINATRES NON QUADRATIQUES.

euclidiennes aux extrémités de celui des trois segments précédents qui le con-
tient et ’on aura un quadrilatére non euclidien.

On épuisera ainsi tous les points A, en joignant chacun d’eux A, aux deux
sommets consécutifs du polygone non euclidien déterminé par les points A ...,
A,_, qui limitent celui des 7 — 1 segments contenant A, en lesquels les points
A,,..., A_, partage I'axe réel. On obtiendra ainsi un polygone non euclidien =
ap cotés (') (fig. 10). On prendra le premier des points B,,..., B, qui ne

Fig. 1o0.
8,

A AcA; A,

tombe ni 4 l'intérieur de ce polygone ni sur son périmétre et on le joindra tou-
jours, par des droites non euclidiennes, aux deux sommets du polygone quisont
tels que les deux droites qu’on sera amené & tracer ainsi ne pénétrent pas dans
le polygone © précédent. On obtient ainsi un polygone =, contenant = & son
intérieur, et dont le contour est formé des deux droites précédentes et d’une
partie du contour de = (2). On prendra ensuite le premier des points B, qui ne

tombera ni dans le dernier polygone =, obtenu ni sur son périmétre, et on le
joindra comme précédemment aux deux sommets de ce polygone «, qui sont
tels que les deux droites non euclidiennes qu’on sera amené & tracer ainsi ne
pénétrent pas dans le polygone, on obtiendra ainsi un polygone =, (*). En con-
tinuant de proche en proche jusqu’a épuisement de tous les points B,,..., B, on
arrivera a construire le plus pelit polygone convexe (') non euclidien qui
conlienne a son intérieur ou sur son périmétre les points A, A, ..., A

w
B,..., B,.

(1) Si 'on suppose quatre points Ay, Ag, Az, A,, la figure g9 représente le polygone .

(2) Dans la méme hypothése que pour la note (*), B; tombant dans &, B, hors de =, la figure 10
représente le polygone ;.

(3) Dans les hypothéses des notes (1) et (2), B; tombant hors de =;, on a construit le poly-
gone .

(*) Convexe, c’est-a-dire tel que le polygone n’est traversé par aucun de ses cotés prolongé au
besoin.
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Et c’est I'intérieur et le périmétre de ce polygone non euclidien que décrira
le point { représentatif de la forme quadratique ¢ associée a f lorsque les para-
métres £, « qui entrent dans ¢ prendront toutes les valeurs possibles. Ce poly-
gone D, que nous appellerons le poly gone associ¢ @ la forme f, est parfaite-
ment déterminé par la connatssance des racines de cette forme.

Maintenant que nous connaissons le domaine D que décrit le point { repre-
sentatif de ¢, quand les ¢ et les « varient, I’ensemble des substitutions (5) qu'il
faut faire pour réduire ¢ peut étre facilement caractérisé & I'aide de 'interpre-
tation géométrique que nous avons donnée de la réduction des formes quadra-
tiques définies.

Envisageons la division modulaire du demi-plan, telle que nous I’avons rap-
pelé dans des préliminaires.

Lorsque le point représentatif { de ¢ tombe dans un des triangles ® de cette
division, la substitution

- aZ +f3
ST yL+-¢
(S) ou (a&—@y:l)
z=aX+pBY
y:‘/x—i— oY

qui réduit ¢ est celle qui, an triangle ® que décrirait ¢, fait correspondre le
triangle ®, que décrirait Z. L’ensemble des substitutions (S) & faire pour
réduire ¢ lorsque ¢ et u varients’obtient ainsi :

Considérons tous les domaines modulaires @ acec lesquelsD a au moins un
point commun (intérieur ou sur la frontiére), Lensemble des substitutions (3)
est Pensemble des substitutions qui transforment chacun de ces domaines ®
en ®,, domaine fondamental du groupe modulaire.

On a ainsi comme une image tangible de cet ensemble de substitutions, et par
suite du groupe des formes (/) que la réduction continuelle précédente associe
a la forme initiale /.

Remarque I. — Sila forme f n’a pas de racines réelles ou si ces racines
réelles sont toules rationnelles, il est évident géométriquement que le do-
maine D n’a de points communs ¢u'avec un nombre fini de domaines modu-
laires . L’ensemble () comprendra donc dans ces cas seulement un nombre
fini de formes. Sil'on cxcepte en outre les formes quadratiques indéfinies &
coefficients entiers, on voit aussi sans grande difficulté que les deux cas préce-
dents sont les seuls o lensemble (f) n'admetl qu'un nombre fini de

formes (*).

(1) On voit en particulier que les formes n’ayant que des racines imaginaires (formes ayant
toujours le méme signe ), ne donnent naissance qu’a un nombre fini de formes ( f). Et cela pourrait
suffice a la rigueur pour batir la théorie de la réduction relativement & ces formes, en appelant
reduites toutes les formes de (/) qui sont en nombre fini.

J. I
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Remarque 11. — Le domaine D se réduit en particulier au demi-cercle joi-
gnant «, o, lorsque f est une forme quadratique indéfinie

S=(z—a1y)(xr—ayy).

Dans ce cas l'interprétation de la réduction continuelle a été donnée par
St. Smith, et elle explique pourquoi on a représenté dans les préliminaires
une forme indéfinie par la demi-circonférence décrite sur le segment joignant
les deux racines comme diamétre.

A ma connaissance l'interprétation générale n’a pas encore ¢té donnée
jusqu’ici; nulle part il ne me semble avoir été question du polygone D associé
a une forme binaire.

Dans deux autres cas intéressants et simples, sur lesquels nous reviendrons
plus tard pour les traiter complétement, D se réduit a un arc de cercle; ce
sont :

1° Le cas des formes cubiques ayant une racine réelle
Sf=(z—ay)(z—Liy)(x—P51);
2° Le cas des formes biquadratiques & racines imaginaires
f=(z =£.13) (2 =Piy) (—PBoy) (2 — B3 7).

Dans le premier cas D se réduit a ’arc du cercle orthogonal & ’axe réel qui
jointa, af,.

Dans le deuxiéme cas D se réduit & 'arc du cercle orthogonal a I’axeréel qui
joint 3, a f3,.

Polygones associés a deux formes équivalentes. - Soit deux formes équi-
valentes f'(x, y)et f, («,,y,), et supposons qu’on passe de la premiére a la
deuxiéme par la substitution

T =may+ myyy, Y =naxi+ ngy, (mny— myn —=1),

Ji(x, y1) =f(mz,+ myy,, neg+ nyyy).

Lesracines = de la forme f, et celles z, de la forme f, se correspondent hiuni-
voquement par la transformation
ms -+ m,
e

=~

Aidons-nous des remarques suivantes : par une transformation

ms, + m,
F= (mn;— myn =1),
ns —+n,

a un contour fermé ¢ décrit par s dans le demi-plan analytique correspond
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un contour fermé ¢, décrit par s, dans ce demi-plan. (Bien entendu, sic passe par
. ~ m . N . . . . \ .
le point d’affixe —; ¢, passera par le pointal’infini du demi-plan qui est & consi-
n

dérer comme un point ordinaire du demi-plan;ceci ne nous empéche nullement
de considérer ¢, comme un contour fermé passantpar I'infini. Et de fait, si I'on
passe du plan analytique & la sphére dont il est la projection stéréographique et
dont tant de fois on a fait usage, la terminologie employée s’explique d’elle-
méme.)

Si ¢ est un contour simple sans point double délimitant une aire 1. d'un seul
tenant simplement connexe, ¢, sera un contour de méme sorte qui délimitera
une aire -, dont tous les points correspondront biunivoquement par la transfor-
mation considérée aux points de I'aire limitée par c. Il y a consercation des
sens de parcours: c’est a-dire que si 5 décrit ¢ dansle sens direct, c’est-a-dire
tel que l'aire -1 délimitée par ¢ soit a la gauche de 'observateur debout sur le
plan des s et regardant dans le sens de la demi-tangente positive, =, décrira
aussi ¢, dans le sens direct tel que 'aire <., correspondant & <\, soit a la gauche
de l'observateur qui regarderait dans la direction du mouvement de z,.

Alors, par la transformation
mzy = nm
nNsy—+ Ny

~

le contour C du polygone convexe non euclidien D associé a f se transforme en
un contour polygonal C, dont les sommets sont les racines de f, qui sont les
transformées de racines de f sommets de D ('). C contenant a son intérieur
sur son périmeétre toutes les racines de f, C, contiendra & son intérieur ou sur
son périmeétre toutes celles de f,. Etil n’y a pas de contour polygonal convexe
intérieur a C, contenanttoutes ces derniéres racines, car par la transformation
il correspondrait a un contour polygonal convexe intérieur & C et contenant
toutes les racines de f. Donc C, est le contour du polygone D, associé a f,.

Les domaines associés & deux formes équivalentes f, f, se transforment
donc Uun dans Uautre par la substitution modulaire qui fait passer de f

af.

Voici quelques figures qui montrent la transformation des domaines I'un

-~ .m TP
(1) Nous répétons encore que si — est un sommet de D, ¢; aura un de ses sommets a {'infini :
n

les cOtés issus de ce sommet seront deux droites orthogonales & 'axe réel, mais ceci n’est pas une
exception, ni une difficulté. Il n’y a pas non plus dans ce cas de doute possible sur ce quhl faut
entendre par l'aire que limite ¢;. Nous ne reviendrons plus & 'avenir sur ce cas particulier qu'on
a toujours I'habitude de faire rentrer dans le cas géneral comme nous le faisons en considérant,

si cela parait plus commode, la sphére comme support de la vaiiable complexe au lieu du
plan.
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dans I'autre (on a donné en particulier le cas ot 'un des sommets du polygone
est a 'infini).
al, ol a}, ! et B, sont les racines de f, qui corres ondent aux racines o
IR 21 3?7 5 ] 4 1 q P 1

ay, &y, @, et B de f.

Fig. 12 et Fig. 13.

H est facile maintenant de montrer que deux formes équivalentes fet f, don-
nent naissance au méme groupe de formes (f) par la réduction continuelle.
Autrement dit (/) et ( f,) sont identiques.

En effet, soit X la substitution

T=mx -+ m,vyy,
Yy =nx + nygy,,
qui fait passer de fa f,
Sfi=[f.2
D,=D.Z;

soient ®, un des domaines modulaires aveclesquels D, associéde f, a des points
communs, S, la substitution qui améne ®, sur ®, [ ®, =®, S, ]; il est clair que
le triangle modulaire ® tel que ®, = ®.X mord sur D, et la substitution qui le
transforme en ®, est exactement X.5, [®, = ®,S, =®.ZS,].

Au groupe (f) appartient donc la forme fXS,=f,S, puisque f, = fX
et £, S, appartient & (f,).

Toute forme de (f) est dans (f,) et inversement. Donc (f) et (f,) sont
composés des mémes formes.

En reésume : Que 'on parte de f ou d’une forme équivalente f, quelconque,
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I'ensemble des formes (/) que la réduction continuelle conduit & former est
toujours le méme ().

On peut d’un mot caractériser celles des formes équivalentes & f qui consti-
tuent le groupe (f). Effectivement une forme de (f) s’obtient en faisant dans f
la substitution qui améne sur ®, un des domaines modulaires ® sur lesquels
mord le polygone D associé & f; par conséquent, le polygone associé & cette
Jorme (f) mordra sur ®,. L'ensemble des( f) est formé de toutes les formes
équivalentes a f dont le polygone associé a avec ®, au moins un point
commurn.

Avec cet énoncé on voit bien que ’ensemble (/) estle méme quel que soit la
forme équivalente & f dont on parte.

Il n’est pas sansintérét de remarquer que si f et f, sont deux formes équi-
valentes

Ji(zy, y1) =f(mzy+myy,, ney+ noy1),

¢ et @, leurs formes associées

oz, y)=(z—ay)?+...+ ti(x —opy)l+2ui(x —B1y)(z—B\y)+...
+2uy(z—Bvy) (z—Bvy),
o1(xyy, Y1) =1 (Xr— @l )y) +. . .+ iy "'“(3&.71)2‘*‘2“:(“‘1“5%)’})(‘”1—511!)’1) +...
+ 205 (2 — B y1) (20— B ),

o (2, y) se transforme en ¢, (x,, y,) par la substitution

X = mx,+ my,
Yy = nx, -+ Ny Y1y
si I’on suppose
T, = t}(m—o,n),

vi=ul(m—B,n)(m—pBn).

Donc § point représentatif de ¢ pour les valeurs ¢, u des paramétres et {,
point représentatif de ¢, pour les valeurs 7, u des paramétres liées aux précé-
dentes par les relations ci-dessus se transforment I’'un dans I'autre par la substi-

tution
_ mg+m,
~ al+n,

la méme que celle qui fait passer de £ a f,.

(1) Notons en passant que ceci montre bien que I’hypothése dans laquelle nous nous sommes
placés au début @y 7 o ne restreint pas la généralité : elle n’est nullement indispensable comme
nous le disions au début. Et si 'on avait pour la forme proposée @,= o0, en passant & une
forme équivalente on raménerait toujours au cas ol @ 7 0 sans rien changer au systéme des
formes (f) que la réduction continuelle doit fournir.
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Définition de la réduite équicalente & f. — Selon la méthode indiquée
par Hermite c’est parmi ’ensemble ( /) que nous allons choisir une réduite pour
représenter toute la classe des formes équivalentes a f.

Nous abandonnons ici I’exposition qu'Hermite fait aux pages 173—178 de
son Mémoire Sur Uintroduction des variables continues dans la théorie des
nombres (OFucres, t. 1), parce que les limitations de coefficients établies par
lui et qui sont fondamentales pour cette réduction nous paraissent insuffisantes,
et laissent prise & des difficultés relatives, en particulier aux cas ou certains des
coefficients de la réduite définie par Hermite seraient nuls, auxquels cas les
limitations données par Hermite ne permettent pas de tirer toutes les conclu-
sions (u'il en tire.

Mais tous les éléments nécessaires & ’exposition plus satisfaisanle que nous
avons en vue se trouvent dans son Mémoire Sur la réduction des fonctions
homogénes, pages 84 et suivantes du Tome I de ses OEugres.

Soit donc

Sf=a(x —a)) (2 —ay).. (2 —op)) (2 —Biy) (2—BLy).. . (z—Bvy) (2 — Biy),

la forme proposée de degré
wt+2v=n,

on peut toujours supposer @, 7 o a une équivalence prés. Soit

=t (x—o ¥+ (@ —ayy)+...+(x—oayy)P+2ui(x—Biy)(z—B\y)+...
20y (2 —Buy) (2 —Buy);

la forme associée a f, et soit

z=MX+M,Y

y =NX ++ NoY (MN,— M;N =1)
= 0

(S) {

la substitution qui la réduit pour certaines valeurs ¢, z des paramétres.
Deux cas peuvent se présenter :

Ld L4 1 ’ h! M
Premicr cas. — Aucune des racines réelles a; de f n’est égale a T alorsla

transformée F' = fS n’aura pas de racines infinies; ses racines seront les A, et
les B,, B; liées a «,, §,, 3, par les formules

MA,+ M, A — Mo—Noa,

"= TNA,+N,’ ‘= Ngy—M '’
MB,+ M, M,— Nof,

ﬁi:_—_’ B[:——-
NB,+ N, N3, —M

Par la substitution (8S), fdevient

F(X,Y)=A(X —A,Y)...(X—ALY)(X —B,Y)(X—B,Y)...(X—B,Y) (X —B,Y)
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avec

Ao=ao(M — a;N). .. (M — a, N) (M — B, N) (M — @, N)...(M — B,N) (M —BN)
. (Ao#0),
et ¢ devient ® =98S:
B(X,Y) =T (X — A} ) 4. | Ta(XN— A Y) 2 UH(A — B, Y) (X — B, Y) +...
+2U2(X —B,Y)(X—B.Y)
avec
T) = t2(M — o, N)?,
U =u(M—B,N)(M—{N).

Deuziéme cas. — Les p premiéres racines réelles, «,, «,,..., a, de f sont
. . M
égales 4 3~

Alors par la substitution (8),(z — wy), (i =1, 2,..., p) devient

N Y
2 — oy = (My— Noor,) Y = (Mo— &M)xfz_ y

Pour les &, ,..., xy,etles B, B,..., @, tout se passecomme précédemment
el F = fSs’écrit

F=A, YP(X —Ap, Y)...(X—A,Y) (X — B,Y) (X—B,Y)...(X —B,Y) (X — B,Y)

avec
M,— Nya; .
A,:H (pour i=p—+1,...,p),
__Mb—'NOQ
B.= e —wm
et
Aoy M= M) (Mg MM — B N (M= BIN). . (M — £ N) (M—BiN)

Ne
Quant & ¢ elle devient ® = fS:

(X, Y) =T Y+ .+ T2+ T (X — A, X)L
+ To (X —ApY)24 2UT(X—B, Y)(X—B\Y) +...+2U}(X — B,Y) (X — B)Y)
avec
1 .
r’:—N—l (pouri=rm,2,...,p),
T;=(M—aN)y  (pouri=p+1,...,p) (),
U)=u;(M—03,N)(M—B;N) (i=1,2,...,v).

(1) Il n’est pas sans intérét de remarquer la relation

valable dans les deux cas.
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Sil'on suppose p =o les formules de ce deuxiéme cas redonnent celles du
premier.

Nous allons donc dans la suite raisonner sur ce deuxiéme cas, et dans les
résultats obtenus il suffira de faire p = o pour obtenir les résultats relatifs au
premier cas.

La forme
?(X,Y)=PX"—20QXY+ RY?

étant réduite, si A désigne son déterminant
A=PR—(,

ui est d’ailleurs égal au déterminant ¢ de ¢, on a, comme on sait,
) )

P <
,\/3 et RS

Ceci va nous servir & limiter supérieurement|A,| et les valeurs absolues de A,
et de B; en fonction de A.
“n effet

[SUPF=N

A
P

P=T} +...+Tp+2U02+...420J,
R=T}{+...+T;+ T} AJ +...+TiAL+ 2UIB, B, +.. .+ 2U2B,B..

P estla somme des 2v + u. — p lermes suivants

T[:i—h LR} T;M U :

10

2] L]
U, ..., U, U

dont le produit est inférieur ou égal &la puissance 2v + u — p=n — p de leur

. ' P
moyenne arithmétique — ="

. P\
Tor. . TRUS .. ng( > )

Ceci donne, en revenant a ¢ équivalente a @,

(M —op N) (M — oy N)* (M — B,N)” (M — B N)2... (M — 3,N)2 (M — B, N)?

1 P n-p
Ly Gjut o ug \n—p

De plus on a

A

Ti+...+Ti<R.
Donc

()

c’est-a-dire
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33
Multipliant membre & membre et par a; les deux inégalités obtenues, il
vient
A= a2 (M —oap N2 (M — o, N) (M —B,I\lil)r‘”(M—ﬁ'lN)".. (M —B,NY (M —3)N)?
< ag 1 1

—_PpPn—p
:(tu)) ("—'1))"_1' I)I'l 4 IRP-

.. . . , S » .

Si p était nul il est clair que 'on remplacerait — et R? par v~.

La notation (f«)* représente, comine dans le Mémoire d'Hermite, la
quantité

Lo tput oy,

qui reviendra fréquemment dans la suitc.
En se servant de

1

4\\: ,46
<(3 <2
P=<3o) et R=3

g étant le déterminant de @, il vient

, - a; 4 1
Aa- (tu ) <.5) prin—p)-e

quelque soit p, on a a fortior:

ME]

Vs
ac @y0

Aoz Ty @)E '

Passons aux limitations supérieures des | A, | et des|B,|.

Si parmi les 2v + p. — p termes dont la somme fait P on supprime T}, la

. ]’) n—p—1
somme des » — p — 1 restants est P et leur produit est < (— > ; Or

) n—p—1
ce produit, c’est

4

T3.r... TRUL... US
Tf N ’
donc

T2,.,...TiU:.. Uk P n—p—1
p+1 w1 vV o< .
<n——p—|> (f=p+1,...,p)

'l“7 =
En considérant R on voit que
T?AZ IR,
et la comparaison de ces deux inégalités donne

I
2 <
A’ =(ll __p _I)n—-p—l

1 :
n—p—1
R VRN v oI T
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L 9 R p
et, d cause de T7... T} = <—> )
I)
1 1 1
2< — _Pr—pr-1Rp+t .
. A ==y (TC)*
mails
Al a;
D (TU)Y 7 (tu)?
onc
2<_% bap-tRptl ! L
Ais (tu)2PL PR (n—p—1)t=p-1 pp Aﬁ’

et, avec les limitations de P et R,

\ (l=p—+1,..,08),

{3
A< aa’ 1 1
CE(tu) (n—p—n)rmrt opp

et a fortiori

N

, - a; 4 .
Al= Cuy (§> A2

Passons aux B, pour chercher une limite supérieure de B,B, = Norme B..
Envisageons P comme la somme desn — p — 1 termes,
/-;+h c ey T(-;A Uf’ Uf! LS ] Ul'—l’ 1,—-I7 2 Uz_’a U12+11 Ul_:l-h LS Ué9 U:‘:;
il vient alors par leur produit
2L TR UL L UFL L US P \r-p-t
“\n—p—1 ’

U?

et, en considérant R,
2U?2B,B;R.

La comparaison donne
T 1
pr=p=iR; T .

T Ti0... U

—p)n—p-t Pt -

I
B,B, S~
PEL (n—p
Le second membre est le quart de ce qu’est le second membre de l'inégalité

qui a seroe ci-dessus & limiter A?; on en conclut la limitation

lsl}r<‘£(l)(‘)\E ! L(éil_’_ (i::l,2,...,v),
S (tuy (n—p—1)=r=t pr \3 ] 4 A
et a fortiort
<an® (Y11
BBy (3) 13
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Les limitations relatives au premier cas s’obtiennent en remplacant dans
les seconds membres des inégalités précédentes p par 7ero el p? par uN.

Conclusion fondamentale. — Si, pour certaines valeurs des parameétres, u,
on réduit la forme 9, dont ¢ est le déterminant; et si 'on fait la méme substi-
tution dans f, on obtient une forme I dont tous les coefficients sont limités

n
) 82

supérieurement en valeur absolue en fonction de la quantité z-_%
i ' A I T
qui ne dépend que de la forme ¢.
En effet, puisque I est égale a

A YP(X—Ap))... (X—A,Y)(X—B,Y)(X—B\Y)...(X —B,Y) (X —B,Y),

: ! !
tous ses coefficients seront des polynomes en A, ,, ..., Ay, B, B}, ..., B,, B,.
Par la méthode connue des majorantes, on pourra calculer pour chacun de
ces coefficients une limite supérieure qui sera une fonction de la quan-

n
a2d? . .
tité -——;"——» et méme pour préciser qui sera une certaine puissance de
by tpuy.ouy

cette quantité, dont I’exposant sera fixé par le rang du coefficient en question

n
9 N2

dans F, multipliée par un facteur indépendant de la quantité (a;,uo)l, facteur

dépendant du degréde la forme et renfermant en général |[A,| au dénominateur
a une certaine puissance. Si la forme proposée est & coefficients entiers,
A, sera un entier certainement non nul (). On aura donc A 21 et!’on pourra
remplacer dans le facteur précédent la letire A, du dénominateur par 1'unité;
on ne fera ainsi qu’accroitre le second membre de la limitation trouvée. On
aura ainsi limité supérieurement tous les cocfficients de F, sans exception,

n

» A%

. .. a

s uanlilé ——-.

en fonction de la seule qua (ta)?

n
Y o.oaidl T : .
Etudions cette quantité (a/‘;T qui sert a limiter les coefficients de F et qu’avec

Hermite nous appellerons 6

Tout d’abord, si I'on passe de la forme proposée a une forme équivalente f,
par la substitution
xr=max + myy,

Yy =nx, + 0¥,

(1) En effet, A, est le premier coefficient non nul de la forme F(X, Y) ordonnée par rapport
aux puissances croissantes de Y, et F(X, Y) n’est pas identiquement nulle.
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on a vu que la forme o associée a f pour les valeurs /, u des paramétres se
transforme en la forme o, associée & f, pour des valeurs 7, v des paramétres
liés & ¢, u par les relations

= t{(m—a,n)

v = u}(m —B,n)(m—pBn).
. . . (2
[Dans le cas particulier ot 7 — a,n serait nul, il faudrait prendre == %
comme on l'a vu précédemment, la conclusion que nous tirons est encore
valable.] Le déterminant ¢ de ¢ est égal 4 celui ¢, de 3,.

Ainsi qu'on I’a fait remarquer en passant dans les pages précédentes, on a
entre le premier coefficient @, de f, et le premier coefficient a; de f, la
relation

ai _ (a))?
(tuy — (z2)*

les 7, v étant, bien entendn, liés aux ¢, u par les formules précédentes. Done
6=9,.

Conclusion. — Pour deux formes équiralenies, el POUR DES VALEURS CORRES-
PONDANTES DES PARAMETRES 7, u, la fonction 0 prend les mémes valeurs.
Nous pouvons donc, avec Hermite, tirer les deux conséquences suivantes :

« 1° Les fonctions 0 et (,, relatives & deux formes équivalentes f et f,
prennent les mémes valeurs lorsque les variables (¢, #) passent par tous les
¢lats de grandeur el ont méme minimum. Ce minimum sera pour nous la
définition du déterminant de la forme binaire de degré quelconque. »

« 2° Les formes quadratiques ¢ et ¢, déduites des deux formes différentes /'
ct £, avec les valeurs de ¢ et « d’une part, T et v de 'autre, qui donnent le
minimum des fonctions ) et §,, deviendront équivalentes en méme lemps que f
et f,. Ainsi g, se déduira de ¢ par la méme substitution que f, de f. Pour
rappeler cette propriét¢, nous appellerons, dorénavant, la forme quadratique g
la correspondante de f. »

Nous reviendrons plus loin surla question de I'existence de ce minimum, sur
laquelle Hermite n’a pas insisté, et en supposant que ce minimum existe, nous
pouvons définir la réduction.

Nous appellerons formes binaires de méme déterminant, 'ensemble des
Jormes d’un méme degré, pour lesquelles le minimum absolu de la fonc-
tion O aura une méme valeur. Nous appellerons réduites d’une forme f, la

Jorme unique, ou les formes de Uensemble (f) qui correspondent & ce
minimum de 0.
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De la on conclut facilement :

1° Deux formes équivalentes f et f, ont les mémes réduites. Car si 0 est

minimum pour les valeurs ¢,  des paramétres, 0, le sera pour les valeurs 1, v
liées a ¢ et u par

s g . a8

2= (m —a,n) sim—o,nzxo et 1;:7;—

sl m —o,n=0;
vi=u(m—B,n)(m—pn),

la substitution

(%)

{ x=max,+ ny,yi,

| Y=nx, 4 ny

faisant passer de fa f, ctde 9 a ¢,,
fi=r%, o, =92,

Si S, réduit g, associée a f, pour les valeurs de 7, u précédentes, f,S, sera
une réduite de £, /,S, = fX5,. Or IS, est, & cause de 9, = ¢X, la substitution
qui réduit ¢ associée 4 f pour les valeurs 7, « des parameétres. Donc f.XS, est
une réduite de £, et I'on vient de voir qu’elle est identique & une réduite de f,,

fi1Si=f.25,. C. Q. F. D.

Cette proposition fait dépendre ’équivalence de deux formes de I'égalité
absolue entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

2° Les formes a coefficients entiers, de méme déterminant 0, se distri-
buent en un nombre fini de classes.

En effet, ainsi qu’on I'a fait remarquer précédemment, si f est & coefficients
entiers, une réduite I équivalente I'est aussi. Dans la limitation des coefficients
de I obtenue antérieurement on a vu que, dans ce cas, on avait pour limites

n
aza'_"
(tu)?
Jizées par la connaissance de 0 et par le degré de la forme; ces limites supé-
rieures ne renfermaient plus en denominateur le premier coefficient non nul
de F. Il suit de la qu’il ne peut y acoir pour un déterminant donné 6 qu’un
nombre fini de réduites.

En effet, on cherchera d’abord celles qui sont de la forme

supérieures des quantités ne dépendant que de » c'est-a-dire des quantités

A\t A N1Y . +AY% (AyZ0) correspondant & p — o de notre théorie;

puis celles

A X2lY ... (Ay%0) » p=1 »
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puis celles
A Xn—2y 24, (Ay5%£0) correspondant 2 p = 2 de notre théorie.

et pour chacune de ces formes on n’aura qu’'un nombre limité de possibilités
qu’on trouvera en se servant des limitations fonctions de p que nous avons
données plus haut pour A et pour les modules des racines d’une réduite.

Comme il n'y a qu'un nombre fini de réduites possibles, il ne peut y avoir
qu’un nombre fini de classes pour un déterminant douné 9.

Nota. — L’exposition d’llermite consiste essentiellement & montrer que
pour une réduite

= Ay X2 4 A, X1Y 4L ALY,

le produit A, A,_, est limité quel que soit ¢ en fonctionde . Et il conclut que sif
est donn¢, il n’y a qu'un nombre limité de classes de formes a coefficients
entiers.

Mais on apercoit une objection immédiate & son raisonnement; car, du fait
que les produits A;A,_, sont limités, il ne s’ensuit pas que les coefficients A,
eux-mémes le soient. On pourrait donner & A; la valeur zéro eta A, _, successi-
vement toutes les valeurs enticres, le produit A,A,_, serait évidemment limité,
puisqu’il serait toujours nul, et cependant A, , ne le serait pas, et la limilation
individuelle des coefficients est la condilion indispensable pour qu’on puisse
affirmer qu’a un déterminant donné ne correspondent qu'un nombre fini de
classes a coefficients entiers. >

Dans sa premiére exposition de la réduclion des fonctions homogénes
(QEuvres, t.1, p. 84), Hermite avait vu cette difficulté et donné une exposition
plus satisfaisante. C’est en nous inspirant & la fois de ce premier Mémoire et du
Mémoire Sur Uintroduction des variables continues dans la théorie des
nombres, a I'aide des représentations géométriques données au début de celte
étude, et en éclaircissant la possibilité pour une réduite d’admettre des
racines infinies [ce qui correspond & des réduites de la forme
A YP(X—=A,,Y)...(X =B} Y)|, possibilité qu'Hermite avait négligé d’exa-
miner, que nous avons constitué 'exposition précédente qui nous parait satis-
faisante pour la réduction des formes binaires d’un degré quelconque.

L’existence du minimum de la fonction . — Nous nous bornerons au cas
général ou la forme f proposée a toutes ses racines distinctes el finies. A celte
catégorie appartiennent (& une équivalence prés qui rend toutes les racines
finies) les formes de degré n qui, au point de vue arithmétique, sont de beau-
coup les plus intéressantes, a savoir les formes irréductibles dans le domaine
des nombres rationnels, c’est-a-dire indécomposables en produit de deux
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formes a coefficients rationnels. On sait en effet, depuis Lagrange, que tout
polynome a coefficients rationnels ayant des racines multiples peut se décom-
poser par des calculs rationnels en un produit de polynomes a coefficients
rationnels n’ayant chacum (que des racines simples; une forme irréductible ne
pourra avoir de racine multiple en vertu de la proposition précédente, toutes
ses racines sont donc distinctes et on peut les supposer finies sans restreindre
la généralilé.

Dans nos hypothéses nous allons démontrer que  a un minimum positif
non nul; si

(P:t;(‘r—zly)““--.+l!‘l(x—7p_)f)2
dauwt(@—PB)) (2 —Biy)+...A-2ui(x—Byy)(x—Bhy)=pat—2qry +ry?

est 'associée de

f:ao(w~<x1y)---(x—xp)’)(x—ﬁxy)(v——ﬁ'l)’)--~(~v—(3vy)(x—@'vy)
(n=p+ 2v),

il faut considérer, ¢ étant le déterminant de ¢, ¢ = pr — ¢,

n

o

a,9*

= ——

2 2.4 3
by . tguy .oy

Une remarque utile est la suivante : si {=2¢ + iv représente la forme g,
on a

Donc
6:% (p=ti4+... +f+2u]+. ..+ 2u).

Si tous les ¢ et les « sont multipliés par un méme nombre A positif, n ne
change pas, et par suite O non plus. On peut donc toujours supposer que les
¢ varient en laissant p constant. Dans ces conditions, v n’est nul et le point {
représentatif de ¢ ne vient sur 'axe réel que si tous les « sont nuls et tous les ¢,
sauf un également : alors { vient coincider avec le point o, dont le coefficient ¢,
n’est pas nul.

Cette simple remarque suffit lorsque la forme n’a pas de racines réelles. En
clfet, le domaine D est tout entier, dans ce cas, au-dessus de ’axe réel. Donc
toujours n27,> o, ct

2 232 2 (P
AN T il g i T Il Sl
n

Donc
62 aon"n* > a,n"nj.
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f reste toujours supérieure a un nombre fixe positif, elle est continue pour toutes
valeurs des ¢, « différentes de zéro, et si I'un des ¢ ou plusieurs, ou méme tous,
sauf un, deviennent nuls, 0 deviert infinie. 1l est donc bien certain que pour des
valeurs de ¢ et u, toutes diflérentes de zéro et bien déterminées, f passe par un
minimum.
Elle ne suffit plus si la forme a des racines réelles, car v peut devenir nul.
Développons alors g, il vient, aprés quelques réductions,

p Y
= ¥ Gt (e — o)+ Y,k o (Bk— Br)

5h1=1 h=1

v =W, i=v
+ 2 Z g ] 9 (Br— Bi) + Mo (Br— BN+ 2 2 £2 up 96 (o, — Br)-
hi=1 =1, A=1

Bien entendu, quand la sommation porte sur des produits de méme sorte tels
que

v

v
Ezfzf(a,—a,)z ou ¥ wiu/ [ (Bs—BY) + I (Br—B)],

L,)=1 Ay I=1

il ne faut prendre qu’un terme pour chaque combinaison d’indices et non pas
compter «; u; et u; u; pour deux termes différents.

Toutes les racines étant distinctes et finies, on a, z, 5, étant deux racines
quelconques de la forme correspondant & deux indices différents

@506(z,—3,) LAY,
a et A étant deux nombres positifs finis non nuls.
Il vient alors
@[T+ Zuf+ 42w uf 4+ 220w 120SN (2R G+ 2up+ 43 ufut+ 222 ug],

et tout revient a étudier la fonction beaucoup plus simple que 0

n
363t + Sut+ 4Eu ui v 230 up)?
[t + 3w+ 42w, uf 280 up )
= ; — : (apad S0Za,A"6").
Loooatyuy.ouy - -

0/

Considérons les n quantités

G ooy g, Wy, Wi, w3, owi, ..., Wi, i,
et appelons-les un instant
T“ ceey '.rp., 'rp.*_l, ’I‘p,,.z, “eey T,, 1y T,,,

alors il est visible que

g [ELTTE
- 'l‘l" .T"
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la sommation étlant étendue a toutes les combinaisons formées avec deux
indices différents i, j pris dans la suite 1, 2, ..., n.

=
La somme XT;T, est formée de n—(ng;') termes dont le produit est

(T,Ty... T,
On a donc

nin—1)

o
=TT, > (T, T,. .. Ta)y-1,

n(n—ru)
2

d’aprés une relation connue.
De la se tire

[ET,T, P2 [i‘_("z_—”] T,...T,
et

g =0’

Drailleurs 0 atteint la valeur | =" bour T = T,=...=T,, c’est-a-dire
2 p
pour

wix

p étant la somme
G4+t +e2i+. oy =T+...+T,

qu'on peut sans restreindre la généralité supposer constante, puisque 6’
comme 0 ne changent pas de valeur si I'on multiplie tous les ¢ par un méme
facteur constant A.

On voit donc que 0 reste supérieur au nombre positif

n
anah n(n—ru) ’.
0 2

Sil’on remarque maintenant que 0 est continue pour tout systéme de valeurs
des (¢, ) dont aucune n’est nulle (7«) =~ o, si de plus on remarque que 6’, et
parsuite 6, deviennent infinies lorsque quelques-unes de ces valeurs sont nulles,
il est établi que 0 atteint son minimum absolu pour des valeurs des para-
mélres (/, «) dont aucune n’est nulle, (1z) #o.

Il nous reste donc a montrer que 6 est infinie lorsque certains des 7, z sont
nuls. C’est une chose évidente d’aprés

9 aol)llnll
e T —— ]
Lo tgul ..l

toutes les fois que v) sera pour le systéme envisagé = o.
J.

b
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- Le seul cas qui échappe est donc celui ou un seul des 7; est == o, tous les

autres et les « étant nuls. On peut supposer alors que /7 tend vers p et
que &, .,., «; tendent vers zéro.
Nous considérerons

,_ 12T.T, ]2

b= T,...T,

ouT, tend vers pet T,, T, ..., T, vers zéro.

On peut poser
T,=AT, (t=2,...,n),

A; tendra vers zéro, par valeurs positives, et §” devient

o [Me oA+ 200, T - (M4 .+ A,
- Moo dy Aavnhs

) PR W Kt
_ n—1i

(n—1)"(Rg... Ay 71D
!
¥> Yot

Mais

v

A

>
N

Done

n 3—n
=(n—1)"(hg... D)0,

Dans le cas qui nous occupe n > 2 et 'on voit que, si A,, ..., A, tendent
vers zéro, ” devient infinie. Donc 0 devient aussi infinie et I’existence d’un sys-
téme au moins de valeurs des parametres 7, u, valeurs toutes différentes de zéro,
qui font acquérir & § le mimimum absolu de sa valeur, est établie.




CHAPITRE 1I.

APPLICATION AUX FORMES CUBIQUES ET BIQUADRATIQUES.

La théorie de la réduction d’unc forme binaire repose, comme nous l’avons
vu dans les Chapitres précédents, sur deux notions essentielles :

1° L’étude du domaine D associé i la forme f';

2° L’étude du minimum de la fonction 6, que nous avons appris & former
avec f.

Nous avons fait remarcuer (p. 26) que le domdine D était particuliére-
ment simple dans deux cas : les formes cubiques ayant une racine réelle, les
formes biquadratiques n’ayant pas dec racines réelles; dans ces deux cas, il se
réduit a un arc de cercle. Dans ces deux cas, la forme quadratique 4 associée
a f ne renferme que deux parameétres homogénes, en sorte que la fonction 6 ne
dépend en somme que d’un parameétre, et par suite particulierement facile a
étudier. On arrive d’ailleurs dans ces deux cas a des résultats complets et
simples, susceptibles de représentation géométrique intéressante. C’est par eux
que nous commencerons.

Formes cubiques n’ayant qu’une racine réelle. — Soient a la racine réelle,
B, B’ les deux racines imaginaires conjuguées

Sf=a(xz—oay)(x—By)(x—Ly).
La forme associée est
o= (z—oay)l+2u(zx—By)(z—py).

Son point représentatif { décrit I’arc du cercle circonscrit au triangle aff’
depuis a jusqu’a  (« correspond & ¥ =o0, 34 ¢ =0).

Pour des valeurs 7 et « des paramétres, { est déterminé par sa projection P
sur ’axe réel telle que

On a
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avec .
0 =uw2[208296(ax—B)+ w2 (B —B)]

Tout revient & 'étude du minimum de

[2620C(x —B) + u’%(ﬁ——ﬁ')ﬁ
tu

Le résultat bien simple est que 6 devient minimum pour

=353 —pB'),
W= (a— ).

On 'obtient de suite en remarquant que, si 'on astreint /* « a rester constant,
ce qui est permis, la quantité

£ (e —B) + 00N (x—P) + u? (B — ')

figurant au numérateur est somme de trois termes dont le produit est constant.

Fig. 1].

\
1

¢ o 5
1

-
~ -

Elle est minimum, et 6 aussi, lorsque ces trois facteurs sont égaux, ce qui donne
(a un facteur prés évidemment sans importance) les valeurs ci-dessus.
La forme correspondante a f est

¢=I(B—B')(zr—ay) +2 I (a—B)(x—By)(z—p )y

Quant a la valeur minimum de 0, on trouve immédiatement que c’est

V=27ai(a— BV (a—B) (B—Fy= |Vayal oia—B) (6 —B) %o (v — B

I’expression sous le radical étant une fonction bien connue et rationnelle
des coefficients de la forme f (voyes Hermmne, OFucres, t. I, p. 190). Clest
celte valeur minima qui sert, ainsi gi’on ’a vu, a limiter les coeficients de
la réduite équivalente a f.
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Il n’est pas sans intérét de voir comment se construit le point M représentatif
de la correspondante de f, connaissant «, 3, ', racines de f représentées par
les points A, B, B'. 1l est sur I'arc AB et 'on a

PC._ 2 ®BE—p).
PA  2ufT 22X (a—f)
Mais
9(B—pB)=4BC et Do(x—B)=AB.
Donc.
PC__BC __ ACCD _  TD
PA Y AG.AD AD

D désignant le point diamétralement opposé a A sur le cercle ABB’ (').

(1) La relation

suffit a définir M. On peutindiquer une conséquence géométrique intéressante qui nous sera utile
plus tard. La relation précédente s’écrit

(CAPD)=na.
Faisons une inversion ayant pour pole M’ symétrique de M par rapport & 'axe réel, et nommons
les points inverses des points de la figure par des petites lettres correspondant aux grandes de la

figure. L’axe réel devient un cercle passant par M’ sur lequel sont les inverses a, p, ¢, d de

Fig. 15

bl
A, P, C, D, et dont lc centre est m inverse de M. Le cercle ABB’ devient un diamétre du cercle
sur lequel sont a, b, d, b' inverses de A, B, D, B'. Le rapport anharmonique se conservant, on a
(capd) = 2.

Si donc ¢ est le point oti M'c rencontre ad (le cercle M'bcd' inverse de BCB' est orthogonal
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La construction suivante de P est immédiate : les tangentes en A et B au
cercle ABB’se coupent en K, KB’ coupe O% en P projection de M cherché.
Retenons ce résultat : que le point M représentatif de la forme quadratique

correspondant & f se projette sur I’axe réel en P défini par la relation segmen-
taire

et nous verrons par la suite que de ce simple résultat on peut déduire celui que
fournirait un calcul tout différent en apparence, celui qui a trait a la réduction
de la forme cubique & trois racines réelles, dont la théorie apparait au premier
abord comme profondément distincte de la théorie précédente.

Remarquons enfin que si 'on voulait calculer les coefficients de ¢ correspon-
dants de f en fonction de ccux de f, il serait impossible de le faire sans cal-
culer a, c’est-a-dire sans résoudre I'équation f(5, 1) = o.

Effectivement,

¢=—@—pf)V(z—ay)+2(a—p)(a—B)(z—Ly)(z—f'y)
=pxi—2qxy +ry:.

Si l'on calcule p, ¢, r en fonction de «, 3, B, on voit facilement qu'ils
s’expriment en fonction rationnelle de o et des fonctions symétriques de «, (3, '.
Montrons-le pour p par exemple,

p=—PB—=pf)V+2(0—B)(a- f)=—p+2Bp —p"+2[a*— aff — af’'+ ']
=— (0’ B2+ %) —2(af + '+ Bf') + 64"+ 3o
\_/

Sy

Et si
= a,2*+ a, 2’y + a>xy*+ az 3,
on a
p@':_ﬂ.
a,o

Donc p est rationnel en «, avec des coefficients rationnels par rapport & ceux
de f puisque les parenthéses sont des fonctions symétriques entiéres de o, 3, 3.
On voit ainsi apparaitre une espéce de dissymeétrie entre les roles des trois
racines de f, dissymétrie qui se trouve dans la question dés le début, et qui est

au cercle M'ac), on a
(yamd) =2

par la considération du faisceau M'(capd), et comme da = 2dm on conclut que y est milieu
de md. G’est ce résultat que nous utiliserons dans la suite,
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inséparable de la facon dont on a constitué avec Hermite la forme ¢ associéde
a f, 'expression de ¢ en fonction des racines de f étant différente selon que f
a ou n’a pas des racines imaginaires. Cette dissymétrie n’a pas manqué de
frapper Hermite dés ses premiéres recherches (OF ucres, t. I, fin de la page 92
et début de la page 93) et il a cherché & la réduire et a I’expliquer. Nous don-
nerons la raison de ce fait plus tard quand nous étudierons les formes binaires
a coefficients et indéterminées complexes.

Les formes biguadratiques sans racines réelles. — On considére main-
tenant

J=a(x—=B1y)(x—Bly)(x—By)(z—B)y)
et son associée

9==2u}(z—Pry) (@ —F1)) +2ul(z—Bry) (2 —BLy)

dont le point représentatif M d'affixe { décrit I'arc de cercle orthogonal 4 O%

Fig. 16.

passant par B,B,, qui va de I}, 4 B,. M est en B, pour ,=o0 et en B, pour
u, = o. Pour u, u, 5 o M est entre B, et B, et se projette en P tel que

PC, u’
= —
= )
PC) ul
9‘\2
5 %9
T utut
PO

avec
S=pr—q*=ui 9 (By—P) + 26T ul [I5(B,—B>) + (B — B)] -+ ul 96(B,— 3).
Le minimum de 6 s’oltient pour les mémes valeurs de u,, u, que celui de

d

2
uiu

6=

BT ]
.
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On peut supposer «,u, = const. et le minimum de " en méme temps que
celui de & et de
i I(By—f) + w3 Vo (B —BY)

s'obtient de suite pour
=R (e— B =— (BB, w=2TE

= (B— B =— (BB ai= 2P

La forme correspondant a f est

9 = %[(ﬁ’_ﬁ;)(x — By (e—PBr) + (Br—B))(z—Bay) (2 —Bhy)]

Le minimum de 0 a pour valeur
hag[(Bi—F)) (B2—B3) + (Bi—B>) (BI—B2) + (Br— B (B1—B2) I
=[16a3(8:i— B0y (B, — 6|

C’est cette quantité qui sert & limiter supérieurement les coefficients de la
réduite équivalente a f.
Le point représentatif M de la correspondante de f est lié trés simplement
aux points représentatifs des racines.
Effectivement
ul=9%(B,— ;) = B,B ,

Wi=05(B,—B\) = BIB,I-‘
Donc, pour la correspondante, M, projeté en P, est tel que

PC, B, R,

PC, «i BB,

Cette relation prouve que P n'est autre chose que le point de concours des
diagonales B, B, et B, B, du quadrilatére B, B, B, B,.

En géométrie non euclidienne ce résultat s’exprime plus simplement.

En effet, rappelons que si I'on considére toutes les droites non euclidiennes
passant par un point A (cercles passant par A el A’ symélriques relativement
a O%), leurs trajectoires orthogonales (cercles non euclidiens) sont les cercles
ordinaires ayant AA’ pour points limites en géométrie ordinaire. D’ailleurs on
voit facilement qu'un tel cercle par rapport auquel A et A’ sont inverses est
lieu des points situés & une distance non euclidienne donnée de A. Considérons
alors un cercle non euclidien de centre A (non euclidien). Par une inversion
ordinaire de pdle A’ il devient un cercle ordinaire dont le centre est a,
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I'inverse de A, et réciproquement tout cercle de centre @ est I'inverse d’'un
cercle non euclidien de centre A (non euclidien). En résumé tous les cercles

Fig. 17

Yy

de centre A en géométrie non euclidienne sont les cercles ordinaires ayant A
et A’ pour points limites.

Faisons alors, en revenant a la forme biquadratique de racines 3,, §/, 3., 5.,
une inversion de péle M'. OZ% devient une circonférence de centre m inverse

Fig. 18.

de M, passant par M, et p est diamétralement opposé & M’; le cercle B, B, B, B/,
devient un diameétre b, mb,. A cause de la position de P trouvée plus haut,
on a

NN T
MPB, = MPB,;

les inverses des droites PB,, PB, symétriques par rapport & MM, sont des
cercles pb, M, pb,M’, symétriques parrapport a pmM'.

Ceci montre que m est milieu de b,0,; c’est le centre d’un cercle ordinaire
passant par b, et b,. Donc M est centre d’un cercle (en géométrie non eucli-
dienne) qui passe par B, et B,. C’est dire que M est le milicu non cuclidien
du segment non euclidien B,B,. C’est 1a, on le voit, un résultat particuliére-
ment simple.

J.
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Remarque. — Ainsi caractérisé, le point M apparait comme un covariant
des d:uc points B, B, par toute transformation fuchsienne

|\ € =mx+ myy,

(S) i (my, my, n, nyréels; mny— myn =1)
Y= nx,+ nyy
o1
(1 __ m5+m,
"7 nz+ n,

Voici ce qu'il faut entendre par la :

Si, sur la forme £, on fait la substitution S, elle devient f,(x,,y,)=/S
ayant aussi des racines imaginaires qui sont transformées des racines de f a
I'aide de la relation (1). La forme ¢, correspondante de f, a pour point repré-
sentatif M, le milieu non euclidien des deux points qui représentent les racines
de f, dans le demi-plan supérieur. Comme on sait d’ailleurs que toute trans-
formation fuchsienne (1) conserve les distances et les angles non euclidiens, on
voit que M, est la transformée de M par la substitution (1). Et ceci suffit a
montrer que la forme ¢ correspondante de f est un covariant de f par les
transformations (S) envisagées.

Formes cubiques ayant toutes leurs racines réelles. — 1l faut considérer
, . S=a(x —y)(x —ary)(x— o3))
ct 'associée

o =4L(x—2y)+ i (x—ay)P+ Lt (x—o5¥)?

dont le point représentatif M décrit I'intérieur du triangle curviligne dont les
trois cOtés sont les demi-cercles de diamétres a, a,, a5, a;o,. Et ’on sait que

Fig. 19.

le demi-cercle orthogonal & O& passant par «, M coupe le demi-cercle «,a,
en M,, jrojeté en P, sur OF tel que

Pye, ty . PP, t
—_— =) on a aussli —_— = 3°
P,as 5 Po, 24t
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Etl'on a les relations analogues

3 2
Pgaq _____; avec Ppg - _ .tl "
Do, 4 Pa, G+t
| L L3 PP t?
i — 22 avec LR L2
Pgaz t; 1’083 tl+t2
La fonction 6 est ici
3
aga—j 2 2 2,9 2 2,9 2 2 42 'y
6= YENEYE avec S=pr— q* — (363 (ot — ot )+ £3 45 (ota — 0y)? 4 L343 (o3 — )%
1v2%3

On peut supposer #;¢;¢; constant. Alors le minimum de 6 a lieu en méme
temps que celui de ¢ qui est une somme de trois termes & produit constant,
dont le minimum est atteint par suite lorsque

Gy —oay) =t)t; (ot —oty) = L343 (g — )%
c’est-a-dire pour
t; == (aZ_ as)zo
by== (03— ay)?,

3= (o, -— o)

La forme correspondante de f est donc

|?: (to—03) (2 —oa,y) 4+ (ty—01) (X — 0>y )2+ (0, — o) (Z — a3 )?I

Le minimum de 0 a d’ailleurs pour valeur

Vogay (o, — o) (o— a3) (a3 — o)™

On remarquera la parenté de ’expression trouvée avecl’expression analogue
trouvée dans le cas de formes cubiques n’ayant qu’une racine réelle. Dans le

cas présent, comme dans le cas traité antérieurement, le minimum de ) est
toujours

V27al DT (5, — 5) 90 (5, — 53) 96 (33— 5,)

si 3,, Z,, 3, sont les racines de la forme.

Le point représentatif M de la correspondante de f est lié trés simplement
aux points représentatifs des racines de f.
On a, en effet, pour ce point

Pios (oy— o) o1&y
- — 2 — T ——2
Pya, (ay—a3) ooy
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2]
Pia, 100,

Py,

M, étant sur le cercle de diamétre «, «,.
Donc

et le cercle orthogonal & O% passant par o, MM, est orthogonal au cercle de
diamétre a,«,. Le point M apparait donc comme l’orthocentre non euclidien
du triangle non euclidien o, a,a,, puisque la droite non euclidienne a; MM,
est orthogonale & la droite non euclidienne «, M, ;.

M a d’autres propriétés géométriques. 1l est clair que les points a,, o, sont
deux points inverses par rapport au cercle o, MM,, donc les deux cotés «,x,
et a,o, du triangle o, a,a, non euclidien sont symétriques par rapport a la
hauteur o, MM,. Le triangle o, «,, apparait comme un triangle particulier
d’angles nuls (ce qui n'a rien d’élonnant, car ses trois sommels sont sur l'axe
réel) dont Lorthocentre est point de concours des aces de symétrie des trois
angles du triangle. Ceci apparait plus clairement encore par une inversion de
pole M’ symétrique de M par rapport a 'axe réel.

Fig. 20.

L’axe réel devient une circonférence de centre m inverse de M, passant
par M’ les trois cercles a, MM, a, MM,, 2, MM, deviennent trois diamétres am,
bm,cm (a, b, c, inverses de a,a,a,) et, & cause des relations d’orthogonalité,
m est orthocentre du triangle rectiligne abc comme il I'est du triangle curvi-
ligne de sommets abc ayant pour cotés des arcs de cercles orthogonaux a la
circonférence abe.

Ceci exige que abc soit équilatéral. On en déduit, en revenant & la figure
primitive, que les trois droites non euclidiennes Ma,, Ma,, M, font entre elles

2T . . .
des angles de —-- On peut donc envisager «, a, %, comme une espéce de triangle



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 53

N . » . . . 3. 27
équilatéral dont M serait le centre. Par une rotation non euclidienne de =3
autour de M, le triangle a, o, oy revient sur lui-méme.

Si lon passait d’ailleurs a la représentation projective des formes, ces
résultats sont des résultats simples de la théorie des coniques. Envisageons, en
effet, la rotation non euclidienne de P'intérieur de la conique fondamentale qui
ameéne «,, %,, @, respectivement sur a,, «,, «,. Elle existe et est unique; son
centre est facile & déterminer. Effectivement cette rotation est une homogra-
phie qui améne les tangentes en a,, «,, «, & la conique respeclivement sur les

Fig. 21,
Ks

K

tangentes en a,, «,, «,. Elle améne donc K,, K,, K,, respectivement sur K,,
K;, K,. Elle améne donc les droites o, K,, «,K,, «,K;, respectivement sur
o, K,, «,K,, «,K,. Or les trois droites o, K,, «,K,, 2, K; concourent en M
d’aprés le théoréme de Brianchon. Donc M est le point double, intérieur i la
conique, de I'homographie en question. C’est le centre cherché. D’ailleurs,
visiblement, &, MK est orthogonal (au sens non euclidien) & o, o,. Donc M est

T P
orthocentre de o, a,a,. De plus, les angles o, Ma,, o, Ma,, a;Ma, sont égaux,
car ils se déduisent I'un de 'autre par la rotation considérée.
De ces propriétés géométriques il ressort, sans qu'il soit besoin d'insister,"
que le point M est un covariant des trois points v, a,, a; par toule substi-
Lution fuchsiennc

- ( T2 =mr + m,y ,
(S) 5( ! o)1 (m, n, my, n, réels)

Y= nxi+ ngy,y
ou
_mzi+m,
T ns 4+ n

ou que la correspondante de f est un covariant quadratique de la forme f.
C’est 12 une remarque qui a été faite par Hermite (QEucres, t. 1, p. 191).
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En effet, la forme 7 a des coefficients qui s’expriment rationnellement en
fonction de f et si 'on écrit

f=axr*+3bxry 4 3cxy* + dy?,
la correspondante est, & un facteur pres,

(ac — b*)x*+ (ad — be) zy + (bd — c?) y*;

c’est la forme d’Eisenstein.
C’est un simple calcul de fonctions symétriques a faire a partir de

o =(er— o) (x —o y)+ (t— o) (2 —ay) + (s — ) (2 — o3 )%

On peut faire plus élégamment le calcul comme suit.
L’équation du cercle o, MM, est de la forme

82 —

oy +
- B b b=,

z étant l'affixe d’un point du cercle, ' son conjugué, &, 'affixe du point diamé-
tralement opposé a «, sur ce cercle.
Mais ce cercle étant orthogonal au cercle de diamétre «,«,, on a

2008+ 20305= (o, + &) (& + o3),
d’ot 'on tire

oy + & _ ba,—f—c’
2 aca,+ b
coy+d
ol = .
1&1 o

Le cercle en question a donc pour équation

(aay+ b)sz'+ (bay+c¢)(z24+3)+coa,+ d=o;
on a, pour a, M,

(aos+ b)sa'+ (bag+c¢) (5 +3) +cay+d=o,
et, pour o, M,

(aas+ )23+ (baz+c) (5 +3') +caz+d=o.

Le déterminant de ces trois équations aux inconnues z3’ et (z + z’) est nul,
ce qui indique que les trois cercles concourent. En les résolvant, on a de suite

23’ _ z+ 5 _ 1
(c2—bd) (as—ot;) ~ (ad —be) (ag— ) ~ (62— ac) (ay— &)’
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ce qui montre que le point M a un affixe { déterminé par

vy C?— bd

g =
+,,_ad-—bc
= e

c’est-a-dire qu’il représente la forme définie

(B2 —ac)z*+ (bc — ad)zy + (¢ — bd) y?;

on reconnait, au signe prés, l'expression donnée plus haut pour la forme
d’Eisenstein.

Ajoutons que le covariant quadratique ainsi trouvé pour f n’est autre, a un
facteur numérique prés, que le hessien de la forme f. Etil est digne d’intérét
que la méthode de réduction continuelle conduise justement a ce cocariant
et en fournisse d’clle-méme Uinterprétation géomeélrique que nous avons
donnée plus haut (*).

Les formes biquadratiques ayant deur racines réelles. — Le type a consi-
dérer est
f=alz —ay)(z—ay)(z—By)(z -fy)

et la forme associée
o=t(z—a, v+ L} (x—ay)+2u(x—LBy)(z—PLYy).

Son point représentatif se construira comme suit :
On prendra M, sur le demi-cercle de diamétre A, A, (A,, affixe a,; A,,
affixe «,) déterminé par

puis sur l'arc du cercle orthogonal & O% qui joint M, a B (B, d’affixe §; B,
d’affixe 3'), on prendra M déterminé par

C étant la projection de B et B’ sur O%. M représentera o.
Lorsque ¢,, ¢,, « varieront, M décrira l'intérieur du triangle non euclidien

(1) On verra au Tome 1X des Mathematische Annalen comment, en interprétant géomé-
tiiquement la théorie algébrique des covariants des formes du troisiéme et du quatriéme
degré, M. Klein est arrivé a une interprétation du hessien de la forme cubique tout a fait
analogue a celle a laquelle nous a conduit la méthode de réduction continuelle (Math.
Ann., t. IX, p. 191-192).
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de sommets A,, A,, B dont les cotés sont les trois arcs de cercle orthogonaux
4 O% joignant les points deux & deux. (Comme cas limite B pourrait venir sur
le demi-cercle A, A, et le triangle se réduirait a ce demi-cercle; ce cas, on le

o,

verra par la suite, ne constitue rien de particulier, tout ce que nous dirons'dans
la suite s’y applique. )
Il faut considérer ici

6 — a,od
T eut
1%2

S=1t3 (o, — o)+ 28362 )0 (oy— B) + 2056 o (o, — ) + u* (B — ).

(0 étant le déterminant de ¢),

Il revient au méme de chercher le minimum de '

N

,_ 0 .
6= L (¢, ¢, supposés positifs),
: 2
6 =10 (a,— ) 2 9T (= B) + 2 2 Ty — B) + e (B — B
w* 1 £y t L,
Posant & — Ay . A,
u u
el —_ !
0 = k(o — 02) 2 2196 (o — B) + 2 22 6 (ay — ) + =B — B,
% M M,
9 . 2 2%y I(B—B")
(ﬁ;—— )\7(0!1—'&2) -4= KQb(a,—ﬁ)— }\; Db(da——ﬁ)——}fli——)
06’ 2 (B — B
= 7\,(051——0:2)’——)\—::'9'6(0,——@)—}— % %(“’_@)—_(%E;E‘)'

En les égalant a zéro on a les deux équations

Ao — o) — (B —B')=o,
2206 (0t,— B ) — A Vo (otr—B)=o.
D’ou l'on tire

Mo N
o(an—pB)  Do(o1—B)

A;
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A est déterminé par

A= ’)t’(ﬁ—ﬁ') .
T % (ay— 05) I6(a;— ) 96 (o — B)

On conclut de la les valeurs suivantes de ¢}, &3, u® =

B= (@R E—F) =2 (g (g,

3

(o —BWRB—F) =P (o — By (i—B"),

i

wr= /9% (2, — o) 9% (o) — B) 9T (ot — B) = (03— o)\ (9, — B) (o1 — £') (aa— B) (22— B'),

et I'on est sur, d’aprés la théorie générale du Chapitre précédent, que ces

valeurs constituent un minimum effectif pour 0, puisque d’une part ce sont les
seules valeurs pouvant donner un minimum et d’autre part on est sir que ce

minimum existe.

Ici encore le point représentatif de la correspondante de £ est lié simplement

aux poinlts représentatifs des racines de f.

En effet,
P A, %(t,—B) _  AB
A,  %(&—f) AB
Si de plus on remarque
PA, __ MA,
PR WA,
on conclut - L
M,A, _ BA,
M,A,  BA,

1° Le cercle BMM, est donc orthogonal au cercle de diamétre A A,.

On a ensuite

PP, 2w
PG L+
Or
W= Do(oty— 7,) Io(ay— B) W (otr—P) = A A, X Ay
= N(e—pYR(E—F) =B xAB,
6= 5 (oty— B) VIS (B—3) —BB x A,B .
Donc
PP, 2AAXABxAB_ 1 AA XA BxA,
PC BE(AB +AB)  PC O ABLAB
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et
P.A, _ —P,A,__ AA,
t, Tty T i+t
Donc
t3
P,A = AZA't{—;t:Z’
_ 4
PlAi— AZL\I t%-l—t;’g
et
I 242
MP =K oy
Donc
M=K A 00, —&A, B <A
ti+ 1, A,B +A,B

La conclusion est que

2° Donc M se projetie en P au point de concours des diagonales du qua-
drilatére M, M B'B. C’est le milicu non euclidien du segment non eucli-
dien M, B.

Les propriétés 1° et 2° caractérisent complétement le point M représentatif
de la correspondante de f. Ces propriétés ressortiront d’ailleurs directement
de considérations géométriques que nous exposerons dans la suite. Mention-
nons encore la propriété suivante qui est d’ailleurs immédiate. A, A, étant
des points inverses par rapport au cercle BMM, les deux céiés AB et A,B du
triangle curviligne A, A,B sont symétriques par rapport au cercle BMM,,
ce qui s’exprime encore en disant que BMM, est la bissectrice non cuclidienne

i . /\
de Uangle non euclidien A;BA,.
Il resterait maintenant a calculer :

1° Les coefficients de la correspondante de f en fonction des coefficients
de f3

2° La valeur du minimum de la fonction 0 pour les valeurs trouvées de ¢,,
Ly, uw ().

Sans nous arréter & ces deux calculs dont le premier exigerait d’ailleurs pro-
bablement la résolution numérique de I'équation f(z, 1) = o, ou tout au moins
le calcul de ses racines réelles, ainsi que nous 'avons déja remarqué pour les

(") Un calcul bien élémentaire fournit pour ce minimum I’expression

4“8[\/96(51 — ) ‘)t’(33—54) -+ \/Jr’(:x — 33) ')t’(:)— 3,) + \/‘)6(31 —'54)9(’(:""53) |’7

51, 52, 53, 5, €tant les racines de f.
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formes cubiques n’ayanl qu’une racine réelle, nous passerons tout de suite au
cas des formes biquadratiques ayant quatre racines réelles.

Formes biquadratiques ayant quatre racines réelles. — L’étude a été faite
trés complétement par Hermite ((Euores, t. I, p. 361 & 371); nous insisterons

trés peu.
Fig. 23.

Nous remarquerons simplement que si

: S=a(z—a,y) (1'_“2)’)(@'"“0‘3.7)(‘”'*“5)’)
€

o=ti(z— oy +tH @z — oy ti(x—asy )+ 3 (x—a, ¥),

le point représentatif de ¢ décrit I'intérieur du quadrilatére non euclidien dont
les sommets sont les points «,, a,, a,, %, qui représentent les racines. On peut
toujours avec Hermite supposer o, > a,>a,>a,. Dans ces conditions le
calcul donne pour le minimum de la fonction 6, en posant

1(z)=(z—a) (2 — x) (2 —2)(2—),

1 1 R 1 , 1

’ 3= B

“/,'(“s)’ i:'/,'(“h).

Le minimum de 9 calculé par Hermite est
T=16ag(o;— ot3)° (etr— ;)%

expression tout a fait analogue a celle donnée pour le minimum de f dans le cas
des formes biquadratiques sans racines réelles.
Si ’on remarque avec Hermite que la correspondante s’écrit

<P:(.71-—ac,)')’“__(x—oz,)f)" (z—2y)  (z—oy)?
7' () 7 () rACY 7o)

et que, d’autre part, on a l'identité

2 (x — 0‘1}’)2 _
2 (o)

1)
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on trouve que ¢ s’écrit

L [(z—ay) (x~a3y)zJ__ [m—amﬂ (x—«xmz]
“°“2[ AT I i R A CA I

et ceci prouve que le point représentatif M de la correspondante de f n’est

que le point de rencontre des cercles de diamétre o, o, et o,0a,, c’est-a-dire le

point de concours des diagonales du quadrilatére non euclidien o, a,0,0,.
Sous cette forme on voit bien que cetle correspondante est un covariant

quadratique de f, puisque par toute transformation fuchsienne,

(S) \ r=mxi+myyy,

| y=nz + ny),

ou
msy—+m,
T ons i+ ny’

le point de concours des diagonales du quadrilatére o, o, a0, est un covariant
des quatre points a,, a,, a,, o,, c'est-a-dire qu'il devient le point de concours
des diagonales du quadrilatére transformé du premier. Les vérifications ont été
faites par Hermite qui a montré comment la théorie arithmétique de la réduction
continuelle de ces formes biquadratiques conduisait naturellement au systéme
complet des éléments analytiques de la théorie des formes biquadratiques.

On comprendra que nous ne nous étendions pas autant sur ce cas que sur les
cas des formes biquadratiques sans racines réelles ou & deux racines réelles
seulement, qui, ni I'un ni 'autre, n'ont été traités par Hermite, et nous ont
conduit, comme on I’a vu, & des résultats simples et susceptibles de figurations
géométriques trés simples. Nous reviendrons seulement au Chapitre suivant
sur tous ces cas pour exposer des considérations géométriques qui sont de
nature a aider a la recherche du minimum de la fonction 6, qui constitue la
premiére des questions & résoudre dans la théorie de la réduction; ces considé-
rations jetteront aussi quelque lumiére sur les propriétés géométriques des
correspondantes des formes cubiques et biquadratiques auxquelles les calculs
faits dans le Chapitre actuel nous ont fait parvenir.




CHAPITRE TIII.

QUELQUES REMARQUES SUR LA DETERMINATION DU MINIMUM DE LA FONCTION 6.

La question centrale qu’il faut résoudre pour réduire une forme f est la
détermination du minimum absolu de la fonction 6 que nous avons appris a
attacher a f,

A ce sujet on peut faire quelques remarques d’ordre géoméltrique dont l'utilité
manifeste nous apparaitra au cours des applications que nous en ferons.

¢ étant le déterminant de la forme ¢ associée & f dont le point représentatif
est { =& + ix, on a fait remarquer que 'on a

n=— )

. P
en supposant que ’on écrive

o=pai—2qxy+ry’, o=pr—gq-.
Donc

n

= (pn)".
Or on a vu que
P=+. G+ 2ui4 420

tout revient donc & la détermination du minimum de

In(fi+. .+ th+2ui+...+2ud)"
. gt g ?

7 étant I'ordonnée du barycentre non euclidien des points A, ..., A,, B,, ..., B,
d’affixes o, ..., o, B,, ..., B, racines de f, quand on affecte ces points des
masses I}, ..., Iy, 247, ..., 24y, minimum qu’il s’agit de déterminer lorsque
l,y ..., U, prennent toutes les valeurs possibles.

Nous avons remarqué que ce minimum est atteint pour des valeurs de ¢, u,
dont aucune n’est nulle; nous pouvons donc (puisque 6 ne change pas lorsque
tous les 7, u sont multipliés par un méme facteur constant 1) dans la recherche
du minimum de 0 assujettir les ¢, « & vérifier constamment la relation

(1) (... thut. . uj=const, =&



62 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

et dans ces conditions le probléme se raméne a la détermination du minimum

de

a4+, .+ g+ 2u]+. ..+ 2043].

En voici une conséquence. Soient T7, ..., Ty, 2U3, ..., 2UJ les valeurs mini-
mantes cherchées. Donnons a deux des points o, par cxemple a ¢, a, les masses
AT;, N T3, A étant un paramétre variable; soit, le barycentre non euclidien
de ces deux points affectés de ces masses; , reste fixe quand A varie, et c’est un
point au-dessus de O%, de masse A*(T; + T;) = 2m].

Donnons aux points restants

23D Ay LI ) o'pv 5h LI ﬁv
les masses variables
(3, ti, ... ty, 203, ..., 2]

qu’on astreindra ainsi que A? toutefois & vérifier la relation

(2) WTIT 302 tguiuy . cui=2.
Dans ces conditions le minimum de

a[RTi T3+ G+, ..+ g+ 2uf+.. . +2ud),

lorsque A, ¢y, ..., {y, u,, ..., u, varient en satisfaisant a (2), est atteint pour les
valeurs
, T3 T, ..., Ty 205, ..., 2U}
des paramétres .
N, by, ..., the 24}, ..., 245
Or considérons maintenant la forme f, dont les racines seralent {, et son con-
1 1

jugué ), oy, 0gy wony Oy By B, ..., By, B. et cherchons sa correspondante. Pour
cela affectons les points C,, oy, a,, ..., 2y, B, B,, ..., B, respectivement des
masses variables

ami=N(T{+T3i), ¢, ..., 4 243, 203, ..., 2uj.
Le barycentre de ces points affeclés de ces masses est {, barycenire des masses

NTy, NT., ¢, ..., 1§, 24}, 2u3, ..., 243,
affectés a
Kyy  Olgy  Agy . aey Oy, B, .-y B

Donc ce point { qui représente l’associée de f pour les valeurs ci-dessus des
parameétres ¢, u représente aussi I'associée de f, pour les valeurs attribuées plos
haut aux masses des racines de f,.

La fonction a considérer pour f, serait donc

3) nlemi+ b+ G+ 20+, ..+ 203 ],
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7 étant ordonnée de L. 11 faut chercher son minimum quand m3, 23, ..., 7, ...,
U3, ..., u, sont assujetties a vérifier une relation

(3" mit;. .. thu}. .. uj=const.
ou, puisque 2mj = A*(T; + T}),
(4) M2 tjul ... ul = const.
Mais (3) n’étant autre que
AT+ 2T+ B+, .+ g+ 20 +. . .+ 203],
et puisque dans ’hypothése (4) on a aussi
MTIT3e3 ... tju} ... uj=const.,

constante qui peut étre supposée égale a C par un choix convenable de la
constante arbitraire qui entre dans (4) et celle de (3"), on voit que le minimum
de (3) sera atteint pour les valeurs '

T,+T3 T3, ..., T3 203, ..., 2U3
des masses attribuées a
Ch O3 LS ] ap.* {317 ey Bv:

et ceci montre que /a correspondante de f, est @ un facteur constant prés la
méme que la correspondante de f, puisque toutes deux ont pour point repré-
sentatif { le barycentre non euclidien des points

Oy Oy evey otp,, p], 62, ceny By
affectés respectivement des masses
T, T ..., Ti 2U2, ..., 2Ui

Voici donc un principe qui pourra étre utile dans la recherche de la corres-
pondante :

Soit f dont les racines sont
Ogy Gay  weey O, By BL .o Bu BY
st sa correspondante correspond aux valeurs
T, T3, ..., T3 Up ..., U3

des paramétres; si, d’autre part, (;; désigne le barycentre-non cuclidien des
points o;, o; affectés des masses T;, T}, la forme f, du méme degré que f
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dont les racines sont celles de f, sauf o; et o, qui sont remplacées par ¢,; et sa
conjuguée C,,, a méme correspondante que f(a un facteur constant prés sans
aucune importance).

On pourra faire des applications successives de ce principe et ramener la
forme fa une forme f, du méme degré que f, ayant méme correspondante, et
n’ayant qu’une racine réelle si f est de degré¢ impair, n’ayant pas de racine
réelle si f est de degré pair.

Il est bien siir que f, n’est connue que si 'on connait déja T7 et T3, c’est-
a-dire le rapport des masses ¢}, ¢, pour les valeurs des paramélres qui rendent
f minimum. Toutefois le principe précédent pourra éviter des calculs pour la
recherche de ces valeurs minimantes quand on ’emploiera judicieusement, ct

c’est ce que nous allons montrer par des applications aux formes cubiques ct
biquadratiques.

Premiére application. — Prenons la forme
Sf=a(r—a ) (x—ay)(x—PBy)(x—B"y)

biquadratique avec deux racines réelles. Soit M le point représentatif de sa cor-
respondante; M est le barycentre de «,, «,, 3, affectés des masses mini-
mantes T, T;, 2U2.

Soit M, le barycentre de «,, «,, affectés des masses T7, T;. C’est un point du
cercle de diamétre o, «, projeté en P, tel que

P,a, T2

e
Py, Iy

Considérons maintenant la forme biquadratique f, dont les racines sont ¢,
B et leurs conjuguées ¢, 3’; en vertn du résultat précédent, sa correspondante
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sera représentée par le méme point M que celle de f. Or on a vu dans la
théorie des formes biquadratiques sans racines réelles que le point représentatif
de la correspondante d’une telle forme f, est le miliew non euclidien du
segment non euclidien joignant ses deux racines (situées au-dessus de I'axe
réel). On conclut donc que M représentant la correspondante de f est le
miliew non euclidien du segment non euclidien M, 8. On retrouve sans aucun
calcul la deuxiéme des propriétés géométriques de M auxquelles nous avait
conduit le calcul dans le Chapitre précédent.

Deuxiéme application. — Une des applications les plus élégantes qu’on
puisse faire du principe exposé au début de ce Chapitre consiste dans la déter-
mination de la correspondante d’une forme cubique a trois racines réelles con-
naissant seulement la correspondante d’une forme a une racine réelle, sans faire
aucun calcul.

Soit la forme cubique
Sf=a(x—oa1y) (x—ayy) (x—fxa}’)

aux racines réelles a«,, «,, ;. Sa correspondante ¢ s'obtient pour les masses
T3, T;, T; attribuées aux points racines, soit M son point représentatif.

Iig. 25.

Soit M,, d’affixe ¢,, le barycentre non euclidien de «,, a;. On a

P, o, T?

Pla, T3

Le principe dit que M représente la correspondante de la forme cubique £, dont
les racines sont ay, {,, {, conjugué de £,. Donc on doit avoir
PP, DP,

— 2 =

Ddi

Il

o

-

i

D étant le point diamétralement oppos¢ & a, sur le cercle o, MM,.
J. 9
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Transformons la figure par une inversion de péle M’ symétrique de M par
rapport & 'axe réel. On a déja vu l’effet de cette inversion dans une remarque
faite & propos des formes cubiques ayant une racine réelle; 1'axe réel devient
un cercle passant par M, de centre m inverse de M; arc o, MM, D devient le
diameétre amm,d (a inverse de «,, d de D); P devient p diamétralement opposé

a
p—p 0

a M’ et P, devient p, tel que M'p, passe par le milicu y du segment md. Les
trois arcs o, a,, o,,, o, o, deviennent trois arcs ab, bc, ca orthogonaux au
cercle (m); la droite M, P, devient un cercle passant par M'mn, p, orthogonal
au cercle (). Les deux cercles M'm, p,, et bm,c, étant vrthogonaux au
cercle (m2), leur axe radical est mm, ; ils ont avec (/) respectivement M'p, et
be pour axe radical, donc M'p, et bc se coupent sur mm,. Donc be passe pary
milicude md. Le triangle abc est donc tel que m est son point de concours

3. . I .
des médianes, puisque 7y = ma et de méme pour les deux droites mb et me.

On en conclut immédiatement que bc est perpendiculaire au milieu de md et
que abe est équilatéral; 'arc bm, c est orthogonal 4 dma, on retombe, en reve-
nant a la figure primitive, sur la définition de M comme orthocentre non eucli-
dien du triangle o, 0,0, et 'on retrouve immédiatement toutes les propriétés
de la figure que nous avons tirées au Chapitre précédent de l'inversion de
pole M’. Comme d’ailleurs & ce moment-la nous avons calculé I'affixe de M en
fonction de «,, «,, o, ou des coefficients de f & I'aide de la définition géomé-
trique de M sur laquelle nous venons de tomber, on voit que P’on peut trouver
la correspondante de f ayant trois racines réelles a partir simplement de la
connaissance de cette correspondante pour une forme cubique n’ayant qu’une
racine réelle sans faire de nouveau calcul de minimum. Onvoit aussi se dessiner
un lien entre les deux catégories distinctes de formes cubiques qui présente un
certain intérét : les deux formes cubiques

S=@—ay)(z—ay)(z—ay)
de racines réelles a,, a,, a,, et

fr=(z—ay)(z—Cy) (z—Ly),
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ou {, est l'affixe de M, envisagé précédemment et {, son conjugué, ont méme
correspondante quadratique ¢ dont le point représentatif est M.

Troisiéme application. — Nous allons en partant des résultats obtenus pour
les formes biquadratiques & deux racines réelles obtenir, sans aucun calcul, par
Papplication du principe précédent, les résultats qui concernent les formes

biquadratiques ayant quatre racines réelles, qu’'Hermite a étudiées par le
calcul.

Soient
f=a(x—ay)(x—oy) (x—oa3y) (z—a,y)

la forme envisagée et T}, T3, T3, T, les masses qu'il faut donner & a,, a,, o3, o,
pour rendre 0 minimum.

Fig. 27.

Composant les masses T} et T; dont le barycentre non euclidien est M,,
d’affixe {,, sur le demi-cercle a, a,, on voit que la forme proposée aura méme
correspondante que la forme biquadratique de racines a,, o, (,,, {,, conjugué
de {,,. Donc, si M représente la correspondante de f, on conclut, d’aprés ce
qu’on sait des formes biquadratiques ayant deux racines réelles, que 'arc M,,M
du cercle orthogonal a O est orthogonal au cercle de diaméire a,x, et que,
de plus, M est milicu non euclidien du segment non euclidien qui joint les
deux points M, et M;,(M;, barycentre de a, et o, affectés des masses T} et T?).
La conclusion qui se dégage de ceci est donc que M est I'intersection :

1° Du centre orthogonal 4 O£ et orthogonal aux deux cercles de diamétre
a0, etogo,;

2° Du cercle orthogonal & Of et orthogonal aux deux cercles de diamétre
a0, eto,o,.

SiT’on fait une inversion de péle M’ symétrique de M par rapport a O&, le
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quadrilatére «, a,a, o, devient un quadrilatére curviligne de sommets a, b, ¢, d
inverses de a,, o,, a,, «, dont les cotés sont des arcs de cercles normaux au
cercle (de centre m inverse de M) qui est l'inverse de 'axe réel. Les cercles 1°
et 2° deviennent des diamétres du cercle (m) orthogonaux aux colés opposés
du quadrilatére, d’ou il suit que les segments ab, cd sont paralléles, ainsi

Fig 28.

que ad et bey abed est done un rectangle; donc m est I'intersection des dia-
métres ac et bd. Donc, en revenant a la figure primitive, M est {'intersection
des diagonales non euclidiennes a, oy, oy, du quadrilatére non euclidien
a, o, 0,0, 5 c’est le résultat auquel nous avons été conduit par l'interprétation
du calcul d’Hermite ().

On peut remarquer encore que M,; et M, sont confondus avec M, car M doit
étre le milieu non euclidien du segment non euclidien qui les joint et toutes ces
proprié¢tés géométriques, auxquelles nous sommes parvenus sans calcul, suffi-
raient & calculer T, T3, T3, T en fonction de a,, &y, &y, , et par suite a déter-
miner la correspondante de £ en fonction des coefficients de f.

Quatriéme application. — Nous allons montrer comment, par une double
application de la remarque faite au début, on peut déduire tous les résultats qui
concernent les formes biquadratiques ayant quatre racines réelles des résultats
particuliérement simples que nous avons trouvés pour les formes biquadratiques
n’ayant pas de racines réelles.

En effet, soient T2, T}, T}, T? les valeurs cherchées qui rendent 0 minimum
et qui, affectées comme masses & «,,«,, a,, «,, donnent le barycentre M non
euclidien qui représente la correspondante de f.

M,, étantle barycentre de o, et a,, (,, son affixe, on a vu que la forme dontles

(') On peut remarquer enfin que les deux diameétres m,, ni,; et my, my, bissectent 'angle
des diamétres ac, bd, ce qui fournit une nouvelle propriété de la figure primitive. Enfin on
voit bien que m est milieu ordinaire de m, m;, et de my;, m,;, comme cela devait étre.
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racines sont a,, «, et {,,, {,, a méme correspondante que f. En appliquant une
deuxiéme fois le principe, on voit que si M, est le barycentre de a4, o, avecles
masses T2, T?, (,, étantson affixe, la forme dont lesracinessont (,,, C, 5 (5, 5,
a aussi méme correspondante que f. Donc M, d’aprés le vésultat obtenu pour
les formes biquadratiques sans racines réelles (et la derniére forme considérée
est de ce type), sera milieu non euclidien du segment M,, My, non euclidien,
M sera de méme milieu non euclidien du segment non euclidien M, ,,M,;.

Je dis que ceci suffit & trouver M puisqu’on est sir de son existence et des
propriétés précédentes.

Effectivementsil’on fait une inversion de péle M’ symétrique de M par rapport
a P'axe réel, le quadrilatére non euclidien «,a,a;%, devient un quadrilatére
curviligne abed dont les quatre cotés sont orthogonaux & la circonférence (m)
(de centre m inverse de M) inverse de 1'axe réel; m devra étre milieu ordinaire
du segment ordinaire m,, m,, qui joint les inverses de M,,, M;,; il devra étre
milieu ordinaire du segment ordinaire m2,, m,; qui joint les inverses de M,,,
M,,. D’ailleurs on sait par la théorie générale que ni T, ni T,, ni T;, ni T, ne
sont nuls; par conséquent aucun des points M,, M ;M,,M;, n’est en un sommet
du quadrilatére o, a,o,a,; donc, aucun des points m,,m, m,,m,, n’est en un
sommet du quadrilatére abed.

Figurons alors 'arc ab orthogonal au cercle 75 m partageant en deux par-
ties égales le segment 12 ,m,, qui joint m,, de I'arc ab entre a et ba m,, de
Parc cd entre c et d, il faudra que I'avc cd coupe @ 1’intérieur du cercle (m) et
non sur ce cercle 'arc @’'d’ symeétrique de ab par rapport & m. Ceci exige qu'un
despoints ¢ ou d soit entre @’ et I’ sur I'arc @’ &’ du cercle () qui ne contient
pas ab et I'autre sur ’arc a’'d’ de ce cercle qui contient ab.

Fig. 29.

Comme d’ailleurs les points abed doivent se suivre dans cet ordre sur le
cercle (m), on a deux figures possibles, qui sont toutesles deux ci-contre. Dans
ces deux cas de figure on voit que les deux arcs ad et J’'c¢’ orthogonaux & (m)ne
peuvent avoir de point commun intérieur & (/m), c'est-a-dire que le seg-
ment m,,m,, dont m est milieu n’est pas réel. On ne peut donc échapper a la
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contradiction qu’en supposant gue cd coincide avec o' U’ et alors tout segment
passant par m rencontre les cotés opposés du quadrilatére curviligne abcd
formé des arcs ab, bc, cd, da orthogonaux a (1) en deux points dont m est
milieu. 7 ,,m;, est indéterminé, ainsi que m,,m,,; mais on est sir que par

Fig. 3o.

I'inversion de pdle M’ les points a,, a,, @, o, sont devenus les sommets
a, b, ¢, d d’un rectangle de centre 1 inverse de M, etm étant I'intersection des
diagonales ac et bd de ce rectangle, le point M cherché, qui représente la
correspondante de f, est le point de concours des diagonales non euclidiennes
du quadrilatére non euclidien a,a,a,a,. C'est le résultat essentiel auquel nous
avait conduit I'interprétation du calcul d’Hermite.

A titre d’exercice montrons comment on peut aller jusqu’au bout par cette
méthode et déterminer les valeurs T2, T2, T2, T? elles-mémes qui donnent le

minimum de .
Fig. 31.

o o, C, p o, £ 3

Sil’on compose T?, T; en M,; de masse T} + T; et T, T en M,, de masse
T? + T2, M doit étre barycentre noneuclidien de M,,, M,,; donc, comme M,,
est sur le cercle «,«; et M,, sur le cercle a,a, qui se coupent en M, il faut
nécessairement que M, et M,, soient en M.

Posons alors

Pal:pt
Po,= p,
Pay= p, (p.>o0),

Poa,=p,
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on a
—2
P1ips=ppi—=PM =n?;

M étant barycentre de «, et «, affectés des masses T, T}, on aura néces-

sairement )
T, =hkp; et  Ti=12p,,

A étant un facteur de proportionnalité positif.
De méme
T,=pp, et T? = u p,.

On peut donner a T{T,T; T; telle valeur qu’on veut. Donnons-lui la valeur »?;
alors il faudra supposer Au = 1.
Donc
T =12 ps, T2=12 py,

> 1
T:= pr, Tf:-sz,
Les valeurs cherchées T3, ..., T} sont celles qui rendent (¢} + ¢} + 3 + )
minimum dans les hypothéses oii nous nous sommes placés. Elles rendent

donc, puisque v est fixe et égal & 'ordonnée de M, la somme

9 9 9 2 [ . .
G+ G+ G+ 6= Mpi+ p;) + 5 (P2+ py) minimum.

A devra donc étre choisi tel que cette somme soit un minimum. Et ceci exige
évidemment

A py+ps) = %(Pz"‘]’lf)a

ce qui détermine A, et par suite T3, T3, T3, T3. .
On trouve ainsi immédiatement les valeurs qu'Hermite a déduites d’un
calcul laborieux, et en particulier on a de suite cette relation

T3 Ti=Ti+ T3

quin’est autre que la relation précédente.
Si I’on se rappelle qu'Hermite avait trouvé

T ; I
Xl(al)’ Tg

2 1

=T @) T T X(m) T Sy

T2 =

avec
X(z) =(z— o)) (2 — o) (x — a3) (£ — o),
I'identité bien connue

I 1 I | S
X(a) " X (o) X(as) T X ()

o
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n’est autre que la relation trouvée ci-dessus
T2 T3 =T+ T2.

Nous allons montrer, en terminant, comment on peut modifier la remarque
utilisée dans les applications 1°, 2°, 3° et 4° pour la faire servir &4 d’autres appli-
cations.

Envisageons le cas des formes fdu sixi¢me degré ayant deux racines réelles
a,, a,, et deux couples de racines imaginaires §,, 3, et 8,, B3,.

Soient T%, T}, 2U}, 2U; les masses qu’il faut attribuer & «,, «,, 8,, . pour
obtenir la correspondante de f'dont M({) est le point représentatif.
Cela veut dire que le minimum de 0[] + ¢; + 2u] + 2u}] lorsque

(1) Goutui=T;T; Ui U} = const.

est atteint pour les valeurs T?, T3, Uj, Uj.
Donnons a o, «,, 8,, B, les masses
MTi, p2Ti, 20°Uf, 2p2UZ,
Le barycentre de «,, B, est fixe {, et sa masse est A*(T% + 2 U?);

Le barycentre de a,, §3, cst fixe {, et sa masse est p2 (T3 + 2U?).

{ barycentre de a,, B,, «,, B, est le barycentre de (,, {, avec les masses
précédentes.

Le minimum de
(2) n[AT? 4+ T2+ 2202+ 22 U2 ]
lorsque Ap sont tels que
(3) A2 5 p2 T3 MUY < b U= T2 T2 U4 U3

estatteint par > = p2=1.

Orsil’on envisage la forme biquadratique f, dontles racinessont¢,, {,, ¢}, C,
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avec les masses
(T 2UD), p2(Ti+2U3),
son associée est représentée aussi par ¢.
Pour trouver la correspondante de f, il faut considérer le minimum de

(4) [R(Ti+2U3) + p (T3 -+ 2U2)]
lorsque
(5) A (T3 + 2U2)2 < p#(T3: + 2U3)" = const.

Or si (3) est satisfaite par A et p. en variant, (5) le sera aussi, car (3) exprime
que A reste constant et (4) est identique a (2). Doncle minimum de (4) alieu
pour A =, c'est-a-dire que f proposée a méme correspondante que f,.
D’aprés ce qu’on sait sur les formes biquadratiques sans racines réelles, il
résulte donc que { représentant la correspondante de f est milieu non eucli-
dien du segment {,C, non euclidien qui joint les points (,,(, qu’'on a définis
plus haut :

Ci, barycentre de «,, B, et {,, barycentre de a,, B, affectés des masses mini-
mantes correspondantes.

On aurait pu composer les masses minimantes affectées a o, et 8, en leur bary-
cenlre (;, et de méme celles affectées & a, et B, en leur barycentre (,, C sera
ausst le milieu non cuclidien des deux pornts Gy, C,.

Nous n’insisterons pas davantage sur ces remarques qu’on peut varier selon
les cas qui sont & traiter, I'idée essentielle étant toujours de fizer les rapports
entre certaines des masses variables convenablement choisies parmi celles qui
sont affectées aux racines de f, en donnant & ces rapports les valeurs qu’ils ont
pour le minimum cherché, en composant ces masses dont le barycentre est des
lors fixe, et regoit une masse égale 4 la somme des masses précédentes, en con-
sidérantensuite la nouvelle forme f, dont les racines sontles racines de la forme
initiale /' qui ont conservé des masses variables arbitrairement, auxquelles ona
joint le barycentre trouvé en dernier lieu (et, bien entendu, son symétrique
par rapport & I’axe réel), tout ceci étant fait de telle fagon que la condition qui
exprime que le produit des masses (') affectées aux racines de f est constant
entraine que le produit des masses affectées auxr racines de f, soit consiant.
Dauns ces conditions f et f, auront méme correspondante el f, étant souvent
plus simple que f, les propriétés qu’on pourra connaitre de {, point représen-
tatif de la correspondante de f,, seront des propriétés de la correspondante

de f.

(1) Par produit des masses ¢2,

S . )
«.oy 88, 2ul,..., 2ul on entend ici Uexpression (iu)?, clest~
a-dire ¢ ¢3...t3 ut ub. . .ul.

J. 10



CHAPITRE 1V.

SUR UNE NOUVELLE FACON D’ENVISAGER LA METHODE DE REDUCTION CONTINUELLE.

Reprenons la forme
f=ay(x—=ay)(x—cry)e(x—ouy)(z—PB1y)(x—Biy) - (z—Bvy) (2 —Byy
et la forme quadratique associée

e=ti(@—ayl+ G (z—oyy)+...
+ i (z—apy)?+2ui(x—B1y) (2 —Bly) +...+2ul(z—Byy) (. —BLy).

Considérons la somme
Bz —ay)+8(z—ay)?;

c’est une forme quadratique dont le point représentatif est sur le demi-cercle
de diamétre a,a,, son déterminant est, comme on le voit aisément, égal &

3o — ay)*.
On peut donc écrire

(2 —ay) 4+ (2 —as ¥ )2 =t1 4,0y,

¢, désignant une forme quadratique positive de déterminant fixe (a, — a,)*
dont le point représentatif est quelconque sur le cercle de diamétre o, ,.

Le déterminant de ¢, est égal au discriminant de la forme indéfinie
(x—a,y) (x—a,y), qui est représentée par le demi-cercle de diamétre o, o,.

Pour simplifier 'exposition, supposons maintenant que f soit de degré pair
avec ' couples (') de racines réellesp = 20", (o, @, ), (g5 0)y enny (Ogp_yy Gayr)s
et v couples de racines imaginaires conjuguées (8,, ), (Bay B,); --+» (Bvy BY)-
Alors f pourra s’écrire

F=aufifs - fufurr-n furan

J=(x—o_y)(®—o,y) pour i =1,2, ..., '

en posant

et .
Jwar= (2 —Bry) (z—BLy) pour k=1, 2, ..., v;

J se présente aussi sous la forme d’un produit de formes quadratiques binaires

(1) On peut d'ailleurs accoupler les racines réelles deux a deux comme on voudra.
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dont certaines sont définies (les f,..;) et certaines sont indéfinies (les f,,
Soreoos fu)-
Désignons par 0,, 0, ..., 8, les discriminants des formes f,, /3, ... , fu-
On aura
Ov=(otg—y — 0tg,)2.

A chaque forme f; nous associons une forme définie ¢, de déterminant fixe S
dontle pointreprésentatif soit quelconque sur la demi-circonférence C.(a, _ a,)
qui représente f;. 9. dépendra d’un paramétre variable, & savoir celui qui fixe
la position de son point représentatif sur C..

Dans ces conditions la forme quadratique qu’'Hermite associe a la forme
proposée fs’écrira

o=Ao,+ Moy +...+Aoh+2u} frpr+. .o+ 2ud fuay.
W W

Elle dépend des paramétres A3, ..., A, u}, ..., u;, et aussi des paramétres
qui entrent dans ¢,, s, ..., P

(On peut remarquer si 'on veut que A} =1¢, _¢,.)
Nous ne revenons pas sur la facon de trouver le domaine que décrit le point {

représentatif de ¢ lorsque lesparameétres qui entrent dans ¢ prennent toutes les
valeurs possibles.

I faut encore chercher pour quelles valeurs de ces paramétres, la fonction

20 42V

. 0 déterminant de
T agal ?)

. . 8 e )
est minimum (pmsque H—= ((w))q_ devient ici & causede n=2p + 2v et de
A} =t¢,_t, l'expression précédente> .

En définitive, toute forme binaire de degré pair 2m =2y’ + 2v avec
' couples de racines réelles et v couples de racines imaginaires conjuguées
s'écrira

fzﬂo,ﬂfz- --fm

les formes f,, f3, ..., fu étant indéfinies, les formes f, , ,..., f, étant
définies.

On lui associera la forme quadratique

=2 o +...+ Moy + Mo fusr+. oo+ A2 S,

. A}, ..., A} étant des paramétres variables; o,, ..., ¢, étant les formes quadra-
. o . » . N (] . 1 .
tiques positives de déterminant fixe ¢,, ..., 6, qu’on a appris a associer respec-
tivement a f,, f5, ..., fu.
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’

Enfin on cherchera pour quelles valeurs des Paramétres qui entrent dans ¢
la fonction

6 o
SANNLN
est minimum absolu
On donnera dans ¢ & ces paramétres les valeurs minimantes trouvées ; on fera

alors dans /' la méme substitution

x=mX +myY,
y=nX+ nY

que celle qui sert & réduire ¢ dans ces conditions et la forme
F(X,Y)=f(mX+mY, nX 4+ n,Y)

sera la forme réduite qui servira a représenter toute la classe équivalente a f.

Cette interprétationde la méthode d’Hermite pourra ici paraitre un peu arti-
ficielle; nous la donnons cependant parce qu’elle prépare d’une facon trés
simple la méthode de réduction que nous donnerons plus loin pour certaines
Jormes binaires de degré supéricur a indéterminées conjuguées. De plus nous
allons voir que cette fagon d’envisager les choses jette un jour nouveau sur les
résultats simples que nous avons trouvés pour la réduction des formes binaires
cubiques et biquadratiques. Nous nous limiterons ici, pour ne pas allonger et
compliquer exposition, au cas des formes biquadratiques.

Trois cas sont possibles:

1° Les deux formes f, f, en lesquelles f peut étre décomposée sont définies,
J a sesracines imaginaires

fzaoftfz;

2° f a deux racines réelles, alors £, est indéfinie et f, définie;
3’ f a quatre racines réelles, /| et £, sont indéfinies.

PremMier cas. — fr’a pas de racines réelles. — Nous poserons

Ji=x2'—2pxy +qy*=(x—L.y)(x—PBy)
8= gi—pi=— 7 (B— BN
Alors f, et f, sont définies.
On considére
e =2A; fi+ AL fa.

Lorsque A, et A, varient, le point représentatif de ¢ décrit le segment non
cuclidien qui joint les points représentatifs {, de f, a {, de f, (¢, coincide avec
la racine §8,, , avec f3,).
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77

Le déterminant & de g est facile a calculer, car

o=+ 2—2[ p M+ pa M ]ay + (i + q238) %,
6=1H%—pﬂ+Jﬂﬂw+qrﬂpmﬂ+lM%—Pﬂ

. . 0
Et il faut envisager ww ou, ce qui revient au méme, szeten chercher le
1 )
minimum
0
JEPR

-

6

0y + ¢y~ qa—2P1 Ps

—-t.. [ ™

)\
YN

>’|>—'

NN

dont le minimum est atteint en méme temps que celui de
A2 A2
)\) 0y —+ )\f 0y

puisque ¢, 4 ¢, — 2p,p, esl constant.

Le minimum de cette expression, somme de deux termes & produit constant,
est atteint pour

"\2 )\_‘
Ms M
) )‘i 01— )‘f 62,
c’est-a-dire
M _ A
Vo, Vou

La correspondante de f est donc

o=/ \/5:‘*‘./‘2 \/'SI

Fig. 33.
Mig) g,
. 21 Bsi \\\
Sofy | sl \
/, P / 1 \
1 / ]
! I, ! \
RV
T t
\\ 'vc'// :C, /
\!7, I /
8, Y
] 7
R g
g

Si I'on remarque que Ve, représente 'ordonnée v, de ¢, et VS, l'ordonnée Ny
de{,,ona

N, Ny

Comme d’ailleurs ¢ représentatif de ¢ se projette en P sur 'axe réel tel que

PG

pC, A

(M)

fiy
n»




78 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

on conclut que P est l'intersection des diagonales du quadrilatére 3, 3,8, 8,;
donc M (7) est le milieu non euclidien de ¢, {,. C’est le résultat trouvé dans les
Chapitres précédents et le calcul fait est, au fond, le méme que celui qui a été
fait dans les Chapitres précédents.

DeuxiiME cAs. — La forme a ses quatre racines réelles. — f= [, f,, [, et f,
étant deux formes indéfinies. Cette décomposition de f en f, f, peut étre faite
de trois maniéres, selon qu’on prend

Si=(@z—ay)(z—ay)

ou
Si=(e—ay)(z—azy)

ou
1= (2 —oy)(z—ay),

etpour f, les racines restantes.
Dans le premier el le troisiéme cas (si I'on suppose o, > o')>ot,>cx,‘> les

circonférences respectives de f, et f, ne se coupent pas; dans le deuxiéme cas,
elles se coupent.

Il faut considérer ici
o =279, + A9y

o, ayant pour déterminant fixe &, le discriminant de f,, et son point repré-
sentatif décrivant la circonférence représentative de £ ;

9, ayant pour déterminant fixe ¢, le discriminant de f,, et son point repré-
sentatif décrivant la circonférence représentative de f..

Enfin il faut étudier le lieu du point représentatif de ¢ (ce qui donne de suite

0

. . . . 2
le quadrilatére non euclidien a,a, 2,a,), et le minimum de 1*6)\* oude —= yrov

Mais si 'on pose

o= a, 22— 2b,xy + ¢, ¥, 0y = a,¢;— b3 = const.,

Qo= a2’ — 2b, Ty + € ¥?, 0> = a,c,— b} = const.,
on aura

d=(a;\{+ aA3) (c: A} + €2A3) — (b, 2] + b, A3)?
=X (a;c1— b))+ A1 A3 (a e+ asey — 20, by) + M (a,c,— b3).
Donc
) A2 A2
¥IE: = )\—;6,4— 7',6,—|—a 1Co+ aycy— 2b,
Dans )\,)\, les paramétres sont A}, A, et ceux qui entrent dans ¢, et 9, et qui ne
figurent ici que dns I'expression a,c, + a,c, — 2b,b,. Le minimum de %
102

s’obtient donc :
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A3 A; A2 A2
1° En rendant T 0, + ¥ 2 8, minimum, ce qui donne ;/3 = \/—- comme au cal-
2 l

cul précédent, et cela montre d’abord que le point représentatif de la corres-
pondante de f sera milieu non euclidicn des points représentalifs (, ¢, des deux
formes 9,, ¢, lorsque les paramétres de ces formes recevront les valeurs qui ren-
dent —— m minimum. (C’est un résultat que nous avons déja trouvé dans les
Chapltres précédents.)

2° En donnant au paramétre de ¢, et a celui de ¢, les valeurs qui rendent

d=—=a,cy+ asc, — 2 b, b, minimum.

Il faut donc étudier cette expression et voir pour quelle position des points
représentatifs de ¢, et ¢, sur leurs lieux respectifs elle est minimum.

Si I'on passe pour un instant & la représentation projective des formes, on
voit que @, est représentée par le point M, de coordonnées a,, b,, c,; 9, par le
point M, de coordonnées a,, b,, c,.

Et, par exemple, M, décrit le segment «, a, joignant les points a,, «, de la
conique fondamentale; M, décrit le segment a, «, joignant les points a4, «, de
la conique fondamentale.

Un point de la droite M, M, a des coordonnées homogeénes

al-‘l— )\az,
b+ 1b,,
L X

i] vient sur la conique lorsque A a I’'une des deux valeurs A, A, racines de
q q i As

(@, + Aas) (¢4 Acy) — (b + A by)2 =0

ou
A28+ A[a ¢, + ase;— 2b,b,] + 8, =o.

Cette équation a deux racines réelles et distinctes puisque M, et M, sont
intérieurs ; donc d* — 4¢,8, > o.
Le rapport anharmonique des points M,, M, et des points ou leur droite

coupe la comque est — )\
2

A _d+V&—4385, _(d-+Vd—143,5,)
AT d_\Jd—4s,8, 40,0,
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On voit donc que la distance non euclidicnne de M,M,, qui n’est autre
)\ . . 1] r .

que ‘log—k—‘l, aura son minimum, 9, et ¢, étant constants (M, et M, décrivant
2

leurs lieux) lorsque d + yd? — 40,9, sera minimum, et réciproquement. Or il
suffit d’écrire

a,a, a,a, T a, a3

d _ac,+ae, -2, 6 0, + b, b2>2
a as

pour voir (&, et @, pouvant étre supposés positifs) que
d>o;

d’ailleurs on sait que d* — 4¢,8,>o.
Donc
d>2 \/5:—32

Or dans ces conditions, lorsque d > 2/0,¢,, on voit que d 4+ yd* — 46,8, est
une fonction croissante de dj son minimum a donc lieu en méme temps que
celui de ¢ et réciproquement.

ConcLusion. — d=a,c,+ a,c, — 20, b, sera minimum dans les hypothéses
envisagées, lorsque la distance non euclidienne des deux points M\M, qui
repre’senlelzl ¢, s SCIQ minimum.

M, et M, décrivant deux droites non euclidiennes D,, D,, deux cas sont
possibles :

1° Les droites sonl sécantes, le minimum sera atteint lorsque M,, M, sont
lous deux au point d’intersection des deux droites;

2° Les droites sont non sécantes, alors on démontre bien aisément que la
distance est minimum lorsque M, et M, sont aux pieds de la perpendiculaire
commune non euclidienne aux deux droites D, et D,.

D’ailleurs le 1° nous suffit. Adoptons la deuxiéme des trois décompositions

de f possibles
Ji=(x—a,y)(x—oa3y), So=(z—a,y)(z—o,y).

Alors D, sera la droite a,;, et D, la droite «,«, qui se coupent en un point
intérieur a la conique.
Revenons a la premiére représentation des formes, on voit que le minimum
a réaliser sera atteint lorsque les poinls représentatifs de g, et de ¢, ainsi que
celui de ¢ correspondante de f seront confondus au point de concours M des
diagonales non euclidiennes du quadrilatére non cuclidien a, o, a,o.,.
Cesrésultats suffisent pour déterminer complétement la correspondante de f.
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En effet ¢, est déterminée par la connaissance de son point représentatif M et
de son déterminant 8, = (a,—a,)*, ¢, est de méme déterminée.
On a ensuite
Mk,
Vo, Ve

Donc la correspondante de f est parfaitement déterminée.

Remarque. — Si I'on avait adopté la premiére ou la troisiéme des trois
décompositions, par exemple la premiére, on aurait trouvé, en appliquant la
deuxiéme des conclusions trouvées ci-dessus, que M, représentatif de o, et M,
de 9, auraient dii étre pour le minimum situés aux points M, et M;, ou le demi-
cercle orthogonal 4 O% (droite non euclidienne) et aux deux demi-cercles de
diamétre «, a,, a;a, coupe ces deux derniers cercles. M, représentant la corres-
pondante, aurait d’ailleurs été le milieu non euclidien de M, M,;.

C’est la le résultat trouvé dans les Chapitres précédents.

Fig. 35.

urt

[’avantage de cette nouvelle méthode est de jeter un jour nouveau sur les
propriétés du point représentatif de la correspondante, en liant trés simplement
le minimum de la fonction 0 & étudier au minimum de la distance de deux
points en géométrie non euclidienne.

TroisieMe cas. — f a deux racines réelles. — Alors f = a, f, f, avec

Si=(x—oy)(z—ayy),
Sr=(x—0 y)(z—- p'y)

¢ =291+ 23 fo3

On considére

¢, de déterminant 3, = («, — «,)* fixe, a son point représentatif sur le demi-
cercle de diameétre a, a,.

J. 11
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o2 d

Ensuite on considére ——— ou ==
7 Ol

. 2

A2
301+ )‘26 +a ¢+ asc;— 2 b, by,

3
EPE

-

(Y
>’| >
Y

car le calcul du deuxiéme cas est encore valable en posant

=ax?—2b,zy +c, y? (a;e,— b2 =0, fixe),

Som a2t —2byxy —cyy? (ici ay, b, ¢, sont fixes).

Le minimum s’obtiendra lorsque les deux conditions suivantes seront réalisées
a la fois :

1° PourT \/_ et les conclusions du deuxiéme cas sont vraies : si M,,
2 1

représente ¢, pour la valeur du paramétre de ¢, qui correspond au minimum
cherché, M, représentant la correspondante de f, sera milieu non euclidien
des deux points M, , et .

2° Pour le minimum de @, ¢, + a,¢, — 2b, b,; en raisonnant comme pour le
deuxiéme cas, on remarquera que le minimum s’obtient en méme temps que
celui de la distance non euclidienne du point fixe § au point M,, représentatif

Fig. 36.

¢

de g, sur la droite non euclidienne a,a,. Et il est trés facile de voir que cette
derniére distance est minimum lorsque M,, est le pied de la perpendiculaire
abaissée de M sur la droite a,a, en géoméirie non cuclidienne, c’est-a-dire
lorsque le cercle orthogonal & O passant par B et M,, est orthogonal au
cercle de diamétre o, a,.
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Nous retrouvons donc trés rapidement tous les résultats trouvés aux Cha-
pitres précédents et nous en saisissons mieux la raison a ’aide de I'introduction
des distances non euclidiennes qu’il s’agit de rendre minima.

Remarque. — Rien ne serait plus aisé que de trouver aussi les propriétés de
la correspondante d’une forme cubique & I'aide de la méthode précédente,
convenablement modifiée, nous n’insisterons pas pour ne pas trop allonger

I’exposition des résultats qui concernent les formes binaires a coefficients et
indéterminées réelles.






DEUXIEME PARTIE.

LES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDETERMINEES COMPLEXES.

CHAPITRE L

PRELIMINAIRES.

Hermite est le premier qui ait considéré les formes quadratiques binaires a
indéterminées conjuguées du type

Sz, y)=axx, —bxy,— byzyy +cyy, (voir OEuvres, v, 1, p. 234 et suiv.),

a et ¢ sont des constantes réelles, b et b, des constantes imaginaires conjuguées;
ces constantes ne sont nullement supposées entiéres. x et y recoivent des valeurs
entiéres complexes (du type « + 37, « et 3 étant deux entiers réels), x, et y,
recoivent les valeurs complexes conjuguées.

L’invariant ¢ = ac — bb, réel joue un role important :

Siac — bb,> o, la forme est dite définie; comme on peul supposer a et c
positifs, elle ne prend que des valeurs posilives, pour toutes valeurs de x et
de y.

Siac — bb,< o, la forme est dite indéfinie; on peut par des valeurs conve-
nables de x et de y lui faire acquérir tel signe qu’on voudra.

Si ac — bby=o, la forme se décompose en un produit de deux formes
linéaires conjuguées du type

(A2 + py) (hoZo+ o J0)
et de telles formes n'ayant pas le caractére proprement quadratique seront

passées sous silence dans la suite.

Représentation géomélrique. — Si I'on égale & zéro la forme quadratique
définie
[z, y)=axxi— bxy,— byx,y +cyy,=o,

en envisageant I'équation
az5y— bz — byz,+ ¢ =o,
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qui s’obtient en considérant ﬂ%}’,}—) et posant
0
x &,
= — Zg ™= —>
Y Yo

on peut encore ’écrire, puisque nécessairement @ = o,

0 . b )
a[z———lﬁ] [50—2]—}—3:0 ou bien DG<:—-—9)+—2:0.
a a a a a
Le lieu des points s du plan de la variable complexe définis par cette équation
. , . . . b
est une circonférence imaginaire dont le centre réel w a pour affixe —2 et dont

Vo

i
le rayon est ——- .
Si alors on éléve au-dessus du plan de la variable complexe par le point =2

une perpendiculaire sur laquelle on porte un segment wl égal a %, le point ¢

obtenu est centre d’une sphére de rayon nul dont l'intersection avec le plan EOy

est le cercle précédent.
Fig. 37.

==~ =g

§

On convient de représenter par ce point C la forme définie proposée.
Ainsi & tout point { du demi-espace (7> o) situé au-dessus du plan £Ov de la
variable complexe correspond une forme quadratique définie & indéterminées
conjuguées, et inversement.

Ce point ¢ est défini

1° Par sa projection sur le plan Oty dont U'affize est %;

<

/
2° Par sa cote %-
On peut remarquer que le segment OY est égal & \/g comme le montre

un calcul immeédiat et remplacer la propriété 2° par la propriété :

3° La distance O est égale a \/E
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1° et 3° définissent le point connaissant la forme et définissent, a un facteur
prés, la forme connaissant le point (si de plus on connait la valeur du déter-
minant, le facteur lui-méme se trouve déterminé).
Si la forme f(« =axx,— bury,—b,x,y + ¢ est indéfinie, I'équa-
) 0 0 00 0
tion
assg—bz—byzy+c=o

. ) b —0 . . .
définit un cercle réel de centre — de rayon \/T si a0, car 'équation
s’écrit encore

gg(;_.b_o>:_\/__°.
a a

Si @ = o I’équation bz + b,3, — ¢ = o représente une droite dont I’équation
cartésienne serait
(b+bg)E+i(b— by)n—c=o,

en posant z = & -+ i.
On peut encore la considérer comme un cercle de rayon infini pour faire
rentrer ce cas dans le précédent.
Fig. 38.
g

8l

a>o

On convient alors de représenter la forme indéfinie par la demi-sphére
située au-dessus du plan O&yn (7> 0), qui a pour grand cercle le cercle précé-
dent. Si @ = o la demi-sphére devient un demi-plan orthogonal au plan O&.

. , . .. . . b
A toute forme indéfinie correspond ainsi une demi-sphére dont le centre est —aﬂ

—0 N . e . ’
dont le rayon est \/T’ par rapport a laquelle 'origine a une puissance égale

. C b . ) ¢ . C ' . .
4 —- Le centre ' et la puissance de I'origine — définissent complétement cette

demi-sphére. Inversement a toute demi-sphére du type précédent correspond,
a un facteur prés, une forme indéfinie que les deux propriétés précédentes défi-
nissent complétement (la connaissance de ¢ fixe d’ailleurs ce facteur).
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Dans certaines recherches on a besoin de distinguer une forme indéfinie

axry—bxy,— byxyy +cyy,
de la forme
—axzy+ bxy,+ byxoyy — cyy,.

On le fait en fixant un sens de parcours sur la circonférence que définit la forme
dans le plan des O%y. Voici comment : si s est intérieur & cette circonférence,
I'expression

azz;—bz— byzy+ ¢

a un signe déterminé, et le signe opposé si z est hors de la circonférence; la
circonférence divise donc le plan en une région positive (ol ce signe est +) et
une région négative; on fixera alors sur la circonférence par une fleche un sens
de parcours tel que la région positive soit a gauche de ’obsercateur debout
surle plan et regardant dans le sens de la fléche. Dans ces conditions, & deux
formes opposées correspondent deux fleches opposées sur la méme circon-
férence.

(est en interprétant la méthode de réduction des formes indéfinies donnée
par M. Picard en 1884 ( Annales de I’Ecole Normale) que M. Bianchi a été
conduit & la représentation géométrique précédente des formes indéfinies.

Equivalence. — Deux formes

Sz, y)y=azxx,—bxy,— byxoy + cyy,
et
F(X,Y)=AXX,— BXY,— B,X,Y + CYY,

sont dites proprement équivalentes si F(x,y) s’obtient en remplacant dans
Sf(zy¥), x, ¥, ©,, ¥, par les expressions

) xz=aX -+ BY, xo=o0, X, 4 B,Y,,
.7':./\7 ’i—a" )‘0_—‘70\0+'60Y07

«, B, v,  étant quatre cntiers complexes tels que a8 — By =13 ag, By, Yoy S

sont les entiers conjugués ; nous écrivons pour abréger

F(X,Y)=f(sX +BY, yX +3Y).

(S) est dite une substitution modulaire complexe. Elle fait correspondre a tout
couple d’entiers X, Y un couple d’entiers x, y et réciproquement. Un calcul

aisé monlre que
AC — BB, = ac — bb,.

d’ot1 le nom d’invariant donné & la quantité ¢ = ac — bb,. Si f est définie, F le
sera aussi; si f est indéfinie, I le sera aussi.
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X

Sil’on pose z = %’ Z =3 la substitution (S) relie z a Z par la relation

__alZ+8
(T T YL+ 9§

c’est une transformation (T) qui échange entre eux les points du plan£Ov. Elle
transforme, comme il est aisé de le voir, le cercle représentatif d’'une forme
indéfinie f, dans le cercle représentatif de la forme équivalente I, avec conser-
vation des sens.

Il est aisé d’étendre cette transformation (T) a tout le demi-espace situé
au-dessus du plan O&n(< > o) en convenant gu’elle fera correspondre point
par point ce demi-espace a lui-méme de fagon qu’a loute demi-sphére ortho-
gonale au plan O&n corresponde une demi-sphére orthogonale a ce plan. Dés
lors les demi-sphéres représentatives de f et I se correspondront par T avec
conservation des sens.

De plus considérons les points représentatifs et Z de deux formes définies f
et Féquivalentes, ils seront transformés I'un dans I'autre par la transformation T.
On s’en rendra compte immédiatement a I'aide des deux remarques suivantes :

1° Le cercle imaginaire du plan O%y dont I’équation est
S(3,1)=asz50— bz — byz,+c=o
se transforme dans le cercle imaginaire

F(Z, 1) =AZZ,—BZ —B,Zy+C=o0
par T.
2° Toute demi sphére orthogonale au plan Ofy passant par { coupe le
plan O &y suivant un cercle orthogonal au cercle

azz,— b3 — byzy+ c=o0;

. al +03 , .
la transformation z = — +§ étant conforme, ce cercle y par la transformation

devient un cercle I' orthogonal au cercle

AZZ,—BZ—B,Z,+C=o,

c’est-a-dire que la demi-sphére o devient une demi-sphére X passant par Z.

La transformation (T) transforme donc I'étre géométrique (point ou sphére)
qui représente une forme f, en I’élre géométrique de méme nature qui repré-
sente la forme équivalente F.

Pour abréger nous écrirons

F=rS,

7Z=2¢T,
ou

2=g¢T,
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T étant la transformation du demi-espace définie a partir de

__aZ+f
STyl +6
qui est associée a la substitution
(S) 3 .Z‘:otx—f-ﬁY,
y=yX+dY.

Réduction des formes définies. — Reprenons la forme définie
(1) J(z, y)=azxz,— bxy,— byx,y +cyy, (ac — bby> o).
On sait depuis Hermite qu'il existe une substitution modulaire S telle que
{2) F(X,Y) = fS = AXX,— BXY,— B,X,Y + CYY,
ait des coefficients vérifiant les inégalités

S A< partieréellede B2,

3
(9) ' o Spartie imaginaire de Bé%,
AsC.

Sil’on pose B, = m —+ ni, cela veut dire

tm]s3,
Oéﬂ;%,
A<C.

F est dite une réduite équivalente a f.

Toutes les fois que les inégalités (3) sont de vraies inégalités, il 'y a qu’urie
seule réduite, si certaines des inégalités (3) deviennent des égalités il y a deux
réduites et I'on passe de I'une a l'autre en changeant B en — B,; ce qu'on
exprime briévement en disant que les deux réduites ne différent que par le signe
du coefficient moyen.

Considérons le point représentatif Z d’une réduite, il est défini par sa pro-
jection o sur le plan £y dont laffixe est

B, m—+ni

AT A

C
oz_‘/;-

et par sa distance a l'origine
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Envisageons le pentaédre II, limité par :

7E:+

b

N |-

1° Les deux plans £ = — é

2° Les deux plans v, = 0, = é;
3° Lasphére &2+ 2+ 12 =1,

autrement dit I’ensemble des points tels que

N | -
1Y
oeyr
nA
|
-

=}
iIA
>
A

]

E4+n?+ 1221,
il est clair que le point Z sera a I'intérieur ou sur la surface du pentaédre II,.

Fig. 39.

-

N~ T Caeemescceceneece

§

I, s’appelle le domaine de réduction. Toute forme définie dont le point
représentatif est a 'intérieur ou sur la surface de II, est dite réduite.
On démontre dans la théorie de la réduction que :

1° Deux réduites dont "une au moins a son point représentalif intérieur

a I, ne sont équivalentes entre elles que si elles sont identiques;
2° De toutes les formes équivalentes 4 une forme donnée définie (formes

d'une méme classe) il y en a en général une seule dont le point représentalif
appartienne & 11, : c’est ce qui arrive si ce point représentatif tombe a 'inté-
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rieur de II,; il y en a deux dans certains cas exceptionnels, et ils sont alors
situés sur la surface de II, et symétriques par rapport au plan Or.

C’est & M. Picard que I'on doit 'interprétation géométrique précédente de
la réduction des formes positives et 'introduction du domaine II, de réduction
(voir Bulletin de la Société mathématique de France, t. XII, 1884 : Sur un
groupe de transformations des points de l'espace situés du méme cété d’un

plan).

Le groupe de Picard. — Clest le groupe des substitutions modulaires com-
plexes

(S) x=aX+BY., zo=0,X;+BY, o, B, 7, 0 entiers complexes, ad — By =1
[ y=yX+ 0dY, yy=79,Xo+ 0,Y, %o, Bos Yor Oy entiers conjugués
ou
__al+f,
Ty + o

deux points du demi-espace { et Z qui se correspondent par unc transforma-
tion (T) associée & une substitution S

aZ + B
vZL+ 0

3

sont dit congruents ou équivalents dans le groupe de Picard.

On démontre aisément que II, est un domarne fondamental pour le groupe
de Picard, c’est-a-dire que :

1° Sil’on forme tous les congruents d’un point { par les transformations T
du groupe de Picard, il en tombe toujours un & Uintérieur de I, ou sur sa
surface;

2° Deux points dont ['un est intérieur a I, et Uautre intéricur a I, ou sur
sa surface ne peusent élre congruents que s’ils sont confondus;

3° Dans II, ou sur sa surface ne peuvent tomber plus de deux congruents
d’un point ¢; il n’en tombe qu’un en général, et il cst intérieur & II,. S'il en
tombe deux, ils sont nécessairement tous deux sur la surface de II, et symé-
triques par rapport au plan Onr.

On démontre aussi que les substitutions fondamentales du groupe de Picard
sont :

. =iX

s=7—1, ;:_l_% qui vient de z ’

y=—1Y,

z:—%, s=17—1i.
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La division de Picard dans le demi-espace. — Lorsque le point Z décrit le

pentaédre II,, son congruent { par une transformation (T) du groupe de Picard
al +f3
) YL +0
les faces sont des portions des sphéres orthogonales au plan OZ%y (les plans

normaux a4 O%y sont & comprendre parmi ces spheres) Si la transformation (T)
change, II change, et par toules les transformations (T) du groupe de Picard,
I, se change cn une infinité de pentaédres qui, suivant le processus indiqué par
Poincaré dans son Mémoire sur les groupes kleinéens, occapent tout le demi-
espace T > o.

L’opération de la réduction d'une forme définie fse présente donc ainsi :

correspondant a la substitution (S)(z =

décrit un pentaédre IT dont,

Le point représentatif { de la forme # tombant dans un des pentaédres IT de
la division de Picard, si S est la substitution

xr=aX+ BY,
y=yX+ dY,
. , . T ___al+8
lelle que la transformation (T) qui lui est associée a I'aide de 5 = T3 trans-

forme le pentaédre II dans le pentaédre II,[II,=1IIT], la réduite équivalente
a fseralF = f.S.

Représentation projective. — Faisons une projection stéréographique du
plan O&y sur la sphére (X),

E)+n7+rv:l

a partir du point § = o, y =0, T =1 pour point de vue.
(Vest un résultat bien connu d'ailleurs que, par les formules

X Y 2 s Z_I+Z
=TTz nma—py Prwo=i—, 0 (7>0),

un point X, Y, Zintérieur a la sphére
X'+ Y242 =1,

devient un point &, v, © du demi-espace t > o situé au-dessus du plan O%y, et
qu’un point de cette sphére correspond par projection stéréographique & un
point £ de ce plan, du point (o0, 0, 1) comme point de vue.

Si le point X, Y, Z décrit un plan, &, v, T décrit une demi-sphére erthogonale
a = = o etréciproquement (). Si X, Y, Z décrit une droite, &, v, 7 décrit une
demi-circonférence (*) orthogonale & T = o. Enfin la transformation précédente

(1) Qui peut étre un plan orthogonal au plan O¢y.
(%) Qui peut étre une demi-droite perpendiculaire au plan O¢n.
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change les angles définis en géométrie non euclidienne par rapport 4 £ comme
quadrique fondamentale en les angles vrais du demi-espace T >> 0. Ce sont la
des resultats connus qu’il suffit de rappeler.
Ceci posé, considérons une forme d’Hermite définie
. Sz, y)=axx,— bxry,— byx, y + ¢ vy,
L’équation
f(z,1)=a 33— bs —by50+c=o0

définit dans le plan O&xy un cercle y imaginaire & centre réel, & rayon pure-
ment imaginaire. Par la projection stéréographique, ce cercle devient sur X un
cercle imaginaire T intersection de % avec un plan réel qui ne coupe pas X.
Que devient par la transformation du demi-espace T > o en l'intérieur de X le
point { représentatif de £? Il suffit de remarquer que toute sphére passant par {
et orthogonale au plan O%y coupe ce plan suivant un cercle orthogonal au
cercle y. Donc, dans I'espace de la sphére X, & { correspondra un point M et tous
les plans passant par M couperont la sphére X suivant des cercles orthogonaux
aTl. Do ilsuit que M est le pdle du plan réel qui contient T.

A une forme définie correspond donc un point intérieur ¢ la sphére X, et
réciproquement a un point M intérieur & = correspondra un point { du demi-
espace, et par suite une forme définie (4 un facteur constant prés que détermine
d’ailleurs la connaissance du déterminant de la forme). Les formules qui relient
les coordonnées de M a la forme sont

X+iY _ b, X _R(b)_ b Y b)) b
1—72Z T a —Z  a “a’ \—Z " a —  a’
ou (
1+Z_£ I+Z__£
1—Z  a 1—Z a
enposant

b = b, + ib,.
En adoptant le systéme de coordonnées x,, x,, x,, =, définies par

x4 &> _ & . T
X—iY X+:.¥Y  1+Z

on voit que la sphére X aurait pour équation
XXy — Ty X3=—0

(Uintérieur de X correspond d'ailleurs & x, 2, — x,a;>>0) et que le point repré-
sentatif de la forme définie
axxy—bxy,— byx,y + cyy,

aurait pour coordonnées a, b, b,, c. Sous cette forme on voit bicn qu’a une
forme définie ac — bb, > o correspond un point intérieur 4 la sphére Z.
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Si la forme est indéfinie, le point a, b, b, c est extérieur a la sphére, mais
son plan polaire coupe la sphére ¥ et, sans qu’il soit nécessaire d’insister
beaucoup, on voit que I’équation de ce plan polaire étant

cx,—byx,— bxy+ ax,—=o,

le cercle de section de ce plan avec la sphére sera déterminé en coordonnées

cartésiennes par

X—iY X+ Y 1+7Z
¢ — by 7 —b 7 +al__Z_o

et sera la projection stéréographique du cercle
azzy— bs— byzy+c==o0

du plan O%y, qui représente dans ce plan la forme indéfinie.

Donc & une forme indéfinie correspondra un plan sécant & la sphére 2 et
réciproquement. On n’envisagera d’ailleurs que les points de ce plan intérieurs
a X. Par la transformation de l'intérieur de X dans le demi-espace 7> o, ce
plan devient la demi-sphére orthogonale au plan 7= o0 que nous avons déja
appris a associer & la forme indéfinie dans le premier mode de représentation
des formes.

Notons en passant qu’aux points de X, comme aux points du plan O&y, cor-
respondent des formes décomposables du type (Az + wy) (Agxy + W ¥o),
d'invariant nul.

Rappelons enfin que les distances par rapport a la quadrique fondamentale £
deviennent, par la transformation envisagée plus haut, les distances en géomeé-
trie non euclidienne du demi-espace © > o, dont Poincaré s’est servi dans son
Mémoire sur les groupes kleinéens.

Aux substitutions (S) du groupe de Picard et aux transformations T du demi-
espace T >o0 qu'on leur a fait correspondre, correspondent les collinéations
d’un groupe qui transforme I'intérieur de X en lui-méme, et conserve = (*). Le
domaine fondamental de ce groupe de collinéations est un pentaédre ayant un
sommet sur la sphére X et quatre sommets intérieurs : ce penlaédre est d’ailleurs
le transformé de II, par la transformation qui fait passer du demi-espace ©> o
a l'intérieur de la sphére X. Dans ce qui suivra il nous arrivera, ce qui ne peut
présenter d’ambiguité, d’appeler indifféremment groupe de Picard le groupe
des substitutions modulaires complexes (S), le groupe des transformations T du
demi-espace T > o en lui-méme qu’on a appris & associer aux S, le groupe des
collinéations conservant l'intérieur de £ qui correspond a ce groupe de trans-
formations T par la transformation du demi-espace 7>>o0 en I'intérieur de X.

(1) C'est un groupe de mouvements non euclidiens dauns 'espace défini par la sphére fonda-
mentale 2.



CHAPITRE II.

THEORIE DES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDETERMINEES COMPLEXES.
REDUCTION CONTINUELLE.

Nous considérons la forme
(1) flz,y)=ayx"+a,x" 'y ...+ a1 xy" '+ a,y"
@y Gy, ..., A, étant des nombres complexes arbitraires, et aussi I'équation
f(z, 1) =@a,5"+a,z" ' +...+~a,=o

dont les racines sont appelées racines ou zéros de la forme f.

Il pourra arriver que la forme f ait p racines infinies, ce qui arrivera si les
coefficients a,, a,, ..., a,—, sont tous nuls, et a,= o. Mais en passant, au
besoin, de fa une forme équivalente, on pourra toujours supposer que a, = o,
ce qui n’est d’ailleurs nullementindispensable et ne servira qu’a alléger I’expo-
sition.

On peut écrire, dans I’hypothése a, = o,

Sz, y)=ay(e—2z1y) (2 —2))...(2 — %))

en désignant par s, 3,, ..., 5, les racines de f, et si a,, a,, ..., a,—, sont nuls
avec a, = o,
Sz, y) =apy’(—3pny).. (£—3%0y),

Speyy -+-y 3, €tant les racines finies de f.
Concevons maintenant qu’avec les quantités réelles /3, (3, ..., £2 on construise
‘la forme quadratique définie positive a indéterminées conjuguées suivante :

o(2, ¥) =6 W@ — 2, ¥) + {3 (2 —353)) +...+ L 96 (2 — 5,))
ou bien, si a,, a,, ..., @, sonl nuls et @, o,
Pz, y) =T+ ..+ )y + 3 To(X— 2p ¥+ L2 I(2— 3, Y)
ou bien entendu
No(zx—2z,y)=norme(z —z,y)=(x—sy) (' —5 ),

a condition de désigner par deux lettres, telles que A et X', deux imaginaires
conjuguées.
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Imaginons maintenant que les £ recoivent un systéme de valeurs déterminées
ct pour ce systéme de valeurs réduisons la forme o. Il faut pour cela faire sur z
et y la substitution

z—=aX+3Y

(8) y=yX+dY

I: IXI Il"
(a8 = By =1) [avec, bien entendu, ;, _ ;(: X’i ?I Y’] .

On fera sur f la méme substitution que sur o, on obtient la forme /S équiva-
lente a f,
(X, Y) = @S = o(aX + BY, yX -+ dY),
F(X,Y)=/S=f(aX +BY, yX +3Y).

Concevons alors que les ¢ recoivent toutes les valeurs possnbles que pour
chacun de ces systémes de valeurs on réduise la forme ¢ et qu on fasse dans f
la méme substitution que celle qui réduit . On obtiendra ainsi un ensemble
de formes équivalentes a4 f que nous désignerons par (/) et dont nous allons
étudier les propriétés.

Tout revient & étudier 'ensemble des substitutions (S) qu’il faut faire pour
réduire ¢ lorsque les ¢ prennent toutes les valeurs possibles. Ceci est facilité
par la représentation des formes quadratiques définies a indéterminées conju-
guées et 'interprétation géométrique de ces formes, qui ont éLé rappelées dans
les préliminaires.

Il faut tout d’abord chercher quecl domaine décrit le point représentatif de
lorsque les ¢ varient. Nous ne développerons I'exposition que pour a,=* o,
nous montrerons ensuite briévement que ce que nous avons dit est encore vrai
ducas ot ¢y=a,=...=a,_,=o0 (a,5 o).

Développons

P=UI(x—35y) +...+ I (x—3z,¥);
on peut écrire '
o=prx'—qxy' —q'z'y +ryy,

en posant p— . e
— . . n
g=tiz +...+ 2z},
q':l'l!:l +. B z,,
I T ST SR MDY 1 I - TR U L. AP

Prenons, par exemple, la représentation projective.
Soit A; le point de la sphére X qui représente la forme

Wo(r —z,y)=wx' —szy'— 2,2’y + 3,5,yY's

ses coordonnées homogeénes sont 1, 3!, =z, z,37..
Il est alors manifeste que le point représentatif de ¢ peut se désigner symbo-

J. 13
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liquement par
A+ A, +.. .+ 2A,,

ce qui veut dire que chacune de ses coordonnées homogénes s’oblient en rem-
placant dans I’expression précédente les lettres A, parla coordonnée homogéne
en question relative au point A, correspondant; en d’autres termes, la premiére
coordonnée p, par exemple, s'obtiendra en remplacant respectivement A,,
A,, ..., A, par leurs premiéres coordonnées, et ainsi des deuxiéme, troisiéme,
quatri¢éme coordonnées. Cette expression symbolique du point représentatif
de ¢ évoque une ressemblance avec les expressions symboliques connues du
barycentre des points A,, A,. . ., A, affectés des masses ¢, 7}, ..., 1, (d’'unc
facon plus précise, si les coordonnées choisies élaient des coordonnées
homogénes, x, jouant le role de la coordonnée d’homogénéité, en sorte que la
quadrique fondamentale soit un paraboloide de révolution au lieu d’¢tre une
sphére, on voit que le point représentatif de ¢ serait exactement le barycentre
des points A, A,, ..., A,, affectés des masses ¢}, &3, ..., 7,
Considérons donc le point

A+ A+ A,

Et tout d’abord, lorsque ¢, et ¢, varient, le point #;A, + #; A, décrit le seg-
ment A, A,,...;ilesten A, pour {,=o0 et en A, pour ¢, =o. :

Le point (£; A, + ;A,) + (; A, lorsque ¢, variera, ¢, et 7, restant fixes, décrira
le segment qui joint A, au point ;A, + 2A,. Et lorsque ¢,, 2,, ¢, varieront
arbitrairement, ce point £;A, + (A, + {; A, va décrire 'intérieur du triangle
A AA; (A, A,, A, étant distincts sur la quadrique, ce triangle ne se réduit
pas a un segment de droite); si £, 7,4, =~ o, il est & I'intérieur; si une des trois
quantités ¢, Z,, £, est nulle, il est sur un coté; si deux sont nulles, il est en un
sommet. [On peut remarquer, en passant, que si lrois points quelconques A,
A,, A, sonl donnés sur la quadrique fondamentale, & tout point M intérieur au
triangle ou situé sur son périmétre correspond (& un facleur prés) un seul sys-

téeme de nombres ¢}, 7;, 3, tels que le point M s’écrira symboliquement
M= 22A,+ £2A,+ &2 A,
En continuant de proche en proche, on voit que le point
GA + A+ 2A;+ LA,

décrira 'intéricur et la surface du tétraédre dont les sommets sont A,, A,,
Ag, A ("), ctainsi de suite. Le point LA+ A, ~+ ...+ LA, décrira U'inté-

(1) Si Ay, Ao, Ay, A, sont dans un méme plan, ce tétraédre se réduira & un quadrilatére con-
vexe des sommets Aj, Ay, Az, A,
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rieur et la surface du polyédre () convexe ayant pour sommets l’ensemble
des points A, A,, ..., A,. Ce qu'il faut entendre par la n’est pas douteux et le
polyédre en question peut étre construit par le procédé indiqué en construisant
de proche en proche les domaines décrits par les points

A+ A, GA+A+3A;, CA+BA+ LA+ 2A, ., BA+...+2A,.

D’ailleurs, on peut avoir de suite les faces du polyédre en question par cette
simple remarque, qu'une face laissera tous les A; non situés sur elle d’un méme
coté, d'ou se conclul cette deuxiéme remarque : A;A, sera une aréte du
polyeédre si I'on peut déterminer un plan passant par A,A, qui laisse tous
les A, sauf A, et A,, d'un méme c6té; on peut alors déterminer un autre
point A; (en faisant tourner le plan autour de A;A)) tel que le plan A;A A,
laisse tous les A, sauf A,, A;, A; d’'un méme coté (exception faite de certains A
qui pourraient tomber dans ce plan), et si tous les A ne sont pas dans un méme
plan, on peut trouver un deuxiéme point Ay tel que le plan A;A; A satisfasse
aux mémes conditions : alors les deux plans A,A A, et A,A A, contiendront
les deux faces du polyédre passant par ’aréte A,A;. (On peul encore remar-
quer que I'on peut obtenir les arétes du polyédre issues d’'un sommet A, par le
procédé suivant : si I'on fait tourner un plan autour d’une tangente a la sphére
fondamentale en A,, & partir du plan tangent qui laisse tous les A, sauf A, d’un
méme coté, le premier point A, de 'ensemble A, A,, ..., A,_,, A, ..., A,
que le plan tournant rencontrera donneraavec A, une aréte du polyédre; si on
le fait tourner en sens inverse, toujours a partir du plan tangent, il donnera
une autre aréte, mais il est inutile d’insister davantage sur ces remarques bien
élémentaires.)

Passons mainlenant a la représentation de la forme ¢ par un point { du demi-
espace T > o. Ce point { se projettera sur le plan O%y en un point P d’affixe

¢ s A 125+ ..+ 25,
P g4 ti+... 41,

et le carré de sa distance a I'origine sera

_65_,:—':::‘% .)t,z,+...+t;",é)135n.
P b+ ..+ 82

Les points A,, A,, ..., A,, représentatifs des formes 9o(z — 5,¥), ...y
o (x — z,¥) sont des points du plan OZy d’affixes z,, z,, ..., 3,. Affectons
ces poinls des masses respectives ¢}, &3, ..., (2. Le point P sera alors bien évi-

(1) Ce polyédre se réduit a un polygone convexe si tous les Ay, Ay, ..., A, sont dans un méme
plan.
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demment le barycenire cuclidien des points A, A,, ..., A, affectés de ces
masses.

Les mémes principes, qui ont permis de trouver le domaine décrit par le
point représentatif de ¢ dans le mode projectif de représentation des formes,
sont valables ici. On passera de la premiére représentation a la seconde par la

Iig. jo.

Forme du 5° degré.
L’hexaédre convexe A, A,A;A A, est formé des deux tétraédres
ALA AN A A ALA, accolés par la base.

transformation qui change I'intérieur de la sphére X en le demi-espace © > o;
dans cette transformation, le segment qui joint deux points intérieurs a X ou
sur X devient 'arc du cercle orthogonal au plan O%y qui joint les correspon-
dants de ces deux points dans le demi-espace. [ Pour abréger, nous pourrons
appeler droites non cuclidiennes les demi cercles (') orthogonaux au
plan O&y, et plans non cuclidiens les demi sphéres (*) orthogonales & ce
plan; c’est conforme a I'interprétation de la géométrie de Lobatchefshy donnée
par Poincaré i propos des groupes kleinéens. |

Les remarques précédentes permettent de donner la construction suivante
bien simple du point {, connaissant A,, A,, ..., A, et leurs masses respec-
tives 1], 3, ..., 0, ¢

Sur la droile non euclidienne A, A, prenons {, qui se projette en P, sur le
plan O &y et tel que

PA,

A,

o~
(%)

!

-
i

et affectons {, de la masse 7] + ¢}; sur la droite non euclidienne {, A,, pre-
nons {, qui se projette en P, sur le plan O&y et tel que

P, L2

P,A, 4L+ &’

{, recevra la masse 22 + %+ 2.

(') Les demi-droites orthogonales au plan O£4 en font partie.
(2) Les demi-plans orthogonaux au plan O%q en font partie.
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Continuant ainsi de proche en proche, on obtiendra une suite de points ,,
.5 ++s Gumsy qui seront respectivement les points représentatifs des formes

L (0— 5, 0) 4+ L5 ) (x — 22 ) ),
BXR(r —5))+ I (2—35))+ 30 (x—53)), ...
I (x— 5 )) .o+t (2 — 5,4 )
Ces points recevront au fur et & mesure les masses

L83, ity L, e

ils seront tels que (,_, sera sur la droite non euclidienne A ¢,_, et se projetlera
en P; sur le plan O&y tel que

Pl—1 Pz——z L2

— 3

—_—— H
P_.A, G+ .+t

{ représentatif de ¢ s’obtiendra enfin en joignant {,_, A, par une droite non
euclidienne et se projettera en P lel que

2
tu

Py, ..+,

Convenons d’appeler barycentre non euclidien des points A,y A,, ..., A,
respectivement affectés des masses £, t,, ..., ¢, le point { conslruit précédem-
ment; alors le point représentatif de ¢ sera, d'un mot, le barycentre non eucli-
dien des points A, A,, ..., A,.

Sans qu’il soit besoin d’insister, on voit que ce barycentre ne dépend nulle-
ment de I'ordre dans lequel sont pris les points A,, A,, ..., A,. On voit aussi
que 'on peut, pour la recherche de ce barycentre, remplacer tel groupe de
points de l'ensemble A,, A,, ..., A, que I'on voudra par le barycentre des
points du groupe, & condition de 'affecter d’une masse égale a la somme des
masses des points du groupe. Tout se passe comme pour la recherche des bary-
centres en géométrie euclidienne ordinaire.

Revenant au domaine que décrit { lorsque les paramétres ¢ prennent toules
les valeurs possibles, on voit que ce sera 'intérieur et la surface du polyédre
convexe (') non euclidien ayant pour sommels A, A,, ..., A,.

Nous pouvons d’ailleurs déterminer ce polyédre de proche en proche en
déterminantsuccessivement les lieux de ,, C,, ..., {,—,, (. En langage de géo-
métrie ordinaire, les faces seront des portions de sphére orthogonales au

——

(1) Conveze signifie que chaque face du polyédre laisse tous les sommels du polyédrej;‘xgl«, TPk .

méme cOté. TR
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plan Oy limitées par des demi-cercles orthogonaux au méme plan (générale-
ment ces portions de sphére seront des triangles). On a fait des figures rela-
tives : 1° au cas des formes cubiques, auquel cas { décritsur la sphére orthogo-
nale au plan O%v, qui passe par A,, A,, A, un triangle limité par les trois

I'ig. 41. Fig. jo.

o m

-3

On a fait la figure pour le cas d’une forme A, A, \;, triangle non cuclidien correspondant
biquadratique. a la forme cubique

S=a(z —3))(r —3.5)(z—5y).

A,A.A A, tétraédre non euclidien corres- Hexaédre A, A,A;A A; (formé des deux tétraédres non
pondant a la forme biquadratique euclidiens A . A A A et A, A, A A accolés parla base)
f=0a)(x—3,9)(@— . ¥)(®—5,5) (x—5,¥). correspondant & la forme du 5° degré

f=a,(z—. ) (@—D)(@Z—5)(®—5))(x—5¥).

demi-cercles orthogonaux a OZfn décrits sur A A,, A,A,, A;A, pour dia-
meétres; 2°au cas des formes biquadratiques; le domaine Cest alors un tétraédre
non eaclidien ayant pour sommets A, A,, A, A,, qui peut se réduire a un qua-
drilatére lorsque A,, A,, A;, A, sont dans le plan O%n quatre points d’un
méme cercle; 3° au cas des formes du cinquié¢me degré ; avec la disposition des
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points de la figure, on a trouvé un hexaédre non euclidien & faces triangulaires
formé de deux tétraédres non euclidiens accolés par la base. Clest le cas
général. Si les points A,, A,, A,, Ajavaient été sur un méme cercle dans le
plan O%x, on aurait trouvé une pyramide non euclidienne de sommet A, ayant
pour base le quadrilatére non euclidien A,A; A A5,

Ce polyédre, ainsi déterminé par la connaissance des racines de la forme,
sera dit polyédre associé & la forme f.

Nous avons supposé dans ce qui précéde a,= o, c'est-a-dire que la forme
n’avait pas de racines infinies. Il n’est pas difficile de voir ce qui arrive si la
forme a p racines infinies ay,=a,=...=a,_,=o0 (a,5 0). Dans ce cas, le
polyédre en question a p de ses sommets confondus avec le point & l'infini du
plan des z. Les faces issues de ces sommets seronl dans des plans orthogonaux
& ce pliun O %y, les arétes issues de ce sommet seront des demi-droites orthogo-

nales & ce méme plan. On se rendra compte de tout cela en remarquant que le
point représentatif de

P=(t; ...+ )Ny + 3 (X —3p ¥) +.. .+ LI (x— 5, ))

se projette sur O&y en P d’affixe

!

7 _

G Sp .3,
p [T S Y

et que sadistance a I'origine est

O_C2— ro_ ottt sy ...+ £, 63,
P L+ 45

Alors sil,.,, ..., I, restent fixes, /,, ..., ¢, variant, ce qui d’ailleurs n’intéresse
que la somme ¢} + ... + £, (qu’on pourrait, si 'on voulait, considérer comme
une seule variable), T décrit une demi-droite orthogonale a O&y allant du
point {, barycentre non cuclidien des points z,,,, ..., 3, affectés des masses
Ly ooy 4y (Cest en ¢, pour ¢, =l,=...=1,=o0) au point & l'infini dans la
direction O~ qui n’est autre que le point & l'infini du plan de la variable com-
plexe.

Cette remarque explique les conclusions indiquées précédemment.

On a fait des figures relatives au cas des formes cubiques, biquadratiques, du
cinquiéme degré, du sixiéme degré, admettant une racine infinie (z, = »).

En définitive, nous savons trouver dans tous les cas le domaine D décrit par
le point C représentatif de la forme ¢ associée & f lorsque les paramétres ¢
prennent toutes les valeurs possibles. Dans ces conditions, ’ensemble des sub-
stitutions (S) qu'il faut faire pour réduire o peut étre facilement caractérisé a
I’aide de 'interprétation géométrique que nous avons donnée de la réduction
des formes quadratiques définies & indéterminées conjuguées.
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Envisageons la division pentaédrique de I'espace (division de Picard), rap-
pelée dans les préliminaires. Lorsque { représentatif de p tombe dans un

=
aQ
BN
&

Fig. 45.

A,

////ﬁ

A,

Forme biquadratique

Forme cubique
f=r(z—5y)(2—59) (2 —5Y).

S=y(r—zy)(x—13y).

Fig. 47. Fig. 48.

/-
L~
A

Forme du 6¢ degré
Sy @—ay)(@—ny) - ) @—50) (2—5))
Le domaine est un oclaédre non euclidien de sommets
A==, A, Ay, A, A, Ag, ses faces sont des triangles
non euchidiens; quatre de ces faces: A|A A, A A/A,,
A AL AL AL A AL, sont dans des plans perpendiculaires
au plan 0%

Forme du 5¢ degré
[=y(@—2.))(@—2y)(x—2,y) (£ — 5))-

pentaédre IT de cette division, la substitution

x=aX + BY,
(S) =y X 4+ 8Y
y =yX+ dY,

qu'il faut faire pour réduire ¢ est celle qui correspond & la transformation (T)
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az+f3

du demi-espace définie parz = —5° par laquelle le domaine II ot est { se

transforme dans le domaine II, [T, = IIT].

Ceci étant rappelé : considérons tous les pentaédres 11 de la division de
Picard avec lesquels D a au moins un point commun (intérieur ou sur la
Srontiére); l'ensemble des substitutions (S) est I'ensemble des substitutions
correspondantes aux (T) qui transforment chacun de ces domaines 11 en 11,
domaine fondamental du groupe de Picard.

On a ainsi comme une image tangible de cet ensemble (S) des substitutions,
et 'on voit mieux quel ensemble de formes (/) la réduction continuelle précé-
dente associe a la forme initiale f.

Remarques. — 1. D se réduit au demi-cercle orthogonal au plan O&y joi-
gnant z, 3, lorsque f est une forme quadratique de Dirichlet

f=ay(x—35y)(®—3y5).

Dans ce cas, M. Bianchi a donné I'interprétation de la méthode de réduction
continuelle.

IL. Le domaine D ayant tous ses sommets dans le plan O&y et les domainesII
se pressant infiniment aux abords de ce plan, on voit qu’en général (S) com-
prendra une infinité de substitutions et () une infinit¢ de formes. Le seul cas
d’exception est celui o& toutes les racines s; de la forme seraient des nombres
complexes rationnels. Un peu de réflexion convaincra que, dans ce cas seule-
ment, les sommets de D étant tous des sommets de domaine II, D n’aura de
points communs qu'avec un nombre fize de pentaédres II, et par suite (3)
et (f) ne compteront qu'un nombre fini d’éléments. Ce cas est d’ailleurs banal,
car, dans le cas le plus inléressant pour I’Arithmétique, qui est celui des
formes dont les coefficients sont des entiers complexes, on ne s’occupe que des
Sformes indécomposables dans le domaine des entiers complexes, et de telles
formes n’ont aucune racine rationnelle.

Polyédres associés & deux formes équivalentes. -~ Soient deux formes
équivalentes f (x, y) et f,(x,, y,), en supposant qu'on passe de la premiére &
la deuxiéme par la substitution

(S) { x=mx,+ myy, (m,m,, n,n,sont quatre entiers complexes vérifiant
Y= nx, + n,y, mny— myn =+ 1),

Ji(xy, Y1) = flmz 4+ myyy, ne,+ neyi)s

les racines z de f et celles 5, de f, se correspondent biunivoquement par la
J. 14
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relation
ma3zy 4+ m,

nz,+n,

5=

Par une telle transformation et par la transformation T de I’espace qu’elle
définit (mouvement non euclidien), on voit facilement que I'intérieur du
polyédre non euclidien D associé & f, polyédre convexe ayant pour sommets les
racines de f, devient I'intérieur d’un polyédre convexe non euclidien ayant pour
sommelts les racines de f,, c’est-a-dire devient D, associé a f,, la surface de D
devient d’ailleurs la surface de D,.

Les domaines associés 4 deux formes équivalentes f et f, se transforment
donc I'un dans I'autre par la transformation T qui correspond a la substitu-

tion S par laquelle on passe de fa f,. Si

fl:fs’
D,=DT.

On tire de 14 que deux formes équivalenles f et £, donnent naissance au méme
groupe de formes (f) par la réduction continuelle. Autrement dit, ( /) et (f,)
sont idenliques. En effet, soit ¥ la substitution qui fait passerde fa f,[ f,=/Z]
et soit O la transformation correspondante du demi-espace |D, =D®]. Soit =,
un des pentaédres de la division de Picard avec lequel D, associé de f, a des
points communs. Soient T, la transformation quiaméne =, sur w,et S, la substi-
tution correspondante [x,==,T,]; il est clair que le pentaédre © lel que &, =70
mord sur D et la transformation qui I'améne sur =, est exactement

OT[mp=m, T,=70OT,].

Au groupe (/) appartient donc la forme
SES=(f2)8,= /8,

qui est une forme de (f,).

Toute forme de (f) est dans (f,) et inversement. Donc (f) et (f,) sont
composés des mémes formes.

En résumé : Que Uon parte de f ou d’une forme équivalente quelconque,
U’ensemble des formes (f) que la réduction continuelle conduit a former
est toujours le méme (V).

On peut, d’'un mot, caractériser celles des formes équivalentes & f qui consti-
tuent le groupe (f). Effectivement, une forme de (f) s’obtient en faisant

(1) Geci permet de supposer, en passant au besoin de f 4 une forme équivalente, que f n’a pas
de racines infinies (@)% 0). On ne restreint pas la généralité avec cette hypothése, I'exposition
s’en trouve allégée et I'ensemble (f) qu'on doit former est toujours le méme.
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dans £ la substitution S correspondant a la transformation T qui améne sur =,
un des pentaedres = de la division de Picard sur lesquels mord le domaine D
associé a f: par conséquent, le domaine associé a la forme de ( f) considérée
mordra sur ,. I.’ensemble des ( /) est donc formé de toutes les formes équi-
valentes a f dont le polyédre associé a avec w, au moins un point commun.

Avec cet énoncé, on voit bien clairement que ’ensemble (/) est le méme,.
quelle que soit la forme équivalente & /' dont on parte.

Remarquons que, si f et f, sont équivalentes,

Si(xy, y1) = f(mr,+ myy,, nxy+ nyyy)
et ¢ et ¢, leurs formes associées

@ ={1N(x —5y)+ L(r —5 ¥)+...+LI(x—,¥);
o= 0(a;— sl y)) + 0300 (2, — 5V y))+. .+ 0296 (2y— 5L yy)s

¢ (x, y) se transformera en ¢, (x,, ,) par la substitution

xr=mazx, -+ myy,

y=nx+ nyYy,
si I’on suppose
6 =1} 0t (m—szn)

pour toutes les valeurs de ¢ qui rendent

I(m — 5,n)FZo.

Si une racine z, de f est rationnelle et précisément égale a %, alors le terme
;9% (x — 3,y) devient par la substitution

2

£ (ny 3, — my) y1= oy

—t
on v

Mais, dans ce cas, a laracine z, de f correspond une racine infinie'de f, et le
terme correspondant dans g, est 6] 5%y ,.

Les formules qui font correspondre les paramétres de ¢ et o, sont donc
0 = 9o(m — z,n)=1(}(m—3z,n)(m' — sz, n")
. copr m . m
pour toutes les racines z; différentes de — et, pour une racine z,= — la cor-
respondance des parameétres se fait par

2 2
o __ tl . tl .
¢ IGn nn'

Avec ces formules on voit que {, point représentalif de ¢ pour les valeurs ¢
des paramétres, et (, représentatif de ¢, pour les valeurs § des paramétres
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lices comme ci-dessus aux /, se transforment 'un dans ’autre par la transfor-
mation T qui correspond & la substitution S qui fait passer de fa f,

f,:j'S,
§&i=¢T.

Définition de la réduite équivalente & f. — C’est parmi le groupe de
formes (/) que nous allons choisir une forme pour représenter toute la classe
équivalente & f.

Soit donc, en supposant, ce qui est permis, a, = o,

S=a(z—zy)(x—5y)...(x—5,%)
la forme proposée de degré n; soit
e=19(x—5,¥)+...+ 1290 (x— 35, ¥)

la forme associée 4 indéterminées conjuguées, et soit

z=aX +BY

S

(a6 —@y=1)
la substitution qui la réduit pour certaines valeurs des paramétres ¢.
Deux cas peuvent se présenter :

. . ; , o
Premier cas. — Aucunc des racines de f n’est égale a —; alors la trans-

formée I* = S n’aura pas de racines infinies : ses racines seront les Z; liés
P i

aux z; par les formules

Z,+B
ar . ,
vZ, + 0

zl:m.
Y — o

3, =

Par la substitution S, f devient

F(z,y) =A(X—1Z,Y).. (X—1Z,Y)
avec '
Ay=ao(a—ys)(x—y35)...(xa— 75,) (A% 0)

et p devient ® =¢8S

OP=T;nX—-Z,Y)+...+T2 (X —-1Z,Y)
avec
T =60 (ax—7y3,) (i=1,2, ..., 0).

Deuxiéme cas. — Les p premiéres racines réelles z,, 5,, ..., 3, de f sont
égales a ;;—l- Par la substitution S, x — 5, (i =1, 2, . ., p) devient

x—z,y:(@——ﬁ:,)\’:(ﬁ——%)Y:-%.



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 109

Pour z, , ..., 5, tout se passe comme précédemment el ¥ = £S5 s’écrit

F=AY'(A—Z,,Y)...(X—Z,Y),
avec
Z,:?T_lj—;i pour {(=p-1i, ..., n
ct
Aoz(___l)pao(a_‘}’zp-«»i)y-"--(a_st)'

Quant & ¢ elle devient ® =S

O(X,Y)=TY ...+ T2+ T2, 96 (X — Zpy Y) +...+ T296(X —Z,Y)

avec
T2 = —ti = i our =1, 2
t——}'}'l—m’}'\P —hbeenl
et
Tp— 40 (x—7yz) pour A=p—+1,...,n.

Si I'on suppose p = o, les formules de ce deuxiéme cas donnent celles du
premier.

Nous allons donc dans la suite raisonner sur ce deuxi¢me cas, et dans les
résultats obtenus il suffira de faire p = o pour obtenir les résultats relatifs au
premier cas.

Remarquons dés maintenant la relation

AAy,  aga
272 Y] 2
L. TR ¢t

1 prouve que o (@)
qui prouve quc 5

2
N

est une espéce d'invariant par la substitution S.
La forme positive
o(X,Y)=PXX'— QXY'— Q'X'Y + RYY'
étant réduite, si A désigne son déterminant
A=PR — Q'
qui est d’ailleurs égal au déterminant ¢ de ¢, on a comme on sait

P<R,

| partie réelle de Q| < —»

© |0

-

| partie imaginaire de Q|2 3’

d’ou l'on tire
P<y73, R 21—?.

nn
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D’ailleurs
P=T:,,+...+ T2,
R=T? +...4+T,+ T2, 9%, +...+TEZ,.

P est la somme de » — p termes positifs T),, , T, dont le produit sera supé-

rieur ou égal & la puissance (2 — p)*“™ de leur moyenne arithmétique

s mo( P\
T'21+""T'-'§(n——p> .

En revenant a 9, ceci donne

n—p

P P \»—r
D’C»(oc——yzpﬂ)m';(ot—yz,,ﬂ)...é)'(,(o:—yz,,)iﬁ t2< > Coe
X 14

P n—
De plus, on a
T!+...+ TSR,

R\~
T{...T;;(;) )

Donc

c'est-a-dire
I

< (Ry__,
%y =\p) &...2

Multipliant membre & membre et par ot (q,) les deux inégalités obtenues, il
vient

Mot —-yY3puq). . o (a—7y3,) . Iba, 1 1

A= 5 (957)" Sa (n—pyr pr

pr—r Re,

Si p était nul, il est clair que 'on remplaceraitﬁ et R? par un.
En se servant de

P<yad et RS 2[—)6,
¢ étant le déterminant de o, il vient
_ N (ag)0* 2 "
By < 2 .
Yo (Ao) 2 ...t 2 (n—p)r—r pe

Quel que soit p on a, a fortiort,

n
. 62 E
c)b(ao) 0.

I (Ay) S —
(Ao) = 6.8

Passons aux limitations supérieures des 3t(Z,) (i =p+1, ..., n).
Si parmi les n— p termes dont la somme fait P on supprime T}, la somme
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. P n—p—1
_—p — < < — M . -
des n— p — 1 restants est < P et leur produit sera = <n —5= 1) Orce pro
2
duit c’est —ELTL
T;
Donec )
T2,,... T P \met
P+1T2 <<n—p-—l) (t=p—+1,...,n)
En considérant R on voit que
. T2 00 Z, <R;
d’ou se tire
< ! n—p—1 ___I_
%th(n_p__l)n—p—lp RTI-J+1 Tft
et, a cause de
2 2< R\~
3. T35 (5) >
% Z 1 - pn—p—-l Rp—l-l __I__,
‘S(n—p—r1)t-r-1ipr T:...T2
Mais ‘
A,  Ia,
T T ...
Donc
Jba 1 1 1
T 7 < 0 n—p—-1 Rp-+1 _
S t;...t;-’bp PR (n—p—1)"—P=1 pr JGA,’
et avec les limitations de P et R,
)C(ao)és 5 1 1 (i=p-+1, ..., n)
%(Z) 2 by ...tk 2 (n—p—1)"=pP7L pP JG(A,)

et a fortiori, quel que soit p,

oc(ao)ag% 1,
NS 6 (Ay)

I(Z,) <

Les limitations relatives au premier cas (p = o) s’obtiendraient en rempla-
cant, dans les seconds membres des inégalités précédentes, p par zéro et p?
par un.

Conclusion fondamentale. — Si pour certaines valeurs des paramétres / on
réduit la forme ¢ dont & est le déterminant, et si 'on fait la méme substitution
dans f, on obtient une forme F dont tous les coefficients sont limités supéricu-

n
T ( o)
I t2

7’ qui ne dépend

rement en valeur absolue en fonction de la quanule

que de la forme 9.
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En effet, I étant égale a
AYP(X —Zpy Y). (X —Z,Y),

tous ses coefficients seront des polynomes en Z,,,, ..., Z,. Par la méthode
connue des majorantes, on calculera pour chacun de ces coefficients une limite

n

- . . o, 0 (ay) 8F
supérieure qui sera une fonction de la quantité T('_%T
. .« teesfn
une puissance de cette quantilé dont I'exposant sera fix¢é par le rang du coef-

ficient calculé dans F, multipliée par un facteur indépendant de la quan-

n

., I6(a,)0’
tite %QT,

6.0

’ ’ r . 1 . . . »
général |A | au dénominateur a une certaine puissance. Si la forme proposée
est a coefficients entiers, A, sera un enlier cerlainement non nul ('); on aura
donc |A |21 et I'on pourra remplacer dans le facteur en question la lettre A,
du dénominateur par I'unité; on ne fera ainsi qu'accroitre le second membre
de la limitation trouvée. Tous les coeflicients de F sans exception seront ainst
limités supérieurement en valeur absolue en fonction de la seule quan-

2

; pour préciser, ce sera

facteur qui dépendra du degré de la forme et renfermera en

. Do (a,)d?
lite 5.
...t
n
. I (a,)d? . N . .
Cette quantité 0 = g joue donc un role essentiel dans la question.
1%

Etudions ses propriétés.
On remarque tout d’abord que, si I'on passe de f & unc forme équivalente /,

par la substitution
T =mx+ m, Yy,

Yy = nx,+ o Vi,

la forme ¢ associée a f pour les valeurs / des paramétres se transforme en la
forme @, associéc a f, pour des valeurs = des paramétres que nous savons liées
aux ¢ par des relations connues

=190 (m —z,n) si m—z,no
et
Ti= £ si m—szn=o
T (n) e

Le déterminant ¢ de ¢ est égal & celui ¢, de ¢, dans ces conditions, et I'on
sait d’autre part que l'on a, entre les premiers coefficients non nuls a, de f

et a, de £, la relation,
X (a,) b (ay) .

p 72— 2
..t oot

(1) En effet, A, estle premier coefficient non nul de F(X, Y) ordonnée par rapport aux puis-
sances croissantes de Y, et F(X, Y) n’est pas identiquement nulle.
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Donc 6 =96,.
D’ou la conclusion : Pour deux formes équivalentes, et pour des valeurs

correspondantes des paramétres, la fonction 9 prend les mémes valeurs.

Les deux conséquences suivantes, fondamentales pour la théorie de laréduc-
tion, se tirent de la :

1° Les fonctions 0 et 0, relatives a deux formes équivalentes f et f, prennent
les mémes valeurs lorsque les variables ¢ prennent toutes les valeurs possibles;
elles ont donc méme minimum ; par définition, ce minimum sera le détermi-
nant de la forme binaire de degré n ('), il est le méme pour toute la classe
équivalente a f.

2° Les formes quadratiques ¢ et 9, 4 indéterminées conjuguées associées &
deux formes f et f,, avec les valeurs ¢ d’une part, = de l'autre, qui donnent le
minimum des fonctions 0 et 0, deviendront équivalentes en méme temps que
Setf,. Ainsig, se déduira de ¢ par la méme substitution que f, de f. Il est
donc naturel d’appeler correspondante de f la forme quadratique & indéter-
minées conjuguées p pour les valeurs de Z qui rendent 0 minimum.

Nous appellerons réduites d’une forme f la forme unique, ou les formes de
I'ensemble (/) qui correspondent & ce minimum de 6. On peut les caractériser
d’un mot : c'est celle ou celles des formes de (f) dont la ou les correspon-
dantes sont des formes quadratiques réduites. Voici comment on trouvera la
réduite de £. On déterminera d'abord les valeurs de ¢ qui rendent § minimum,
ce qui donnera la forme 9 correspondante quadratique de f, puis S étant la

substitution qui réduit la correspondante, /S sera la réduite de f.
De la se conclut facilement :

1° Deur formes équivalentes f et f, ont les mémes réduites. Cela

résulte de ce que les correspondantes ¢ et 9, de deux formes équivalentes se

déduisent 'une de 'autre par la méme substitution X que celle qui fait passer
de faf,

Si=rf2,

o= ¢ 2.

Alors si S, réduit g, f, S, sera une réduite de £,. Mais £,S,=f.£S,. Or 5,

est, a cause de ¢, = 9%, la substitution qui réduit ¢, car
0181 =(92)5; =9 (28,)

est une forme réduite. Donc f.XS, est une réduite de f, et I'on vient de voir

(1) Nous appellerons formes binaires de méme déterminant I'ensemble des formes d'un
méme degré, pour lesquelles le minimum absolu de la fonction % aura une méme valeur.

J. 15
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qu’elle est identique & une réduite de f,
S 28, =(f2)5:=fiS,.

Cette proposition raméne ’équivalence de deux formes & 1'égalité absolue
entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

2° Les formes a coefficienis enticrs, de méme déterminant 9, se distribuent
en un nombre fini de classes.

Effectivement, si f a ses coefficients enliers, une réduite équivalente F les
a aussi. On a vu qu’alors les valeurs absolues des coefficients de I étaient
limitées supérieurement en fonction de la seule quantité 0, limites supérieures
qui sont donc fixées parla connaissance de 9 et parle degré de la forme (ces
limites ne renfermant plus au dénominateur le premier coefficient non nul de F).
On cherchera alors toutes les formes réduites de type

AXr+ A XY +...+A,Y" (AyZ0) correspondant a p =o,

puis celles

ApXr—tY +... (AgZ0) » pP=1,
puis celles

AgXr-2Y2 -, .. (A,320) » pP=12, ...

ayant le déterminant 6.

Pour chacun de ces types, les coefficients entiers élant limités supérieu-
rement en valeur absolue, on n’aura qu’un nombre limité de possibilites,
qu’on trouvera en se servant des limitations (dépendant de p) que nous avons
données plus haut pour 9t(A,) et pour les normes des racines d’une réduite.
Comme on ne peut trouver ainsi qu'un nombre fini de réduites, il ne peut y
avoir qu'un nombre fini de classes pour un déterminant donné 6.

L’existence du minimum de la fonction 9. — Nous nous bornerons au cas
général o& f a toules ses racines distincles et finies. A cette catégorie appar-
tiennent les formes et les plus intéressantes au point de vue arithmétique, a
savoir les formes irréductibles dans le domaine des nombres rationnels com-
plexes, c’est-a-dire indécomposables en produit de deux formes & coefficients
rationnels. C'est ce qui résulte de la théorie de Lagrange pour la recherche des
racines multiples d’une équation. Une forme irréductible a toutes ses racires
distinctes, finies et irrationnelles (par conséquent la réduite d’une telle forme
étant aussi irréductible, il faudra supposer le nombre p de notre théorie égal
a zéro).
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¢ étant 'associée de f = a,(x —3,¥)...(x — 3,¥), ona

® :2 UN(x—szy)=pxz’'—qzxy'—q'2'y +ryy'
=1

avec
n
p=21
1
n
g=X 0
1
n
q':Zl: S,
1
n
r —_—.2 t; )6 (35,),
1

d=pr—qq = 2/7 <2:3.)r,(:.,) —(2!?:$>(it;’z,
1 1 \ 1 1

eut s’écrire par ur calcul bien simple
P

n
0= 2 G (2, —5)),

) =1

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons de deux entiers i, j diffé-
rents pris dans la suite 1, 2, ..., n.
Dans ces conditions, la fonction §) est

o (@) [24 )96 (5~ 5))]’
0.

et en posant 2 = A, et en remarquant que, les racines étant toutes distinctes,
on a, quel que soit Z, j,
aldt(z,—3,)SA

(a et A étant deux nombres positifs convenables)

9% (a)a’ [Zh, ] . 5< %5 (a0) AT LI T
Mo =v= M

Sous cette forme, le méme raisonnement que celui déja fait dans la premiére

Partie prouve que 0 atleint son minimum absolu pour un systéme au moins

de valeurs T3, ..., T, des paramétres qui sont toutes différentes de zéro.
Nous allons maintenant appliquer la théorie aux formes cubiques et biqua-
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dratiques, puis nous examinerons ce qu’elle nous donne si la forme proposée a
ses coefficients tous réels, nous verrons que nous retomberons sur la méthode
donnée dans la premiére Partie sur 'inspiration d’Hermite ; mais nous verrons
aussi 'unité et la lumiére que jette la nouvelle méthode dans la théorie des
formes a coefficients réels, en donnant une seule définition de la réduction,
que la forme ait ses racines toutes réelles, ou bien ait des racines réelles et des
racines imaginaires; nous verrons enfin pourquoi I’équation qui relie le déter-
minant d’une forme binaire a coefficients réels aux coefficients de cette forme
estindépendante des hypothéses qu’on peut faire quant a la réalité des racines :
c’est la une question qui préoccupait Hermite, ainsi que ’attestent les quelques
lignes suivantes extraites de ses OFuores (pages 92 et 93 du Tome I) : « On
obscrve alors celle circonstance remarquable que, pour chaque degré, c’est
toujours la méme équation en D (') qui vient s'offrir, bien que les calculs
par lesquels on y arrive différent beaucoup (*), suivant le nombre des
racines reelles et imaginaires, mais je n’ai pu jusqu’a présen! découcrir la
raison générale de ce fait important » (*).

(1) Hermite considére D = /8.
(*) Comme nous I’avons vu dans la premiére Partie.
(3) Il ne semble pas qu’'Hermite soit jamais revenu la-dessus dans la suite.



CHAPITRE IIL

APPLICATION AUX FORMES QUADRATIQUES, CUBIQUES, BIQUADRATIQUES

La forme quadratique de Dirichlet. — Soit
f=ay(a—5y)(x—25Yy)
une forme quadratique a coefficients quelconques. Son associée est
=4I (x—3,))+6I(r—3.¥);

son point représentatif { décrit la droite non euclidienne z,z,. Il se projette

Fig. 49g.

en P sur z, z, et

Le déterminant de ¢ est

0= (4] -+ 63) (413151 + 55255) — (121 + £5.5) (615, + £33))
=190 (5, — 5,).
o (ag) 8 -
= W“ = QLw(z,— 52) Dt)(ao),
1°2
f est constant quels que soient 7, et Z,. Toutes les formes ¢ sont donc correspon-
dantes de f, et toutes les formes (/) associées & f par la réduction continuelle
sont des réduites de f. Toules ces formes réduiles ( f) sont les formes équiva-
lentes a f dans le groupe de Picard, dont le demi-cercle representatif (z,3,)
a avec 11, au moins un point commun.

On retrouve bien la conception de la réduction présentée par M. Bianchi.



118 FORMES BINATRES NON QUADRATIQUES.

La forme cubique. — Soit

S=a(z—5y)(x—5y)(x—5y)=ax*+3bxly + 3cxyr+d

la forme proposée.
Son associée sera

e=0N(r—21))+ LI (r — )+ I (x — 559).

Son point représentatif  est un point|de la sphére qui a pour grand cercle le
cercle circonscrit au triangle s, =, z;, projeté sur le plan Oy en P barycentre
euclidien des points 5,, z,, 3, affectés des masses ¢}, 3, ¢2. ¢ désignant le déter-
minant de g,

0= 1 L3I0 (5;— 5o) + £243I0 (8o—123) + £3 200 (53— 54),

il faut considérer la fonction
3
9 (a) o2
0= —=~—
.. Lty s
et chercher son minimum.
Il revient au méme de chercher le minimum de ¢ lorsque 2, ¢2, /] varient en
laissant le produit #7¢] constant puisqu’on sait : 1° que ce minimum de 6 est
17273 P q
atteint pour des valeurs des ¢ toutes différentes de zéro, et 2° que 0 ne change
pas si tous les £ sont multipliés par une méme constante.
Or si 22022 reste constant, ¢ est une somme de trois termes a produit constant
qui sera minimum lorsque ces termes seront égaux

L8290 (23— 5,) = (32290 (59— 33) == £} £2 96 (35— ),
d’oti 'on tire, & un facteur prés sans importance, les valeurs minimantes des ¢

T% = 9.(’(52_"53)'1
T} = 9t (2, — 5),
T} =9%(5,— 5,).

La forme correspondante de f est dés lors

0= 90 (52— 53) (€ — 51 9) + 9 (33— 51) (2 — 2,7) + I& (51— 5) (@ — 5, 7).

quant au minimum de 0 ce sera

0 =275 (a) I (5,—32) Jo (52— 53) Mo (55— 51) (V).

(*) On ne pourra s'empécher de remarquer 'analogie des expressions précédentes avec celles
trouvées dans la premiére Partie pour les formes cubiques ayant trois racines réelles,
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Pour avoir la réduite de f, on réduira ¢ et 'on fera la méme substitution
dans f.
Le point { représentatif de ¢ est lié simplement aux trois points A,, A,, A,
d’affixes 3,, z,, 3, dans le plan O&y.
Soit £; barycentre non euclidien de A, et A; affectés de masses T, TZ.

¢y » Ajet A « T2, T3,
s » A et A, » TZ, T2

Evidemment { sera a I'intersection des trois droites non euclidiennes A, ¢,, A, ¢,,
A,y ¢, se projette en P, et

PiA, _ T, o(si—s)_ AA,
P,A; T3 o (23 — 51) AIA:
Or
—2
P1A2 - :le
- —s
PiA, CiA,

CiA; AAg

d’oti suit que, si I’on considére la sphére passant par A, du faisceau ayant A, A,
pour points limites, cette sphére passe par ¢,.
Par rapport & cette sphére, A, et A, sont deux points inverses. Donc le

Fig. 5o0.

cercle A,{,A; est orthogonal a cette spheére, il est donc orthogonal a la
droite non euclidienne {,A, (cercle passant par {,A, orthogonal au
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plan £0v. D’ot 'on conclut que { cherché est Uintersection des hauteurs
non euclidiennes du triangle non euclidien A A,A,;. Si I'on envisage la
sphére menée par A, du faisccau (A,A,) et les deux autres sphéres ana-
logues : celle par A, du faisceau (A;A)), celle par A, du faisceau (A A,),
ces trois sphéres se coupent suivant un méme cercle réel, orthogonal au
plan O%yn, orthogonal & la sphére passant par A,A,A,; et orthogonal au
plan OZ%y, cercle coupant cette derniére sphére au point C cherché.

Faisons une inversion par rapport au pole {' symétrique de { par rapport au
plan O%x, le plan O %y devient une sphére S, et la sphére A, A,A,{ devient un
plan passant par le centre s de S qui est 'inverse de {. Dans ce plan diamétral
a,a,a, sont trois points du grand cercle de section, ce sont les inverses
de A, A, A, et s doit étre l'orthocentre euclidien du triangle a,a,a, puisque les
trois droites non euclidiennes A, {,, A,(,, A;(; deviennent par l'inversion trois
droites ordinaires sa,, sa,, sa, orthogonales aux cercles menés respectivement
para,eta,, a, et a,, a, el a, orthogonalement a S, ce qui exige que sa,, sa,,
sa, soient perpendiculaires respectivement a a,a,, a,a,, a,a,. De la se conclut
aisément que a, a, a, doil éire équilatéral.

Les trois sphéres 1° celle passant par A; du faisceau (A;A;)

2° » A, » (AsAy)
3o » A, » (AA)

deviennent les trois plans menés par sa,, sa,, sa, orthogonalement au plan
a, a,a,. Ces trois plans se coupent suivant I'axe du grand cercle ,a,a;, qui
est I'inverse du cercle commun aux trois sphéres précédentes.

Nous arrivons ainsi, tout naturellement, par la méthode de réduction conti-
nuelle & la représentation géométrique du covariant quadratique hessien de la
forme cubique donnée par M. Klein au Tome IX des Mathematische Annalen;
a@,, a,, a, représentent les trois racines aux trois sommets d'un triangle équila-
téral, inscrit dans un grand cercle, le covariant quadratique a pour racines les
deux poles de ce grand cercle. L’axe de ce grand cercle est d’aillenrs un axe
de rotation d’ordre trois du triangle a,a,a,. Revenant a la figure primitive
le cercle T mené par ¢ orthogonalement & la sphére de grand cercle A, A, A,

. - 29T . . .
seral’axe d’une rotation non cuclidienne d’angle ~ qui raméne le triangle
non euclidien A, A, A, sur lui-méme. D’ou 'on conclut enfin que les trois

droites non euclidiennes (A, LA,, A, font entre elles des angles de Z: ().

(1) Sans insister sur ce fait, on reconnaitra aisément que les droites non euclidiennes { Ay, {Aq,
CA; percent a nouveau le plan Oty en trois points A}, A)), A} qui représentent les racines du
covariant cubique de la forme proposée. { est aussi l'orthocentre non euclidien du triangle
Af A5 A% et 'on voit apparaitre ce théoréme d'Hermite (OFuvres, t. I, p. 434-436) :

Une forme cubique et son covariant cubique ont méme correspondante, et par conséguent
sont simultanément des formes réduites ou non reduites.
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Rien de plus facile d’ailleurs que de vérifier par le calcul ce résultat évident
par les relations géométriques précédentes : que le cercle I' (ou la forme qua-
dratique de Dirichlet qu’il représente) est covariant de la forme f. Ceci est
évident géométriquement, car par toute substitution S qui transforme / en une
forme équivalente f,, et parla transformation T du demi espace qu’elle définit,
le représentatif { de f devient le représentatif {, de f, et, comme les T sont

des mouvements non euclidiens conservant les angles, le cercle I" défini pour f
devient le cercle I', défini pour f,.

Si 'on veut calculer explicitement la forme de Dirichlet représentée par T, il

suffit de remarquer que la rotation d’angle 2—;- autour de I'axe non euclidien I’
est une relation homographique qui s’écrit

(55 31, 35y 34) = (54 29y 33y 31).
Ses points doubles, qui sont les points ot I" perce le plan O&y, sont donnés par
I’équation

(55 31y 52y 53) - (Z, T2y T3, :l) =o
ou en développant

ou bien

avec

3,, 3,4, 35 €lant racines de
f(z,)=as*+3bs2+3cz+d=o,
on trouve

A:9_(b';+‘w),

Bzg(bc—ad)’
a2

c— 9(c’—bd)

a?
La forme quadratique de Dirichlet représentée par I" étant

Az’+Bazy + Cy”
pourra se réduire a

(O’— ac)zx?+ (bc — ad)xy + (¢ — bd) y?

et 'on reconnait la le hessien de la forme f, & un facteur numérique prés, et

J. 16
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aussi la forme d’Eisenstein changée de signe a laquelle nous avait déja conduit

dans la premiére Partie la réduction de la forme cubique a trois racines
réelles ().

Mais remarquons que la méthode de réduction continuelle nous conduit non
seulement au covariant quadratique ordinaire de f, mais encore a un covariant
nouveau qui est la forme g correspondante de f et qui est une forme a indéter-
minées conjuguées. Par toute transformation

r=aX+pY, &=oaX'+pY

S
(%) y=7yX + dY, y=vX+0dY

(20— By =1)

qui transforme une forme f en une forme f, équivalente, la forme ¢ corres-
pondante de f se transforme (& un facteur constant prés) en la forme o,
correspondante de f, et c’est la la caractéristique des covariants. Je ne pense
pas qu’on ait déja songé a ces covariants d’une nature particuliére que peuvent
constituer des formes & indéterminées conjuguées.

Remargue. — Si la forme f a ses coefficients réels, notre méthode, pour
étre bonne, doit conduire aux mémes résultats que dans la premieére Partie.
Dans ce cas :

1° Les trois racines sont réelles, alors z,, z,, z, sont sur ’axe OE, le triangle
non euclidien =, z,z, est dans le plan £O=, et c'est le demi-plan 4 =o0,7>o0
qui joue le réle de demi-plan analytique dans la premiére Partie. Le point {
représentatif de ¢ (*) est bien celui auquel nous avait conduit la méthode
d’Hermite. La substitution a faire (*) pour amener { dans I, est une substi-
tution réelle puisque, le demi-plan 0t (t > o) découpant dans la division de
Picard la division modulaire de ce demi-plan, amener C dans II, c’est faire
une substitution du groupe de Picard qui conserve le demi-plan 20~ et dans ce
demi-plan ameéne { dans w,, domaine fondamental de la division modulaire de
ce demi-plan. La substitution réductrice S a laquelle on se trouve conduit est

(1) On peut remarquer que, si f est réduite,  est dans I, donc ' coupe Iy, ct la forme
d’Eisenstein est une forme quadratique de Dirichlet réduite. {'ne condition nécessaire pour
que f soit réduite est donc que la forme d’Eisenstein associée soit aussi réduite. Mais la con-
dition n'est pus suffisante.

(?) Dans ce cas la forme d'Eisenstein est une forme quadratique définie a coefficients 1éels.
Considérée comme forme de Dirichlet elle est représentée par un cercle d’'axe Of mené par ¢
orthocentre non euclidien du trangle non euclidien z;32,3;. L'affixe de { par rapport aux axes
Ot et O< est égal a l'affixe de la racine de cette forme d’Eisenstein située dans le demi-plan
analytique ¢ > o.

(3) Voir sur ce sujet la Note Sur les substitutions réelles modulaires envisagées dans le
groupe de Picard que nous donnons au Chapitre suivant.
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la méme que celle 4 laquelle aurait conduit Ja méthode d’Hermite exposée dans
la premiére Partie (*).

2° Il n’y a qu’une racine réelle. Alors le triangle non ecuclidien z, 5,3, est
symétrique par rapport au plan £0+7. Le point { est encore dans ce plan O&z.

Pour l'avoir il faut considérer le cercle de diamétre z,z, orthogonal au
plan O&n; ce plan coupe 07 en B dont 'affixe par rapport aux axes 0%, O~
de ce plan est égal & z, (d’ailleurs 3, = =,). Usera sur le cercle orthogonal 4 O%
passant par AB, c’est un résultat déja trouvé dans la premicre Partie. Ce cercle

Fig. 51.

7

n’est autre que le cercle z,z,3, qu'on a fait tourner de go°® autour de OZ% de
fagon & amener z, en B. Use projettera en P, au point de rencontre de O avec
la droite joignant =, au point de concours K, des tangentes en 3,3, au cercle
5,5.5,. (En effet on peut remarquer, dans le cas général de la réduction de
la forme cubique, que la projection de { sur OZy est 'interscction des trois

(1) Il y a toutefois une remarque a faire: { étant dans le demi-plan O %t appartient & la fois a
deux pentaédres IT; et 1, symétriques par rapport a ce plan. La substitution qui améne sur T,
celui des deur pentaédres T qui est du méme c6té que Ty par rapport au plan Otz est une
substitution réelle S, elle conserve le demi plan analytique O%q (4> 0) et le demi-plan O¢r.
C’est celle 1a qui et la substitution a laquelle on est condwit dans la premicére Partie pour
réduire f. Pour amener 11, sur Iy il faut 'amener d’abord sur Iy symétrique de I, par rapport
au plan Otz et ceci se fait par S, puis amener IIj sur [l,. ce qui se fait par la substitution

xr =X,
o g

) =—1Y,

en sorte que la substitution SE qui améne II, sur T, n'est pas & coefficients rcéels . d'aillcur
elle conserve le demi-plan O£t mais échange le demi-plan q > o en 4 < o dans O%r; cn sorte
que S E, proprement modulaire dans le groupe de Picard, est improprement modulaite dans le
groupe de substitutions réelles si on la considére aprés diwvision des seconds membres par i

r=X . .

[ Y a en eflet le déterminant (— 1) |. On n'envisagera donc que la forme fS pour
y ==

avoir les mémes résultats que dans la premiére Partie.
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droites 5,K,, z,K,, 5,K,;, K, étant I'intersection des tangentes en 3, et 5, au
cercle z,5,5,, ....)

Mais il est clair qu’alors, si D désigne le point ou le cercle z,z,z, coupe OZ,
on aura

En effet, un calcul élémentaire montre que

Cs .
= — 2 — _osinu
KA

|| °
>” 3

PN , . o
en posant # = DA 3, et I'on trouve immédiatement

— ein?
—simn-u,

c|o
>!| g

d’ou la relation en question qui est bien celle que nous avions trouvée dans la
premiére Partie ().

Les résultats trouvés dans les deux cas différents de la premiérce Partie, sous
lesquels se présentait la forme cubique, sont, avec notre méthode, les deux

aspects sous lesquels se présente un seul et mémerésultat général obtenu précé-
demment sur la forme cubique générale.

La forme biquadratique. — Prenons la forme

S=a(x—y)(x—5y)(x—537)(x— 35,))

¢t son associée
=11 (x — 35, y)+...+ £, (x — =, ¥).

Les propriétés connues du barycentre non euclidien prouvent que { représen-
tatif de ¢ sera le barycentre non euclidien des deux points {,, et (,;, ainsi
définis:

%19, de masse ¢2 + ¢, est harycentre non euclidien de 5, et s, alfectés des masses ¢2, (2,
Cany » t; + 3, » z, el z, » 3, 0.

{,, représente la forme

195 (& — 3,y) + 1195 (2 — 5 7);

(1) D’ailleurs on voit que dans ce cas la forme d’Eisenstein, qui, on le sait, c<t représentée par
le demi-cercle issu de g orthogonal a la sphére {23,335, a son cercle représentatif dans le
plan Ofz (puisque la sphére de grand cercle 33533 est orthogonale a ce plan). Cette forme
d’'Eisenstein a donc ses deux racines réelles.

C’est donc une forme quadratique & coefficients réels indéfinie. D’oti un moyen bien simple
de distinguer les deux cas que peuvent présenter les formes cubiques a coefficients réels, selon
que la forme quadratique d'Eisenstein correspondante est définie ou indéfinie.
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il décrit le demi-cercle de diamétre 3,3, orthogonal au plan O%y. Si l'on
remarque que le déterminant de ;% (x — 5,)) + 3 96(x — 3, ¥) n'est pas
autre chose que ¢} 3 >t (z, — 3,), on voit qu’on peut écrire

(e — 2 7) + 60 (. — 29 7) =L L9y,

¢, étant une forme quadratique positive & indéterminées conjuguées de déter-
minant fixe )%(3, —3,) =¢, dont le point représentatif ,, est un point
quelconque de la droite non euclidienne z, z,.

En définitive on peut écrire

9 =Aj o+ A} s, en posant A =6, A2 = t,t,,

¢, étant unc forme d’Hermite définie de déterminant fixe ¢, = 5t (s, — 5,) dont
le point représentatif est quelconque sur la droite non euclidienne z,z,; 7, une
forme d’Hermite définie de déterminant ¢, = (s, — =,) dont le point représen-
tatif est quelconque sur la droite non euclidienne =, z,. ¢ dépend bien de quatre
parameétres Z,, {,, {5, {,, ou bien A,, A,, le paramétre dont dépend 7, et le para-
meétre dont dépend ¢,.

[.a décomposition précédente de o peut d’ailleurs se faire de trois maniéres
correspondant aux trois facons d’accoupler les racines deux i deux :

(5132) el (533,); (5153) et (3353,); (3513) el (5,53).

eci étant rappelé qui rapproche ce-que nous disons du dernier Chapitre de la
Ceci étant 1 he ce d dud Chapitre de |
premiére Partie ol 'on a exposé une nouvelle facon d’envisager la méthode de
réduction continuelle d’Hermite, il faut considérer

6 — )6 (a) 6?
.. O
et chercher son minimum.

Il revient au méme de chercher le minimum de

N N

o - o
titytst, A2

en vertu des relations qui rattachent les ¢ aux A.

Or si

p=prxa’—gizy' —qg 2y +ryy  ona- piri—qigy =2 fixe=90(5— 5);
0o =prxx’ — gy’ — g 2’y + 1,7y ona  pyro—q,q, =20, fixe = Io(z,— z,).
Ao, + Ao, a pour déterminant

0=2} 0+ AL Sy + A A (prra+pali — 4195 — 291

Et il faut chercher pour quelles valeurs de A, A, et pour quellcs positions des
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points représentatifs de ¢, et ¢, sur leurs lieux 5 est minimum. La recherche

7\’7\‘
est toute pareille a celle du dernier Chapitre de la premiére Partie,

3 N N / /
2)‘3—< S+ >+(puz+p»h 717> — 9271)-
1 7

=7

¢ est la somme de deux parenthéses dont la premiére ne dépend que de A, et A,,
dont la seconde ne dépend que des formes ¢, et ¢,. Le minimum s’obtiendra en
prenant a la fois le minimum de chacune des parenthéses.

A2 .
o l—',—‘o‘ -+ 11,32 est une somme de deux termes dont le produit est constant.
2 1

Elle sera minimum lorsque

I

c’est-a-dire

Y
Vi, Ve,

I1 est facile de voir que le barycentre { des deux points {,, et {,, représenta-
tifs de o, et ep2 affectés des masses ci-contre est le milieu non euclidien des deux
points £,,, (.

En effet, affixe de la projection P de C est

I’affixe de la projection P,, de {,, estZi.

Pl
L’affixe de la projection Py, de {;, est Z)’-

I’affixe de P s’écrit

!

A Py 74 23 py 9s

MNpi+=2p: pr o M pi+Aips ps

et 'on voit ainsi que P est sur P, P,, avec

PP, _ Mp_ Vo ps
PP,, AMp V8, I
I~
La cote P,,(,, de {,, est comme on sait\;ﬁ-
1
_ . \E
La cote ,,¢,, de {;, est comme on sait
Donc
Pl _ V3 1,
P3,8s \/62 P
Done

PPL _ Put
PP:H- Pstss
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Donc P est l'intersection de P,,P,; avec la droite joignant {;, a {;, symé-
trique de {,, par rapport au plan O%y.
Donc enfin € est milicu non euclidien de ¢,, et Cy,.

Fig. 5a.

Qﬂ
N
]

$
-

,
-~
-
X
-

2° Il faut enfin chercher les positions de ¢, et {;, sur leurs lieux qui rendent
Pils—+ Pol'y— ¢y — ¢>q, minimum,

Or sil’on passe pour un instant a la représentation projective des formes, il
est facile d’interpréter cette quantité.

Avec cette représentation 3, 3,, 5, 5, sont quatre points de la sphére £ qui
représentent les quatre formes 5% (& — 5,¥), ..., % (x — 3,¥). {,, est un point
variable du segment s, 5, qui représente la forme

p=pxr—qzy —q, 2y +ryy

de déterminant fixe ¢, = 9% (5, — =,); ses coordonnées homogeénes sont p,, ¢,,
¢, I'v- L34 est un point variable du segment z, 5, qui représente la forme

P2== Paxx' — qax) ' — X'y + ra )y

de déterminant fixe d,= 9t(s, — 5,); ses coordonnées homogénes sont p,, ¢.,
q, s

Cherchons quelles positions de ¢,, et {,, sur leurs lieux respectifs rendent
d=p,ry+ pari-—— ¢,qy — ¢2¢, minimum,

d s’introduit si 'on cherche les points ou la droite ¢,,(,, coupe 2; leurs coor-
données sont de la forme

P14 pods g1+ ¢, A, g+ qalh, 4 rod,
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ol A vérifie ’équation
(Py+p2R) (i 150) — (g1 + ¢21) (¢ + ¢4 k) =0,

7\362+7 d+ al’:O.

Celte équation a deux racines réelles, car {,, ct {;, étant inlérieurs a X, la
droite qui les joint coupe la sphére en deux points réels.
D’ailleurs d* — 4¢,8,> o en vertu de la relation

ol 5 5, )
__:2'_,+°__,+,);,<ﬂ_‘7_>
PP Py P:
qui montre que d > o, car on peut supposer p, et p, positifs, d’ou se tire
d o, 6} 20,0,

—— = — + = + ——5 + des termes positifs comme 6, et 65,
PiP: P11 Pr PP

et ceci donne

’ d’Ol‘l dl>461 6._7.

Donc
d >2 \/61 62.

Mais alors, en imitant le calcul fait pour le cas de deux dimensions, la dis-
tance des deux points ¢, ,, {,;, en prenant = pour quadrique fondamentale de la

. oo gy PV " \ -
géométrie non euclidienne, sera log 3> a un facteur numérique prés positif.
2

Or
A _(d‘f‘ d2_46152)2
A, 4010,

d sera minimum en méme temps que ¢ +vyd*— 40,8, si I'on suppose, comme
Ty % \ A A ..
on I’a vérifié, d > 2y/c,3,, en méme temps que 5+ et que log7\—‘- Le minimum de

d a lieu en méme temps que celui de la distance non euclidienne des deux points
Ci 1y Cy4- Sans qu'il soit nécessaire d’insister (') on voit que ceci arrivera lorsque
;. et ,, seront les pieds de la perpendiculaire commune non euclidienne aux
deux droites 3,3, et 5, 3,. Nous nous supposons placés bien entendu dans le cas
général ou les quatre points 5,, 3,, 55, T, ne sonl pas dans un méme plan non
euclidien, c’est-a-dire ne sont pas dans le plan OZ% sur un méme cercle.

(1) On voit d'ailleurs, en laissant ;> fixe et faisant varier {3;, le minimum de la distance d'un
point d’une droite étant comme en géométrie euclidienne donné par la perpendiculaire abaissée
du point sur la droite, que §;>%3, doit étre perpendiculaire a 53+;. Pour la méme 1aison 1l doit
I'étre & 3,3,, et 1l est évident que la perpendiculaire commune réalise le minimum, car on est sar
par avance de I'cxistence de ce minimum, et I'on vient de voir qu'il ne peut étre donné que par
la perpendiculaire commune.
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Si les quatre points étaient sur un méme cercle le tétraédre non euclidien
3,3, 73,5, se réduirait & un quadrilatére convexe; dans ces conditions si z,z, et
z, 3, ne se coupent pas a l'intérieur de X leraisonnement précédent vaut encore;
si z,z, et 3,3, se renconfrent dans X, alors (;, et {;, devront ainsi que leur
milieu { étre confondus avec ce point de rencontre, mais ce cas rentre bien dans
le cas général.

En résumeé, la correspondante o de f a un point représentatif { doué des pro-
priétés suivantes :

Cest le milicu non euclidien des deux points ot la perpendiculaire com-
mune non euclidienne a deux aréles opposées quelconques du tétraédre non
euclidien z,z,5,3, rencontre ces deux aréles. En effet, les deux droites non
euclidiennes 5,3z, et 5,5, sont deux arétes opposées quelconques du tétraédre
non euclidien z,3,5,53,.

Ces propriétés déterminent complétement la correspondante, elles déter-
minent d’ailleurs un seul systéme de valeurs de ¢} ¢;¢,¢; rendant 6 minimum.
En effet la perpendiculaire commune non euclidienne a z, 5, et z, 3, par exemple

. . . L0 .
12 bl ) ! 1 3
détermine ¢, et ¢,, c’est-a-dire détermine les rapports HAH (puisque ce sont

ces rapports qui fixent la position de {,, et ;) de facon unique. Ensuite ¢} et
22 eux-mémes sont déterminés par la connaissance de A} = ¢,7,, de méme que
2}, t; sont déterminés par A3 = {,¢,; A; et A; n’étant connus qu’a un facteur prés,
'y U3, 13, t; ne le seront aussi qu’a un méme facteur prés, ce qui n’a aucune
importance.

Commeil y a trois facons d’accoupler les racines deux a deux, c’est-a-dire
trois couples d’arétes opposées du tétraédre non euclidien, il y a trois perpen-
diculaires communes a deux arétes opposées. Comme il n’y a d’autre part, ainsi
que nous venons de le voir, gu’une seule correspondante de f, il faudra bien
que ces trois perpendiculaires communes concourent au point { représentatif
de ¢ et que ce point { soit milieu non euclidien de chacune d’elles.

La méthode de réduction continuelle pour une forme quadratique nous
conduit donc & ce résultat intéressant :

Dans un tétraédre non euclidien ayant ses sommets sur la quadrique
Sfondamentale =, les trois perpendiculaires communes (non euclidiennes)
aux aréles opposées du tétraédre concourent en un point { qui est milieu non
euclidien de chacune des plus courtes distances encisagées. (La plus courte
distance est le segment de la perpendiculaire commune qui joint les pieds de
cette perpendicuiaire sur les deux droites qui la définissent.)

Cest la un résultat auquel est partiellement parvenu M. Wedekind (t. IX
des Mathematische Annalen) par de tout autres considérations en partant
comme M. Klein de la théoric algébrique des covariants. A vrai dire, dans le
Mémoire de M. Wedekind comme dans celui de M. Klein (méme volume), le

J. 17
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résultat n’est pas explicite mais peut se déduire facilement des considérations
exposces. Il était cependant intéressant d’arriver tout naturellement et logique-
ment par la méthode de réduction continuelle & ces résultats simples.

Nous allons y arriver par la voie directe et purement géométrique suivante :

1° Construction de la perpendiculaire commune non cuclidienne & deux
droites non euclidiennes z, z, el ,35,. — Prenons lesdeux cercles T, et T', de
diamétre 5,5, et 5,3, orthogonaux aux plans O%x (droites non euclidiennes)
et cherchons un cercle également orthogonal & 0%y qui rencontre les deux pré-
cédents a angle droit.

Envisageons les deux sphéres orthogonales & O&x qui passent la premiére
par 5, la deuxi¢me par s, et qui ont pour points limites z, et 3,. Elles sont
orthogonales a T',. Il existe une sphére X réelle, orthogonale a I';, par rap-
port a laquelle les deux sphéres précédentes sont symétriques 'une de I'autre.

<D’une facon précise, si 25— et =k, la sphére T sera le lieu des
533y SR>
points o tels que =t =\/k.k2.> Z rencontre I', orthogonalement en un point
gs

réel o,; w, n'est autre que le pied {,, de la perpendiculaire commune non
cuclidienne cherchée.

Faisons en effet une inversion par rapport au péle ) symétrique de w, par
rapport au plan O&y. Le plan O%y devient une sphérc S de centre Q, inverse
de w,; z, et 5, deviennent deux points Z, et Z, diamétralement opposés sur S.
X devient le plan équatorial = orthogonal a Z,Z,. Les sphéres envisagées pré-
cédemment qui passaient par z, et 5, deviendront deux sphéres symétriques
par rapport 4 = ayant leurs centres sur Z,Z, et orthogonales a S. D’ou ’on
conclut que Z, et Z, inverses de 3z, et =, seront & égale distance de w et de part
et d’autre. Ceci montre que le milieu ordinaire du segment Z,Z, est dans « le
picd de la perpendiculaire ordinaire A abaissée de Q, sur Z,Z,. De la suit aussi
que cette derniére droive A rencontrera a angle droit le cercle mené par Z,
et Z, orthogonalement a Ja sphére S qui est I'inverse de la droite non eucli-
dienne z,z,. Revenant & la figure primitive, A va se transformer en un cercle
passant par o,, orthogonal au plan O%y, et rencontrant a angle droit les
cercles I'; et T',. Ceci montre bien que w, est le pied sur I, de la perpendi-
culaire commune non euclidienne a T', et T',.

Avec la représentation projective de la (zéométrie non euclidienne avec =
pour quadrique fondamentale, la perpendiculaire commune & z,z, et z,3, est
une droite qui rencontre z, z,, 3,3, et leurs conjuguées par rapport a la sphére.
Or il existe deux droitesrencontrant z, z,, 5,5, et leurs conjuguées par rapport
a la sphere. Ce qu'on a vu précédemment montre que 'une d’elles est réelle et
coupe la sphére; alors I'autre sera complétement extérieure a la sphére et ne
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nous intéressera plus en Géométrie non euclidienne. Il y a donc une et une
seule perpendiculaire commune non euclidienne a4 deux droites non eucli-
diennes et nous avons appris a la construire ().

2° Les trois perpendiculaires communes forment un triédre non euclidien
trirectangle. — Envisageons alors la perpendiculaire commune aux arétes
opposées 5,3, ¢t 5,3,. Elle rencontre 5,z, et z,3, en(,, et {;, et nous savons
que { représentatif de la correspondante de f est milieu non euclidien de {,,¢,,.

Faisons une inversion de pole ¢ symétrique de C par rapport au plan O&y.
Le plan OZ%y devient une sphére S de centre » inverse de . La droite non
euclidienne ¢,,¢;, devient un diamétre A de cette sphére et les deux droiles non
euclidiennes z,z, et =z, deviennent deux arcs de cercle Z,Z, et Z,Z, orthogo-
naux & A et a la sphére S. De plus w doit étre milieu ordinaire de deux points
ou ces deux arcs Z,Z, et Z;Z, rencontrent A. Ceci prouve que les deux segments
de droite ordinaire Z,Z, et Z,Z, sont orthogonaux a A, de plus ils sont a égale
distance du centre.

Fig. 53.

Ao

7

Zs

Mais alors les deux segments Z,Z, et Z,Z, sont symétriques I'un de l'autre
par rapport a A, la perpendiculaire commune ordinaire & Z,Z; et Z,Z, passe
par le centre w de S et elle joint lesmilieux de Z,Z,, et Z,Z,; cette perpendicu-
laire commune rencontre A a angle droit, elle rencontre aussi & angle droit les

o o]
deux cercles passant respectivement par Z, et Z,, 7., et Z, et orthogonaux & S.
p p 1 39 L g

Sil’on revient & la figure primitive, cette derniére droite cnvisagée devient
un cercle passant par £, orthogonal au plan OZy et rencontrant a angle droit
les deux cercles de diamétre 3, =, et 5, 5, orthogonaux au plan O%y,. Ceci prouve

1~3 2% o] l Y) p
que la perpendiculaire commune non euclidienne aux deux droites non eucli-
diennes s, 3, et 3,3, passe aussi par {, et comme dans la figure inverse considérée
13 294 ’

(1) On rapprochera notre construction de celle donnée par M. Wedekind (t. IX des .Mathema-
tische Annalen).
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plus haut w est & égale distance des deux cordes Z,Z, et Z,Z,, { est milieu non
euclidien de la plus courte distance des deux droites non euclidiennes 5,3,
et s,5,.

On a donc prouvé que les trois perpendiculaires communes aux aréles
opposées d’un tétraédre non euclidien ayant ses sommets sur la quadrigue
Sondamentale concouraient en un point { qui était le milieu non euclidien
de chacune d’elles. 1l résulte encore du fait que dans la figure inverse la
droite A est orthogonale en ® 4 la perpendiculaire commune ordinaire a Z,Z,
et 2,7, queles trois perpendiculaires communes non euclidiennes précédentes
Sorment un triédre non euclidien qui est trirectangle.

La méthode de réduction continuelle nous conduit ainsi trés simplement au
point { qui est lié d’une fagon covariante aux points z,, 3,, 3;, 5;.

Car par toute substitution S du groupe de Picard et par la transformation T
du demi-espace qu’elle définit, la forme f se transforme en f, équivalente dont
les racines 3}, s}, z;, 5, dérivent de z,, 3,, 3,, 5, par la transformation T et
comme cette T est un mouvement non euclidien qui conserve les distances et
les angles, C associé comme nous I’avons vu a z,, Z,, %, 5, se transformera en {,
associé de la méme fagon & z!, !, 3}, z1. C’est en cela que consiste le fait pour ¢
d’étre un covariant des points z,, z,, 3, 5,, et pour la forme ¢ correspondante
de f représentée par { d'étre un cocariant quadratique & indéterminées con-
juguées de la forme f.

Il y a plus: par l'inversion relative & {’ qui n’est en somme qu’une projection
stéréographique, s, z,, 5,, 3, deviennent quatre points Z,, Z,, Z,, Z, d’une
sphére S qui sont tels, d’aprés tout ce que nous avons vu précédemment, que
Z,,Z,ctZl,sontles syméiriques de L,, par rapport aus trots axes d’un triédre
trirectangle ayant son sommet au centre de la sphére. Les trois axes de ce
triedre sont chacun un axe de rotation binaire qui raméne le tétraédre Z,2,7,Z,
sur lui-méme. Donc dans la figure primitive le tétraédre non euclidien
3,, 5., 3,;, 3, admet trois rotations non euclidiennes binaires dont les axes sont
les trois perpendiculaires communes non euclidiennes aux trois couples d’arétes
opposées. Ces trois axes non euclidiens forment un triédre trirectangle.

Il est bien évident que si I’on considére la forme binaire T du sixiéme degré
dontles racines sont les points ot les trois axes précédents (cercles orthogonaux
au plan O&x) percent le plan O%v, cette forme estun covariant de la forme f,
car les relations d’orthogonalité qui sont les seules au fond par lesquelles est
définie la forme T se conservent par toute transformation du demi-espace
associée a une substitution du groupe de Picard. Le covariant dusixiéme degré T
ainsi associé 4 une forme biquadratique f est bien connu dans la théorie
algébrique de ces formes. Clest en partant des propriétés de ce covariant
déduites de la théorie algébrique que M. Klein (Mathematische Annalen,
t. IX) a donné de la forme biquadratique f et de son covariant du sixiéme degré
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précisément, la représentation a laquelle nous a conduit tout naturellement la
réduction continuelle, aprés inversion relative au pole U, asavoir: Z,,Z,,Z,, Z,
racines de la forme f se déduisent de L, par symétric relativement auw.r
trois ares d'un triédre trirectangle ayant son sommet au centre de la sphére
qui porte les racines; la forme covariante T du sixi¢me degré a ses racines
représentées par les points ot les trovs axes du triedre trirectangle percent
la sphére. Il est remarquable qu'on puisse arriver & ces représentations géome-
triques trés simples en partant de la théorie arithmétique de la réduction.

Sil’on voulait calculer explicitement T voici comment on pourrait faire. La
rotation non euclidienne qui permute (z, et z,), (5, et z,) se traduit par la
relation

(3, 515 %0y 33) = (3, 50, 515 54).
Ses points doubles qui sont deux des racines de T sont données par

(35 315 82y 53) = (5, 55, 315 54),
qui s’écrit

(31— 53) (5—53) (3 —5) + (52— 5,) (5 —33) (2 — 5, ) =o0.

Les deux autres couples de racines de la forme T seront déterminées de
méme par

(51— 3) (5 —33) (38— 5,) + (53— 5) (5 —5,) (5 —353) =0
et

(51— 35) (5 — %) (5 —33) + (52— %) (5 — 3,) (5 —51) =o0.

Le produit membre & membre de ces trois équations fournit une équation
du sixiéme degré quia pour racines les racinesde T etdont le premier membre
n’est autre que T (3, 1). Nous pouvons nous servir d’ailleurs de ces trois équa-
tions pour écrire des conditions de réduction de la forme f.

En elfet, les trois formes quadratiques de Dirichlet dont les racines sont
données par ces trois équations, a savoir :

Si= (51— 5) (2 =53y ) (x—2.)) + (52— 5) (. — 23 7)) (. — 21 )),
Se=GGi—a)(z—5y) (2 —5,y)+(5—5) (2 —5¥) (2 —57Y),
fim(si—)(z— oy (x—5y)+ (52— ) (x—5,7) (2 — 5,7),

seront représentées par les trois perpendiculaires communes non euclidiennes
aux arétes opposées du tétraédre non euclidien z,, z,, z, 5,. Lorsque le point {
étant l'intersection de ces trois droites non euclidiennes sera dans =,, domaine
fondamental du groupe de Picard, les trois droites non euclidiennes coupe-
ront 7, elles représenteront donc des formes quadratiques réduites. Donc
pour que f soit réduite il faut que les trois formes de Dirichlet £,, f,, f; soient
réduites, mais ceci 1’est pas suffisant. Les conditions qui expriment que f,, /5,
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S5 sont réduites sont nécessaires pour que f soit réduite, mais non suffisantes.
Nous terminerons le cas des formes biquadratiques en montrant comment le

calcul de la correspondante de f peut se conduire jusqu’au bout par la méthode
directe. Le déterminant & de ¢ est

&
6:2t?tf é)”(,(z,-—sl):z)\,ll (s, — 3,) en posant =12

4, 1=1

Il faut chercher son minimum lorsque (¢ ¢

213 2) est supposé constant. Ceci
donne les équations

90 . 95 . 98 . 00 1
hgn =han =ha, =han =%
Considérons

» . » .

2)\18_)\—‘ —6—0, o pu.s 2)\35;\—3'——6__0,
1

95 % .

2125E—6_o, 2140—)\4“0_0.

Ajoutons les deux premiéres et retranchons-en les deux derniéres, il vient
MAIG(5— 35) = A3d, I0 (35— 3,),

et, par d’autres combinaisons analogues, on a
M 90 (31— 55) = A Ay I6 (83— 3,),
M, IG(51— 5,) = Ay by IG (8, — 53).

De la se tire bien simplement

Iz Iy I
PRI W W W Lttt osant i, = 96 (3, — 3,),
D 0= =)

ce qui donne pour A!, A}, A2 A} des valeurs proportionnelles a

B [EPTRR I CPTR [EPP NIEPPE) (PR eV
? 1
o)t:ﬁ 9‘\‘313 Dtsli. g(olz ;)‘\')939‘(92',

La correspondante de f s’obtient donc pour les valeurs suivantes des para-
metres

1
_ ar,mat,u%u)‘
- 9‘(}313‘(939%3&.

T

e

1
. <at,23acu 91'34‘,)"
A N TS T e

|-

-

1
2 (6)%,2 DG.3e)Lﬂ>" .
3621 9(723 Dt‘:u

P\ 9Ty ITs2 ITia

Ce calcul effectif de ¢ correspondante de f crige la connaissance des
racines de f, il ne semble pas qu'on puisse tirer directement les coefficients
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de ¢ de ceux de fsans passer par les racines de f. Dailleurs, en pratique, on
pourra faire des calculs approchés pour trouver ces racines, ce qui donnera ¢
avec une cerlaine approcimaltion connue. Celte approximation, qui est
d’autant plus serrée que celle des valeurs approchées des racines I’est, pourra
étre rendue assez petile pour qu’il n’y ait pas d’hésitation sur la connaissance
du pentaédre = dans lequel tombera le point { représenlatif de ¢, ce qui équi-
vaut & dire en somme que, sil’on réduit la forme approchée 9 trouvée, elle
restera réduite tant que les coefficients resteront dans les limites trouvées
pour Uapproximation, si celle approximation est assez serrée, el c'est lou-
Jours la méme substitution qui la réduira, sauf dans le cas ou le point { repré-
sentatif de la correspondante de f serait lui-méme sur une des faces de la divi-
sion pentaédrique de 'espace, auquel cas il y aurait deux réduites pour f, et
on les trouverait en faisant varier les coefficients de la forme approchée trouvée
pour o dans les limites de 'approximation; il y aurait deux formes réduites
a considérer pour cette forme approchée et suivant les valeurs des coefficients
dans les limites d’approximation c’est I'une ou l'autre de ces deux formes qui
serait réduite ; par les deux substitutions réductrices ainsi trouvées se dédui-
raient de f les deux formes réduites équivalentes.




CHAPITRE 1IV.

APPLICATION DE LA METUODE AUX FORMES A COEFFICIENTS REELS.

On a vu, dans une remarque faite a propos de 'application de la méthode
générale aux formes cubiques f a coefficients réels, que le point { représentatif
de la correspondante de f était dans ce cas un point du plan O&r, plan par rap-
port auquel le domaine D associé & f élait symélrique. La substitution S (')
dont P'effet était d’amener sur =, le pentaédre =, auquel appartient { (situé du
méme cOlé que T, par rapport au plan O%7) était une substitution modulaire &
coefficients réels. Ceci est évident si I'on remarque que cette substitulion doit
conserver le demi-plan O%r (1>0) et le demi-plan O&n (1>0). Si l'on
remarque de plus qu'une telle substitution (et la transformation T associée),
transforme un cercle d’axe O% en un cercle d’axe O%, on voit de suite que la

(') Note Sur les substitutions modulaires réelles envisagées dans le groupe de Picard :
1° Toute substitution S du groupe de Picard qui conserve le demi-plan O%t(t > o) et le demi-

Fig. 54.

plan Ofq (4 > o) est une substitution modulaire réelle, car elle conserve P'axe réel O£ et le demi-
plan analytique O£q (7 > o).

2° Par une telle substitution S et par la transformation T associée, un cercle d'axe O% (droite
non euclidienne normale au plan O%t) devient un cercle d'axe O&.

Conclusion : soient { le point ol un tel cercle perce le demi plan O§t(t > 0) et 2z le point ou
un tel cercle perce le demi-plan Ogq (7, > 0) (!).

Amener { dans m, par une substitution S qui transforme en eux-mémes chacun des deux

(') § et < ont méme affixe, 'un par rapport & O%-, I'autre par rapport & Ogr,.
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substitution S 4 faire est la substitution réelle modulaire qui améne { dans ®,
domaine fondamental de la division modulaire du demi-plan O%z (1t >0), ce
®, n'étant autre que la face de =, située dans le plan O, et sous cette forme
on voit que le demi-plan O%t (7> o) jouanticilerdle du demi-plan O&n (n> o)
dans la premiére Partie, S est bien la substitution réductrice de f & laquelle
aurait conduit la premiére Partie.

La remarque n’est pas particuliére aux formes cubiques. Elle se présente

aussi, et 'on devait s’y attendre, pour les formes hiquadratiques a coefficients
réels.

Trois cas sont possibles :

1. La forme a toutes ses racines réelles. — Le domaine D auquel conduit
notre méthode est le quadrilatére non euclidien z,5,5,z, du demi-plan
0%t (7> 0). Clest exactement le domaine que nous avions associé a f dans la
premiére Partie et dans le demi-plan O&n (v > o). Le point { représentatif de
la correspondante s’obtient immédiatement par ce fait que deux arétes opposées
du tétraédre de la théorie générale sont ici sécantes, ce sont les diagonales z,z,
et 5,3, du quadrilatére. Leur perpendiculaire commune non euclidienne est
donc la perpendiculaire non euclidienne au plan non euclidien de ces deux dia-
gonales, élevée en leur point de concours. { ne peut donc étre que ce point de

Fig. 55.

concours, puisque c'est le milieu non euclidien de la plus courte distance qui
est nulle.

D’ailleurs ici les perpendiculaires communes aux couples d’arétes opposées
sont :

1° La droite non euclidienne par { normale au plan O%7 (c’est le cercle d’axe
O¥ passant par {);

di¢dres d'aréte OF (>0, t>0) et (q<o0,t>0) revient donc & amener z en L dans le
domaine fondamental ®, du groupe modulaire dans le demi-plan O¢n(4>>0) et inversement,
puisque la division découpée dans le demi-plan Ot (= > o) par la division pentaédrique
du demi-espace n’est autre que la division modulaire de ce demi-plan (résuliat connu).

J. 18
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2° La droite non euclidienne orthogonale a z,3, et z,3, (cercle orthogonal
aux cercles de diamétre 3, z, et 5,7, dans le plan O1);

3° La droite non euclidienne orthogonale & 5, =, et z,3, (cercle orthogonal
aux cercles de diamétre z, 5, et z, 5, dans le plan O&r).

Ces trois droites non euclidiennes concourent bien en { et y forment bien un
triédre non euclidien trirectangle (on a en effet vérifié dans la premiére Partie
que les cercles envisagés au 2° et 3° étaient orthogonaux en { point de concours
des cercles de diamétre z,z, et z,3,).

Le résultat trouvé concorde avec celui trouvé dans la premiére Partie.

2. La forme a deux racines réelles. — Notre tétraedre D associé a f a deux
sommets z, 5, sur O% et 5,z, symétriques par rapport & O%. Il est symétrique
par rapport & O&t et découpe dans ce plan un triangle non euclidien de

Fig. 56.

m

K

sommels z,, 5, et § intersection avec O%t du cercle de diamétre z,z,. B a
pour affixe dans le plan O%r exactement ’affixe de z,. Donc le triangle 8 z,z,
est exaclement celui auquel conduisait la réduction continuelle de la
Jorme f (dans le plan O&n) dansla premiére Partie.

Pour avoir C représentatif de la correspondante de f, considérons la perpen-
diculaire commune non euclidienne aux arétes opposées z,3, et 5,3, du tétraédre
non euclidien D. Ce n’est pas autre chose que le cercle orthogonal a O%du
plan O%z mené par B orthogonalement au cercle de ce plan ayant pour
diamétre 3,z,. Ce cercle rencontre en {, le cercle de diamétre s, 3, et { sera
miliew non euclidien de 8(,. Nous retrouvons exactement le point { trouvé
dans la premiére Partie.

3. La forme a ses racines imaginaires. — Alors z, et z, ainsi que z, et 3,
sont symétriques par rapport au plan O%z. Le tétraédre z,z,5,%, se réduit
encore au quadrilatére non euclidien z,3,35,7, symétrique par rapport au

]
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plan O%:z. Comme les droites non euclidiennes z, z, et 3,2, sont des cercles
ordinaires d’axe O Z elles coupent O%t en B, et B, qui ont pour affixes dans ce
plan les mémes affixes que z, et 5, dans le plan O&q.

La section du domaine D par le plan OZ%rt est le segment non euclidien 3, B,
auquel nous avait conduit la premiére Partic.

D’autre part la plus courte distance non euclidienne & z,z, et z,5, est le

-3

Fig. 57.

segment non euclidien B, B, (c’est 1a une chose immédiate) et son milieu qui
est le point { cherché est exactement le point auquel nous avait conduit la pre-
miére Partie. D’ailleurs il est aisé (el nous n’insistons pas la-dessus) de voir
que les droites non euclidiennes z, =, et =, 3, passent par ¢, leur perpendiculaire
commune est la droite non euclidienne élevée par { normalement au plan non
euclidien 5, z,5,3,; enfin il est aussi aisé de voir sur la figure que la perpendicu-
laire commune aux arétes z,z, et 5,3, n’est autre chose que le cercle v d’axe O%
passantpar {(c’estune pure propriété de poles et polaires dansle cercle =,3,5,3,
qui montre 'orthogonalité de ce cercle y aux cercles de diamétre z, 3, et 5, 5,
situés sur la sphére {3, 5, 3,5,). De la se conclut que ces trois perpendiculaires
communes forment un triédre trirectangle non euclidien.

Il ressort bien des remarques précédentes ue, dans le cas des formes biqua-
dratiques encore, notre méthode deréduction générale conduit au méme résultat
que la méthode d’Hermite exposée dans la premiére Partie. Il y ala un fait
général auquel nous arrivons maintenant et gqu’il s’agit d’expliquer.

Considérons une forme f & coefficients réels ayant les racines réelles
&y, %, ...y &, et les couples de racines imaginaires conjuguées (8,8)), ...,

(B, 8.)

f=a(z—ay)..(2—apy)(z—Liy)(z—By) ... (z—Lvy) (=B y)
(@~ 2v=n).
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Avec notre méthode générale nous lui associonsla forme quadratique définie
a indéterminées conjuguées suivante :

=8B N(z— o)) +...+ {I(x—opy) + u; o (x—Pry) + uf Fo(z —Biy)+...
+ ui Nz —Bvy) + ul N (x—BLy),

dépendant de n paramétres £, ..., £;, ui, u?, ..., u;, w’. (Bien entendu u; et
u," expriment ici deux nombres positifs indépendants et non deux nombres
complexes conjugués). Son point représentatif { décrit I'intérieur et la surface
du polyédre non euclidien convexe D (') ayant pour sommels les points a,,
Uy vuvy Oy By Bhy oeny Byy BY du plan O&y.

Il estimmédiat que ce polyédre est symétrique par rapport au plan O&x (*).
Cherchons sa section par ce plan. C’est un polygone non euclidien convexe
puisque le polyédre D est convexe.

Remarquons maintenant que les droites non euclidiennes §, 8, B.8;, ...,
B8,B, rencontrent le plan O%t en des points B,, B,, ..., B, ayant dans ce plan
pour affixes 3, ., ..., 8,. Comme ces droites sont intérieures &8 D ou sont des
arétes de D, il suit que B, B,, ..., B, seront intérieurs au polygone de section
ou en seront des sommets.

D’ailleurs «,, «,, ..., &, sont aussi des sommets de ce polygone, et les som-
mets du polygone sont lous les a,, et ceux des B; qui sont fournis par des
droites B,(3, arétes de D.

Un peu de réflexion suffit avec ces remarques pour se rendre compte que ce
polygone de section est le polygone trouve dans la premiére Partie : c’est le
plus petit polygone convexe non euclidien qui contienne a son intérieur ou sur
son contour tous les points &, &, ..., ,, B,, B,, ..., B,.

Voici un premier résultat : La section du polyédre D par le plan O %z est le
polygone associé a la forme f parla méthode de la premiére Partie inspirée
d’Her mite quand on représente les racines de la forme f dans ce plan.

Il faut maintenant, pour trouver la correspondante de f par notre méthode
générale, considérer

n
- 52
I6(a,y)o? ,
Goguiud . ug il

6=

¢ étant le déterminant de 4.

Or 5t (a,) = a;. Montrons maintenant, e ¢’est la le point essentiel, que dans
tout systéme de valeurs des paramétres qui fail prendre & 0 sa valeur minimum
les paramétres u}, u,* sont deux & deux égaux (u} = u,* quel que soit 7).

(1) Dans tout ceci, convere s’entend au sens ol on I'a déja défini : chaque face du polyédre
laisse tous les sommets du méme coLé.

(%) On se convainc ensuite sans peine que toute face de D qui coupe le plan O¢x est ortho-
gonale a ce plan.
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Remarquons pour cela que ¢ associée de f s’écrit

P=H6(Z —a y)+.. .+ IC(x — opy) + [u] I (2 — By y) + uF I (x — Bl y)] +...
+ [ N(x —Byy) + ul? 9 (x —BL)]

Or
u? 96 (x — B,y) + w2 9% (x — Biy) = w, u, 9,

o; etant une forme définie d’Hermite dont le point représentatif ¢, est sur la
droite non euclidienne B,f;, dont le déterminant ¢; est constant et égal &
5% (B — B)-

Supposons maintenant que pour faire la recherche du minimum de 6 on
assujettisse d’abord ¢}, ..., 7; & rester fixes, ainsi que les produits u, u,, u,u),
usu, ..., uu,. Alors

GI6(2 — oty y) .o+ L IG(2 — opy)

est une forme définie fixe ®,.

En posant
(I)L=uzu;q7i (i:],'},.-.,[.l-),

o; est une forme dont le point représentatif est quelconque sur la droite non
euclidienne §,f;, mais qui a un déterminant fixe

A =ulud, = ulu? (B, —B).

Nous pouvons écrire
=D+ P, +.... + P,

chacune des formes définies du deuxiéme membre ayant un déterminant A,
A, ..., A, qui est fixe.

La recherche du minimum de 6, le dénominateur ;... ;ulu)*. . . u, u} étant
constant, dans nos hypothéses, revient a celle du minimum de ¢ déterminant
de ¢.

Sil’on pose

Q= Pyzz'— Qozy' — Qoz’y + Ry yy'
et
®, =P, xx'— Q,zy'— Q,x'y +R,yy,

un calcul simple prouve que 1’'on a
déterminant de 9 =0 =A,+ A;+...+ A+ ZA,,

ZA;; étant étendu a toutes les combinaisons de deux indices différents de la
suite o, I, ..., v en posant

Aj=P.R,+P,R,—QQ—Q;Q.

DansnoshypothésesA,, 4,, ..., A, sont constants. On a vu dans une recherche
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précédente que 3, est minimum lorsque la distance non euclidienne des points
Ci, €, qui représentent les formes @, et @, est minimum. Or {, est fixe, {, décrit
la droite non euclidienne 8,3, (pour i=1,2,...,v). Il est clair alors que chacunr
des A, (i,j=r1,2..., V) sera minimum lorsque les deux points (;, ¢, seront
dans le plan O %t orthogonal a chacune des droites B,8,, 8,8, (,(, étant alors
la perpendiculaire commune non euclidienne a ces deux droites 3,3, et 3,3, non
euclidiennes. C’est encore vrai pour A,; quel que soit & car {, est fixe et si {; est
dans le plan O%r, ¢ {; sera la perpendiculaire non euclidienne abaissée de {,
sur la droite non euclidienne 3,83, (*).

Dans nos hypotheéses, a savoir pour ¢}, ..., ¢, fixes, u,u, ..., u,u, cons-
tants, le minimum de 6 est donc atteint lorsque ©, = u,, u, =, ..., uy,=u,
(puisque c’est & ces conditions seulement que {,, ..., {, seront situés dans le
plan O&7). C'est un premier résultat obtenu. Restera ensuite & savoir pour
quelles valeurs de ¢}, ..., 7,, de «}; = u}, u) = u}, ..., ui=1u], 0 atteint son
minimum absolu, mais nous sommes siirs par ce qui précéde que pour ces

valeurs on aura u; = u,’* quel que soil i et c’est ce que nous voulions établir.
Alors on voit que I'associée de ¢ s’écrit

Q=ti N (r—oa))+...+ N (x—apy) +ui[N(x—Biy) + v (z—LFiy)]+...
+ w3 [9G(x — Byy) + I (x — BLy)]-

Son point représentatif {, barycentre non euclidien des points a,, t,, ..., &,
affectés des masses ¢;, ..., #,, et des points f3;, 3, ayant tous deux la masse
u (i=1,2,...,v), estsitué dans le plan O%z. Ceci est d'ailleurs évident si
'on développe ¢ car ¢ s’écrit

e=pre' —qry' —qz'y +ryy' (p, ¢, r étant réels);

Il

[ e ¥}

A lp 2w+ 20,
o1+ thap + ud (B B 4wy (B BY),

P
=
1 1ot b pof 20t By B+ 205 B BY.

S o

Par rapport aux axes Of et O, L a pour affixe la racine de la forme qua-

dratique définie

Q=pr—2qzy +ry’
obtenue en supposant x et y réels dans la forme & indéterminées conjuguces
précédentes. Clest facile a voir puisque OP = %, P étant la projection de { sur

-2 .
0% et 00 ="L.
P

(1) On réalise donc le minimum de ¢ en réalisant a la fois le minimum de fous les A,,, ce
qui se fait en supposant tous les {, dans le plan Or.
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Ce qui sc passe dans le demi-plan O&t (1> 0) est donc identique & ce qui
se passail dans le demi plan O%q (1> 0) avec la méthode ' Hermite exposée
dans la premiere Partie.

La forme quadratique réclle 9, a laquelle en somme se réduit ¢ est exac-
tement la forme associée a4 f dans la premiére Partie puisque, en suppo-
sant . el y réels (ce qui est le cas dansla premiére Partie), 3 devient

=(r—oy)l+.. .+ p(x—apy)+2ui(z—By) (2 —Bly)+. ..
+2uf(x—Byy)(z—Biy),

etsous cette forme on reconnait bien la forme quadratique associée a f dans la
premiére Partie.

Donc le déterminant & de ¢, &= pr — ¢q’, se réduit ici, puisque ¢ est réel, a
o= pr—q?, déterminant de ¢,.
La fonction 6 de la théorie générale doit étre prise égale a

a?d?

Pl 2 72 72 1,2 2 2,2
ti. o tpuiufus ey Lo ujuy

et comme il faut prendre u} = ) quel que soit Z, elle s’écrit

5 étant le déterminant de ¢,.

C’est exactement la fonction O qu’on avail a étudier dans la premiére
Partie, pour en chercher le minimum.

Si I'on joint a cela que la substitution S du groupe de Picard a faire pour
amener sur w, le pentaédre =, de la division de Picard auquel appartient ,
point représentatif de la correspondante, et qui est du méme coté que w, par
rapport & O%z, est exactement la substitution du groupe modulaire réel qui
ameénc un pointayant 'affive de { par rapport aus axes O%= dans ®,, domaine
fondamental du groupe modulaire réel dans le demi-plan O%z (= >0) (®°
n’étant autre que la face de =, située dans le plan ()%7), il est alors bien clair
que la méthode générale exposée dans cetle deurcicme Partie, appliquée a
des formes a coefficicnts réels, donnera les mémes résullats que la méthode
d'Hermite exposce dans la premiére Partie, et il fallait bien s’en assurer
pour ne pas donner une généralisation qui fit sans intérét.

Application. — 1l est donc établi que la fonction § associée dans la
premiére Partie a une forme f a cocfficicnts réels a méme minimum que la



144 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

Sonction 6 associée & cette méme forme dans la seconde Partie. Rappelons
que cette derniére fonction est

~] N

a, o
I = —>——
) gl

en posant ¢ égal au déterminant de la forme

o= 1 F(z—2ay),

(=1
3,y 34y..., 3, tant les racines de la forme f
f=a(xr—zy)...(2—5,).

Les expressions différentes de 0, selon que le nombre des racines réelles de 7
varie, données dans la premiére Partie, sont ici ramenées a la seule expres-
sion (1). C'est la un résultat fondamental.

L’explication cherchée par Hermite de ce fait que I’équation reliant le déter-
minant d’une forme /& coefficients réels (minimum de la fonction 0 associée)
aux coefficients de cette équation ¢tait la méme quelle que fut ’hypothése
faite sur le nombre des racines réelles de f, (hypothése suivant laquelle la
fonction  de la premiére Partie et les calculs faits pour trouver son minimum
différent beaucoup), nous apparait maintenant comme toute naturelle.

Quelle que soit en effet 'hypothése faite sur le nombre des racines réelles, la
fonction 6 que par la relation (1) nous associons & f a la méme expression (1)
en fonction des racines. Son minimum, qui est le déterminant de f, sera donc
une fonction de ces racines dont le calcul peut étre fait indépendamment de
toute hypothése particuliere sur la réalité des racines, ainsi qu’il a été vu dans
les exemples traités des formes cubiques et biquadratiques. Les calculs a faire
pour I'obtenir étant identiquement les mémes avec notre méthode quelle que
soit ’hypothése faite sur la réalité des racines, il n’cst donc pas étonnant que
I'équation reliant ce déterminant aux coefficients de la forme f, équation
qu'Hermite s’attachait & déterminer dans son Mémoire sur la réduction des
fonctions homogénes (OFueres, t. I, p. 84 a 93), soil toujours la méme quel
que soit le nombre des racines réelles de la forme. Voila, semble-t il, ce qui
explique I'unité du résultat auquel parvenait Hermite malgré la diversité de
ses calculs selon les hypothéses faites, et qui répond aux quelques lignes
(extraites du Mémoire cité plus haut) que nous avons transcrites a la page 116
du présent Mémoire.

Les avantages de la méthode de réduction exposée dans celte deuxiéme
Partie sont multiples : la méthode, d’abord, s’appliquc & toute forme binaire &
coefficients complexes; ensuite, appliquée aux formes binaires a coefficients



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 145

réels, elle se confond exactement avec la méthode d’Hermite, mais offre plus
d’unité que cette derniére méthode et, par conséquent, éclaire d’un jour
nouveau plusieurs points obscurs de cette méthode; elle fait voir en particulier
que loutes les racines d’'une forme a coefficients réels jouent le méme réle
dans la réduction, bien qu’il scmble & premiére vue dans la méthode d’Hermite
que les racines réelles jouent un réle différent des racinesimaginaires. La géné-
ralisation qui constitue la deuxiéme Partie du présent Mémoire s’imposait
donc, comme s’est imposée 'introduction des nombres complexes pour I'étude
de toutes les racines d’une équation a coefficients réels. Les substitutions
réelles modulaires suffisent pour U’étude d’une forme ayant toutes ses racines
réelles comme suffit l'étude des formes quadratiquesordinaires a coefficients
réels, puisque, comme on l'a vu, le domaine D associé a cette forme est alors
un polygone non cuclidien situé dans le plan O%z, et, par suite, la méthode de
réduction continuelle n’utilise que des substitutions réelles. Mais si la forme a
des racines imaginaires, le domaine D a des points hors du plan Ofx, les
substitutions réelles modulaires ne suffisent plus el, puisqu’il y a des racines

z . .. . , . N . .
3 = - imaginaires, il est naturel d’envisager les substitutions modulaires ou =

et y ne sont plus simplement réels, mais complexes; autrement dit, il est plus
rationnel, plus conforme a la nature de la question de s’adresser aux formes
d’Hermite a indéterminées conjuguées et au groupe de Picard, qu’aux formes
quadratiques & coefficients réels et au groupe modulaire réel. Et c’est a ces
deux modifications essentielles que peut se ramener la généralisation exposée
dans cette deuxiéme Partie du Mémoire actuel.

REMARQUES ADDITIONNELLES.

On a observé que, f étant une forme binaire & coefficients quelconques
complexes, la forme correspondante ¢ quadratique & indéterminées
conjuguées qu’il faut réduire pour avoir la réduite de /(¢ el f étant réduites
par la méme substitution) est un covariant de f d'une espéce particuliére,
puisque a f et f, équivalentes dans le groupe de Picard correspondent des
formes d’Hermite 9 et 3, équivalentes par la méme substitution. Le point
représentatif C de la forme ¢ est lié aux points z racines de / par des relations
de géométrie non euclidienne qui sont conservées par toute transformation T
du groupe de Picard; c'est ce que nous avons vérifié a posteriori pour les
formes cubiques et biquadratiques, auxquels cas nous avons appris & cons-
truire { connaissant les =, 4 I’aide de ces relations géométriques que nous avons

J. 19
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pu éclaircir complétement. Le point { représentatif de la correspondante de f
apparait donc comme un covariant des points racines de f (covariant en
géométrie non euclidienne) par toute transformation T (qui est un mouvement
non euclidien).

On pourrait tirer de 13 une conception purement géométrique de la réduc-
tion des formes binaires. Supposons que, par un moyen quelconque, on sache
associer aux points racines s, de la forme un point { du demi-espace (7> 0) et
cela de telle fagon que les relations géométriques qui relient les 5, & ¢ soient
invariantes par toute transformation T du groupe de Picard (comme sont inva-
riantes les distances non euclidiennes et les angles par une telle transformation),
alors { pourra servir 4 représenter une forme d’Hermite positive g, qu’on pourra
appeler une correspondante de £, dont la réduction se fera par la méme substi-
tution modulaire que celle de f. Cette méthode serait satisfaisante si elle
permettait, comme il est essentiel dans toutes les théories arithmétiques de
réduction, d'obtenir des limitations des coef ficients de la forme réduite de f.
L’équivalence de deux formes fet f, serait ramenée a I'identité des réduites
comme dans les théories arithmétiques de réduction.

Cette conception géométrique pourra rendre des services pour des formes f
douées de propriétés spéciales facilitant la découverte de points { doués
des propriétés de covariance signalées plus haut par rapport au groupe de
Picard.

Exemple. — Prenons une forme générale du cinquiéme degré, et représen-
tons ses racines z, 5,5, 3, 5, sur la sphére ¥, en géométrie non euclidienne par
rapport & X comme quadrique fondamentale.

IEnvisageons I’hexaédre convexe de sommets z,, 5, 5,, 3,, 3, auquel conduit
la réduction continuelle exposée dans la deuxiéme Partie de ce Mémoire. Il est
Fig. 58.

N

/

Zs

formé de deux tétraédres accolés par la base. Ici ce seront z,3,z,z, et

3,3,3, 3.
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Un peu de réflexion suffit & se rendre comple que :

z,z, est le seul segment joignant deux des racines de la forme qui ren-
contre le triangle formé par les trois aulres racines prises pour somiels en
un point intéricur a ce iriangle.

Le point { est dés lors un point cocariant des cing points z,, 3,, 33, 5, 3,
par toute transformation T du groupe de Picard, puisqu’une T étant un mou-
vement non euclidien transforme ’hexacdre précédent en unhexaédre analogue
ayant pour sommets Z,, Z,, Z,, 7, Z; transformés de z, z,, 35, 5, 7,5 3,3
étant intérieur a I'hexaédre primitif, son transformé Z,Z, sera intérieur a
I’hexaédre transformé. Cintersection de z,z, et du plan =, z, z; se transformera
en Z intersection des transformés (Z,Z, et le plan Z,Z,Z,) de =,z, et du
plan 5,z,3,. Remarquons que, puisque c’est un point intérieur, on pourra
I'obtenir comme barycentre non euclidien de =, z,, ..., =, pour des valeurs

de ¢}, ¢;, 1}, }, t convenables des masses atlribuées & ces points racines.

Deuxiéme exemple. — Envisageons la forme F du sixiéme degré ayant pour

. . ) . . . .
racines o, I, i, T+ i, ——; . Le domaine D associé est un octaédre non eucli-

dien bien connu, car il reste invariant par un sous-groupe fini du groupe de

Fig. 59g.

)

Picard. Les trois diagonales non euclidiennes se coupent a angle droit en un

. . . 1 o . Va .
point Z de coordonnées § = SPN=5 T= (qui est un des sommets de T,).

Z est un covarianl des six racines par toute transformation T du demi-espace
qui est un mouvement non euclidien.

Sil'on transporte maintlenant cet octaédre dans une position quelconque, a
I’aide d’une transformation

X =azx+ By,

(5) Y=ya:+6_y
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(o, 8, v, 0 étant d’ailleurs guelconques), ou bien

_as+f
T yz+0

et la transformation T qui lui correspond, on obtient une forme du sixiéme
degré f, dont les racines, tout en n’étant plus rationnelles, ont entre elles les
mémes relations géométrigues (invariantes par tout mouvement non euclidien)
que les racines de la forme primitive. Pour cette forme 'octaédre associé aura
encore trois diagonales formant un triédre trirectangle non euclidien dont
le sommet { sera un covarianl des racines et pourra servir & la réduction
de la forme f.



TROISIEME PARTIE.

SUR CERTAINES FORMES BINAIRES DE DEGRE SUPERIEUR
A INDETERMINEES CONJUGUEES.

Préliminaires. — L’introduction en théorie des nombres des formes & indé-
terminées conjuguées est due & Hermite [Mémoire « sur la théorie des formes
quadratiques» (OFuvres,t.1,p. 234 etsuiv.)|. Aprésluions’estoccupé d’étudier
les formes quadratiques aindéterminées conjuguées d’'un nombre quelconque de
variables, mais il ne semble pas exister dans la littérature mathématique
jusqu’a ce jour la moindre étude sur les formes & ind¢terminées conjuguées de
degré supérieur au second. L’étude qui va faire I'objet de la troisiéme Partie
de ce Mémoire, encore qu’elle ne porte que sur une catégorie particuliére de
telles formes, va nous conduire a des résultats qui ne sont pas sans intérét et
qui montreront que les formes a indéterminées conjuguces de degré supérieur
au second méritent autant d’attention que les formes quadratiques. On
reprochera peut-étre a I’étude présente de ne considérer que des formes d’une
nature bien particuliére. Il me suffirait cependant de constater que dans une
étude toute nouvelle, comme I’est, semble-t-il, celle qui est entreprise ici, il est
bon de commencer par les cas les plus simples. Se borner & I'¢tude de formes
binaires & indéterminées conjuguées décomposables en produits de formes qua-
dratiques d’Hermite, c’est un peu faire ce que faisait Hermite quand il posait,
comme premier probléme de la théorie des formes de degré n & n variables,
I'étude de celles de ces formes qui se décomposent en n facteurs linéaires
[Mémoire « sur le nombre limité d’irrationnalités auxquelles se réduisent les
racines des équations & coefficients entiers complexes d’'un degré et d’un discri-
minant donnés » ((Fucres, t. I, p. 415 a 428)].

L’étude présente n’est en somme qu'un premier pas dans la théorie des
formes & indéterminées conjuguées de degré supérieur. Les résullats obtenus et
les méthodes simples employées pour les obtenir montreront, jel'espére, qu’elle
présente un certain intérét. On s’est borné aux formes binaires, car c’est le cas
ou l'on peut se servir de représentations géomélriques simples et extrémement
utiles. On constatera également qu’aprés I'étude qui fait 'objet de la deuxiéme
Partie de ce Mémoire, il était naturel d’aborder I’étude des formes & indéter-
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minées conjuguées décomposables en produit de formes d’Hermite, qui en
constitue une extension toute naturelle, avec similitude des résultats obtenus
et des moyens employés & les obtenir. Ces raisons m’ont paru suffisanles pour
entreprendre I’étude qui fait I'objet de cette troisiéme Partie.

Définition. — Les formes binaires & indéterminées conjuguées que nous
considérerons dans la suite sont des polynomes entiers par rapport aux variables
x, y et aux variables conjuguées ', y’. Par rapport a I’ensemble des variables
(2, y) un tel polynome est de degré n et homogeéne; il est également homogéne
et de degré n par rapport & ’ensemble des variables (z, y'). C’est donc une
somme de monomes du type

Azxhtylx' y'l avec k+1l=n, K+U=n.

De plus, les formes envisagées devront prendre des valeurs réelles quelles
que soient les valeurs complexes attribuées a x, y (x’ et y' recevant les valeurs
conjuguées). Et pour cela & tout monome A «*y’z* y'* de la forme en question
devra correspondre, dans la méme forme, le monome conjugué

Ala'h y'l gk gl (A’ étant conjugué de A).

En particulier, le coefficient A d’'un monome tel que Ax*y’x*y" sera
supposé réel (correspond au cas ou k = k', [ =1, auquel cas 2*y‘x¥y" et
x"y"x*y"* se confondent et sont réels). Une telle forme se désignera par
f(x, y, ', y') ou, pour abréger, par f(x, y). Par rapport a I'’ensemble
(z, y, 'yy’) c’est un polynome homogéne de degré pair 2n.

Exemples. — 1° Forme quadratique d’Hermite (n =1) :

azxx' 4+ bxy' + b'x'y + cyy’' (a, créels);

2° Forme biquadratique (n =2):

ax? 2"+ bx*a'y'+ 02 xy +cx?yr+c' 2y + dxyx'y +exyyt+ e x'y'y 4+ fyry?

(a, d, f réels).

Sil'on divise une forme f(z, y) du degré 2n par y*y®, on obtient, en posant

un polynome’'du degré 27 en (z, 3") qui, par rapport & chaque variable, est du
degré n. Nous le désignerons souvent par f(z, 1).




CHAPITRE I.

LES FORMES BINAIRES DECOMPOSABLES EN UN PRODUIT
DE FORMES D’HERMITE DEFINIES.

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait réussi a écrire la forme
donnée

S@y)=afifoe-Su (')

Sis frr ooos fo étant des formes d’'Hermite définies, dont on peut évidemment
supposer le premier coefficient égal & un (puisque le coefficient de ' dans
une forme d'Hermite définie est toujours == o)

Si=xex'—bxy —bix'y+cyy (¢ — b by >o0),
Sfo=xz'— byxy' — by’ v 4 ¢ yy' (e — by by >0),

n:xx’—bnxy’— b:zx’y"'—cu:y.y, (C,,——- bnb;x>0);

¢, étant réel quel que soit 7, b; et b, étant toujours deux nombres imaginaires
conjugués; a, est réel = o et peut étre supposé positif. On peut remarquer
d’abord que f,, /., ..., f, étant positives quelles que soient les valeurs entiéres
attribuées a4 x, ¥ (&' €ty recevant les valeurs conjuguées), (., ) sera aussi
positive quels que soient . et y. Les formes dont on s’occupe dans ce Chapitre
sont des formes positives. C’est pourquoi elles seront simples & étudier, tout
comme étaient particuliérement simples a étudier dans la premieére Partie les
formes binaires posilives & coefficients réels, puisque, ainsi qu’on l'a fait
remarquer, leur réduction continuelle sur les principes d’Hermite ne conduisait
qu’a un nombre rint de formes ( f) équivalentes. L’équation f(3, 1) = o, obtenue
enposant 5= =, 5’ == 37' dansla forme f(x, y)égalée azéro et divisée par y"y"",
représente dans le plan O%y de la variable complexe = un ensemble de n
cercles imaginaires, ayant chacun un centre réel et un rayon purement ima-
ginaire : & savoir les 2 cercles qui représentent les formes f,, f,, ..., f, dans

le plan O&n.

(1) On a écrit f(x. y) au lieu de f(«, y, #', y') par simple abréviation, la confusion étant
impossible. C’est la d'ailleurs une habitude adoptée dans la théorie des formes d'Hermite. En
deugiéme lieu, il est clair que la décomposition précédente n'est possible que d'une seule
maniére.
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A la forme f nous associons la forme d’Hermite définie suivante :
o= l%f,-h GBfit. . o+ t?;fm

qui dépend des » paramétres ¢}, 23, ..., ;.
Imaginons que, ¢}, ¢;, ..., £ recevant des valeurs bien définies, nous rédui-
sions la forme @ par une substitution

z—=aX+(Y

($) y:yx-l—aY

(e, B, 7, ¢ entiers complexes; ad — By =1),

et que nous fassions dans f la méme substitution

(X, Y)=0S =0 (aX +BY, X + oY),
F(X,Y)=fS=f(aX+BY,yX + dY).

Puis imaginons que ¢}, ¢;, ..., &, varient; alors S varie avec ¢, et’on obtient
ainsi un ensemble de substitutions (S) lorsque les 7 prennent toutes les valeurs
possibles. Sil'on fail sur / toutes les substitutions (S) on obtient un ensemble
de formes équivalentes & f que nous désignerons par (f) et donl nous commen-
cerons par étudier la nature.

Ceci est rendu facile par I'étude de I'ensemble (5) qui résulte de I’étude du
domaine décrit par le point [ représentatif de ¢ lorsque £, ..., z, prennent
toutes les valeurs possibles.

A cet effet nous désignons par {, le point représentatif de la forme
fi(i=1, 2, ..., n);{; seprojette sur le plan Oy en P,. L'affixe de P; est &/ .
De plus .

0¢, =c;.

Si, comme on le suppose, aucune des formes f, n’est décomposable en un
produit de deux facteurs linéaires conjugués, tous les ¢, sont au-dessus du
plan O%y et aucun n’est situé dans ce plan (*).

Développons ¢, on a

o =pxa'—qzy'—q'z'y+ryy'
avec

p =t +1t3 +.. ..+t
=t1b + 3by ...+ tEby,

¢ =610+ L2y +. ..+ 2],

r =tic,+ticy +...+ ticp.

Soit { le point représentatif de o.

(') Nous verrons briévement, dans une Note placée a la fin du Chapitre, ce qui arrive si une
ou plusieurs des formes f,, ayant le déterminant nul, sont décomposables en un produit de deux
formes linéaires conjuguées,
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Avec la représentation projective, X étant la sphére fondamentale d’équation
Ly Xy — Lgl'g == 0,
(. représentatif de f, a des coordonnées tétraédriques

'
N b,, bn Cy

c’est un point intérieur & la sphére. Les coordonnées de ¢ étant p, ¢, ¢’, 1, on
voit qu’on peut écrire symboliquement

=160+ 8G+. ..+ 68

Nous sommes familiarisés avec les écritures symboliques par les questions
analogues traitées dans les premiére et deuxiéme Parties. Aussi allons-nous
simplement indiquer le résultat auquel on parvient : Lorsque ¢, %, ..., 2
varient, le point #3{,+ £JC, décrit le segment {,Cy; £¢, + 0, + 1,¢, décrit
le triangle C, (.05 630, + 000, + )¢, + 2C, décrit U'intérieur et la surface du
tétraédre de sommets (,, C,, G5, G, ...5 le point £;C, + 30, +...+ )¢, décrit
Uintérieur et la surface du plus petit polyédre convexe D contenant a son
intérieur ou sur sa surface lous les points ¢,, (,, ..., (,. Ce polyédre D est
convexe, ses sommets appartiennent tous & I'ensemble des points {,, (5, ..., {,3
enfin tous les points (,, (,, ..., {, sont & lintérieur ou sur la surface du
polyédre D. Ces trois propriétés suffisent a déterminer complétement le
polyédre Dj C,C, sera unc aréte de ce polyedre s’il existe un plan passant par
elle qui laisse tous les {, d’'un méme cOté. On montre alors qu'il y a deux plans
passant par {,{, déterminant un di¢dre d’aréte {,{, a I'intérieur ou sur les faces
duquel sont tous les £,. Ces deux plans contiennent les deux faces du polyédre D
passant par (,{,. Le plan £,{,{; sera le plan d'une face de D si ce plan laisse
tous les {, du ménic coté; dans ce plan la face elle-méme sera le plus petit
polygone convexe contenant & son intérieur ou sur son contour tous les {, situés
dans ce plan. Ces deux remarques servent & déterminer, si 'on veut, le
polyédre D.

Passant maintenant & la représentation de 2 par un point { du demi-
espace T > o, (sera défini par sa projection P sur le plan O%y dont I'affixe est

I e e e e A

P G+ G+ .6

et par la relation
ot =1 — e+ t3c+... iy
T pT B+ .+t

P est évidemment le barycentre euclidien des points P,, P,, ..., P, (projec-

tions des points {,, (,, ..., {, qui représentent f,, f,, ..., f,) affectés des masses

respectives {%, (), ..., ¢, puis;que P, a pour affixe b;. En remarquant que le point
J. 20
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représentatif de ¢} f, + ¢, f, est un point {,, de la droite non cuclidienne {,C,
(cercle orthogonal au plan OZ%y passant par, {, ) qui se projetteen P, sur P, P,
tel que

P, i

qu’on peut appeler barycentre non euclidien des masses ¢}, (% placéesen {, T,
(&,. étant affecté de la masse ¢} + ¢}); ensuite que le point représentatif {,,,
de (¢} f,+ i fs) + L. [, estun point de la droite non euclidicnne ¢,,{, projeté
en P,,, sur P,,P; tel que

P3Py _ 53

PPy 0

(€, étant affecté de la masse £ + 2 + ¢2), etc.
.. représentatif de ¢ f,+ & fo+...+ ? f, est un point de la droite non
euclidienne {,, ,_, ¢, projetéen P, ,surP,,  _ P, tel que
1,%, . .1P1.". S(e—1) __ 112

e =— ’ (jusqu’a i=n).
Pl,?,...,lpz l%-l——.,.—%—-t(-:_“ J q )

{ représentatif de ¢ sera le barycentre non euclidien des points (,, (,, ..., {,,
affectés des masses respectives ¢}, ¢;, ..., {2. Ce point ne dépend nallement de
I’ordre dans lequel sont rangés les points (,, {,, ..., {,. On peut aussi, pour la
recherche de ce barycentre, remplacer tel groupe de points de ’ensemble {,,
G,y ...y Ly que 'on voudra par le barycentre des points du groupe a condition
de I'affecter d’une masse égale &4 l]a somme des masses des points du groupe.

Revenant au domaine que décrit { lorsque les ¢ prennent toutes les valeurs
possibles, on voit que ce sera l'intérieur de la surface du plus petit polyédre
convexe ‘non euclidien contenant a son intérieur ou sur sa surface tous les
points C,, Cyy ..y G

Ce polyédre sera dit le polyédre associé a la forme f il est complétement
déterminé par la connaissance des points (,, (,, ..., {, représentatifs des
formes f,, fs, ..., f» dont le produit constilue la forme f.

Dans le cas ou la forme f est biquadratique et se décompose en un produit de
deux formes d’Hermite définies, D se réduit au segment non euclidien joignant
les points (,, (, représentatifsde f, et f,. Si f est dusiriéme degré, D devient le
triangle non euclidien ayant pour sommets ,, {,, {;;si / est du huitiéme degré,
D est un tétraédre non euclidien ayant pour sommets (,, {,, {;, (,, etc. Ona
fait les figures relatives a ces trois cas.

Connaissant le domaine D que décrit { représentatif de « lorsque ¢}, ..., ¢,
prennent toutes les valeurs possibles, 'ensemble des substitutions (S) est faci-
lement caractérisé.

Considérons lous les penlaédres w de la division de Picard du (lemz'-espace
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avec lesquels D a au moins un point commun (intérieur ou sur la frontiére);
Pensemble (S) est ’ensemble des substitutions modulaires correspondant aux

Fig. 6o.

3]

O
KT
BW
a9
==

i

\

\
\

b - A

<
S

transformations T du demi-espace qui transforment chacun de ces pen-
laédres = en , domaine fondamental du groupe de Picard [n,==T,

H=/8]

Fig 61,

L’ensemble (S) est facilement caractérisé, ainsi que ’ensemble () déduit
de f par la méthode de réduction continuelle.
Mais une remarque essentielle est la suivante : Tous les sommetsde D appar-
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tenant i 'ensemble {,, C,, ..., {,, D est tout entier au-dessus du plan Otnet
n’a avec Ov% aucun point commun; il s’ensuit de la immédiatement que D n’a
de points communs qu'avec un nombre fini de pentaédres w. L'ensemble (S)
et par suite '’ensemble (/') ne comprennent qu’'un nombre fini d’éléments.

Fig. 62.

P,

Ainsi pour loute forme positive f décomposable en un produit de formes
d’Hermite positives, la méthode de réduction continuelle ne conduit qu’a un
nombre fini de formes (f).

On pourrait s’arréter la et appeler réduite toutes les formes (/) équivalentes
a f ainsi obtenues, on n’aurait qu’'un nombre fini de réduites pour chaque
forme de I'espéce envisagée, quel que soit son degré. Mais on peut aller plus
loin et choisir parmi ( f) d’une fagon plus précise une ou plusieurs réduites
destinées a représenter toute la classe de formes équivalentes a f.

Polyédres associés a deux formes équivalentes. — Si deux formes f et F
sont équivalentes, F == S, S étant la substitution du groupe de Picard

;2 j;‘: :i: (26— By =1; &, B, 7, 0 entiers complexes),
etsi f est le produit des formes f,, fs,..., f, formes d’Hermite positives,
F sera le produit des transformées ¥,, ¥,, ..., F, de f,, fo, ..., fn par S
[F.=f.S]. Par unetelle substitution S et parla transformation T du demi-espace
quti lui correspond, les points {,, {,, ...,{, représentatifs de f,, f,, ..., [, se
teansforment en Z,, Z,, ..., Z, veprésentatifs de F,, F,, ..., F, [Z,=(T].
T étant un mouvemenl non cuclidien, le polyédre I associ¢ a f se transfor-
mera bien évidemment dans le polyédre ® associé a Fj il est & peine besoin
d’insister la-dessus. Les domaines D et ® ussociés a deux formes équivalentes
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S et ¥ se transforment donc lun dans Uautre par la transformation'T du
demi-espace qui est définie par S, substitution qui transforme Uune dans
Pautre les deux formes équivalentes |F = fS,® = DT].

On tire de la [par un raisonnement analogue & celui fait dans la deuxiéme
Partie (p. 93) a propos d’une question pareille |, que deux formes équivalentes
J et F donnent naissance au méme groupe de formes (/) par la réduction cou-
tinuelle. Autrement dit (/) et (F') sont identiques (*). Que l'on parte de fou
d’une forme équivalente quelconque, Uensemble des formes (f) que la réduc-
tion continuelle conduit & former est toujours le méme.

On conclut aussi que les formes de l’ensemble (f) sont celles des formes

équivalentes a f dont le polyédre associé a avec w, au moins un point com-
mun.

Enfin reprenons deux formes

S=aSifr . fn
F—A,FF,...F,

et

équivalentes par la substitution (S)

() (| x=aX+pY,
ly: 7 X +dY.
Soient
F,=XX'—B,XY' —B/X'Y ++ C,YY' , .
., , ., + , (z::,z,...,n;F,(X,Y):M-
fi=zx —bxy — by +cyy S, y)
on aura

'1\0: aofl("x) Y)f’(“7 y) .t 'fn(da 7) :f(d. }’)#0 (AO > 0);
soient ¢ ct @ les deux formes associées a fet F,

o=t fi+...+ 8 fu,
O®—=TF +...+T:F,

¢ (x, y) se transformera en ® (X, Y') par la substitution S sil'on suppose
T =1 fi(o,y) ({=r1,2,...,n).

Avec cette correspondance des paramélres, on voit que { représentatif de ¢
pour les valeurs des paramétres ¢ se transformera en Z représentatif de @ pour
les valeurs T des paramétres par la transformation T définie a I'aide de la

(1) Inversement d aulleurs, si les deux encembles (f) et (F) ont en commun une forme, on
en conclut que f et FsonL équivalentes, et que () et (F) sont identiques.
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substitution S qui fait passer de f 4 F

F=/S,
7Z—=¢T.
Définition de la réduite équivalente a f. — Parmi I'ensemble (f) nous

allons choisir une forme pour représenter toute la classe des formes équivalentes
af.
Soit donc
e=8fi+. ...+ fn

f=afi... fn,

fi=zx'—bxy —bz'y +c'yy' (i=1,2,...,n),

la forme associée &

et soit

r=aX +BY

($) y=yX+adY

avec bien enteudu

x,—;dlx,"i— /"’I
{ Y

‘:V,: ylkl_*_ aI‘YI

la substitution qui réduit ¢ pour certaines valeurs des paramétres .
Soit
Si(@X +BY,yX +0Y) = fi(«, ) F.(X,Y),

F.(X,Y)=XX'—BXY —B/X'Y +CYY'  (i=1,2,...,n).

en posant

Alors
S(aX4+BY, yX+0Y)=F(X,Y)=AF,F,...F, avec A,=f(a,y)20, A¢>o.

Par S, 4 devient
® =T:F,+...+T:F,,
en posant
T2=104 fi () (i=1,2,...,n).

Une premiére remarque immédiate se tire de
Av=afi(o,y) fa(ay 7)o  faule,y)
= ‘l)ft(wa Y)a

compare a

c’est
A, _ Qg
TIT3... T2~ 6...08

n

. a
qui prouve que ;——s
1

G

est une sorte d’invariant par la substitution S.

(') Nous omettrons souvent de parler de z', y', X', Y' et nousécrirons (S) tout simplement

z=aX+8Y . Co . .
3 Mais il ne peut y avoir d’équivoque possible. Il est loujours sous-entendu que

y=y\+0Y

les lettres ', ', X', Y' conjuguées de z, y, X, Y subissent une substitution conjuguée de celle

faite sur z, ¥, X, Y
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La forme positive
O =PXX'— QXY — Q' X'Y + RYY'

étant réduite et A désignant son déterminant A = PR — QQ’, qui est d’ailleurs
égal au déterminant ¢ de' s, on a

P<y2A,
<24
RS
et .
!
partie réelle de Q'= ———Q -:Q < %’
,_
O < partie imaginaire de Q' = -Q-M_Q é%'
De plus

P=T, +T3;+...+ T3,
Q=TiB,+...+T:B,, Q' =T;Bi+...+ T2B;,
R=T{C,+T3C+...+ TiC,.

De la premiére équation par un raisonnement plusieurs fois employé déja, on-

tire

et, par suite,

n n
a a P\"_ a,0® 2°
A= al T2 T3 T2 — (=) <=2 —
T ! "SR g\n) T 2w
a cause de
P<y2A ou PZy/2o,
carA de @ égale & de ¢
n 2 )
a,0” 2’
Aoz
L e
Limitons maintenant les C,. On a
T2C, SR
et
Ti+Ti+.. .+ T+ Th+...+ TSP

qui fournit

n—1
T;’Tg...Tf_,T,;l...'F,‘é( P ),

n—ri,
qui donne, par multiplication avec
T?C 2R,

—1
T TG R,
1 n

A ) o P n—1
=22 2C SR > .
a, n—1i
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7 P \r2-1
CI_E_ ){0 .R< ) r
tio. t, \n—1 A,

D’ot enfin

En se servant de

 EELNI ST
on a
P n—1 2?67
<
R(Il—l) “(n—r1)r-t
et
< L 2? 1
C‘=t'f...t;-:(n—x)'l—' A,

La limitation des B, est immédiate puisque, F, étant une forme définie,
on a
C,—B,B,>o.
Donc

n ﬂ
a,0 22 1
B2 (n—1)"t A,

Norme B,2(C, 2

CoNCLUSION FONDAMENTALE. — St pour certaines valeurs des paramétres t on
réduitla forme o dont 8 est le déterminant, et si l'on fait la méme substitution
dans f on obtient une forme ¥, équivalente a f, dont tous les coefficients sont
limités supérieurement en valcur absolue en fonction de la scule quan-

n
. g0’ . ;
Lilé = qui ne dépend que de la forme g.
3.t

En effet, puisque
F=A,F,F,...F,
avec
F,=XX'— B, XY'— B, X'Y + C, YY' (ié=1,2,...,n),

les coefficients de F sont des polynomes en Ay, B,, B,, C,. Par la méthode des
majorantes, on calculera pour la valeur absolue de chacun de ces coefficients

n
57
. . y . . . .0 QAp0 : .
une limile supérieure qui sera une fonction de la quantité ~——;, & savoir une
I *"n
puissance de cette quantité dont ’exposant sera fixé par le rang du coefficient
n
aoaz
> R4
Lyt

mais qui dépendra du degré de la forme et renfermera en général A au déno-
minateur & une certaine puissance. Si la forme proposée f a lous ses coefi-

calcul¢ dans I, multipliée par un facteur indépendant de la quantiteé
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cients entiers (certains serount réels, les autres seront des entiers deux & deux
conjugués), A, sera un entier certainement non nul, puisque c’est le premier
coefficient de la forme et qu'il est toujours = 0. On aura donc A,21; dansle
facteur en question on pourra remplacer A, au dénominateur par l'unité; on
ne fera ainsi qu’accroitre le second membre de la limitation trouvée. Tous les
coefficicnts de I sans exception scront ainsi limilés supdérieurement en

n

. . ., @,6?
valeur absolue, cn fonction de la scule quantité ——.

1°**%n
n

S

Cette quantité ) = [a—“o—_ joue donc un réle essentiel dans la question. Sans

L***"n

insister sur un raisonnement fait dans les premiére et deuxiéme Parties de ce
Mémoire, on voit que, si f et F sont deux formes équivalentes, la forme ¢ asso-
ciéed fpourles valeurs¢des paramétres, sc transformant dansla forme ® associée
a ¢ pour les valeurs ¢ des paramétres ui correspondent aux ¢ par des relations
connues,on a § =0, 0 et © ¢tant les valeurs des deux fonctions relatives a f
et § et aux valeurs ¢ et & correspondantes des paramétres.

D’ou la conclusion : Pour deux formes équivalentes et pour des valeurs
correspondantes des paramétres, la fonction 0 prend les mémes valeurs.

On tire de la les deux conséquences suivantes :

1° Les fonctions 0 et © relatives & deux formes équivalentes f et F prennent
les mémes valeurs lorsque les variables ¢ prennent toutes les valeurs possibles;
elles ont donc méme minimum; par définilion, nous pourrons dire que ce
minimum sera le déterminant de la forme f de degré 2n envisagée; il sera
le méme pour toute la classe équivalente & £ (').

2° Les formes quadratiques ¢ et ® a indéterminées conjuguées associées a
deux formes fet 1" avec les valeurs ¢ d’une part, T de I'autre, qui donnent le
minimum des fonctions 0 et ©, deviendront équivalentes en méme temps que f
et F. Ainsi @ se déduira de o par la méme substitution que I de f. Il est donc
naturel d’appeler correspondante de fla forme quadratique 4 indéterminées
conjuguées ¢ pour les valeurs de £ qui rendent § minimum.

Nous appellerons réduites d’une forme f la forme unique, ou les formes de
’ensemble () qui correspondent & ce minimum de . On peut les caractériser
d’un mot : c’est celle ou celles des formes de (f) dont la ou les correspon-
dantes sont des formes quadratiques réduites. Voici comment on trouvera la
réduite de £ : on déterminera d’abord les valeurs de ¢ qui rendent 6 minimum,
ce qui donnera la forme % correspondante quadratique de f'; S étant la substi-

(1) Nous appellerons formes binaires & indéterminées conjuguées de méme déterminant
I’ensemblc des formes d’'un méme degré décomposables en produit de formes d’'Hermite positives
pour lesquelles le minimum absolu de la fonction  aura une méme valeur.

J.

21
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tution du groupe de Picard qui réduit la correspondante, /'S sera la réduite
de f.

De 14 on conclut facilement :

1° Deus formes équivalentes f et ¥ ont les mémes réduites, car leurs cor-
respondantes ¢ et ® se déduisent 1'une de I'autre par la substitution ¥ qui fait

asserde Fa Tl
P f % F:fE,

® =X,

Le raisonnement bien simple (que nous omeltons ici) est identique a celui
qui a été déja fait (p. 113) pour la question analogue de la deuxiéme Partie.

Celte proposition raméne ’équivalence de deux formes a Uégalité absolue
entre leurs réduiltes ou leurs groupes de réduiltes.

2° Les formes binaires a indéterminées conjuguéecs du lype envisagé
(décomposables en produit de formes positives d’Hermite) d’un méme
degré 2n, a coefficients entiers, et de méme déterminant 0, se distribuent en
un nombre fini de classes.

Car si f a ses coefficients entiers, une réduite équivalente I' les a aussi. Mais
on a vu que les valeurs absolues des coefficients de I étaient limitées supérieu-
rement en fonction de la seule quantité 0, limites supéricures qui sont donc
fixées par la connaissance de 9 et par le degré de la forme (ces limites ne
renfermant plus au dénominateur le premier coefficient A;de I'). On cherchera
alors toutes les formes réduites du type I'= A I\ I°,...F,. Pour une telle
Jorme F, les coefficients étant limités supérieurement en valeur absolue, on
w’aura qu'un nombre limité de possibilités. (1l restera encore & chercher celles
des formes dont les coefficients satisfont aux inégalités de limitation précé-
dentes, qui sont bien décomposables, et qui ont le déterminant 0.) Par con-
séquent, comme il n’y a qu’un nombre fini de réduites possibles, il ne peut y
avoir pour un déterminant ) donné qu’un nombre fini de classes du type envi-
sageé.

Existence du minimum de 0. — Reprenons la forme

S=asfyfou.. fur

et soient g, 8y, ..., 3, les déterminants respectifs des formes f,, fu, ..., f,. Tous
les &; sont positifs et non nuls.
Soit
o=8fi+...+fp=pxx'—qxy' —q' 2y +ryy

la forme associée 4 f, avec

p=1t7 +...+ 13

g=1tib+...+ 3 b,, g =0b+...+t2b,,

t=ticy +...+ ticy,



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 163

3, déterminant de g, se calcule aisément :

O=pr—qq¢'=(G+...+8)(tfer+...+3¢c,) — (3 by ...+ t2b,) (2 by +... + £2b})

n n
=W U8+ ¥ (26 (et ¢, — b — b, b)),

=1 L]=1

le deuxiéme X étant étendu a toutes les combinaisons de deux indices diffé-
rents Z, j pris dans la suite 1, 2, ..., n. Comme on peut écrire

¢+c¢, —bibj—b,b;=10,+ 3,4+ ) (b,—0,),

on voit qu’en posant /;= T, ¢ devient une forme quadratique en T,, T,, ..., T,
dont tous les coefficients sont positifs et dont aucun rest nul. Tous les
nombres ¢, sont supérieurs a un nombre positif fixe

6,2a>o (i=1,2,...,n),
en sorte que

Oy=¢ +c,— b b,—b,b;=0,+0,+ ) (b— b))22a.
Donc

n

> N T N' T T "
dza( MTi+2 X TT, |=a[T,+...+ T,
=1 L1=1

En sorte que

»”

n
7 r
a,a (T|+...+Tu)n;/aoa:nn’

0z T, T,...T,

car
(Ti ...+ Ty > pn.
"l‘lTZ “ e 'l‘" -

On voit ainsi que ) reste constamment supérieur & un nombre positif fixe.
H devient d’ailleurs infini lorsque certains des T sont nuls. L’existence d’un
systtme au moins de valeurs de 77, toutes différentes de zéro, rendant 0
minimum, en résulte immédiatement.

(AS OU CERTAINES DES FORMES f, ONT LEUR DETERMINANT NUL (!).

Une forme £, d’invariant nul s’écrit (z — (, ) (2’ — {;y’), (, étant Paffixe de
son point représentatif dans le plan O%y (nous désignerons par la méme lettre
le point représentatif et son affixe {,= 0}). Rien n’est a changer dans ce que
nous avons dit du polyédre D associé a f, sinon qu'il admet alors pour sommets

(1) Ce cas ne peut se présenter que si f(3,1), tout en étant positive pour toute valeur de z,
peut sannuler pour des valeurs particuliéres de s; ces valeurs seront d'ailleurs, précisément,
les points représentatifs des £, dont I'invariant est nul.
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dans le plan horizontal tous les points {; représentalifs des f; de la suite
Sy fay ooy fro qui ont leur déterminant nul. 11 faudra toutefois prendre garde
que si, parmi les f,, se trouve la forme yy’, cette forme est représentée par le
point a l'infini du plan O%y, en sorte que le polyédre D aura un sommet a l'in-
fini dans la direction O~ et que les arétes issues de ce sommet seront des demi-
droites normales au plan O&n, les faces correspondantes situées dans les demi-
plans normaux au plan O%y. D’ailleurs, dans la formation de ¢ associée a f,

une forme f; égale 4 yy’ donnera le terme 7, f,= (] yy’, lequel, par une substi-
tution

z=—=aX+pBY,
(s) =aX+p
y=yX +dY,
donnera
B(yX+0Y) (¢ X'+ 8Y') = 29/ F(X, Y),
en posant

f(aX +BY,yX +3Y)

FI(X)X): j’l(a')y)

b
comme dans le cas général
F,(2\,}) =XX'— B, XY'—B,X'Y + C,YY'.

On voit ainsi qu’on peut toujours, en transformant au besoin /' par une sub-

stitution modulaire, supposer que la forme f dont on part ne contient pas yy'
et que tous les f, s’écrivent '

za'— bxy'— bix'y +c, yy'.

Tout se passe comme dans la premiére Partie ou la deuxiéme lorsque fadmet-
tait des racines infinies; on s’en débarrassait par une substitution du groupe de
Picard préliminaire qui ramenait toute racine & distance finie. Maisméme sil’on
a pris cette précaution préalable,iln’en demeure pas moins que, si une forme f;
d’invariant nul a un point représentatif ¢; dans le plan O%n qui a un affice
rationnel,il y aura des formes (/) conlenant yy’.

En effet, le terme

Gfi=t(z—%5y)(2'—8)")
de ¢ associée & f'devient, par S,

(S) x:a)f—l—@Y,
Y= '/}& +61,
Gl(a—8y)X + (B —Lo)Y J[(&'— Ly )X + (B'—Ld") Y]

Le domaine D ayant pour sommet ¢ il y a un pentaédre = au moins de
sommet {, ayant avec D des points communs. La substitution S qui l'améne
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sur =, est alors telle que ¢, = ; ct le lerme précédent devient

oyy,
7
La forme (/) sera alors

F=AF...F_YYF,...F,.
Son associée (¢) sera
®=TiF +...+ T F_ +TYY +...+ T:F,,
et o associée 4 f se transforme en @ associée a I pour les valeurs
Ti =t fala,y),

tant que f; (o, Y) 5 o, c’est-a-direpour k=1, 2, ..., L —1, i+ 1, ..., 1, et

pour f;(«, Y) = o.
Tout se passe comme dans le cas analogue pour la deuxiéme Partie, c’est-
a-dire pour le cas ol f admettait des racines rationnelles.
Comme dans cette deuxiéme Partie, on modifiera bien facilement les limi-
tations des B; et Cyainsi que de A, et il s'introduira dans cette limitation
n

. . .. @, . ..
toujours la méme quantité —— dont il faudra chercher le minimum.
J TR

1o +tn

L’existence de ce minimum, en supposant, comme dans la premiére Partie,
toujours les f; distincts, n’offre pas de difficulté spéciale. C’est pourquoi nous
nous contenterons ici d’indiquer brievement les petites modifications qu’offri-
rait ce cas particulier (').

Si en particulier toutes les formes f,, /., ..., f, avaient un invariant nul,
Si=(x—=Cy)(2'—=0y") (i=1,2,...,0).
La forme associée serait
o= (x—5 ¥)+...+ O éc(x—C,,y)-

Elle seraitidentlique a la forme que, dans la deuxiéme Partie, on a associée a la
forme binaire ordinaire

F=Va(z—0y)...(x—Luy).

(1) Il pourra arriver d'ailleurs, comme le montrent des exemples simples [par exemple la forme
biquadratique décomposable en f) f> (/) d'invariant nul)], que le minimum de 0 soit atteint

lorsque ¢ représentatif est dans le plan Ofq en un sommet de D. On ne peut plus alors parler de
réduction.
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n
@,0’ T - . . . .
7z associée a f serait identique & la fonction © associée

grecbp

La fonction 0 =

4 §, les domaines associés a f et § seraient identiques. La réduction de f et
celle de § seraient deux problémes identiques.

Application a la forme biquadratique. — Soit la forme biquadratique

Sz, y)=ax?z2?+ b’ x'y' + 0 xyx?+cx’yt+ ¢ &'y
+dzyz'y' +exyy” + ey yi4 fyry",

a, d, fétantréels; b, 0'; ¢, ¢’; e, ¢’ étant imaginaires conjugués. On a
Sz, 1) =az?:32+ 0325 + 035" +c3’+ '+ dss’+es + e 3+ f.

L’équation f(z, 1) = o représente dans le plan O en coordonnées isotropes
une quartique bicirculaire. Et¢ l'on a des moyens classiques pour reconnaitre
si celte quartique bicirculaire se décompose en deu.c cercles el pour trouver
ces deur cercles. Nous y reviendrons plus loin.

Supposons que 1’on ait reconnu que celte quartique se décompose en deux
cercles & centre réel, & rayon purement imaginaire de la forme

s —bs—0b\5'+c =0 (0= ¢;— b, b, >o0).

S —b25—b,25’+ C;y—O0 (6;:0_)-— bgb’_,>0)-
en sorte que

Sz, ) =a(ss'— by s —bis"+¢) (55— by5s — by5'+ ¢u),

b,, b, étant imaginaires conjugués, ainsi que b, et b, ¢, et ¢, étant réels. Alors
f(z, ¥) sera le produit des deux formes d’Hermite définies

Sf=afifs
Si=xx'—bixy'— b2’y +cyy,
Sfomzx'— by — b, 2’y + ey ¥y’

(d’invariants ¢, et ¢, o).
Soient %, et {, les points représentalifs de £, et f,. Ilsse projetienten P, et P,
sur Oy, tels que
affive de P, = b, affixe de P, = b,

—

—_—
OCa_——ch Ongcr
La forme associée a f
e=81 i+

a son point représentatif { sur le scgment non euclidien ¢, {, (arc du cercle
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orthogonal au plan O%v mené par {, {,).{ se projette en P sur P, P, (*) et

~
~

\
\

wn
N
\

\
\
N
\
\

. a0 . .. .
I.a fonction 6 = # devient ici, puisque
1%2

déterminant dep — 6 = ( ‘-:_*_ Y (1 ei+ 12ey) — 96 (2 by + 12 by),
+I§5)+l t3[0,+ 0, + IG(b,— by)],

Oy + 01 + 0y -+ 0 (0 — bz)].

f—_—\
l-.l..l-—w
~

S

Le minimum de 6 a lieu en méme temps que celui de

<

z';a+t
! 1

.
0,

oo
o~
-1

(somme de deux termes dontle produit est constant), c’est-a-dire pour

L TESN
7 127(21
) tl
448
\/62 \/0?1

La correspondante 9 de f est donc

9:\/0?2./‘14_\/;:/.27

(1) On peut toujours supposer P; et P, distincts par une substitution modulaire préalable.
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et la valeur minimum de 0 est
0=al2y/8,0;+ 8, + 6,+ 9G(b, — b»)].

Elle est parfaitement déterminée par la connaissance de f, et f,.
Son point représentatif { est 1ié simplement & {, et {,. En effet, on a

PP, o oT..
PP L Vo,
Or ' ver
PZi=Vs, Pl=Vo,
Donec
PP, P
PP, DT,

Ceci montre que P est I'intersection de P, P, avec {, {, ({, symétrique de (,
par rapport & O%y), c’est-a-dire que C est miliew non euclidien de £, ¢,.

Nous obtenons le méme résultat que pour les formes biquadratiques posi-
tives ordinaires.



CHAPITRE 1L

FORMES BINAIRES A INDETERMINEES CONJUGUEES DECOMPQSABLES EN PRODUIT
DE FORMES D’HERMITE TANT DEFINIES QU’INDEFINIES. ETUDE PRELIMINAIRE
DES FORMES BIQUADRATIQUES.

Pour faciliter I'exposition nous commencons ici par le cas des formes biqua-
dratiques. Nous indiquerons ensuite comment ce que nous allons dire s’étend
aux formes de degré pair quelconque.

Soit donnée une forme biquadratique f(x, y) aindéterminées conjuguées,
et supposons que l'on ait reconnu par les moyens classiques que la quartique
bicirculaire f(s,1) = o se décomposait en deux cercles (*) dont I’'un au moins
soit réel. Alors la forme /' se décompose en un produit de deux formes d'Her-
mite dont I'une au moins est indéfinie. Il peut se présenter deux cas : ou bien
les deux formes sont indéfinies, ou bien 'une est définie et I'autre est indéfinie.

(Nous laissons de coté le cas o1t 'une des formes ou bien les deux auraient
leur invariant nul.)

Premier cas. — fse décompose en produit d’une forme définie f, par une
forme indéfinie f,

f=SiSe

La décomposition ne donne f, et f, qu'aux facteurs A, et A, prés dont le
produit est 1. On pourra profiter de cette indétermination pour supposer par
exemple que f, et f, ont leurs déterminants égaux et de signes conlraires.

Considérons la forme f,. On sait qu’elle est représentée (dans le demi-
espace T > o) par une demi-sphére (?) dont le grand cercle v, du plan O%y est
le cercle f,(=,1)=o0. On sait aussi, a I'aide d’'une méthode indiquée par
M. Picard (*), trouver I'expression générale d’une forme 7, définie ayant son point
représentatif sur la demi-sphére représentative de f, et ayant pour déterminant

celui de f, changé de signe. o, dépend du paramétre complexe qui fixe la pro-
jection de ¢, sur le plan O&y.

1) Dont les équations cartésiennes en (£q) soient a coefficients réels.
q (S0
(%) Qui peut étre un demi-plan orthogonal a O£y si le coefficient de ' dans f, est nul.
(3) Anrales de UI'Ecole Normale, 1883.

J.
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Nous associerons a la forme f'la forme suivante :
o=06/fi+ o,

dépendant des paramétres ¢}, /; et du paramctre qui entre dans 3,. C'est 'exten-
sion 4 l'espace Ofnt de l'interprétation envisagée dans le plan Ofy de la
méthode de réduction continuelle, donnée page 74 et suivantes de cc Mémoire.

Faisant varier les paramétres qui entrent dans ¢ et réduisant ¢ pour chaque
valeur de ces paramétres par une substitution S du groupe de Picard, on
obtiendra, lorque les paramétres prendront toutes les valeurs possibles, un
ensemble (S) de substitutions. Si 'on fait toutes ces substitutions dans f on
obtient un groupe dec formes (f) qui est dit associé & f parla méthode de réduc-
tion continuelle.

On connaitra I'ensemble (S) et par suite le groupe (f), sil’on connait le
domaine engendré par le point { représentatif de o lorsque les paramétres qui
entrent dans z prennent toutes les valeurs possibles.

Adoptons d’abord la représentation projective des formes. A f, correspond
un point ¢, intérieur a la sphére fondamentale X si

Sizaped —bxy'— bz’ y -+-eyy),

{, a pour coordonnées homogeénes a,, b,, ¥, c,, I'équation dec la sphére étant
x,x, — xyr, = 0;a la forme £, correspond un plan, le plan polaire par rapport
a X du point de coordonnées homogénes «,, 0,, ), c,, si

Si=axx'— b, xy' — D'y +c¢.yy';

ala forme g, associ¢e & f, correspond un point {, intérieur 4 X et situé sur le
plan précédent représentatif de f,.

Lorsque g, reste fixe, ¢,, ¢, variant, { représentatif de ¢}/, + ¢;9, décrit
le segment {,J.. Lorsque le paramétre qui entre dans o variera i son tour,
Cengendrerale volume D limité :

1° Parle plan représentatif de f,;
2° Par le céne du deuciéme degré ayant pour sommet ¢, et pour base le
cercle 'y de section de S par le p.an nrécédent.

Le plan 1°et le cone 2° déterminent parfaitement le volume conique quec
décrit { lorsque les parameétres qui entrent dans 7 prennent toutes les valeurs
possibles.

Revenons & I'espace O %y~ par la transformation bien connue. Au planrepré-
sentatif de 7, correspond la demi-sphére &, représentative de f,.(, représentatif
de 7, est sur cetle demi-sphére. Lorsque ¢] et ¢, varient, %, restant fixe, { décrit
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le segment non euclidien C,{, etl'on a

PP, tgoh

PP, lia;

a, et a, étant les premiers cocfficients de f, et de g,.

Fig. 67,

&,

(€]

Lorsque le paramétre de o, varie, {, décrit la demi-sphére s, et { décrit un
volume D limité :

1° Par celle demi-sphére o, ;
2° Par une portion de la surface cyclide qui a pour points coniquesreécls €,
et son symétrique ¢\ par rapport aw plan O%y, et pour section parle

Fig. 65,

3]

plan Oty : d'une part le cercle v,, d'autre part son inverse par rapport ¢ P,

Pr—)
avec la puissance (—- P, 'C,).

Cette portion de surface cyclide s’obtient en joignant & I, par une demi-
droite non euclidienne (cercle orthogonal au plan O%q limité a {,) un point
variable sur y, et en faisant décrire & ce point tout le cercle v,. Celte surface
cyclide est la transformée du cone de sommel , de base I', dans la représenta-
tion projective.

Le volume D sera dit associ¢ a la forme f proposée.
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Il n’y a pas de difficulté a trouver D lorsque la demi-sphére représentative de /,
dégénére en un demi-plan orthogonal 4 O%v. Dans ce cas lacyclide engendrée par
un cercle orthogonal & O&y passant par {, et rencontrant la droite y, (dégéné-
rescence d'un cercle) coupe OZy suivant la droite ¥, et son inverse par rapport

aP,, avecla puissance (——F,Z‘), qui est un cercle passant par le pole P,. D est
limité par le demi-plan orthogonal & O&y élevé par v, et par la portion de la

Fig, 66.

surface cyclide engendrée par les arcs qui vont de {, aux points de y,. Un de
ces arcs est la demi-droite paralléle & O partant de {, (voir la figure).

L’ensemble (S) est alors Uensemble des substitutions du groupe de
Picard dont les T correspondantes aménent sur =, lous les pentaédres « de
la dicision de Picard (pour le demi-espace ~> o) avec lesquels D a au
moins un point commun [, ==T, (f)=[fS].

D a une infinité de points sur OZy, ce sont tous les points du cercle v,.
(S) comprendra donc une infinité d’éléments, et par suite aussi l'en-

semble ( f).

Domaines D associés a deux formes équivalentes. — Si 'on passe de f
a I par la substitution

=1\ +pY
{ IS

S
(3) {y=vX +pY

(A, i, v, p entiers complexes; 7.0 — pv =1),

F sera le produit des transformées F, et ', de f, et f, par la substitution S.
Par la transformation T associée & S, le point {, représentatif de £, devient Z,
représentatif de F,, et o, demi-sphére représentative de f, devient X, demi-
sphére représentative de F,. =, devient une forme @, également définie dont
le point représentatif Z, est le transform¢ par T du point représentatif C, de g,.
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Ajoutons que @, se relie & F, comme ¢, a f,, Z, est sur X, comme {, est sur ,.
9. et ®, ont pour déterminant le déterminant commun de f, et F, changé de
signe.

Sans qu’il soit besoin d'insister davantage, on voit que, T étant un mou-
vement non euclidien, le domaine D associé a f se transforme par T dans le
domaine ® associé a F (@ =DT). Les domaines D et @ associés a deur
Sformes équivalentes f et 17 se transforment donc Uun dans Uautre par la
transformation T du demi-espace que définit la substitution S par laquelle

on passe de fa F
F=/S
(aa:DT)'

On conclut de la sans difficulté :

Que Uon parte de f ou d’une forme équivalente quelconque, I’ensemble
des formes (f) que la réduction continuelle conduit a former est toujours
le méme.

On conclut aussi : Les formes de I'’ensemble (/) sont celles des formes
équivalentes a f dont le volume associé D a avec w, au moins un point
commun.

Définition de la réduite équicalente a f. — Dans 'ensemble (f) nous
allons choisir une réduite pour représenter la classe des formes équiva-
lentes & f.

Soit donc f = f, f, la forme proposéc :

Sfi=axd' — by — bz y 4-eyy’ (a6 — b by =38,>0; ;> 0),
fr=azx' — byxy' — Ui’y +c,yy  (biby—aze, = 6,> 0),

et soit
0= 0rza' — Brxy — Bi@y Yy (Gpa— BaBr=02)

la forme d’Hermite définie dépendant du paramétre variable % que l'on
associc & f, par la méthode de M. Picard. )
Soit
o=4fi+Lp=prz'—qry'—q'Zy+r1y

la forme associée a f.
p=1tlia,+ t3a,,
g =110+ 130,
g=60,+ 8,
r=1c; + 37y,
0 ==pr—gqq' =1td,+ tid,+ t1(34,, avec O1a— ayys+ ¢y, — by B, — b B,
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Pour certaines valeurs des paramétres qui entrent dans ¢, réduisons ¢ par la

substitution

xz=AX +pY
S . Ao — pv =1),
(3) z},:,ﬂ\ﬂ\, (hp —pv=1)

ct soit
®(X,Y)=PXX'— QXY'— Q'X'Y + RYY = ¢S

la forme réduite.

Si
F,—= A, XX'— B, XY — B X'Y + C,Y\’:_/",S,

F,= A, XX — B, XY’ — B,X'Y -+ C,YY' = £,
D= A AX — b, XY — W, XY + C,YY = 6,8

sont les transformées de /', f,, ¢, par S, on a

P = t%Al—F‘ t::uln,
Q=1¢3B,+ (3, Q' = ¢ B+ 3w,
Q=4C+13C,,

et le déterminant A de @ est égal a 3 de ¢.
La forme @ étant réduite, on a

P <39, Rgil;’
ct
Q+Q'|.P Q—Q_P
2 =2 = a2l T o

D’ol1 I'on tire aussi

norme Q = %-

De I'expression de P on tire d’abord

, P\2_9¢
tTl%AWLz;(—) -
2 2
Donc
)
Moy S ——
! 2—2t;t‘,’
De méme on tire de R
l‘lt?("' o < R 1< 62
1210 = ; =P2?

etcomme P224¢]¢ A, -,, on aura

< 0 \? 1
2= 2[?[2 A]J;_z

Avant d’aller plus loin, on remarquera que |A,[S, et |C,|S2,, ainsi que
le démontre aisément M. Picard dans le Mémoire cité.

G

©
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D’autre part,
B; B’_. - A)C‘)——— A 73)—— 'Ubg'\,lol_, = 62.

Donc
B,B, =, Ch — bW, 4+ AL G,

Donc
B,B,S2:0,C,.

De la se conclut

. 0
lAlA;‘:m

< d \* 1 o \? 1
|C‘C’|‘<2¢—;z-;> Ao, =\ 2022 A A,

|A,A,|et|C,C,|sont les valeurs absolues de deux coefficients de I. Montrons
comment on pourra limiter les valeurs absolues de tous les coefficients de F en

3

. 0
fonction de ——-
til;

Iin effet, on a

F=A AN X" —|(A,B, +A,B,)X? XY’ +|B, B, X2 Y2
—|(A,B:+A,B)N2XY +|B,B,X"2Y?
+ (A, Cy+ AyC,+ BB, + B,B)XYX'Y'—|(B, C,+ B, C,)X Y Y2+ C,C,Y2Y"2.
’(B; C,+ B,CHX'Y'Y?
I'n se servant de
. ‘lei\//m~ lAzléJ‘Du |Czl—_/—eh
on arrive a

A B, +~A,B, | —_—
{' ! ‘I\Alvgu\g,eﬁ-m,lB,[.

|A, B, + A,B| |7
Mais
B,B, =A,C,—3,.
Donc
lBlli\/m< V2A,G,

D’oti 'on tire

[A1By+AB, | <A Vo, ;4 oy V2R, G =24, 4, [VA, S; + VA G, .

Maintenant on a
tiA, S P,

e <R d'out 23 A2, PRZ20.
2 2= Y
Donc
20
'A‘l 32§ FPER
L3t
et de méme
20
&, Gy S

t2e3
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Donc
AB,+AB|  —— \/76_ o
A c’l-v,. - Ta1.210°
|A.B'_,+A.,B',|<‘/2 a2\ <2Ve
De méme
B, B, | : —. 438
:B:[BZI:lBll'lle<\/2A1(41\/‘2'"932:2\/1\1'52@1\':2t;»tg’
ce qui donne
IB: B,| _ [.’62 .
|B,B| i
D’autre part,
Al ! ’ 0 86
| A,C,+ A,Cy + B,B,+ B,B| | SA, e,+¢mzcl+z|l;,3,|§t§;’._, + g
1%2 1%2
Donc
|A,Cy+ Azcl+B,B;+st',|§% .
1%2
<nfin

|B,C,+ B, G, _
:BIl C2+B?C :EIB'I32+IB2ICI<e2\/2Al(-‘l+C1V2c)L>ze,
12 2

<2C, 3, VA 2; + V&, Gl

D’ou se tire

res

lBlcz-i-BzCll 2 < 0 )
IB,Co+B,Cy| T~ VA A] \£its,

On voit ainsi que tous les coefficients de I sans exceplion sont limités en

. oy /] . .
fonction de la quantité —- Remarquons de plus que dans les trois derniers
P

coefficients seulement intervient au dénominateur du deuxi¢me membre dans
I'inégalité de limitation la quantité A, -1, ou la quantité plus pelite |A A,

La quantité 0 :ﬁ joue donc un réle essentiel dans la question. Et tout
d’abord on voit bien facilement que si 'on passe de la forme f 4 unc forme
équivalente ¢, la forme ¢ associée a f se transforme par la méme substitution
en @ associée & § pour des valeurs correspondantes des paramétres, d’ou il suit
que les fonctions 0 et © relatives a f et § sont égales.

Pour deux formes équivalentes et pour des valeurs correspondantes des
parameétres, la fonction 0 prend les mémes valeurs.

Les deux conséquences habiluelles se tirent de la :

1° Les formes 0 et O relatives a deux formes équivalentes f et § prennent
les mémes valeurs lorsque les paramétres qui figurent dans o et ® prennent
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toutes les valeurs possibles; elles ont donc méme minimum; par définition, ce
minimum sera pour nous le déterminant de la forme f envisagée; il sera le
méme pour toute la classe équivalente a f.

2° Les formes quadratiques ¢ et @ associées a deux formes f et &, avec les
valeurs respectives des paramétres qui donnent le minimum des fonctions 0
et O, deviendront équivalentes en méme temps que f et §. Ainsi @ se déduira
de ¢ par la méme substitution que § de f. Il est donc naturel d’appeler corres-
pondante de f la forme quadratique & indéterminées conjuguées o pour les
valeurs des paramétres qui rendent 0 minimum.

Les réduites d’une forme f serontles formes de (f) qui correspondront a
ce minimum de 0. Leurs correspondantes sont des formes quadratiques
réduites. Pour les déterminer on commencera par rechercher pour quelles
valeurs des paramétres (0 devient minimum; ceci donnera la ou les correspon-
dantes quadratiques 9 de f. S étant la substitution dn groupe de Picard qui
réduit une correspondante, fS sera une réduite de f.

On conclut de la que deur formes équivalentes f et § ont les mémes
réduites, et cetle proposition raméne l’equwalence de deux formes a Uiden-
lité entre leurs réduites.

.

Etude du minimum de 9. — Nous avons vu que pour

S =SS
fizazx' —bzy — b2’y +c1yy' (ayc;, — b, by =19,>o0, a;> o),
fs=axx'—byxy — b\ 2'y +cyyy' (b, — asc, =0,>0)

en prenant

pa=mxx' — By — Lo’y +0:y) (0272 — 2P =10,>0),

on avait :
e=Ufi+Lp=prr'—qry' —q'x'y +ryy
avec
0 =¢]6,+ tids+ £3¢)0),, Op=a,y,+ ¢ o,— b, B\ — U By
donc
0 TN z‘_-: ’
6: = — 0y + —_, +(71}’g+01./9—blp blﬁl
l

dont il faut trouver le minimum. 0 dépend de trois paramétres :

L2
1° De ¢, et ¢, qui n’entrent que dans i— ’32

1
2° Du paramétre > B qul entre dans o, et qui n’entre dans 0 que par I'expres-

sion §&,,.

J. 23
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Pour avoir le minimum de 0 il faut :

. . 2 (; .

1° Avoir le minimum de - o, + A g4, c¢ qui donne
A 5
ppye—— b
\/01 \/a/x

ct ce qui montre, par un raisonnement bien connu, que { représentatif de la
correspondante est milicu non euclidien du segment ¢, ¢y, €, étant le point re-
présentatif de 2, pour la valeur du paramétre de ¢, qui correspond au mini-
mum de 0;

2° Avoir le minimum de ¢,,. Un raisonnement maintes fois employé dans
ce Mémoire prouve que : f, étant une forme définie fixe, et ¢, une forme
définic de déterminant constant o, dont le point représentatif ¢, décrit le plan
non euclidien qui représente la forme indéfinie f, de déterminant — &,, le
minimum de ¢, est alleinl en méme lemps que celui de la distance non
euclidienne C,C,, c'est-d-dirc quand U, sera le pied sur &, (représentative
de f,) de¢ la perpendiculaire non cuclidienne abaissée de , sur o,.

D’oti la conclusion : La forme g, correspondant aw minimum de 0 a son
point représentalif 2, a Utnlersection de la demi-sphére o, qui représente f,
et du demi-cercle orthogonal au plan-O%q et é celte demi-sphére e, mend
par {, représentatif de f,.

G, représentatif de la correspondante, est milieuw non euclidien de ¢,,.

Ce sont la, comme on devait bien s’y altendre, des relations géométriques
invariantes par toute substitution

;; :\2 I 6;; (A &, v, p quelconques),
ct par la transformation T du demi-espace qui lui est associée. La correspon-
dante est donc un covariant quadratique & indéterminées conjuguées de la
Sorme f.

Il est inutile de faire remarquer I'analogie du résultat trouvé avec celui

qu’on a trouvé pour les formes biquadratiques ordinaires 4 coefficients réels
ayanl deux racines réelles.

Cas ot la forme proposée a ses coefficients entiers. — Alors toute forme
équivalente et en particulier toute forme () ct toute réduite I équivalente a f
a ses coefficients entiers. En écrivant

F=F,F,

avec les notations déja employées, on voit que A, A, sera un entier complexe.
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Il peut arriver que cet entier soit nul, non que A, puisse jamais étre nul, mais
parce cue A, peut trés bien devenir nul. Ceci se présente lorsque la forme f,
indéfinic quientre dans f peut représenter zéro, c’est-i-dire lorsqu’il existe un
couple d’entiers complexes.c, y tels que f,(x, ) = o. Dans ce cas f(x,y) =0
ct la forme biquadratique proposée peut, comme f,, représenter zéro (*). Si
nous écartons ce cas, c’est-a-dire st nous ercluons les formes biguadratiques
a coefficicnts entiers qui peuvent représenter séro, Uentier A, A, n’est jamais
nul. Donc [AA,|21.

Dans ces conditions on pourra, dans les seconds membres des inégalités qui
servent a limiter les valeurs absolues des cocfficients de I, remplacer au déno-
minateur |A, A,| ou A1, par 1, en sorte que les limitations ne dépendront

plus que du déterminant 0 = TZF et seront connues dés que le déterminant
sera donné. v

La conséquence immédiate quis’en déduit sans qu’il soit nécessaire d’insisler
davantage est que, pour un déterminant ) donné, le nombre des réduiles
possibles (ne représentant pas zéro) sera essenticllement limiteé, par suile les
formes biquadratiques a coefficicnts entiers du lype envisagé | f=f,[fs3
f1, forme d’Hermite définie; f,, forme d’Hermite indéfinie |, sous la condition
quelles ne puissent représenier séro, se répartissent, si leur déterminant
est donné, en un nombre fini de classes.

Deuxiéme cas. — f se décompose en produit de deux formes indéfinies
f_—_flf.*-
On reconnaitra ce cas a4 ce que la quartique bicirculaire f(z, 1)=o0 se
q q q )
décompose en deux cercles réels.
Soient
fimazx' -bjxy'— b0\ 2’y + ¢ yy (b1 by — aye;=146,>0),
Sr=ayzx' — by — by 2 y + e, 5y (b0, —ases=13,>0).

On pourra, si 'on veut, multiplier £, par A, et f, par A,(A, A, =1) tels que les
deux déterminants deviennent égaux.

f et f, sont représentées dans le demi-espace = > o par deux demi-sphéres o,
et 5, dont les cercles d’équateur v, et y, dans le plan O%y sont définis par

Si(s, N=a;55'— b,5— b, 5+ ¢,=o,

Jr(s, 1) =ay35'—b,5 —b,35'+c,=o.

(1) Géométriquement, ce cas peut se produire lorsque la circonférence du plan Ofn dont
I'équation est f,(3, 1) = o passe par un point du plan O%q dont I'affixe z est un nombre com-
plexe rationnel, c’est-a-dire lorsque la quartique bicirculaire f,(z, 1) = o passe clle-méme par un
tel point.
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On associera a f, unc forme quadralique définie v, dépendantd’un parameétre
variable, ayant son point ceprésentatif {, sur o, et ayant pour déterminant 2.
On fera de méme pour f,

= xex'—Lzy' — B2’y + 15y (oy71—B4fy=101>0),
o =,xx' — Byxy' — B2y + 1.5y’ (ary»— BBy =0,>0).

Puis I'on considérera la forme

Q=191+ L0,

associée a f et dépendant: 1° des deux parameétres ¢,, ¢,; 2° des deux para-
métres qui définissent o, et 9,.

On réduira 9 qui cst unc forme quadratique d’Hermite définie, pour toutes
les valeurs possibles des quatre paramétres qui y figurent. Ceci fournira un
ensemble de substitutions modulaires complexes (S). En faisant toutes les
substitutions de (S) dans f on obtliendra un ensemble de formes (/) =fS qui
seront dites associc¢es i f par la réduction continuelle.

Nous allons d’abord étudier (S) et (/).

Pour cela il importe de voir dans quel domaine se déplace { représentatif
de g.

Prenons la représentation projective avec la sphére X pour quadrique fonda-
mentale.

fi est représentée par le plan polaire du point a,, b,, 0, ¢,; %, a son point
représentatif {, a U'intérieur de X dans ce plan. Ce plan coupe la sphére X suivant
un cercle I', qui correspond au cercle y, du plan O%y.

f» estieprésentée par le plan polaire du point a,, b,, b, ¢, qui coupe X sui-
vant un cercle T, correspondant au cercle v, du plan OZy. 3, a son point repré-
sentatif {, & l'intérieur de X dans le plan précédent.

{ représentatif de ¢ =9, + £,9, décrit le segment {,{, lorsque, o, et g,
restant fixes, ¢, et 7, prennent toutes les valeurs possibles. Le volume D
engendré par ce segment (G, lorsque C, décrit Uintérieur du cercle T, et ¢,
Uintérieur du cercle T',, sera le domaine dans lequel se meut ¢ lorsque les
quatre paramctres qui entrent dans o prennent loules les valeurs possibles.

Selon la position des deux cercles T', et T', il y a plusieurs cas possibles :

1° Les deux cerclesI',, T', n’ont pas de point commun réel : c’est le cas ou
v, ct v, n’ont pas de point commun réel [les deux points doubles a distance
finie de la quartique bicirculaire f(z, 1) = o sont imaginaires coujugués]. 1l
existe alors un cone du deuxiéme degré ayant son sommet extérieur a X ct con-
tenant les deux cercles I', et I',, ce cone ct les deux plans des cercles 1", et T',
déterminent un tronc de cone. Lt il est clair que le segment (,{, engendrera le
volume D de ce tronc de cone lorsque {, décrira I'intérieur du cercle T, et {,
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I'intérieur du cercle T'. Dans 11 figure on a représenté les plans de I', et T', per-
pendiculaires au plan du tableau pris comme méridien de X pour rendre plus
facile la représentation du tronc de conc en question.

Fig. 67.

2° Les deux cercles T',, ', ont deux points communs réels [la quartique
bicirculaire f(z, 1) = o a deux points doubles réels & distance finie].

Les deux cones réels du deuxiéme degré passant par T', et T', ont alors tous
les deux leur sommet extérieur & X. Ces deux cones délimitent un volume D

intéricur 4 la fois a ces cones et qu’on appelle leur solide cormmun en Géométrie
descriptive. Un peu de réflexion suffira pour s’assurer que ce solide commun
est le volume engendré par le segment ¢, (, lorsque {, et {, décrivent respec-
tivement I'intérieur des cercles T', et I,.

3° Lesdeuxcercles I', et T', sont tangents. C’est un cas limite du premier et
du deuxi¢me cas. [ Alorsles deux points doubles & distance finie de la quartique
bicirculaire f(z, 1) = o sont confondus.] Le cone déterminé par I, et T', a son
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sommet extérieur a la sphére, il est tangent a cetle sphére au point de contact
deT, etT,. Avec les plans de T, et T, il délimite encore un tronc de cone qui
est le volume D engendré par le segment {,(, lorsque {, et {, décrivent respec-
tivement l'intérieur des cercles I', et I,.

Revenant & la représentation des formes dans le demi-espace = > o, il n’est
pas difficile d’apercevoir le domaine décrit par ¢, point représentatif de g.

¢,, représentalif de ¢, décrit la demi-sphére o, représentative de f,
¢, » 9, ) » G » fz-
{, représentatif de ¢, est un point du segment non euclidien (%, projeté
sur P, P, (P, et P, projections de ¢, et {, sur O%x), en P tel que

29

o, et o, étant les premiers coefficients de ¢, et ©

138 + 636! =5 Ly
affixe de P:———-,‘,B‘ ;B"' et At 242 4l :,/’-
Lo+ Lo, oo+ Lo

1° Les deux cercles v, et v, équateurs de 5, et 5, n’ont pas de point commun
réel. Supposons-les d’abord eatérieurs. Le domainc D sera alors le transformé
dutroncdecdne trouvé danslareprésentation projective. Aux deux plans de base
du tronc de cone correspondent ici les deux demi-sphéres o, et 7,. Le cone lui-
méme était ’enveloppe d’un plan variable tangent & T', etT', qui laissait T', et T,
du méme coté. A ce plan variable correspondra ici une demi-sphére variable
orthogonale au plan O%y, tangente a v, el v, laissant v, et vy, d’'un méme c6té.
Cest dire que son contact avec v, et y, sera extérieur pour les deux cercles, ou
intérieur pour les deux cercles. Cette demi-sphére va donc envelopper une
demi-cyclide de Dupin orthogonale au plan O%y et qu'on peut engendrer
comme suil : Par le centre de similitude externe w de y, et v, on ménera un
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plan variable normal au plan O%y; (*). Ce plan couperay, et y, en deux couples
de points antihomologues. Dans ce plan, sur le segment joignant deux points

u, u, antihomologues pour diamétre, on décrira un demi-cercle. Puis on fera
tourner le plan autour du centre de similitude externe » de facon que chacune
des extrémités w«,, u, du diamétre décrive le cercle sur lequel elle se trouve
d’une maniére conlinue («, et v, restant toujours antihomologues). Le cercle
de diamétre u,u, engendrera dans ces conditions la demi-cyclide de Dupin
qui, acec les deux demi-spheres s, 5, délimite unvolume D qui est exacte-
ment le transformé du volume du tronc de céne de la représentation
projeclive.

On peut remar [uer encore que ce volume D peut étre engendré comme

suit : Par » on ménera un plan normal au plan O£y qui coupe o, en u,, ¢, et o,
en uy, ¢, (1, et u,, v, et ¢, sont des couples de points antihomologues). Dans
cc plan on construira le quadrilatére non euclidien dont u,, v, ¢,, ¢, sont les

(1) Ce plan est le transformé d'un plan qui dans la représentation piojective passerait : 1° par
le sommet du cone (extérieur a3 ) contenant I'y et T'y; 2° par le point de vue de la projection
stéréographique qui transforme le plan O%y en la sphére =.



184 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

sommets (c’est un quadrilatére dontles cotés sont les quatre demi-circonférences
de diameétres u,u,,v,v,, u, ¢, u,v,). Lorsque le plan précédent tournera autour
de w, le quadrilatére précédent engendrera le volume D.

Comme cas particulier, si 5, et o, sont deux circonférences égales <c’est le

N N

. 0y 0,
casou — = —
a, 2

méridienne ’ensemble des deux cercles o, et 5,.
9 ~ ’ v » . .

L’un des deux cercles vy,, v, peut dégénérer en une droite, par exemple v,
(les deux ne le peuvent a la fois car v, et y, auraient alors deux points communs
réels a distance finie ou infinie). Dans ce cas, ® vient coincider avec celle des

deux extrémités du diamétre de v, perpendiculaire a la droite ¥, qui est la plus

), la cyclide de Dupin qui limite D devient un tore ayant pour

Fig. 72.

éloignée de cette droite vy,. Le quadrilatére non euclidien précédent qui
engendre D aura deux co6tés rectilignes normaux au plan O%n : ce sont les
normales menées par u, et ¢, (confondu avec ») au plan OZ%x, les deux autres
cOtés sont les deux demi-cercles de diamétres u,¢, et u,u, normaux & ce
plan OZx.

Si les deux cercles v,, v, étaient intéricurs 'un a autre, par exempley, inté-
rieur a v,, une sphére tangente a v,, v., les laissant tous deux d’'un méme coté
et orthogonale au plan O%y, doit étre tangente intérieurement & v, et extérieu-
rement & v,. Ici le centre de similitude & choisir est le centre de similitude
interne w’ (d’ailleurs, que v,, v, soient extérieurs ou intérieurs I'un a l'autre,
c’est toujours le pdle par rapport auquel~, et v, sont incerses Uun de Uautre
avec une puissance positive qu’il faut choisir). Le plan variable sera mené
par o’ et le domaine D sera encore engendré par le quadrilatére non euclidien
ayant pour sommets les quatre points ot ce plan coupe v, et v, (voir la figure).
Il n’y a donc pas de différence essentielle entre le cas ot v, et v, sont extérieurs
et celui ott ils sont intérieurs I’'un & 'aulre.

2° y, et v, ont deux points communs réels. On peut supposer d’abord que ce
sont deux vrais cercles non dégénérés en droites (puisque au besoin, par une
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substitution préalable du groupe de Picard, on peut se ramener & ce cas-1a). 1l
faut voir ce que devient, avec la représentation actuelle, le solide commun aux
deux cones qui contenaient les cerclesI', et I', de la sphére X. La surface qui
limitait ce solide était I’enveloppe des plans tangents aT', et aI',, et laissant T,
et I'y d’'un méme coté. A ces plans vont correspondre dans notre mode actuel de
représentation des demi-sphéres orthogonales au plan OZy, tangentes a 7,
cty,, laissant d’ailleurs ces deux cercles d’'un méme coté. De méme que les plans
tangents & I', et ', se répartissaient en dcux séries dont chacune enveloppait
un cone de second degré contenant T, et I',, de méme ici nos demi-sphéres se
répartiront en deux séries selon que leurs contacts avec vy, et v, seront de méme
nature ou de nature différente.

Fig 73.

o

La premiére série est formée des demi-sphéres tangentes & v, el v, avec
contact de méme nature, elle va envelopper une premiére demi-cyclide de
Dupin ainsi définie : par le centre » de similitude externe de deux cercles v,
et vy, (qui est un pole d'inversion positive pour ces deux cercles), on ménera un
plan orthogonal au plan O%y. Ce plan coupera v, en u,, ¢, Y, en uy, ¢0,; 4,
ct u,, ainsi que ¢, et v, étant des couples antihomologues. Dans ce plan, sur «, u,
et ¢,¢, comme diamétres, on décrira deux demi-cercles qui engendreront la
demi-cyclide cherchée lorsque le plan précédent prendra toutes les positions
possibles autour de la normale menée par w au plan O%y.

La deuxiéme série est formée des demi-sphéres tangentes & <, et v, avec
conlact de nature différente. Elle enveloppe une deuxiéme cyclide de Dupin
que I'on peut définir comme suit :

Par o', centre de similitude interne de v, et y, (qui est encore un poéle
d’inversion positive pour les deux cercles v, et v,), on méncra un plan normal
au plan O%y qui coupera v, ct v, en u,, ¢ ), 5 &, /, et ¢, (', étant des
couples antihomologues. Sur «|u, et ¢,¢v, comme diamétres, dans le plan
précédent, on décrira deux demi-cercles qui engendreront la deuxiéme demi-
cyclide de Dupin cherchée, lorsque le plan précédent accomplira une révolution
compléte aulour de la normale en o’ au plan O%y.

J. 24
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Les deux demi-cyclides ainsi trouvées enferment un volume D qui
contient les deux demi-sphéres o, el o, et qui n’est autre que le volume
engendré par C représentatif de g lorsque les paramétres de la réduction
continuelle varient de toutes les facons possibles ().

Nos deux demi-cyclides admeltent pour poinls coniques les deux points
communs & v, et y,. Si v, et v, étaient égaux, la premiére demi-cyclide devien-
drait un demi-tore ayant pour méridienne I'ensemble des cercles v, et v,. On
peut d’ailleurs remarquer que les deux cercles vy, ct v, étant symétriques 'un
de 'autre par rapport aux deux cercles orthogonaux du faisceau (y,y,) qui
bissectent I'angle des cercles y, et v, (*), la premiére ou la deuxiéme des deux
cyclides précédentes deviendra un tore a point conique par une inversion ayant
son pole sur le premier ou le deuxiéme des deux cercles bissecteurs précédents.

Si 'on fait une inversion par rapport & I'un des deux points d’interseclion
dey, et v,, v, et v, deviennent deux droites A, A, sécantes, les deux cercles
bissecteurs précédents deviennent les dcux bissectrices A, A, de leur angle, ct
les sphéres ayant pour grand cercle ces cercles bissecteurs deviennent les pians
normaux au plan OZ%y menés par les bissectrices A, A,, de I'angle (A,4,).

Chacune des deux demi-cyelides limitant D est engendrée, comme on I'a vu, par
deux demi-cercles orthogonaux soit 4 la premiére, soit 4 la deuxiéme des demi-
sphéres ayant pour grand cercle un cercle bissecteur de l'angle des deux

cercles v,, v,. Elle sc transformera donc en une surface engendrée par un

(') La remarque suivante facilitera le passage de I'une a l'autre des deux représentations
employées. Les plans normaux a O¢r, passant par un centre de similitude correspondent, dans la
représentation projective, aux plans passant: 1° par le sommet d’'un des cones du deuxiéme degré
contenant T'y et I';; 2° par le point de vue de la projection stéréographique qui transforme O§¢, en
la sphére . Dés lors, la premiére série de sphéres correspond a celui des deux cones qui laisse
a son extérieur ce point de vue, et la deuxiéme série a celui des deux cones qui contient le
point de vue. Les plans normaux a O%, passant par w et coupant v, et v, ont deux plans
limites tangents i v, et v, ils correspondcnt bien & la premiére série de sphéres. Ceux passant
par w' peuvent prendre toutes les positions possibles autour de o', ils correspondent bien a la
deuxiéme série de sphéres.

(”) Cercles qui ont pour centres respectivement w et w'.
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demi-cercle orthogonal au plan O%n et au plan bissectcur transformé de la
demi-sphére précédente, c’est-a-dirc qu’elle devient un demi-cone de révolulion
ayant pour méridienne I'ensemble des deuxdroites A, A,. Il y a deux tels demi-
cones ayant pour axes les deux bissectrices de I'angle (4,4,). Ces deux demi-
cones situés au-dessus du plan O%q se raccordent le long des droites A,, A,.
I.’espace D se transforme dans Dinversion précédente en l'espace situé
au-dessus de ces deux demi-concs.

Sil'un des deux cercles ¥, et v, par cxempley,, dégénére en unc droite, ®
ct o’ viennent coincider avec les extrémités du diameétre de v, perpendiculaire
a la droite v,.

Par » on ménera un plan normal &4 O%y qui coupe v, en «, et v, en u,. La
premiére demi-cyclide sera engendrée par le demi-cercle orthogonal & O%y de
diameétre w, «, lorsque le plan wu,u, tourne autour de w.

-
Iig. 75.

La deuxiéme cyclide s’obtiendra en substituant ®’a o et faisant la méme
construction. Les deux demi-cyclides se raccordent le long de vy, et de y, nor-
malement au plan O%y,.

Elles délimitent une portion d’espace D contenant a son intérieur la demi-
sphére de grand cercle v, et le demi-plan mené par v, orthogonalement a O %y.
C’est cette portion d’espace D que décrit le point { représentalif de ¢, associée
de f.

Sienfin les deux cercles y, et v, dégénérent en deux droites qui sont alors
sirement sécantes, on tombe sur la figure qui se déduirait du cas ot v, et v,
étaient deu cercles sécants par inversion relativement a un de leurs points
communs, D est 'espace situé au-dessus des deux demi-cénes de révolution
(situés au-dessus de O%n) ayant pour méridienne dans le ‘plan O%y I'ensemble
des deux droites v, et y,.

Dans tous les cas le demi-cercle orthogonal & O%y ayant pour diamétre la
corde commune aux deux cercles y,, v, est intérieur au domaine D ; c’est I'inter-
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section des deux demi-sphéres s,, o, représentativesde f,, £, qui, on I’avu, sont
toutes deux intérieures & 'espace D. Cette remarque nous sera utile dans la
suite.

3° lLes deux cercles v, et v, sont tangents. On peut I'envisager comme unc
dégénérescence du premier cas. Par le pole d’inversion positive des deux
cercles (centre de similitude externe pour deux cercles tangents extéricu-
rement, de similitude interne pour deuv cercles tangents intérieurement),
on ménera comme dans le premier cas un plan normal au plan O&y qui
coupera v, et vy, aux couples de points antihomologues (u,, u,) et (¢, ¢,).
L’aire inlérieure au quadrilatére non euclidien de sommets u,, «,, ¢,, ¢,, c’est-
a-dire ayant pour cotés les cercles orthogonaux au plan O%y de diamétre «, ¢,
Uy0,, U, Uy, 9,05, engendrera le volume D cherché. Ce volume est limité d'une

Fig. 6. Fig. 77.

iy

part par les deux demi-sphéres s,, o,; d’autre part par une demi-cyclide de
Dupin définie comme enveloppe des demi-sphéres orthogonales au plan O&y
tangentes a ,, o, avec contact de méme nature si g, et 5, sont tangentes exté-
rieurement, avec contact de nature différente, si o, et o, sont tangents intérieu-
rement,

Ce cas est d’ailleurs moins intéressant que les deux premiers, comme on le
verra par la suite; il présente quelque analogic avec celui des formes quadra-
tiques binaires de déterminant nul.

Nous savons maintenant dans tous les cas trouver le volume D décrit par {
point représentatif de 'associée o de f lorsque les paramétres de la réduction
continuelle prennent toutes les valeurs possibles, et nousavons réussi a prouver
qu'il est limité par des surfaces bien connues : sphéres, cyclides de Dupin
a génération trés simple.

Pour avoir l'’ensemble des substitutions (S) que détermine la réduction
continuelle de o, il faudra envisager I’ensemble des pentaédres = de la division
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bien connue du demi-espace = > o avec lesquels D a au moins un point commun
et 'ensemble des transformations (T) du demi-espace qui aménent =« sur =,,
I'ensemble (S) est 'ensemble des substitutions du groupe de Picard qui défi-
nissent les (T). On en déduit I'ensemble (/) des formes équivalentes & f que
la réduction continuelle associe & f[(f) = fS, =, ==T](*).

Domaines associés a deur formes équivalentes. — Soient f et F deux formes
équivalentes par

x=AX Y
($) ;___ yX ::: I;Y (Ap —py=1; 1, p, v, p entiers).

IF = fS. Envisageons les transformées F', = f,S et F,= £,S de f, et f, par S.
Comme f= f, f,,ona .
F =F,T,.

Considérons aussi, 9, et ¢, étant les formes définies associées a f, et f,,

®,—¢,S et ®,—o,S.

®, ct @, seront les formes définies associées a I¥, et I, pour des valeurs conve-
nables des paramétres. Leurs points représentatifs Z, et Z, sont les transformés
des points {, et , représentatifs de ¢, et p, par la transformation T qui est
définiepar S[Z,=(, T, Z,=(T].

La demi-sphére X, représentative de I, n’est autre que £, =15,T et la demi-
sphére X, représentative de ', n’est autre que £, = o, T. Sans qu'il soit besoin
d’insister, on voit clairement que le domaine ® associé & F par la réduction
continuelle n’est autre chose que le transformé par T du domaine D associé

A f[F=/S,o=DT]

Les domaines D et ® associés & deux formes équivalentes f el ¥ se trans-
Jorment Uun dans Uautre par la transformation T du demi-espace que
définit la substitution S par laquelle on passe de f a F.

D’ott la conclusion habituelle :

Que Uon parte de f ou d’une forme équivalente quelconque, I’ensemble
des formes (f) que la réduction continuclle associc a f est toujours le
méme.

(1) Le volume D aboutit au plan O &/, par les deux cercles +(,v;; on en conclut immédiatement
que (S)et par suite (f) comptent une infinité d’éléments puisque les pentaédres = sc pressent

infiniment aux abords du plan =, et puisque aussi sur ¥, et vz se trouvent une infinité de points
d'affixe irrationnel.
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Ikt de méme :

Les formes (f) sont celles des formes équicalentes a f dont le domaine
associé¢ D a acec w, au moins un point commun.

Réduite équivalente & f. — L'ensemble ( f) comptant toujours une infinité
de formes, il est indispensable de faire choix dans (/) d’'une ou de plusieurs
formes réduites pour représenter toute la classe équivalente a f.

Soit donc f'= f, f, la forme proposée

fimazx' —byxy' — b X'y + ¢, yy (ajc;,— 0,0, =—0,<0),

fr=aar'— by —bix'y +c,y)! (arcg— 0,0, = —3,<<o).
Soient

o= —Bxy' — B2’y +y0y (i —5iBi=0, a>0)
et

o=axr' —Bxy' —Bhx'y + v yy’  (wy,—BBy=2065, 0,>0),

les formes d’Hermite positives dépendant chacune d’un paramétre variable que
'on associe a f, et f, par la méthode de M. Picard. , représentatif de ¢, est
sur la demi-sphére o, représentative de f, et {, représentalif de g, est sur la
demi-sphérc 7, représentative de f',.

Soit enfin

Ll
[

=l + e

la forme associée a f
p=pax’—qry'—qdy+ryy

avec

p=t}o; + t3a,,

q =860+ t30s

q'= 6B+ 85,

=1 y,+ 43 7.
Le déterminant de ¢ est

6:p"—(]ql: :81+t;69+ tft.f,éu
avec
op=ua 7+ = BBl — 8,80,

Pour certaines valeurs des quatre paramétres dont dépend ¢, réduisons cette

forme par la substitution

(S) §;:f§:§ (dp—pv=1)

et soient
F,= /,S= A,AX'— B,XY'— B, XY + C,1Y/,
F,= f,S= A,X\'— B,XY'— B,X'Y + C,YY/,
D= 01S = oy XX/ — W, XY — W, XY + 2,1Y/,
@,= 9,8 = A, X\ — W, XY — WiX'Y + 2, YY,
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les transformées de f, /s, 9., ¢, par S.
Soit
® = oS=PX\' — QXY —Q'X'Y + RYY’
la réduite de g.

On aura
P =t + (30,

O =17, + t3uhy,
Q' =W, + 3w,

R=¢e\+3e,,

et le déterminant A de @ sera égal & celui ¢ de g.
Les conditions de réduction satisfaites par ® donnent

)

o b O’ > r__ >
P<y/a3, RZ22, Q-+ ;"_ OgQ .QEL.
P 92 2 21 2

La limitation des coefficients de F va se faire tout a fait de la méme facon que
dans le premier cas (produit d’une forme définie par une forme indéfinie).
On usera de

Ij\lléﬂm’h [A’l;'-rl’i!
1G22, 1G22,
BIBIIEQA‘ICH BgB{_;EQJlchg.

Des expressions de P, Q, R on tire :

1° Que
l) 2
tftge}\sleﬂwé ('2‘) ’
d’ou
N
II\‘Ajléﬂt‘lQ%2§2t2lﬁ;
1
20 ue
Q R\2_ & 02
171,2,2,5 —> S RNV
1%2 “=\ 9 _Pl_/ltilzel"“‘z
d’otli
0 2 I
c,C 5( d )
I 1 ’l—- 2!;‘:’ IA‘Agl
3° Que
t3t;0,2,S PR 24,
Donc
20
et de méme
20
cﬂyzvlé—'
HF

On obtiendra donc les mémes limitations qu’au premier cas pour les coefficients
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de F

F=AAX2X"2—|(A,B, + A,B,)X2X'Y' +|B, B, X* Y2
—|(A;B,+ A, B)\"2XY +'B;B;x'1Y-’
+ (A,C>+ A,C, + B,B), + B, B))XY XY/ —|(B, Cy+ B, C,) X Y Y-+ C,C, Y2 Y"2,
(B C,+B,C)X'Y'Y?
B
t_.;,T.::'

| A;By4+ ALB [ Z2y2

|B,B,| 2

L, 1L
|A,Cs+ A,C,+ B, B, + B,B |

- ol L~

Y
120
2
1

3

N~

6 2
B,C,+ B,C, | Z —— <—— )
IBs * "_\/|A,A,[ G

Tous les coefficients sont donc limités supérieurement en valeur absolue a

~

'aide de la quantité 6 = %— qui joue un role essentiel dans la question, dans
172

les limitations des trois derniers coefficients de I entre au dénominateur du
second membre la valeur absolue du premier coefficient de F, (A, A,), en sorte
que la limitation est illusoire si ce premier coefficient est nul, ce qui peut sc
produire si la forme proposée f peut s’annuler pour des valeurs entiéres des
variables x, ¥ (ce qu’on énonce quelquefois en disant quc cette forme f peut
représenter zéro).

N

, . ., 0 , .
Clest toujours la quantité 6 = —— dépendant de la forme ¢ seulement, qui

192

jouera le rdle essentiel dans la question ; on voit tout de suite que :

Pour deux formes équicalentes f et § et pour des valeurs correspondantes
des parameétres qui entrent dans leurs associées ¢ el @, la fonction 8 prend
les mémes valeurs.

D’oti 'on conclut que les fonctions ) et © relatives it ces deux formes prennent
le méme ensemble de valcurs lorsque les paramétres de la réduction continuelle
varient dc toutes les fagons possibles. Elles ont donc le méme minimum qui
par définition sera le déterminant de la forme proposée f. Ce déterminant
est le méme pour toute la classe équivalente a f.

On appellera correspondante g de f, la (ou les) forme d’Hermite associée
a f pour les valeurs des paramétres qui rendent 0 minimum. 1l résulte de ce
qui précéde que les correspondantes ¢ et @ de deux formes ¢quivalentes f et F
sont équivalentes par la méme substitution que f et §.

Ceci posé : soient déterminées les valcurs des paramétres qui rendent ) mi-
nimum ou, autrement dit : soit connuc la (ou les) correspondante ¢ de f.
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Réduisons cette correspondante < par une substitution convenable S du groupe
de Picard et faisons dans f la méme substitution; on obtiendra une forme
F = S de Uensemble (/) quc nous appellerons réduite équivalente a f. On
peut dire aussi que la ou les réduites équivalentes a f sont celles des
formes (f) dont la ou les correspondantes sont des formes d'Hermite
réduites.

On conclut de la que dew.r formes équivalentes f et & ont les mémes réduites
et ceci raméne Uéquivalence de deur formes & lidrntité entre leurs réduiles
ou leurs groupes de réduiltes.

Etude du minimum de 0. — On a vu que

0=t¢]d,+ l}cy + ¢} 430y,
6122—'0‘17)“*“0'2‘/1‘@16':_'6’3|
avec
0,=0,7,— 3,5 =consL,,

6,= o, y»— 3,8, =rconsl.
Le minimum de

a9 N > B
Ol—l—‘t—_,Oy—i—Ol,
1

G

6=

P
o~
v ie

s’obtient :

° .. % NS 2 . .
1° Par le minimum deF 0, + 70, ce qui donne, comme au premier cas,
2 ]

K]

;3 {

~

Ve, Ve

si {, et {, sont les représentatifs de g, et ¢, pour les valeurs des paramétres qui
rendent 0 minimum, on conclut de la que {, point représentatif de la corres-
pondanie %, est milicu non euclidien des deur points C,, ;.

2° Par le minimum de &,, = o, v, + a,y, — B, B, — 3.8/. Le point {, repré-
sentatif de la forme

o= zz' —Bzy' — P z'y + 75y

4 déterminant constant &, décrit le plan non euclidien ¢, (') (demi-sphére o,
orthogonale au plan O%y) représentant f,.

¢, représentatif de

o =ayxzxr' —Bzy' — B2y + 7,y

de déterminant constant &, décrit le plan non euclidien s, représentant f,.

(') Dans tout ce qui suit il est bon de se servir a la fois des deux représentations des formes
d’Hermite que nous connaissons : représentation projective et représentation dans le demi-
espace T > 0.

J. 25
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Dans ces conditions le minimum de ¢,, est réalisé, ainsi qu’on I'a vu bien
des fois dans les Chapitres précédents, cn méme temps que celui de la distance
non euclidienne €, C,.

Ici trois cas sont a distinguer :

t° Les cercles v, ety, du plan O%y n'ont aucun point commun, les demi-
sphéres o, et o, non plus. Alors la distance non cuclidienne (¢, des deux
points {, et {, qui les décrivent sera minimum quand la droite non eucli-
dienne ¢,{, sera la perpendiculaire commune non euclidienne aux deux
plans non euclidiens 5, et 5, ('). Cette perpendiculaire est parfaitement
définie. Dans la représentation projective c’est la droite qui joint les deux
points (a,, b, b,, ¢,), (as, b,, ', c,) qui représentent f, et f, et qui sont les
poles, par rapport a la sphére X, des plans 5, et o, qui représentent aussi ces
deux formes.

Dans la représentation & l'aide du demi-espace OZnz (v>0), (,, {,
cherchés sont les points d'intersection, avec les demi-sphéres ¢, 5, qui repre-
sentent f,, f,, du demi-cercle bien défini orthogonal & ces deux demi-sphéres
ainsi qu’au plan OZ%y. Le point { représentatif de la correspondante o de fest
alors parfaitement déterminé par sa propriété trouvée d’abord d’étre le milieu
non euclidien de ¢, et (..

Fig. 78.

Dans ce cas la forme f n’a qu'une correspondante ¢ parfaitement déter-
minée, elle n’a donc qu’une réduite, en général et en tout cas un nombre fini,
si le point représentatif de la correspondante tombe sur une face d'un
pentaédre = de la division pentaédrique de 1'espace.

(1) En effet on voit de suite que §;%s, pour le minimum, doit nécessairement étre orthogonal

au plan non euclidien oy, et de méme au plan o;. C’est donc la perpendiculaire commune a ces
deux plans.
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Le point représentatif de la correspondante jouit d’autres propriétés géomé-
triques tres simples :

Fig. 79.

En effet soient { ce point, { son symétrique par rapport au plan O&y. Faisons
une inversion de pole U'. Le plan O&y devient une sphére de centre Z inverse
de {. Le cercle {,7(, devient un diamétre Z,ZZ, de cette sphére, et o, et o,
deviennent deux calottes sphériques intérieures a la sphére Z, orthogonales &
cette sphere et au diamétre Z,ZZ, de celte sphére. De plus Z sera le milieu
ordinaire des deux points Z, et Z, inverses de {, et {,. Les deux calottes sont
donc égales, et leurs cercles de section T',, T, par la sphére Z qui sont les
inverses de v, et v, sont deux cercles symétriques par rapport a Z centre de la
sphére. La demi-cyclide qui limite le volume D associé & la forme f devient
dans l'inversion une portion de tore d’axe Z,ZZ, engendrée par 'arc de cercle
orthogonal & la sphére aux points A, A, ot un plan méridien passant parZ,ZZ,

rencontre les deux cercles T, et T', (arc de cercle intérieur a la sphére 7). Ledo-
maine D se transforme en un domaine engendré par la rotalion autour de Z,Z,
d’un quadrilatére curviligne A, A,B,B, dont les cotés A,B, et A,B, sont
les sections par un méridien de deux calottes sphériques X, et X, inverses de a,
et 5,, dont les cotés A, A, B,B, sont également deux arcs de cercle ortho-
gonaux a la sphére Z. A,, A,, B,, B, sont les quatre sommets d’un rectangle
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et 'on voit que Z est le sommet d’un céne de révolution contenant T', et T,,
orthogonal & la sphére L. Revenant & la figure primitive on voit que { est le
point conique (situé au-dessus de O&v)d’une demi-cyclide de Dupin contenant
lescercles¥y,, v, etorthogonale au plan OZ%ynen touslespoints de ces deux cercles.
Passant a la représentation projective, avec la sphére X pour quadrique fonda-
mentale, & cette demi-cyclique de Dupin qu’on vient de trouver, correspond un
cobne du deuxieme degré contenant I',T, et ayant son sommet C intérieur &4 £
(correspondant du point conique de la cyclide). Ce cbne est parfaitement
détermin¢ et unique dans le cas ot 'on se place : T',, T', n’ayant comme vy, ety,
pas de point commun.

On vérifie de suite que son sommet { est sur la droite joignant les péles par
rapport 4 X des plans des deux cercles T', et I', (perpendiculaire commune non
euclidienne & ces deux plans). Si celte droite coupe en {, et {, les plans de ces
deux cercles, c’est un exercice facile de montrer que {,, 7, sont symétriques par
par rapport & { en géométrie non euclidienne, ou mieux qu'ils sont symétriques
par rapport au plan polaire (par rapport & £) du sommetextérieur & £ du cone
du deuxieme degré qui contient T', et T,. Il suffit de remarquer pour cela
que {,, {, et les points I, J ot cette droite coupe X sont deux couples d’une invo-
lution dont les points doubles sont les sommets des deux cones du deuxiéme
degré contenant I', et I', ({est un de ces sommets). On a alors

(£ 81) = (&:8J)

et ceci exprime que ¢, {, a pour milieu non euclidien €.

En définitive, le point représentatif C de la correspondante de f = f, £, est,
en représenlalion projective, le sommet (intérieur a la sphére X) d’'un cone du
deuxiéme degré contenant I', el T', cercles représentatifs de f, et f,. Avec la
représentation dans le demi-espace O%Znt(7>>0), c’est le point conique d’une
demi-cyclide de Dupin qui coupe le plan O%y orthogonalement suivant les
deux cercles y, et v,.

2° Les cercles v,, v, ont deux points communs. Alors les deux demi-sphéres
¢, 0, représentatives de f, et f, ont en commun un demi-cercle orthogonal au
plan O&xn en ces deux points-la. La distance non-euclidienne ¢, ¢, de deux
points {, et {, qui décrivent respectivement les deux demi-sphéres o, o, sera
minimum et nulle lorsque {,, I, seront confondus sur le demi-cercle d’inter-
section de 5,, 5,. { sera alors confondu avec {,, (, e/ la composante n'est pas
complétement déterminée. 1l se produit ici la méme circonstance que celle qui
se produit dans la réduction d’une forme quadratique indéfinie & coefficients
réels ou dans la réduction selon la méthode de Dirichlet interprétée par
M. Bianchi d’une forme quadratique binaire a coefficients complexes. Ici toute
forme d’Hermite ¢ ayant son point représentatif ¢ sur le demi-cercle d'inter-
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section de 3, ct ¢, sera une correspondante de /' (*). 1l y a donc en général une
infinité de réduites et ’on obtient toutes les substitutions réductrices (S) en
cherchant tous les pentatdres = de la division de Picard (etil yen a en général
une infinité) que traverse la demi-circonférence, intersection de g, et g, et en
déterminant ’ensemble des substitutions S telles que les T correspondantes
ameénent ces pentaédres sur =,. Sera réduile alors toute formeF équivalente
a f, telle que le demi-cercle d’intersection des deux demi-sphéres I, et X,
représentatives de F, et Iy, (IF =T, I°,) a avee =y au moins un point commun.
En général il y a une infinité de réduites : nous verrons plus loin ce quise passe
lorsque la forme f a ses coefficients entiers, et comment ces réduites alors sont
en nombre fini. Nous consacrerons une étude spéciale a ce cas-la qui conduit
a des résultats particuliérement simples.

3° Les cercles y, et y, sont tangents en un point A. On est alors conduit a
prendre pour correspondante de f la forme de discriminant nul qui est repré-
sentée par ce point A. C’est évidemment lid un cas ol il n’est plus possible de
parler de réduction pour cette forme correspondante. On a un cas limite des
premier el second cas que nous écarterons dans la suite.

En ce qui concerne le calcul de la ou des correspondantes (*) quand la
forme f est donnée, on pourra le faire facilement puisque :

1° On sait reconnaitre par des moyens classiques si f se décompose en un
produit de deux formes, on sait aussi trouver ces deux formes f, et f, ;

2° On pourra ainsi distinguer dans lequel des cas précédents on se trouve
selon que les deux cercles v,, v, ou bien n’auront pas de point commun, ou
bien auront deux points communs réels. On peut déterminer ceci directement
d’aprés la réalité des points doubles de la quartique f(s, 1) = o. Le premier
cas correspond aux points doubles imaginaires. Le deuxiéme correspond a
decux points doubles réels a distance finie (ce qui, soit dit en passant, donne
immédiatement, en fonction des coefficients de la forme proposée, la forme de
Dirichlet dont les racines sont représentées par ces deux points du plan O&y,
Jorme de Dirichlet gui est 1eprésentée par le demi-cercle commun a ¢, a,,
demi-sphéres représentatives de f, el f5); et la réduction de cette forme de
Dirichlet sera d’ailleurs un probléme identique a celui de la réduction de la
forme proposée f,, les substitutions réductrices étant les mémes pour les deux
formes.

On pourra ainsi connaitre individuellement si I’on veut chacune des deux
formes f, et f,, et le calcul du point représentatif { de la correspondante, bien
défini par ses propriétés géométriques, n’offre plus aucune difficulté.

(1) On a fait remarquer en temps utile que ce demi-cercle était interreur au domame D associé
a la forme f.

(%) On peut remarquer que, dans tous les cas, la ou les correspondantes sont des covariants
quadratiques a indéterminées conjuguces de la forme proposée.
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Remarque pour le cas o la forme proposée f a ses coefficients entiers. --
Daps ce cas, toute forme équivalente, el en parliculier toute réduite a ses
coefficients entiers. En reprenant les notations habituelles, si I7 est une réduite
équivalente a /, A,A, qui est le premier coefficient de I' est un entier.
Deux cas peuvent se présenter : ou hien le premier coefficient n’est pas nul,
ou bien il est nul. Le deuxiéme cas ne peut jamais se présenter si la forme f
ne peul représenler séro, c'est-a-dire s’il n’existe aucun systéme de deux
enliers ., y annulant la forme f. Bornons nous au premier cas, c'est-a-dire
que nous excluons les formes biquadratiques du type détudié f=f, f,
(f, et f, formes d’Hermite indéfinies) qui pourraicnt représenter séso. Alors
le premier coefficient de I n’est stirement pas nul. Dans les inégalités de limi-
tation écrites pour tous les coefficients de I, on remplacera la quantité |A A, |
qui entre dans certains dénominateurs par la quantité non supérieure 1; on
obtiendra ainsi aux seconds membres de ces inégalités des quantités parfaite-
men! déterminées par la connaissance du déterminant O de la forme f.
Il suit de la que, st ce déterminant est donné, chacun des coefficients d’une
réduite ¥ ayant ce déterminant ne pourra acoir qu’un nombre limité de
raleurs. D’ol il suit deux conséquences :

1° Les formes biquadratiques a coefficients entiers et indéterminées con-
juguées du type f=/f, f. (f, et [, formes d’Hermite indéfinies), non suscep-
libles de représenter séro et ayant un méme déterminant donné, se répar-
tissent en un nombre limit¢é de classes (puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de
réduites équivalentes 4 une f du type cherché).

2° Siune forme biquadraticue a coeflicients entiers f est du type f = f, f,,
S, et f, étant deux formes d’Hermite indéfinies dont les demi-sphéres repré-
sentalives o, ct o, se coupent suivant un demi-cercle réel, si en outre la
Sforme f ne peul représenter séro, il n’y a qu'un nombre fini de réduites équi-
valentes & la forme f (puisque toutes ces réduites ont pour déterminant le
déterminant o de /). Dans ce cas, comme dans le cas des formes quadratiques
binaires a coefficients entiers complexes, on voil que les réduiles équicalentes
a la forme proposée, qui en général sont en nombre infini, n'ecistent plus
qu'en nombre fini.

Nous nous occuperons plus loin de lever la restriction qu’apporte I’énoncé
précédent : considération des seules formes biquadratiques non susceptibles
de représenter zéro. La méthode employée sera différente et consislera essen-
tiellement dans I’étude de la forme de Dirichlet représentée par le demi-cercle
commun a g, et 5,. On montrera que cette forme, tout en ayant ses coefficients
entiers, n'est pas la plus générale de ce genre, et c’est ce qui permet justecment
d’affirmer, dans tous les cas, que f puissc ou non représenter zéro, qu'il n’y a
qu’un nombre fini de réduites équivalentes & la forme proposée.



CHAPITRE I1I

ETUDE DE CERTAINS SOUS-GROUPES DU GROUPE DE PICARD.

Soit
{ e=aX +BY

| < 4 8y (e, B, ¥, 0, enliers complexes et as — By =1),
y=yX-+o0

. . ~ . . . X
une substitution S du groupe; on I'écrit aussi en posant 5 = 5 sous la forme

. al+B
T yZ+o
Elle lie = & Z par une relation homographique.

La transformation qui fait passer du point d’affixe z au point d’affixe Z a
deux points doubles dont les affixes vérifient I'équation

75+

+

T

(A}

)

Q!

~
1}

Y3+ (0 —2)s—B=o.

Ces deux points doubles peuvent étre confondus et la substitution est dite

parabolique. S'ils sont distincts et si 3, et 5, sont leurs affixes, on peut mettre
la relation

__al+(
Na'/Z—{— 0
sous la forme
5—5, :K'Z——:,.
I — 3, 77—z,

L’équation qui détermine K en fonction de a, f, v, ¢ est facile 4 former :
c’est :
(K*+1)(ad — By) —K(a”+ 0" 4-28y) =0
et avec ’hypothése ac — By =1

K—K[(¢+3d)—2]+1=0

« -+ & peut élre un nombre entier complexe quelconqne A + i (A, p. entiers
réels), puisque la substitution

x=nX + (Ap+0)Y,
y=iX+ ip Y,

ol a + & = A -+ [, est une substitution du groupe de Picard.
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Dans ces conditions, trois cas sont possibles :

1° K estde la forme ¢*, K’ ¢tant un nombre réel. C’est le cas ou les deux
racines de l’équation en K ont 1 pour module. La substitution S est dite
elliptique.

2° K est réel. La substitution S est dite /yperbolique.

Ces deux cas se présentent lorsque (x + ¢)* — 2 est réel : le premier lorsque
[(e+ ) —2]* — 4<o, condition quise réduit i (v + 2)*[(a + 2)* — 4] <o (*);
le deuxiéme lorsque [(o +2)* — 4] (2 +8)*Z 0.

3° Enfin K peut étre une imaginaire quelconque de la forme re*(r = 1, 0 =)
et la substitution est dite loxodromique.

Ce sont la des résultats connus que nous rappelons briévement pour la suite.

Nous allons maintenant étudicr les relations qui existent entre certains sous-
groupes du groupe de Picard qui se présentent dans la réduction continuelle
des formes quadratiques binaires de Dirichlet, ou des formes d’Hermite indé-
finies, & coefficients entiers.

Sil’on envisage d’abord une forme de Dirichlet

ar’+2bcy +cy?

ou a, b, c sont des entiers complexes, on sait depuis Dirichlet qu’elle est con-
servée par un groupe cyclique G de substitutions modulaires complexes,
engendré par les puissances d’une certaine substitution S du groupe de Picard,
qui peut étre une substitution hyperbolique ou une substitution loxodro-
mique.

Si, comme nous l'avons fait dans la deuxiéme Partie de ce Mémoire, on
représente la forme de Dirichlet par la demi-circonférence T' orthogonale au
plan O%q aux deux points dont les affixes sont les racines de la forme

as”+2bs+4c=o,

on voit qu'il existe un groupe cyclique ¢ de transformations T du demi-espace,
sous-groupe du groupe de Picard, (ui conserve la demi-circonférence I'. Ce
groupe cyclique ¢ est engendré par la T qui correspond & la substitution S
génératrice du groupe G conservatif de la forme de Dirichlet. Si cette substi-
tution S est hyperbolique, toute demi-sphére passant par I' est conservée par
une transformation T quelconque du groupe §.

Si la substitution S est lovodromique (K = re?), la T qui lui correspond

(1) On pcut remarquer que cette condition fixe la valeur du nombre entier réel (2 +¢)* a1,
2 ou 3, sur lesquelles 2 et 3 sont a rejeter. Par conséquent, pour toutes les substitutions ellip-
tiques du groupe de Picard, le nombre k aura pour valeur une racine de I'équation

2T

4 , a . i
K24+ K+1=o0, c'est-a-dire K=e .
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change une demi-sphére passant par I' en une demi-sphé¢re passant par T et

. . . : A
faisant ’angle 6 avec la premiére; si  est commensurable & 27 <0 = 2775),

on voit que la transformation T* conservera toute demi-sphére passant par I'
et il en sera de méme de tout le sous-groupe de ¢ formé des puissances de T*
(S* sera hyperbolique). Si 4 est incommensurable & 2=, aucune des transfor-
mations de ¢ ne laissera inaltérée une demi-sphére passant par I

Il n’est pas inutile d’examiner ce que donne la représentation projective des
formes.

Aux racines 3, et 5, de la forme de Dirichlet proposée correspondent deux
points de la sphére X. La forme elle-méme est représentée par le segment de la
droite A qui joint 3, z,.

Fig. 8.

Al

Sile groupe G qui conserve la forme est engendré par une substitution S
hyperbolique, le groupe & formé des T qui correspondent aux substitutions
de G est un groupe de rotations non euclidiennes autour de A' conjuguée
de A par rapport a X ('). La T qui correspond 4 S et dont les puissances
engendrent § est en effel une collinéation qui conserve X et a tous les points
de A" pour points doubles. Une telle transformation conserve tout plan passant
par A.

Si la substitution S qui engendre G est loxodromique, la T qui lui corres-
pond se décompose en deux rotations non euclidiennes autour des droites con-
juguées A, X'. La rotation autour de A est d’ailleurs d’angle non euclidien 0
(si K = re? caractérise la substitution S). On voit qu'un plan passant par A se
transforme par T en un plan passant par A et faisant avec le précédent
I’angle 0.

Mentionnons enfin que, pour certaines formes de Dirichlet particuliéres &
coefficients entiers : celles dont les demi-circonférences T représentatives

(1) Si k est réel et négatif, T peut étre envisage comme une suitc de deun rotations non
euclidiennes : la premiére correspondant au multiphicateur |K| autour de &', la scconde de 180°
autour de A. La seconde a pour période 2, c’est aussi une symétrie non euclidiecnne par rafy‘ts{» '
porta A, w

J.
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sont des arétes (') de pentaédres = de la division pentaédrigue du demi-
espace, il existe, outre le groupe cyclique infini trouvé précédemment, un
groupe cyclique  fini formé de substitutions ellipliques conservant ces
formes. Si la demi-circonférenee I' est I'aréte d’un diédre droit (non euclidien)
dans un pentaédre =, le groupec est d'ordre 2 et comprend la substitution
unité et une rotation non cuclidienne de 180° autour de 'aréte considérée.
Si la demi-circonlérence I' est l'aréte d’'un diedre de 60°, le groupe est
d’ordre 3 ct sa substitution génératrice est une rotation non euclidienne
de 120° autour de I'aréte considérée.

Considérons maintenant unc forme d’Hermite indéfinie & coefficients
entiers

Sl y)=axrd'—bxy'— b2’y +cy)' (bb'— ac > o)

(a, ¢ enliers réels; b et I/ entiers complexes conjugués), et la demi-sphére
représentative dont le grand cercle d’équateur dans le plan O %y a pour équa-
tion

S5, 1)=azx'—bs— U 3"+ c=o.

M. Picard (Annales de ' Ecole Ncrmale supérieure, 1884) a démontré qu'il
existe un groupe infini de substitutions modulaires complexes

[ e=oX+f) __oZ+B , N o tiers - Sy —
(S) i ¥ =X Y ou ~,_7—Z—_I_—(—3 (%, B, 7, 0 enliers; ad — By =1),
. . . . Z .
laissant invariante Ja forme f. licrites sous la forme - = %Z:-;%’ ces subsli-

tutions S forment un groupe fuchsien dont le cercle fondamental est le
cercle du plan O &, dont Uéquation est

az.'—bs—b3i4+c—=o.

M. Picard a enseigné le moyen de former le domaine fondamental de ce
groupe fuchsien. Depuis que son Mémoire a été écrit, on a indiqué d’autres
moyens pour le former (voir en particulier KreiN et Fricke, Fonctions auto-
morphes, et unc Note de M. Humgerr, C. R. Acad. Sc., t. 162, mai 19106).
Passant des S qui conservent /'(.,y) aux transformations T du demi-espace
qui leur correspondent, on voit que ces transformations conservent toutes la

(U Iy a des arétes de ces domaines = qui ne sont pas apparentes, pairce que les deux faces
qui y aboutissent forment un diédre d'angle 180°; tel est par exemple 'axe O< pour m, c’est
I'axe d’une rotation non euclidienne de 180° définie par la substitution modulaire
r=1iX,

s
) y=—iY.



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 203

demi-sphére ¢ représentative de f(x, y) ('). Les substitutions S qui con-
servenl f(x, ¥), on le voit aisément, sont en général toutes hyperboliques ou
paraboliques et leurs points doubles sont sur le cercle v ¢quateur de ¢. Dans
le cas seulement o\t ¢ est orthogonale a une aréte (*) d’un pentacdre = de la
division du demi-espace, il y a, outre le groupe infini précédent, un groupe
fini (*) de deux ou de trois substitutions elliptiques (*) (selon que le diédre
ayant pour aréte I'aréte orthogonale & o est de go°® ou de 60°), qui conserve
f(x, y) (les T correspondantes sont des rotations non euclidicnnes de 180°
ou de 120° autour de Uaréte considérée).

Nous nous proposons actuellement de chercher des relations entre les
groupes conservatifs des formes de Dirichlet et des formes d’Hermite indé-
finies & coefficients enticrs. Nous allons a cet effet considérer une forme
d’Hermite indéfinie & coeflicients entiers représentée par la demi-sphére 7, et
chercher si le groupe qui la conserve a des substitutions communes avec le
groupe qui conserve une forme de Dirichlet & coefficients enliers dont la
demi-circonférence représentative I' est sur 5. Nous dirons, pour abréger,
qu'unc telle forme de Dirichlet est contenue dans la forme d’ Hermite.

Une premiére question a résoudre est de déterminer celles de ces formes de
Dirichlet & coefficients entiers qui peuvent étre contenues dans des formes
d’Hermite indéfinies a coefficients entiers.

Soit donc la forme

Sflz, y)y=az*+20xy 4+-cy’

et solent z,, z, ses racines, qui vérifient I'équation
Sz, 1) =as’+2bz +c—=o.

Marquons dans le plan O%y les deux points z,, 3,3 la demi-circonférence T’
représentative de f(x, y)estorthogonale au plan O%y en 3, 3,. S'il existe une
forme d’Hermite indéfinie & coefficients entiers contenant f,

F(x, y)=Axz'— Bary' —B'x'v 5+ Cyy',

(1) Avec conservation du sens de rotation sur le cercle d’équateur de s ainsi qu'on I'a vu dans
les préliminaires de la deuxiéme Partie.

(2) Cette aréte pcut n'étre pas apparente : telle est O< dans =,. En ce cas le groupe corres-
pondant compte deux substitutions.

(3) Et tous les transformés de ce groupe fini par les transformations hyperboliques ou para-
boliques précédentes qui conservent la demi-sphére.

(*) Si le groupe compte deux substitutions 1 et S, S peut s'écrire

55— 3 =__7.~—:l =e”‘,z—~5' .
&= &> 7 — 3, . — 3
C’est une substitution elliptique de période 2 ou unc substitution hyperbolique avec K = —1.

L’une et l'autre dénomination sont valables sans équivoque.
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le cercle du plan O %y d’équation

F(s3,1)=As55—Bs—-B's+C=o0
passera par z, et 3,.

. al BI . ’
Son centre est le point » d’affixe — rationnel. Le carré de son rayon

A
BB'—AC . . "
est ———» c’est un nombre réel rationnel. Réciproquement, un cercle du

plan O&y, dont le centre a pour affixe un nombre complexe rationnel et dont

Fig 8o.

le carré du rayon est un nombre réel rationnel, représente une forme d’Hermite
indéfinie a coefficients entiers.

Si alors P représente le point d’affixe — l—): milieu du segment e’ ul joint
a

—_
les racines de £, P étant d’affixe rationnel ainsi que ®, on conclut que wP est
Js q ) q

2

un nombre rationnel, et comme il en est de méme de ws, on conclut

K

que Pz, est rationnel.
Or la formule

montre que

o

5,— 3, __ VNorme (b’ — ac)
Pz, = Norme = N .
2 ormea

De la se tire que Norme (6* — ac) doit étre un carré parfait. Cette conclu-
sion vaut méme si o se confond avec P. Si w est distinct de P, la droite Pw
joignant deux points d’affixes rationnels a, par rapport aux axes O%, Oy, un
cocfficient angulaire rationnel. 11 en est de méme de la droite 3, 5, qui lui est

. to] 3 /b*—
normale. Or Pz, fait avec O un angle égal a arg. Vbi—ac g y a donc un
a

. Y /b’ — ac
nombre complexe rationnel ayant méme argument que \—a— (*). Cette

S — B2

1 —_
(1) Ou que -
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derniére conclusion ne tient plus si P se confond avec w. Mais il est facile de
voir que le résultat est général. Pour cela nous allons établir la réciproque de
la proposition précédente.

Montrons que si Norme (/' — a«) est carré parfait (d’un entier réel néces-
saircment), il existe une infinité de formes d’'Hermite indéfinies & coefficients
entiers conlenant la forme de Dirichlet

flz,v)y=ax’+2bxy +cy’.

Par hypotheése, (b* — ac) est un entier complexe. A quelle condition la norme
d’un tel entier est-elle carré parfait?
Posant A + w./ = b* — ar, il faut que l'on puisse trouver un entier réel v tel

que
124 pr=v.

C’est la une é&quation diophantique dont la solution générale est bien
connue. On prendra deux entiers réels arbitraires «, 3 premiers entre eux et
la solution générale est donnée par

L =A(a'— BY),
r="2Aaj3,
v=A(a’+ ?),

A étant un entier réel quelconque, si a et 3 sont de parités différentes, et la
moiti¢ d'un entier réel quelconque si « et 3 sont tous deux impairs.
Dans ces conditions

Api=Alt+ B’ +223i] =A(e+ i)

On voit donc que la condition nécessaire et suffisante pour que 3%(b* — ac)
soil carré parfait est que le nombre b* —ac soit de la forme At’, A élant un
enticr réel ou une fraction réelle de dénominateur 2 et t un entier complexe,
A et t pouvant d’aillewrs étre quelcongues de leur espéee (V). IEn remplagant
au besoin ¢ par i/, ¢ étant aussi un entier, on peut supposer toujours A > o.

Sien particulier ¢ =1, c’est-a-dire si b* — ac est un entier réel, la condition

. . , . A
(1) Bien entendu on ne prendra pour A unec fraction réelle de dénominateur 2<‘\ = -—-) que
2
si t=a + Piest divisible par 1+ i, ce qui arrive si a et § sont tous les deux impairs. (Si x et §
sont de parité différente, on prendra pour A un entier réel). Il est clair dans ce cas que

t=(1+)t

définit ¢' entier et qu’alors Az n’est autre que A’ ¢'2. On peut donc dire que la condition néces-
saire et suffisante pour que Io(b> — ac)soit carré parfait est que b* — ac soit de la forme
Ac¢2 ou Aie2 (A entier réel, t entier complexe, quelconques).
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est satisfaite. Si¢ =11, #*= 27, on prendra A = %—I » A’ étant un entier réel
quelconque, et l'on voit que si b* — ac = A'i, c’est-a-dire si b° — ac estun
entier purement imaginaire d’ailleurs quelconque, la condition est encore
satisfaite.

Dans tous les cas il suit de 52 — ac= A¢*, A étant un nombre rationnel réel
positif et Zun entier complexe, que

V& —ac=t\/A.
Par suite

\/b"—ac__t .

= aYh

- t . .
VA est un nombre réel, ~un nombre complexe rationnel; on voit donc que la

condition
Norme (b’ — ac) = carré parfait

A ac A ) . . . .
entraine que *——— a méme argument qu’un certain nombre rationnel. Ainsi
se trouve établie dans tous les cas cette derniére conclusion. Ces deux condi-

Vb —
a

tions s’entrainent d’ailleurs 'une I"autre, car si LZ_ amémeargument qu’'un
certain nombre rationnel R, on peut écrire

_—M —mR

(m étant un nombre réel).
a

Donce
b —ac=a’m’R?
ct
Norme (6> — ac) = Norme(m?) < Norme (a*R?).

(b* — ac) et (a*R?) étant des nombres rationnels, il en sera de méme de m?2.
Donc Norme (m?) sera aussi carré parfait d’'un nombre rationnel ainsi que
Norme (a?R?). Donc Norme (b* — ac) sera aussi carré parfait d’'un nombre
rationnel qui ne peut différer d’un entier.

Les deux conditions

Norme (6% — ac) = carré parfait
et

Arg. Vo —ac

- — argument d’un nombre rationnel complexe

sont donc complétement équivalentes.

Si elles sont remplies, il s’ensuit que la droite z, z, joignant les racines de
la forme f aparrapport aux axes O%, Onun coefficient angulaire rationnel;
ilenestde méme delaperpendiculaire élevée a cette droite au milieu P desdeux

. . . . . b .
points z,, 5, qui est un pointd’affixe rationnel complexe — = Il existe donc sur
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cette derniére droite une infinité de points d’affixe rationnel complexe; il
suffira pour en avoir un de prendre un point de cette droite dont I'abscisse &
surpasse l'abscisse de P d’'un nombre rationnel réel quelconque. Soit o un tel

point. Pw sera un nombre rationnel réel. De méme

= V/Norme (b’ — ac)
Norme a

=~

sera rationnel.

Donc wz, sera rationnel. La forme d’Hermite indéfinic représentée dansle
plan O%y par le cercle de centre w passant par =, z,sera donc une forme a coef-
cients entiers.

Ainsi se trouve démonlrée cette proposition réciproque de la premiére pro-
position établie : Si Norme (b* — ac) est carré parfait, ou ce qui recient au
B b —ac B ) .
méme si ———— a méme argument qu'un nombre complere rationnel, la
[4
Sorme de Dirichlet

Sflr,y)=ax’+2bxy +c¢)?

a coefficients entiers complexes est contenue dans une infinité dénom-
brable de formes d’Hermite indeéfinics & coef ficients entiers.

De la résolution de ce premier probléme on conclut que les seules formes de
Dirichlet & coefficients entiers contenus dans une forme d’Hermite indéfinie a
coefficients entiers dont & est la demi-sphére représenlative sont représentées
par les demi-circonférences d’intersection de & avec toutes les demi-sphéres
représentatives d’autres formes d’'Hermite & coefficients entiers qui coupent o,

On peut résumer les résultats précédents par la classification suivante :

Soit une forme de Dirichet

Sflx, y)=ax’+ 2bxy +cy?*

aux coefficients entiers «, b, c.

Trois cas sont possibles :

1° Ou bien 'entier récl Norme (b* — ac) n’est pas carré parfait, c’est le cas le
plus général. Alors /' n’est contenue dans aucune forme d’Hermite indéfinie &
coefficients enliers.

2° Ou bien Norme (b* — ac) est carré parfait. Alors la forme f (dont les
racines en ce cas ne sont pasen général rationnelles) est contenue dans une infi-
nité dénombrable de formes d’Hermite indéfinies & coefficients entiers.

3° Oubien b* — ac est lui-méme carré parfait d’'un nombre rationnel com-
plexe.

(Cest le cas ol le nombre réel rationnel A, qu’on a trouvé en mettant b* — ac
sous la forme A¢* lorsque la deuxiéme condition est remplie, est lui-méme
carré parfait d’'un nombre rationnel.)
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Alors les deux racines =, 5, de la forme f sont clles-mémes rationnelles. On
exclut généralement ces formes fa racines rationnelles dans 1’étude des formes
de Dirichlet, car elles sont le produit de deux formes linéaires & coefficients
rationnels.

Revenons maintenant a la forme d’Hermite indéfinie

F(x.y)=Axzx'—Baxy —B'r'y + Cyy'

aux coefficients enliers A, B, B, C. Soit ¢ sa demi-sphére représentative.

Soit f(z,y) =ax*+ 2bxy + cy* une forme de Dirichlet aux coefficients en-
tiers a, b, ¢ contenue dans I'. Sa demi-circonférence représentative I est sur o.
I" est l'intersection de 5 avec une infinité dénombrable de demi-sphéres o
représentant comme 5 des formes d’Hermite indéfinies a coefficients entiers.

Imaginons que nous fassions la réduction conlinuelle de la forme /. Nous
suivons la demi-circonférence I' dans un sens bhien déterminé et quand le point {
qui décrit I" est dans un certain pentaédre = de la division connue de I’espace,
nous faisons, sur f pour la réduire, la substitution S du groupe de Picard telle
que la T correspondante transforme C en Z situé dans =, (Z =({T;n,==T).
Lorsque M décrit T', nous obtenons ainsi dans =, un certain nombre d’arcs
réduits congruents a des arcs de I', et comme le nombre de ces arcs est essen-
tiellement fini puisque f a ses coefficients entiers, chacun de ces arcs s’obliendra
périodiquement une infinité de fois puisque I' traverse (sauf le cas oil lesracines
de /'sont rationnelles) uneinfinité de pentaédres . Désignons par I',, T',, ..., T,
ces arcs réduits, dans I'ordre ot ils se présentent. { décrivant un arc de I' équi-
valent 4 T',, lasubstitution S, telle que la T, correspondante améne cetarc sur T,
dans m,, va transformer la forme I’ (., ) d’Hermite en une forme réduite
puisque la T, transformera ¢ en une demi-sphére contenant I',, c’est-a dire
coupant w,. { décrivant I', aprés I'arc précédent équivalent 4 I', va se présenter
un arc équivalent a I',.

La substitution réductrice S, déterminera une T, qui améne I’arc considéré
sur I', et transforme ¢ en une demi-sphére contenant I',, S, réduit F. En conti-
nuant ainsi, { décrivant I', on va obtenir successivement des formes réduites
équivalentes a I'(«c, y) dont les demi-sphéres représentatives passeront respec-
tivementpar I',,T,,...,T,. Apréscela, 4 cause de la périodicité, { va décrire surI'
un arc équivalent a I', et la substitution qui transformera cet arc en I, transfor-
mera ¢ en une demi-sphére contenant I',. Nous avons déja obtenu une premiére
demi-sphére équivalente a o et contenant I';, rien ne nous assure que la demi-
sphére passant par I', que nous venons d’oblenir en dernier lieu est confondue
avec la premiére. { décrivant I on voit donc qu'’il se présente une premiére série
de formes réduites équivalentes a F(x, y), dont les demi-sphéres représentatives
passent respectivement parI',,T',,...,I',; puis une deuxiéme série de formes jouis-
sant des mémes propriétés, leurs demi-sphéres représentatives devant, en général,
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étre supposeées distinctes des premiéres; puis une troisiéme série, etc. Mais on
sait d’autre part que le nombre des formes réduites équivalentes & F(x, y) est
fini puisque F a ses coefficients entiers. On doit donc forcément arriver & unc
(m~+r1)me série de formes dont la premiére a une demi-sphére représentatice
passant par T, et coincidant avec une des demi-sphéres équivalentes a o et
passant par I', déja obtenues (').

Analysons ce processus. On sait que f(x, y) est conservé par un groupe
cyclique infini de substitutions comprenant toutes les puissances entiéres posi-
tives et négatives d’une certaine substitution S hyperbolique ou loxodromique.
Cdécrivant I', décritd’abord une premiére séried’arcs v,, Y3, -+, Yay €quivalents
respectivement & I',, T',, ..., I',, puis une deuxiéme série d'arcs analogues qui
ne sont autres que v, T, v, T, ..., v,T (T étant la transformation du demi-
espace que définit S), puis une troisiéme série d’arcs v, T?,v,T?, ..., v, T?, ...;
enfin une 7™ série v, T, v, T, ..., v,T"....

Désignons par S, S, ..., S, les substitutions dont les T,, T,, ..., T, corres-
pondantes aménent v, va, ..., Y, sur '\, Ty, o0, T,

La premiére série de réduites équivalentes a I qu’on va rencontrer sera
FS,, FS,, ..., TFS,.
Pour amener sur I', I'arc v, T que 'on rencontre sur T' apreés v,, il faut faire la
transformation T-' qui I'améne sur vy,, puis T,; c’est-a-dire en définitive la

transformation T-'T,.
La deuxié¢me série de réduites équivalentes a I qu’on va rencontrer scra

FS—18,, FS—!'S,, ..., F3-1§,.
La troisiéme série sera de méme
FS—2S,, FS—S,, ..., FS—S,.

La m'™ série sera
FS—(m—l) S“ ceey FS—(ln—l) Su .

Par hypothése, I'S,, F3='S,, ..., I'S=™-"S, sont distinctes, comme leurs
demi-sphéres représentatives.
La (m + 1)"™ série sera

FS-m§,, FS$—=§, ..., FS§-m§,,
et par hypothése la demi-sphére représentative de FS-"3, est identique & la

demi-sphére représentative d’'une des formes FS,, FS—'S,, FS-"-98,; c’est-
a-dire que S5, est identique a une des formes précédentes,

FS-m§, =FS—™'S,  (m'< m).

(1) Avec coincidence des sens de rotation sur les équateurs des deux demi-sphéres.

J. 27
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Mais alors
FS-m — Fs—m’,

FS—MH— m'— F’
ceci s’écrit
FS—(n—m)—F,
De 14 on conclut m’ = o, car si m’ = o, on conclurait de
FS, = F§-n-m,

que m n’est pas le premier indice de la suite indéfinie 1, 2, ..., m..., pour lequel
la suite

FS,, FS-'S,, FS—°S, ..., ES-mS, ...
présente un terme idenlique & un terme déja rencontreé.
On a donc
FS—mS, =FS,.
Donc
FS » —=F
et par suite
FS—S,=FS,,

c'est-a-dire que Lloutes les formes de la (m + 1)*™ série coincident respec-
tivement avec celles de la premiére. A partir de la (m +1)*"° série, on
retrouve les premiéres séries de formes, périodiquement, la (m2 + 1)*™ étant
identique & la premiére, d'une fagon générale la série d’ordre Am + p (pSm)
étant identique a la p*".
Mais il y a plus : ’égalité
FS—m=F = FS»

prouve que la substitution S—, qui conserve f, conserve aussi I'; c’est d’ailleurs
une substitution hyperbolique puisque ses points doubles sont distincts (racines
de f)et puisqu’elle conserve I, et par suite sa circonférence représentative avec
son sens; doncelle appartient au groupe fuchsien infini des substitutions modu-
laires qui conservent I.

D’oti la conclusion fondamentale suivante : Si la forme de Dirichlet f a
coefficients enticrs est contenue dans la forme d’Hermite ¥ & coefficients
entiers, il existe une substitution hyperbolique du groupe fuchsicn des substi-
tutions modulaires conservatives de IY, qui conserce ausst f. Cette substitution
cst une puissance entiére de la substitution fondamentale S du groupe cyclique
des substitutions modulaires conservatives de f. Par suite, cette substi-
lution S (') n'est pas une substitution loxodromique quelconque, puisqu’une

(') Qui, ainsi que nous I’avons rappelé précédemment, peut étre a priori hyperbolique ou
loxodromique.
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certaine puissance entiére n'™™e (') de S est hyperbolique; si K = ret caracté-

rise la substitution S(f—f' —KZ —z'>, on aura m) = 2p=, p étant entier.

5—3, 17—z,

Donc 0 est commensurable a 2.

Il résulte immédiatement des considérations précédentes qu'il y a lout un
groupe cyclique infini (engendré par une substitution S modulaire hyper-
holique) conservant a la fois la forme d’Hermite indéfinie F et la forme de
Dirichlet f contenue dans I'; ou encore, fétant unc forme de Dirichlet a
coefficients entiers contenus dans la forme d’Hermite indéfinie IF a coefficients
entiers, le groupe fuchsien des substitutions modulaires complexes qui conser-
vent [ contient un sous-groupe cyclique (formé des puissances entieres posi-

tive et négatives d’une substitution S hyperbolique) conservant f.
Si en particulier on envisage la forme

F(z. y)=ay,— yz

qui est représentée par le demi-plan O%t (7> 0), elle est conservée par les
substitutions modulaires réelles, le groupe fuchsien qui conserve F est le
groupe modulaire réel. Une forme de Dirichlet contenue dans F est une forme
quadratique binaire indéfinie quelconque & coefficients réels entiers. Le résultat
précédemment trouvé donne donc en particulier le résultat suivant bien connu
de la théorie des formes quadratiques binaires & coefficients réels : Toute forme
quadratique binaire indéfiniec & coefficients entiers cst consercée par un
groupe cyclique (sous-groupe du groupe modulaire réel) formé des puis-
sances enticres positives ou négatives d’une substitution S modulaire
hyperboligue.

Revenant au cas général, il est clair quc si 'on envisage deux formes
d’Hermite I et I, indéfinies & coefficients entiers dont les demi-sphéres repré-
sentatives 5 et 5, sont sécantes, la demi-circonférence I' intersection de o et o,
représente une forme de Dirichlet a coefficients entiers.

Si

(F=Axx' -Baxy'—- B 2'y+C yy,
2 Fi=Axz'—B,xy'— B2’y + C,yy/,

o et o, ont pour équateur dans le plan O%y les cercles d’équation

(o) As:—B:—B s+C =o;
(o) Ass' =B, 5—B|5+ C,=o.

Les affixes des points d’intersection de ces deux cercles sont racines d’une équa-

(*) Dans une Note placée ala fin du Mémoire, nous déterminerons quelle peut étre la valeur de
I’entier m. Il nous suffit ici de savoir que cet entier existe.
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tion obtenue en éliminant =" entre ces deux équations, c’est
(AB,—BA,)s’+ (A,C— \C,+ BB/ —B'B,)s + B'C, — B/ C =o.

La forme de Dirichlet dont I' est la demi-circonférence représentative est
donc (& un facteur prés évidemment)

f(@, y) = (AB,— BA,)z*+ (A,C — AC, + BB, — B'B,)zy -+ (B'C,— B, C) y™.

Elle a bien ses coefficients enliers.

Il résulte immédiatement de ce que nous avons dit précédemment que la
substitution S génératrice du groupe cyclique des substitutions modulaires
complexes conservant la forme f(x, y) n’est pas quelconque, mais a pour puis-
sance m'*™¢ (m étant un entier convenable) une substitution hyperbolique.
Autrement dit, le groupe conservatif de f conticnt un sous-groupe cyclique
engendré par une substitution hyperboligue. 1l esl clair que toute substitution
de ce sous-groupe ¢étant hyperbolique ct conservant f, la T correspondante
consercera I el conservera aussi loute demi-sphére passant par T'. Cest-a-dire
que toute substitution du sous-groupe en question conservera non seulement f,
maisencore Fet I, et d’une facon genérale toute forme d’Hermite indéfinie
contenant la forme f.

Ceci peuts’énoncer : Les groupes fuchsiens formés des substitutions modu-
laires complexes qui concercent respectivement deux formes d’Hermile
indéfinics F el I¥, a coefficients entiers, dont les demi-sphéres représen-
lalives se coupent, onlt loujoul's Cch commuin Un sous-groupe qyclique cng‘eudre’
par les puissances entiéres d’une substitution modulaire lyperbolique ; ce
sous-groupe conserve la forme de Dirichlet f contenue dans les deux
Jormes I et . Il conserce toute forme d’Hermite indéfinie contenant f.
(I’expression générale d’une telle forme est AI' + A, F,, A et A, ¢tant deux
conslantes réelles quelconques. )

En résumé : Si une forme de Dirichlet f(«x, y) = as? + 2bxy + cy?® aux
coefficients entiers a, b, ¢ vérifie la condition

Norme (&% —- ac) = carré parfait (1),

1° elle est contenue dans une infinité dénombrable de formes d’Hermite indé-
finies a coefficients entiers; si F ct F, sont deux de ces formes distinctes,
F=Azr'—B zy'— B 2'y+ C,
Fi=Azx'— B,zy' — Bla'y + Cy,

J—
G 41—z br—ac , .
(1) Ou la condition équivalente = 5 LI 2 a méme argument qu'un nombre rationnel

complexe.
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(A, B, B’, C) étant premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que
(A, B,,B},C,); 'expression générale de ces formes d’'Hermite sera AI* + A, F,,
A et A, étant deux entiers réels (positifs ou négatifs) premiers entre eux;
2° le groupe G des substitutions modulaires complexes qui conservent la
forme f, contient une substitution X hyperbolique, et par suite tout un sous-
groupe cyclique ¢ de substitutions hyperboliques formé des puissances de X.
Ce sous-groupe G conserce loute forme d’Hermite indéfinie contenant la
Jorme f (unc telle forme s’écrit AI+2A,I7,, ot A et A, ont des valeurs quel-
conques). Il est contenu dans le groupe fuchsien formé des substitutions modu-
laires complexes qui conservent toute forme d’Hermite indéfinie a coefficients
entiers contenant f.

Ceci s’énonce encore dc la facon suivante : La substitution S génératrice du
groupe G conservalif de la forme f jouit de la propriété gu’une de ses puis-
sances enticres S™ (V) est une substitution lyperbolique X. On a vu qu’en
général S est hyperbolique ou loxodromique. Dans le cas présent, si S est
8 I q p )
loxodromique, elle n’est pas quelconque : K étant le multiplicateur de S

que, pas q p

)

5— 3 , 1 — < N \

<_ 1=K 7 ! > s (K= re?), Uargument () est commensurable a 2=
s s,

(mf=2pm; p entier).

Ces propriétés vont trouver leur application dans 1'étude particuliére des
formes biquadratiques a coefficients entiers du type envisagé dans ce Mémoire.
Nous rejetons a la fin une Note qui éclaircit complétement I’étude des substi-

tutions loxodromiques du groupe de Picard, i I'aide des résultats du Chapitre
actuel.

(1) Et par suite toutes les puissances d’exposant Am, A étant un entier reel quelconque positif
ou négatif.



CHAPITRE 1V.

ETUDE PARTICULIERE DES FORMES BIQUADRATIQUES A COEFFICIENTS ENTIERS.

Le type des formes biquadratiques que nous étudions est

(1) Sz, y)=ax*x2” + bx*z'y' + 0 zyx"” + cx’y'"
+c’.1:’2v)3—|—(l.ryx’y’—+— ea.‘},yl'+ e’.r’y’_}’z—i—f_) 2y12;

a, d, fsontréels; bet ', cetc, ¢ et e sont complexes conjugués.

f prend des valeurs réelles quelles que soient les valeurs complexes de z, ¥
si z’ et y’ recoivent les valeurs conjuguées. Les coefficients et les inconnues
étant supposés entiers, / prend des valeurs entiéres réelles. It tout d’abord le
probléme se pose de savoir reconnaitre si la forme f peut s’écrire sous forme
d’un produit de deux formes d’Hermite :

Sz, y)=(orza' + Py’ + Bi&'y + 0 p)") (22’ + Brzy' + B2’y +15)")-

A cet effet, considérons la quartique bircirculaire du plan des z =% + iy
dont I’équation en coordonnées isotropes est

(2) Sl 1) =0(5,5")=az?5?+ b3z + b 55"
+c3-dss'+ 3 +es+ 5+ f=o.

Si z et son conjugué s’ satisfont a cette relalion, le point = est sur la courbe. Si
I’on choisit = fixé non sur la courbe, cette équation en =’ donne deux valeurs
pour ' =%—1in; alors chacun des deux points (&, v) ainsi obtenus est dit
image du poinl s primitif par rapport a la courbe proposée.

Pour que la décomposition en question puisse avoir lieu, il faut et il suffit
que la quartique bicirculaire (2) se décompose en deux cercles dont les équa-
tions en (&, n) aient leurs coefficients réels (*).

1l faudra donc s’assurer : 1° que la quartique (2) admet deux points doubles
a distance finie, alors elle se décompose en deux cercles et son équation se
décompose; 2° que les deux facteurs de décomposition ne sont pas imaginaires

b e

(1) On sait en effet que, si Y(a, y) représente une forme d'Hermite, I'équation ¢ (3, 1) =o, en
posant 3 = £+ in, devient ’équation d’'un cercle en coordonnées cartésiennes §, 7, et tous les
coefficients de cette équation sont réels.
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conjugués U'un de Uautre, mais bien que chacun d’eux a tous ses coefficients
réels [tant que (%, 7)) sont pris pour coordonnées|.
Reprenons ’équation de la quartique (2)

(2) w(s,5)=as3"s"t+ 0525+ b3 e+ dd+ '+ es+ €5+ f=o.
Si l'on pose 5 = % + in, 5'=§ — 7, on a son équation carlésienne
F(g n)=9(E+in, i—in)=o.

Ses points doubles, a distance finie, qui doivent étre au nombre de deux, sont
donnés par
Fr= o' +ol =o,
. . F%:i(:pi—?}.-)=0,
qui équivalent a

(3) o
Ps

Il

0,
o

Il

Si donc (%, 1) est un point double réel de (2), les équations (2) et (3) sont
. .. . - r . . v : . . [ .
satisfaites par 5 =72 + % et son conjugué 5'==§ — iv. Si (&, 1) est un point
double imaginaire, les équations (2) et (3)sont encore satisfaites pars =%+,
3'=1% —in, mais alors ces deux valeurs s et 5’ nne sont plus conjugudes, le point
d’affice 5 et celui dont I'affixe est conjugué de ' sont images l'un de I autre
par rapport a la guartique. Ainsi les équations (2) et (3) donneront des valeurs
de 5 qui représenteront dans le plan O%y : 1° les points doubles réels de la
quartique (2); 2° les couples de points riels associés, images I'un de I'autre
par rapport a (2), lels que les dewe points imaginaires communs aux deux
cercles de rayon nul, ayant pour centres ces deux poinls associés, soient des
points doubles imaginaires conjugués de (2).
Iicrivons alors
(5, 5")=ps"4 gs'+r=o,

P ¢,  étant des trinomes du deuxiéme degré en z, et soit

. _dp ,,  dg , dr
R P PR E

=0,
Pl= 2ps'+gq = o.

Soit (3, ") un couple de solutions de ces Lrois équations. 1l est clair, la premiére
équation et la troisiéme élant vérifiées, que z vérifie

2 7
g’ —pr=o.
D’autre part, s vérific aussi
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d(q A —
d: \4p e
Donc 3 est racine double de ¢* — 4 prr = o.
Ceci signifie que ¢* —4 pr = o doit avoir dewx racines doubles. Cest donc
que g* — 4 pr est carré parfait d’un trinome du deuxiéme degré en =.
Inversement, si ¢ — 4 pr est carré parfait, on voit que I’équation en s, 5’

et ceci signifie que

(2) o(s,3)=0

se décompose en un produit de deux facteurs linéaires en z'. Pour la méme
raison, si 1’on écrit
o(s, I)=p'*+q¢g's+1'=0,

on voit que p’, ¢', r’ sont trois trinomes respectivement conjugués de p, ¢, r°
si 2’ est conjugué de z. Donc ¢’ — 4 p’1” sera aussi carré parfait d’un trinome
du deuxié¢me degré en s’ qui sera conjugué du trinome trouvé précédemment
quand 3’ sera conjugué de . Donc les deux factcurs de décomposilion seront
aussi linéaires en s. D’ailleurs, si s est donné, (2) définit deux valeurs de z’
dont chacune est rationnelle en =, mais aussi si 5" est donné (2) définit deux
valeurs de 5 dont chacune est rationnelle en . Donc (2) définit deux valeurs
de 3’ qui sont deux fonctions homographiques de z. Clest encore dire
que (3, 3') se décompose cn deux facteurs bilinéaires de la forme
@35 + B35 + 735 + 5, et c’est ce qu’il fallait montrer.

La quartique (2) aura donc deux points doubles et elle se décomposera en
deux cercles si et seulement si le polynome

Q=g —4hpr
qui se tire de I'équation
o(s, 3 )=p3s"+qs'+r
est carré parfait.
Q=F
et dans ce cas I’équation
Q=o ou P=o

fournit deux valeurs de 5 qui représentent : 1° ou bien les deux points doubles
de (2) si ces points doubles sont réels; 2° ou bien deux points réels associés,
centres de deux cercles de rayon nul, se coupant aux deux points doubles ima-
ginaires conjugués de (2).

Tout ceci est conséquence immédiate de la théorie connue des images d'un
point par rapport a une courbe.

Dans le cas présent, I’équation P = o aura pour racines z, et 5, qui seront :

1° Les affires des points communs aur dewr cercles en lesquels se décom-
pose la quartique (2) si ces points communs sont réels;
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2° Les affires des points limites du faisceau des deux cercles précédents si
les deux cercles n’ont pas de point commun réel.

Il est facile de distinguer ces deux cas. Si une racine z, de P = o et la valeur
conjuguce 3, vérifient (2), on estdans le premier cas, 5, et 5, sont les affixes de
deux points réels de la courbe (2). Si une racine 5, de P> = o et la valeur com-
plexe conjuguée z, ne satisfont pasa (2), le point z, n’est pas sur la courbe (2), et
Pon voit de suite que z, et 3, sont les affixes de dew.c points images par rapport
a(2).

Tout ceci n'a pas supposé les coefficients de la forme f(x, y) entiers.
Supposons-les entiers. Ils devront étre tels que le polynome en z

Q=g—ipr,

a caefficients entiers aussi, soit carré parfait.
Pour que I'on ait ainsi Q = P2, il faut et il suffit que le p. g. c. d. entre Q

dQ . . . .. . . .
ct Tl(% soit du deuxiéme degré (condition équivalente & celle-ci: Q admet deux
racines doubles distinctes ou non) et ce p. g. c. d. sera précisément P. Or si Q

g.c.d. P sobtenant par des

. v . dQ .
esta coefficients entiers, —= l'est aussi, et leur p. g

ds

calculs rationnels, le polynome P aura ses coefficients rationnels.

L’équation P =o qui détermine les valeurs z,, 5,, affives des points
communs aux deux cercles de décomposition de (2) ou des points
limites de ces deuc cercles, est done une équation @ coefficients entiers. Clest
la un résultat fondamental pour la suite.

On sait donc reconnaitre de fagon précise les cas ou la quartique ¢(s,3')=0
se décompose. Cette décomposition peut se faire de deux facons. L’équation

F(3 n)=%(Z+ i1, E—in) = o0

peut se décomposer en deux lermes réels du deuxitme degré ou en deux termes
du deuxiéme degré imaginaires conjugués, c’est-a-dire que I est le produit
de deux polynomes en (£, 1), I,(%, 1), F. (&, ) qui égalés & zéro représentent
deux cercles et qui peuvent étre tous les deux & coefficients réels, ou bien I'un
a coefficients complexes et ’autre & coefficients complexes conjugués. Dans le
premier cas les deux cercles de décomposition ont leur centre réel, dans le
deuxiéme, les deux centres sont imaginaires conjugués.

Le premier cas seul correspond 4 une décomposition de la forme f(x, y)en
un produit de deux formes quadratiques d’Hermite. Nous écartons donc pour
I'instant le deuxiéme cas.

En résumé, si la forme biquadratique f(x,y)a coefficients entiers se décom-
pose en un produit de deux formes d'Hermite /= f, . qui, dans le plan O%y,
sont représentées par deux cercles v, et v, réels ou imaginaires (mais toujours

J. 28
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& centre réel), les affixes 5 des points communs ou des points limites de ces
deux cercles (selon que les premiers ou les deuxiémes sont réels) sont racines
d’une équation P = o a coefficients entiers.

On peut méme aller plus loin.

Ecrivons, cette condition étant satisfaite,

f(:sl):q’(:" ') (=5
a

- = (53— o5 —a; s +B,) (35— 15— ey + ) =0,

en divisant / par son premier coefficient réel @, que (au besoin par une substi-
tution modulaire préalable) I'on peut supposer 7 o, B, et 8, sont réels, a, et o,
imaginaires conjugués, ainsi que a, et o,,.

— .
Il est clair que — (&, + a,), coefficient de =3'* dans 9(;(’1”—), est rationnel.

Or le point d’affixe «| est le centreréel du cercle y, représenté parI’équation

(71) fl(:’l)zq)l(za :")

s — o s —als' + 3, =o0;
le point d’affixe a, est le centre du cercle v,

(72) Ja(3, 1) = 04(5, 5)

33’ —o,5—a, 3 + B, =o0.

I

. o' + o - . .
Le point d’affixe ~—— milieu de ces deux points est, d’aprés la remarque

précédente, un point d’affixze rationnel.
D’autre part, les affixes 5, et 5, des points communs a v, et y, ou des points
limites du faisceau (y,v,) sont racines d’une équation du deuxiéme degré

. . . . . 3,4+ 3 .
& coefficients entiers. Le milieu de ces deux points a pour affice =—= qui

est un nombre rationnel.
. ’ ’ ? 3 - P
Sidonc~y, el v, Wont pas méme rayon, la ligne de leurs centres passant par

. .. a4+ a. 3+ 2
les deux points distincts = ? et —=

» tous deux rationnels, a un coefficient

angulaire rationnel par rapport aux axes O%, Ox. ("est dire que s, — s, a
méme argument qu’un nombre rationnel complere.

Or il est clair qu’en transformant au besoin la forme finitiale par une sub-
stitution modulaire complexe, on peut toujours supposer que v, et ¥, ont des
rayons inégaux (').

(1) En effet, s1 Pon pose ¢,= §;—a a}, le rayon ¢, de v, est donné par p}=-&,; si 'on
~ .
pose o> = Bs—7,a}, le rayon p, de v, est donné par 3 =—¢,.
En faisant, dans f, la substitution

o=y =1)
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On est donc certain que, si la forme biquadratique proposée se décompose
en un produit de deux formes d’Hermite, la forme de Dirichlet & coefficients
entiers associée dont les racines z, et 5, sont les points communs aux deux
cerclesy, et v, (si ces points sont réels) ou les points limiltes du faisceau (y,7,)
dans le cas contraire, est une forme de Dirichlet particuliére du type signalé
Jouissant de la propriété d’étre consercée par une substitution modulaire
hyperbolique : c’est-a-dire que, S élant la substitution modulaire génératrice
du groupe cyclique de substitutions modulaires qui conserve cette forme, i/
existe une cerlaine puissance entiére de S qui est hyperbolique. De la se
tirent des conclusions multiples :

1° Envisageons le cas ol les deux formes f, et f, d’'Hermite en lesquelles se
décompose f(f = f,/.) sont indéfinies, et ont des demi-sphéres représenta-
tives 5, et 5, d’équateurs v,, v,, sécantes suivant un demi-cercle I' orthogonal
au plan O&n aux points d’affixes 5, et 5,. On a vu dans ce cas qu'il fallait
appeler réduite équivalente a f toute forme I'(.c, y) équivalente a f pour
laquelle le demi-cercle d’intersection des demi-sphéres ¥, et ¥, transformées
de g, ct 5, avait avec le domaine fondamental =, du groupe de Picard au moins
un point commun. On les obtient toutes en faisant sur ftoutes les substitutions
qui transforment en w, chacun des pentaédres = de la division de Picard de
P'espace que traverse le demi-cercle I'. Or on sait que, si I'on décrit I' dans un
certain sens, les pentaédres traversés se répartiront en périodes,

Ty Moy ooy Tnj
puis
~nT, =T, ..., =T;
puis '
T, =T, .... =m, T2
ey eeees ey eeeedd
n,Tr, = Tr, ..., =n,Tr;

BEIE) ee ooy ey DI

T étant la transformation du demi-espace qui correspond & la substitulion
modulaire S génératrice du groupe conservateur de la forme de Dirichlet -
représentée par I. Si ', = fS,, F,= fS,, ..., F, = fS, sont les réduites de f,
obtenues en faisant les substitutions S, S,, ..., 5, qui transforment «,, 7, ..., 7,

les rayons des cercles transformés I'y et T'; de v et o seront
2

Pe s
f2()‘1 v)

52
»2 ] 9
| P:=

YT A

et 'on peut toujours choisir les entiers ), v tels que

. N N
y car le lieu du point 3’

61 82
AT D)

» est un cercle du faisceau yq, Ye.

w4
tel que =55 = 7o
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en 7, (=, = =, T,), toutes les réduites dans un certain sens seront ensuite

—_

fS1S,, fS18,, ..., fS-1§,,

puis
LfS=S,, fS8-'S.. ..., fS—S,,

puis
/S8, fS7S,. ..., fSTIS,,

fS—rS,, f5-rS,, ..., fS-rs,, (p=1,2,...;00).

...... Y tee ey . ey o o )

et en décrivant I' dans 'autre sens, ce seront

—
S Su S Suiy, ..., fS S,
VS Su fSUSuy, ..., fSUS,

fspsln fS”S,,__,, vy fSpSl (P:l’27---,°°);

Clestici le lieu d’appliquer une remarque sur les formes de Dirichlet du type
particulier auquel appartient la forme représentée par I' (formes ot 5, — 5, a
Pargument d’un certain nombre rationnel). Pour une certaine valeur entiére
de p, SPest hyperbolique et par conséquent elle conserve non seulement la
forme dc Dirichlet représentée par I', maris toute forme d’Hermite indéfinie .
dont la demi-sphére représentative passe par T. Ici donce, pour une certaine
valeur de p ('), S? hyperbolique (S? =X) conserve f, et f,, donc élle con-
serce f| fS5? = f=fX|. Et alors il estclair que la suite des réduites de f va
présenter une périodicité; il y aura un nombre fini de réduites qui se repro-
duiront indéfiniment et périodiquement.

Ainsi se trouve établi sans aucune restriction ce fait que loute forme bigua-
dratique f(z, y) a cocfficients entiers, produit de deux formes d’'Hermile
indéfinies dont les demi-sphéres représentatives se coupent, n'a qu'un nombre
fini de réduites, résultat que nous n’avions établi que dans le cas ot la forme f
ne pouvait pas représenter zéro.

Il faut remarquer aussi que nous venons de démontrer I'existence d’une
substitution modulaire hyperbolique X qui conserve une telle forme f, et par

(1) On sait d'ailleurs, et nous le démontrerons a la fin de ce Mémoire, que p est égal & 10u 3;
la période des réduites de f a donc le méme nombre de termes que la période des réduites de la
forme de Dirichlet représentée par 1ou un nombre triple selon que p est 1, ou bien 3 ( p pourrait
étre égal a 2 dans le cas ou S a un multiplicateur A réel négatif, et une telle substitution est
quelquefois classée loxodromique A = |4 ]| e/, on voit facilement qu'une telle S changerait f;
et /> respectivement en — f; et — f>, et n’altére pas f).
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suite I'existence d’un groupe cyclique d'une infinité de substitutions modu-
laires, toutes hyperboliques, conservant cette forme f. Clest la un résultat
qui n’est pas sans analogie avec le résultat connu sur les formes quadratiques
binaires indéfinies a coefficients entiers réels, qui elles aussi n’ont qu’un
nombre fini de réduites et sont conservées par un groupe cyclique de substitu-
tions modulaires réelles hyperboliques. Quand on passe au champ complexe
et au groupe de Picard, on généralise ces formes de deux facons, soit par la
considération des formes de Dirichlet, et ’on obtient encore un groupe cyclique
conservatif de substitutions modulaires complexes (hyperboliques ou loxodro-
miques), soit, suivant les idées d’Hermite, par la considération des formes -
d’Hermite indéfinies & coefficients entiers, sur lesquelles M. Picard a démontré
ce résultat fondamental qu’elles admettent un groupe conservatif de substitu-
tions modulaires, et que ce groupe est fuchsien.

Le résultat auquel nous venons de parvenir, touchant les formes biquadra-
tiques a indéterminées conjuguées du type précédent, compléte donc, en un
sens, les recherches de M. Picard, en restant dans ’ordre d’idées introduit par
Hermite, des formes 4 indéterminées conjuguées.

2° Reprenons une forme biquadratique f = f, f, du type précédent, a coef-
ficients entiers, f, et f, élant indéfinies et ayant leurs demi-sphéres représen-
tatives sécantes suivant le demi-cercle T'.

Par T passent, comme on sait, une infinité dénombrable de¢ demi-sphéres
représentatives de formes d’Hermite indéfinies a coefficients entiers. Choisissons
deux de ces formes distinctes, 3 et { (on supposera, bien entendu, les coeffi-
cients de ¢ premiers entre eux dans leur ensemble, et de méme ceux de ¢), et
distinctes de f, et f,, ce qui est toujours possible. Alors il existe un nombre
réel A,, et un seultel que f, et » + A,y ne différent que par un facteur constant,
comme ayant méme demi-sphére représentative, et de méme A, réel tel que f,
et 9 + A, ne différent que par un facteur constant. On aura donc

S=A+ M) (e + 1Y),
c’est-a-dire que f pourra toujours se mettre sous la forme
S=A¢+2Bgl + Cy’,

A, B, C étant trois nombres réels, ¢ et } représentant deux formes d’Hermile
indéfinies a coefficients entiers du faisceau (/' f,), et B — AC > o.in écrivant
que les deux membres sont identiques, on aura en A, B, C des équations
linéaires (i coefficients entiers puisque ce seront les coefficients de f, ¢2, o, {?)
au nombre de g, et qu’on sait étre compatibles.

Donc A, B, C fournis par des équations a coefficicnts enliers sont
rationnels. A un facteur rationnel réel prés, on a donc pour f I’expression

(3) S=ao*+2boy + c?,
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a, b, ¢ étant trois entiers réels, et ¢, J deux formes d’Hermite indéfinies &
coefficients entiers, avec la condition 0* — ac > o.

/ étant mise sous cette forme, le groupe commun aux groupes de substitu-
tions modulaires conservalifs de 9 et de ¢ apparait comme un groupe conser-
vatif de f. Et nous avonsvu dans un Chapitre précédent que, © et } ayant leurs
demi-sphéres représentatives sécantes, leurs groupes conservatifs ont en com-
mun un groupe cyclique dont la substitution génératrice est hyperbolique. Ceci
concorde bien avec le résultat établi au 1°.

f est d’ailleurs susceptible d’une infinité de représentations telles que (3) a
cause de I'arbitraire entrant dans le choix de ¢ et {; si par exemple nous rem-
placons 2 et ¢ par deux autres formes ® et Y¥" de méme nature (indéfinies
a coefficients entiers, et dont les sphéres représentalives passent par I') en
faisant dans £ la substitution

{ @ =4® + pW,

lf q.a =v® + e ‘P,
A, 4, v, p étant quatre entiers réels tels que A g — v = 1 (® et W seront bien
alors de la méme nature que 9 et ), on aura une nouvelle expression

S=AD+ 2BOY + CW?,
analogue & la premiére.
On peut méme choisir A, @, v, ¢ tels que A =@, B= 0, C=c, c’est-a-dire
tels que
f=ao’+2b0 +c°=a®’+ 200¥ + c¥?,

puisque l'on sait que la forme quadralique binaire indéfinie [ /(9,{),
b* — ac > o] aux coefficients entiers réels a, 0, ¢, aux inconnues ¢ et , admet
une infinité de transformations modulaires en elle-méme. On peut & ce sujet
se poser un grand nombre de problémes sur les diverses représentalions possibles
de f'sous la forme (3), nous nous contenterons ici des indications données
plus haut pour ne pas allonger indéfiniment ce Mémoire.

3° Supposons maintenant que les points communs & ¥y, et v, soient imagi-
naires conjugués, c’est-a dire que

f:flfm

f et f, étant deux formes d’Hermite :

(a) ou bien toutes deux définies,

(b) ou bien I'une définie, I'autre indéfinie,

(c) ou bien toutes deux indéfinies, mais leurs demi-sphéres représentatives
n’ayant aucun point commun; dans ce cas les points limites du faisceau (v,v,)
sont réels. )

a. Si f, et f, sont définies et représentées par les points {,, {, du demi-



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 223

espace OZyt (= >0), vy, ety, sont les cercles d'intersection par le plan Oy
des sphéres de rayon nul de centres ¢, et {,. Leurs points communs sont &
P'intersection du cercle commun & ces deux sphéres et du plan O&y. Envisa-
geant donc le cercle I' orthogonal au plan O%y mené par (,{, (droite non
euclidienne), on voit que les points communs a v, et y, sont deux points situés
sur 'axe A du cercle I' de part et d’autre de , 4 une distance égale & 7. w,.
Toute sphére de rayon nul ayant son centre sur I' coupe O %y suivant un cercle

Fig. 83.

passant par ces deux points, c’est-a-dire du faisceau (y,v,). Donc les points s,

et z, ot T perce O %y sont les points limites du faisceau (v,v,).

h. Si f, est définie ct représentée par (,, f, indéfinie et représentée par la
demi-sphére &, d’équateur v,, les points communs & v, et v, sont encore sur
I’axe wA du cercle T' (orthogonal au plan O%y mené par £, et orthogonal a la

Ig. 84.

a]

sphére ,) de part et d’autre de o et & une distance .., (c'est 1a une chose

évidente, car ;C-l est la puissance de » par rapport 4 5,). Donc 3, et z, points"
limites de (y,v,) sont encore les points ot I' perce le plan O%v.
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c. Si f. et f. sont indéfinies et représentées par les demi-sphéres o,, o,
d’équateurs v,, Y, sans point commun réel, on voit aussi sans peine que les
points limites de (y,, v.) sont les points 3, 5., ot le cercle I orthogonal 4 ¢,, 5,
et au plan O%y perce le plan O%y, car o centre de I' a méme puissance par

> > »

rapport a 7,, 7, et cette puissance estws, = ::__, = w(,.

Dans les trois cas a, b, ¢, la forme de Dirichlet représentée par I' est du type
que nous connaissons. [ Elle a ses coefficients entiers et (5, — 5,) a 'argument
d’un nombre rationnel complexe.] w, milieu de =, 5,, a un aflixe rationnel; la
droite s, =, ayant par rapport aux axes {07 un coefficient angulaire rationnel,
il y a sur elle une infinité de points d’affixe rationnel (puisque » en est un);

soit P un tel point. Envisageons le cercle du faisceau (y,y,) de centre P.
Puisque les points limites du faisceau sont =, et =,, le carré du rayon de ce
cercle va étre wP — ws,. (Si P est entre z,3,, c’est un cercle imaginaire a
centre réel; si P est hors de 3, 3,, c’est un cercle réel.) Or la forme représentéc
par I' étant du type indiqué plus haut, on sait que le carré durayon del sera un

2. etsila
2

nombre rationnel ‘puisquc ce carré n’est autre que Norme
forme indiquée est a.c’ + 2B8xy +vy?,

NormeZ=

y— = \/Norme (B’ — ay)
2 - Norme a ’

Norme (f3* — ay) ¢lant dans le cas présent carré parfait|; ws, est donc un
nombre rationnel réel; w et P ayant pour aflixes deux nombres rationncis

complexes, P cst aussi un nombre rationnel réel. Donc, le carré du rayon
du cercle de centre P du faisceau v, y, est rationnel. Ce cercle a donc un centre
d’affixe rationnel complexe, ctle carré de son rayon est un nombre rationnel
réel. Ce cercle représente donc une forme d’Hermite a coefficients enticrs
(st P cst entre z,3,, cette forme est définie et elle ¢st représentée par le
point { du cercle T projeté en P); si P est hors de z,35,, la forme est indéfinic.
Il existe donc, dans un quelconque des cas a, b, ¢, une infinité de formes
d’Hermite a coefficients entiers dont les cercles représentatifs dans le plan OZ%y
appartiennent au faisceau (v,, v.). Elles sont de deux espéces : il y en a une
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infinité de définies et leurs points représentatifs sont surle cercle T, et une infinité
d’indéfinies et leurs demi-sphéres représentatives sont orthogonales au cercle T
Le méme raisonnement que précédemment (2°) prouve qu’on peut choisir
deux de ces formes o et et écrice, & un facteur constant rationnel réel prés,

=av’+ 2090 +cd’,

a, b, c élant trois nombres enticrs réels tels que b* — ac > o, g ety sont deux
Sformes d’Hermile a coefficients entiers dont les cercles représentatifs dans
le plan O%q nont pas de poinls communs réels, et l'on peut toujours les
supposer toules deux définies.

Concuusions. — Les formes biquadratiques 4 cocfficients entiers décompo-
sables en produit de deux formes d’Hermite nous apparaissecnt maintenant
comme formant deux catégories distinctes irréductibles I'une a I'autre.

Premiére catégorie. — Llle comprend les formes qui sc décomposent en
deux formes d’Hermile indéfinies a demi sphéres représentatives sécantes
suivant un demi-cercleT.

Dans ce cas la forme f peuat se ramener & I'expression

a9’ + 209 +cy?

(@, b, c entiers réels; b* — ac > o0; 3 et §, deux formes d’'Hermite indéfinies a
coeflicients entiers 4 demi-sphéres représentatives sécantes). Il y a une infinité
d’expressions du type précédent susceptibles de représenter f; dans toutes ces
expressions les formes ¢ et ) d’Hermite seront indéfinies et auront leurs demi-
sphéres représentatives sécantes, suivant le méme demi-cercle I' représentant
une forme de Dirichlet ('), & coefficients entiers du type spécial que nous
connaissons.

Deucieme catégorie. — Llle comprend loutes les formes biquadratiques
décomposables qui n’entrent pas dans la premiére catégorie, c'est-a-dire :

a. Les formes de décomposition sont définies toutes deux;

b. Les formes de décomposition sont I'unc définie, 'autre indéfinie;

c. Les formes de décomposition sont toutes deux indéfinies, mais leurs
demi-sphéres représentatives ne se coupent pas.

Toute forme de la deuxiéme catégorie peut, d'unc infinit¢ de facons, se
ramener a l’expression
ag’+2b0) +cy?

(1) CGette forme de Dirichlet est un covariant de la forme f proposée.

J. 29



226 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

{(a, b, c étant trois entiers réels; b* — uc > 0; g et Y, deux formes d’Hermite
a coefficients entiers qui ne seront jamais deux formes indéfinics a demi-
sphéres représentatives sécantes). On pourra toujours (et d'une infinité de
maniéres) choisir pour ¢ et { deux formes définies, mais on pourra aussi bien
prendre o définic, ¢ indéfinie, ou bien 2 ct ) indéfinies mais avec des demi-
sphéres représentatives non sécantes. Dans loutes ces représentations, si ¢ est
définie, elle a son point représentatif £ sur un demi-cercle I' fixé par la connais-
sance de f; si o est indéfinie, sa demi-sphére représentalive est orthogonale
ar(.

Les formes de la premiére catégorie généralisent les formes quadratiques
binaires indéfinies & coefficienls entiers réels. Comme clles, elles sont con-
servées par un groupe cyclique infini de substitutions modulaires, dont la
substitution génératrice est hyperbolique. Comme elles, elles présentent cette
particularité d’avoir une infinité de réduites composées d’un nombre fini de
Sormes sc reproduisant périodiquement.

Les formes de la deuxiéme catégorie généralisent les formes cuadratiques
binaires définies a coeflicients réels. Comme elles, elles n’admettent pas en
général de transformations modulaires en clles mémes. H n’y a que certaines
classes de formes de cette catégorie qui admettent des groupes finis de substi-
tutions modulaires elliptiques. Nous verrons plus loin comment il est facile de
déterminer ces classes. Comme les formes quadratiques binaires définies
réelles, on peut définir, pour toute forme de la deuxiéme catégorie, une forme
réduite unique (c'est ce qui résulte d'une étude antérieurc), jouissant de
propriétés remarquables.

Remarques. — 1. On a va au début de ce Chapitre comment la forme de
Dirichlet dont les racines sont =, et s,, forme représentée par I', se tire par des
calculs rationnels de la forme f proposée. On reconnait immédiatement si f
est de premiére ou de deuxiéme catégorie sclon que les points d’affices z,, 3,
sont sur la quartique f(z, 1)=o0 owu n’y sonl pas. Cettc forme étant
connue, on saura déterminer immédiatement les formes d'Hermite 4 coeffi-
cients entiers ¢ el L par cette propriété que :

1° Si f est de la premiére catégorie, les demi-sphéres représentatives de ¢
et J passent par T';

2° Si festde la deuxiéme catégorie, les demi-sphéres représentatives de ¢

ou § sont orthogonales 4T si ¢ ou ¢ sont indéfinies; etsi ¢ ou ¢ est définie son
point représentatif est sur I'.

(1) I représente d’ailleurs encore une forme de Dirichlet a coefficients entiers du type spécial
ct c’est un covariant de la forme f proposée.
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Ayant o et { on ales coefficients a, b, ¢, par des équations linéaires.

IIn’yadonc pas de difficulté a ramener la forme f autype as® + 2bg+ c{?.

Inversement, si @ priori on se donne une forme du type as® + 2bg) + c?
la, b, ¢ entiers réels (* — ac>>0); v et 4, formes d'Hermite & coefficients
entiers], on reconnaitra qu'elle cst de la premiére catégorie si 3, ¢ sont indé-
finies et & demi-sphéres sécantes, et de la deuxiéme dans tout autre cas. On
saura déterminer 1' par une simple élimination de z' entre les deux équa-
tions 3(3, 1) = o0, Y(35, 1) = o des deux cercles représentatifs de < ety dansle
plan OZy. L’éqnation en s obtenue aura pour racines s, et s, cherchés. On
pourra alors faire sur o et tous les changements que I'on voudra en restant
dans l'ordre indiqué précédemment et varier la représentation de / par un type
a3® 4209y + cd?, si quelque commodité en résulte pour le calcul.

II. Ausein de la deuxiéme catégorie, le cas ou les formes f,, f, (en lesquelles
J se décompose) sont de méme nature se distingue un peu du cas ot elles sont
de nature différente.

Au point de vue de la réduction, par exemple, la correspondante de f se
présente de la méme facon si f, et f, sont toutes deux définies, ou si f, et f,
sont toutes deux indéfinies.

Si f, et f, sont définies et représentées par C,, ., J, représentatif de la cor-
respondante, est l'interscction de la droite non cuclidienne C,C, avec le plan de

symétrie (non euclidien) des points {;, {, (effectivement C est milien non eucli-

dien de (,,).

Si f, et f, sont indéfinies et représentées par les plans non cuclidiens s,, g,
(dans la représentation projective des formes), dont les poles sont Z,, Z, (par
rapport & la sphére =, bien connue qui sert & la représentation), L est encore
'intersection de la droite non euclidienne Z,Z,, qui n’est aulre que la perpen-
diculaire commune aux plans non euclidiens 5,, ¢, (demi-cercle I' orthogonal
aux demi-sphéres s, 5, dans la représentation O%v=z, = > o0), avec le plan de
symétrie (non euclidien) des deux plans s,, 5, ou des deux points Z,,Z,.
Ceci résulte de ce que C est (ainsi qu'il a été vu) milieu du segment non eucli-
dien ,¢,, {, et {, étant les points ou Z, Z, coupe 5, ct 5,.

Si f, cst définie et représentée par (,, f, indélinie représentée par le
plan 5, de péle Z, (par rapport & X), { représentatif de la correspondante esl
encore sur {,Z,, mais au milieu non euclidien du segment {,T,, ¢, étant le
point ou {,Z, coupe 5,. Cette différence se marque encore dans la recherche de
celles des formes dc la deuxiéme catégorie qui admettent des transformations
modulaires en elles-mémes.

Il est clair qu'une telle forme ayant une correspondante d’Hermite unique,
qui est un covariant, cette correspondante devra admettre les mémes transfor-
mations en elle-méme. On voit donc que celte correspondante devra étre
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équivalente modulairement & une forme définie ayant son point représentatif
sur une aréte du polyédre fondamental =,.

Mais si f, et f, (f=/f,f.) sont toutes deux définies ou toutes deux indé-
finies, f pourra étre conservée de deux facons: 1°si f, et f, sont conservées
individuellement; 2° si f, et f, se permutent.

La premiére facon seule est possible si f, et [, sont de nature différente
et 'on voit ainsi apparaitre, a ce second point de vue, la distinction que nous
signalions plus haut au sein de la deuxiéme catégorie.

a. Pour que f, et f, se conservent individuellement, il faut et il suffit, on le
reconnait de suite, que I soit I’axe d’une rotation non euclidienne du groupede
Picard, c’est-a-dire que la forme de Dirichlet représentée par I' admette un
groupe fini de substitutions modulaires elliptiques en elle-méme. Donc T
doit étre aréle d'un pentaédre de la division pentaédrique de I'espace.
(Doivent étre considérées comme aréles, des arétes non apparentes telles
que O~ pour =, ainsi qu’on le verra plus loin.)

b. Une transformation modulaire qui permute f, et f, est, nous le savons
déja, une substitution elliptique puisque de toute fagon le point représen-
tatif { de la correspondante ne doit pas changer, c’est-a-dire que la transfor-
mation en question est une simple rotation non euclidienne autour d’'un axe
passant par ce {; et une telle rotation ne peut permuter f, ct £, que si c’est une
rotation de 180°, c’est-a-dire si elle correspond a une substitution elliptique de
période 2 (S* =1). Ceci exige que I soit orthogonal a une aréte d’un pen-
taédre 7 qui soit axe d’une rotation de période 2 du groupe de Picard, f, et f,
se déduisant 'unc de 'autre par cette rotation.

Il est facile de donner les formes canoniques de ces deux types de formes.

a. T doit étre équivalent a une aréte du polyédre «,, ou plus exactement &
I’axe d’une rotation non euclidienne du groupe de Picard, axe situé sur la
fronti¢re de =,.

Les axes des rotations de 180° situés sur =, sont (voir la figurce)
Ax, Bw, Cow, Dx, Ew, EH, AB, lo,
a cause des équivalences on peut se borner a
Aw, Dw, Ew, EI, AB, lew (!).

Les axes des rotations de 120°sont AD, DC et CB. D’ailleurs on peut se
borner 4 AD et CD.

(1) Remarquons en passant que toute forme de ka premiére catégorie, pour laquelle I' équivaut
modulairement a un de ces aves, admet en elle méme un groupe fini de deux substitutions
modulaires elliptiques (1, S; S2=1), outre le groupe cyclique infini dont on a déja parlé, Cest
le seul cas ol f admette en elle-méme un groupe de substitutions modulaires elliptiques.
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Donnons simplement des exemples :
Ax, la forme de Dirichlet correspondante est

1° Cas ot T' équicaut

2zy — y? (racines g, ==

o -
)
3]
[ ¥
Il
8
S——"

Ing. 86.

On peut prendre 7 proportionnel & (x - éy) (w’— éy’\) et ¢ propor-
tionnel & yy’, c’est-a-dire

0 = (2 —y) (:,: ;— point représentatif),

(s,= o point représentatif).

l.P: Ny

La forme canonique cherchée est alors
f=a[ % (2z—y)+ 26X (22 — y) Ny + (I )

(a, b, c étant trois entiers réels quelconques; 4* — ac> o). Llle admet le

groupe o
1, S[x:l(‘\__\)] (S2=1).
y=—"Y
2° Prenons la forme de Dirichlet représentée par CD : on pourra prendre

pour ¢ la forme représentée par D
=222 — (1— Oy — (1 + )2’y +2yy,

et pour ¢ la forme représentée par C
b=oxx'— (1+xy'— (1= X'y +2y)';
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ct la forme canonique sera
ae*+2boy + cl?

(a, b, ¢ sont trois entiers réels quelconques tels que b* — 20 > o).
Elle admet le groupe d’ordre 3

—— X Y ey |
I, S; Sj, S= (‘r '}‘ - )7 5= (l l.‘, > (83: l)'
¥y =1X y=—iX—-Y

Nw /

b. f, et f, devant se déduire I’'unc de l'autre par unc rotation non eucli-
dienne de 180°, on obhticndra les formes canoniques cherchées du deuxiéme
type en prenant pour f, une forme d'Hermile quelcongue, lui faisant subir
unc des substitutions qui correspondent aux rotations de 180° canoniques dont
les axes ont été énumérés plus haat, ce qui donnera f,. Le produit obtenu £, f,
sera unc forme cancnique du deuxiéme type.

Nous n’insisterons pas davantage sur ce point.

Extension des résultats précédents. — Nous avons dans tout ce qui pré-
ctde envisagé seulement le cas ot la forme biquadratique & coefficients entiers
se décompose en un produit de deux formes d’Hermite, et nous avons montré
qu’en ce cas cette forme pouvait toujours s’écrire

agi+aboh+ o,

@, b, ¢ étant trois entiers récls (0 — ac>o0), ¢ et ¢} étant deux formes
d’Hermite convenables i coefficients enticrs.
La question sc pose alors de savoir a quoi correspondent les formes biqua-

dratiques du type
ao®+2bo) + cl?,

a, b, ¢, », L élant choisis comme précédemment, mais tels cependant que
ac — b*>o.

Il est visible alors que dans ce cas on aura

S=alo—h{][o — Ay,

A, et A, étant deux nombres complexes conjugués et par suite la quartique
bicirculaire f(z, 1) = o se décomposera en

@(:7 I) - )‘l "IJ(;, l):07
o(s, 1) — k(5 1)=0,
et ces deux équations représenlent deux cercles imaginaires conjugués dont

les équations en, 1 (s ==% +in) n'ont pas leurs coefficients réels. La forme
proposée se décompose donc en un produit de deux formes quadratiques &
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indéterminées conjuguces, mais chacune d’elles n’est pas une forme d'Her-
mite, elles prennent des valeurs complexes conjuguées I'une de 'autre quand
les indéterminées recoivent dans ces deux formes des valeurs données, les
mémes pour les deux formes, alors qu’une forme d’Hermite ne prend que des
valeurs réelles.

Les équations des deux cercles pouvant se réduire &

53'—as—Bs'+y=o0

et
'—f's—a''+y'=o,

1]

=

« et & étant conjugués, ainsi que B et §', v et ¥, puisque les deux cercles sont
imaginaires conjugués, on aura “

S=Aler — oy =B’y +yyy' 1wz’ —B xy' —a'a’y + 9 yy'],

car, par une substitution modulaire préalable, on peut supposer que le premier
coefficient A de fest £o.

On se trouve donc ici dans le cas écarté au cours de ce Chapitre : celui ot la
forme f(.z, y) donne naissance a4 une quartique bicirculaire f(z, 1) = o dont
I’équation (en &, 1) a ses coefficients réels entiers, se décompose endeux cercles
v, et v, imaginaires conjugués [chacun d’cux ayant, en (%, 1)), une équation &
coefficients non tous réels|. Il importe de voir si, étant donnée @ priori une telle
forme a coefficients entiers, on peut toujours la ramener & la forme

a4+ 209l + c?,

a, b, ¢ étant trois entiers réels (ac — b*>o0); o et § deux formes d’Hermite
a coefficients entiers.

Tout d’abord il n'y a rien & changer a ce qui a été dit précédemment sur
I’équation P (5) = o dont les racines sont les points communs a vy, et v, si ces
points sont réels, ou bien les points limites du faisceau (y,v,) qui sont réels si
les deux premiers sont imaginaires conjugués (et I'on est bien toujours dans
un de ces deux cas).

Cette équation P(z) ases coefficients entiers. Donc, le milieu des deux points
ayant pour affixes les racines est un point d’affixe rationnel. C’est un premier
point de la ligne des centres de +, et v, qui est réelle.

En second lieu, la quartique bicirculaire étant décomposée ainsi qu'on I'a
dit, on a

S )=A[s5/—as =5 +y][s5'—a's' =35+ ]=o0.

2

Le coefficient de 525" dans f(z, 1) est — A(B'+ ). Donc o+ 8’ est rationnel
complexe. De méme o' + [ est rationnel.

Or il est facile de voir que le centre du premier cercle a pour coordonnées
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cartésiennes
o+ (ot —
g—=%t8 o= "2—F
2 2
et le deuxiéme
. a4 f i(p—a
Coa ™ ﬁ y Ty = '—'——"(ﬁ )'
2 2

Le milieu de ces deux points a pour coordonnées réelles

yvy

a+a’+ﬁ+ﬁ" n:i(a—a’—i—ﬁ'—ﬁ)'

poatB B T‘:i[a—}—ﬁ’ a7+5]

et I’on voit que £ et v sont rationnels réels. Donc on a un deuxi¢me point de la
ligne des centres, dont l’affixe est rationnel complexe. Ce deuxi¢me point peut
toujours par une substitution modulaire préalable étre supposé distinct du
premier, il n’y a qu’a répéter un raisonnement déja fait au cours du Chapitre
précédent. Xt Uon voit encore que I’équation P(z)=o a des racines 3,, -, telles
que 3, — 3, ail méme argumen! gu'un nombre rationnel complexe. La demi-
circonférence I' orthogonale au plan O%n en 3,3, est donc du type spécial
signalé. Il en résulte que :

1° Si les points communs & v, et v, sont réels, on pourra choisir d’une infinité
de facons deux formes d’Hermite ¢, {, a coelficients entiers indéfinies, dont les
demi sphéres représentatives passeront par I'; il existera alors deux nombres
complexes conjugués A, et A, tels que

oe—Mdv=o0 et o—ht—=o
représentent exactement les cercles v, et v,. Et par suite on aura

Sz, =ALe(s, 1) — 2 d(s N][e(s N—nd(s D],

c’est-a-dire
S(2,y) =A¢*+ 2Bl + C¢?,

A, B, C étant trois nombres réels tels que AC — B? > o. Lt I'identification
prouve que ces trois nombres sont rationnels.

2° Si les points communs & ¥, et v, sont imaginaires conjugués, s, et =, sont
les affixes des points limites du faisceau (y,v.). On choisira deux formes
d’'Hermite p et § a coefficients entiers qui pourront étre définies & condition
d’avoir leur point représentatif sur I', ou indéfinies & condition d’avoir leur
demi-sphére représentative orthogonale a I'. Le faisceau des deux cercles
¢(3, 1) =0, ¥(z, 1) =0 aura alors 3, et 5, pour points limites; A,et A, com-
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plexes conjugués existent tels que
o(s 1) —hd(s, =0 et o(5)—hi(s1)=0

représentent précisément v, et v,. Le raisonnement s’achéve comme précé-
demment et I'on raméne toujours f & étre, & un facteur rationnel réel prés,

du Lype

Aot abBgy+ Gy

A, B, C entiers réels (AC—DB*>>0); ¢ et J formes d’Hermite & coefficients
entiers qui en aucun cas ne peuvent étre deux formes indéfinies ayant leurs
demi-sphéres représentatives sécantes.

En résumé, toute forme biquadratique i coefficients entiers f(x, ) du type
des formes que nous étudions (formes & indéterminées conjuguées, ne prenant
que des valeurs réelles pour toutes valeurs des indéterminées), donnant nais-
sance & une quartique bicirculaire f(z, 1) = o qui se décompose en deux cercles,
se rameéne toujours, au besoin 4 un facteur réel rationnel prés, au type

agt+abay-+ e,

a, b, c étant trois entiers réels, o, J étant deux formes d’Hermite & coefficients
entiers, et cela d’une infinité de facons.

Si les deux points doubles & distance finie de la quartique sont réels, ¢ et
seront toujours deux formes indéfinies dont les demi-sphéres représentatives
passeront par ces points doubles, et par suite seront sécantes. f sera dite de la
premiére catégorie.

Si les deux points doubles sont imaginaires conjugués, ¢ el J ne pourront
jamais étre deux formes d’Hermite indéfinies & demi-sphéres représentatives
sécantes. f est dite de la deuxiéme catégorie. On pourra choisir ¢ et |} définies,
alors leur point représentatif sera sur la demi-circonférence T' orthogonale
a O%y aux points z,, 5, associés des points doubles selon la définition de
Laguerre (5, 5, sont les deux points réels centres de deux cercles de rayon nul
se coupant aux deux points doubles). Si ¢ ou ¥ est indéfinie, sa demi-sphére
représentative devra étre orthogonale aI'.

Tout ce qui a été dit dans le Chapitre actuel des formes

a4+ 260l + cd? (b*—ac > o),

quant aux groupes de substitutions modulaires qui les conservent, s’applique

sans changer un mot & celles pour lesquelles ac — b*>> 0. Les formes de la

premiére catégorie ont un groupe conservatif cyclique infini formé de substitu-

tions modulaires hyperboliques (conservant a la fois ¢ et }). Celles de la

deuxiéme catégorie n’en ont pas en général, elles ne peuvent avoir que des
J. 30
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groupes finis de transformations modulaires en elles-mémes (substitutions
elliptiques de période 2 ou 3, conservant a la fois ¢ et }) et il fautl pour cela
qu’elles ¢quivalent aux formes canoniques qu’on a appris 4 former au cours de
ce Chapitre.

FExtension de la théorie de la réduction. — La réduction a été définie au
cours des Chapitres précédents pour les formes

a’+2bol 4+’ (ac — b*<< o),

a, b, cenlicrs, 3 et Y formes d’Hermite a coefficients cntiers. Ces formes se.
décomposent en deux formes d'llermite. Servons-nous de la représentation
projective des formes &4 I’aide de la sphére unité X comme quadrique fonda-
mentale.

A. Sila forme f est de la deuxiéme catégorie on peut avoir :

a. f, et f, délinies et représentées par les points {,, {,, intérieurs 4 X;alors la

correspondante est représentée par { milieu euclidien de {,{,. — Dans le
z A : . ; o roel A pav

plan O&y, f| est représentée par un cercle vy, a centre rcel a rayon purement
imaginaire. Sur X, f, scra représcntée par le cercle T', imaginaire suivant
lequel P,, plan polaire de {,, coupe X; de méme f, par le cercle I, suivant
lequel P, plan polaire de {,, coupe X. P, et P, sont extérieurs a X; {7, est la
droite conjuguée de leur intersection, elle coupe X en =, et z,. Il y a deux cones

Fig. 87.

du deuxiéme degré passant par I', et I', et I’on sait que leurs sommets sont les
points doubles de 'involution déterminée sur (,(,, d’'une part par le couple
(z,3,), d’autre part par le couple (Z,Z,) des points o1t la droite z, z, rencontre
P et p,. Les sommets T et T’ de ces deux cdnes sont donc réels puisque 3,3,
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est intérieur 4 Z, Z,, 'un T est intéricur, 'autre T’ extéricur, T et T’ divisent
harmoniquement Z,Z, et 5, z,. Il en résulte que T et T” divisent harmonique-
ment (, 7, et ceci prouve que I est confondu acec {. Le point représentatif de
la correspondante de f est le sommetréel intérieur & = d'un cone imaginaire
du deuxiéme degré passant par la cyclique (décomposée en deur cercles)
qui correspond sur la sphére T a la cyclique plane f( 3, 1) =o.

c. 31 f, et f, sont deux formes indéfinies dont les cercles représentatifs vy,
et y, duplan O%n, ou I', et I, de la sphére ¥, n’ont pas de points communs,
ona déja vu que le point { représentatif de la correspondante éiait encore le
sommel intéricur a X d'un cone du dewciém~ degré passant par T, et T,
cest-a-dire par la cyclique sphérique correspondant & f(z, 1) = o.

b. Dans le cas ol f, cst définie ct f, indéfinie, ct sont représentées sur la
sphére I, la premiére par le point , intérieur & Zou par le cercle imaginaire T',
de section de X par P, plan polaire de I, le deuxiéme par le cercle réel T', de
section de X par un plan P, sécant & ¥, les sommets des deux cones du second
degré passant par ', et T, sont imaginaires conjugués puisqu’ils doivent par-
tager harmoniquement les segments Z,Z, et =, =, ces deux scgments chevau-
chant I'un sur I'autre (C, étant le pole de P, {,{, rencontre P, en Z,, P,en Z,
et la sphére T en z, et z,). La correspondante cst représentée par un point §
de =, z,, qui est milieu non euclidien de Z,Z,. On peut montrer que cc point {
ne dépend que des sommels imaginaires conjugués des deur cones du
deuxieme degré contenant T, et T, de la facon suicante :

Soit A le point réel d’ott 'on voit les segments Z,Z, et z, 5, sous un angle
droit.

Les sommets des deux cones en question sont évidemment les intersections
I, et 1, de 5.z, acee les droites isotropes issucs de A. Soit [ lear milieu non
euclidien qui est réel et intérieur au segment =, z,; c’est le point I défini par

(5,50 =(z,510L) = (=, 5, L),

Le premier et le dernier rapport anharmonique étant égaux prouvent que
I'involution définie par les deux couples (z,5,) et (I,I,) admet I pour point
double ou en passant au faisceau de sommet A, Al est un rayon double. Mais
Al, et Al, étant isotropes, les rayons doubles AI et AJ sont rectangulaires ct

sont par suite les deux bissectrices de l'angle z, Az, des deux rayons homo-
logues A s, et Az,. I ese done le pied sur z,z, de la bisscctrice intéricure
de 5,A z,. Clest bien un point réel intéricur & =, =,. D’autre part, {, étant con-

jugué de Z, par rapport a 3, z,, on voit sur la figure que

PN S N

GAs = 35AZ, ==, AZ,,

/\ '/\’
7 A

puisque 3,A 3, et » sont droits. Donc Al est bissectrice aussi de m_,.
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L’involution précédente compte donc Al, et AZ, comme rayons homologues;
donc
(315:51) = (5,5,2,1) = (35,5,1Z,)

et ceci prouve que I est confondu avec { puisque c’est le milieu non euclidien
de (,Z,.

I
2
x>
*®

z,

f
I
Iy
]
1
|
i
|

PEd

Le point { représentatif de la correspondante de f est donc le milieu non
euclidien réel (intérieur & X) des sommets imaginaires conjugués des deux cones

du deuxiéme degré qui passent par I', et T,. Cette remarque nous sera utile
tout a I’heure.

B. Sila forme f est de premiére catégorie, f, et f, sont représentées sur X

Fig. 89.

par deux cercles I', et I'y dont les plans se coupent suivant une droite A qui
perce la sphére en deux points réels z, et =,. Il y a deux cbnes réels du deuxiéme
degré contenant I, et I',, leurs sommets sont tous deux extérieurs & la sphére
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sur la droite conjuguée de A. f auneinfinité de correspondantes dont les points
représentatifs, sont tous les points de =, 3, (*). Il ya une infinité de substitutions
réductrices qui ne donnent lieu ici (les coefficients de f étant entiers) qu’a un
nombre fini de réduites de f se reproduisant périodiquement.

In résumé, dans tous ces cas :

1° S'il y a un cone du deuxi¢me degré, de sommet réel intéricur a la
sphére X, contenant I', et I',, son somimel représente loujours une correspon-
dante de f. En la réduisant, on a une réduite de f par la méme substitution
modulaire.

Pour les formes de la deuxiéme catégorie qui sont dans ce cas (formes du
type @ ou c), il n’y a qu’un tel cone ayant son sommet réel a 'intéricur de X;
il n’y a qu’une correspondante et une réduite unique pour f.

Pour-les formes de la deuxiéme catégorie il y a une infinité de cones du
deuxiéme degré, & sommet réel intérieur & X, contenant I', et T, : ils sont tous
dégénérés en deux plans et leurs sommets sont tous les points de la droite 5, 5,
intersection des plans de T', et I',. Tous ces points représentent des correspon-
dantes de f. Mais fayant ses coefficients entiers, cette infinité de correspon-
dantes ne donne lieu qu’a un nombre fini de réduites équivalentes a f.

2° Le seul casrencontré ol il n'y ait pas de cone & sommet réel intérieur
a X contenant I', et T, est le cas des formes b de la deuxiéme calégoric
(f= /[ f, délinie, f, indéfinic); et nous avons vu alors qu’il y avait sur la
droite z,3,, conjuguée de l'intersection des plans de T', et I, (3,5, étant
sécantc a X), deux points I, et I, imaginaires conjugués sommets de deux
cones imaginaires conjugués contenant I', T', et en ce cas le point T représen-
tatif de la correspondante de f était le miliew non euclidien (réel et inté-
ricur a X) des deux points imaginaires conjugués T, T,.

14,4

)

Il y a encore dans ce 2” une réduile unique équivalente a f.

Les deux généralisations suivantes successives paraitront alors toutes natu-
relles :

L. Si fest telle que la quartique f (3, 1) =0 se décomposc en deux cercles
imaginaires conjugués y, et v, dont les correspondants I', et I", sur X sont les
sections de X par deux plans p, et p, imaginaires conjugucs :

1° Si la droite réelle A d’intersection de ces deux plans est exlérieure a X,
sa droite conjuguée A’ perce X en deux pointsréels 5, s, et p, et p,enZ, et Z,

qui sont imaginaires conjugu¢s. Il y a deux points réels, { intéricur, {' exté-
rieur 4 X partageant harmoniquement 3,3, et Z,Z,. Ce sonl les sommels réels

(1) Tous ces points sont les sommets intérieurs & = de cones dégénéres (ensemble des plans
P; et P,) contenant T, et I',.
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des deux cones imaginaires du deurieme degré contenant ', et T,. Par défi-
nition, { représentera la correspondante de f. fa dans ce cas une réduite et
une seule. Ille cst de la deuxiéme catégorie;

2° Si A perce ¥ en deux points réels 5, el 5, (f est de la premiére caté-
gorie) tous les points de z,z, intérieurs a X sont sommets réels 'de cones du
deuxiéme degré dégénérés (formés des deux plans p, et p,) contenant T', et T',.
Par définition tous ces points représenteront des correspondantes de f. 1l y
a donc une infinité de correspondantes représentées par tous les points du
segment s,, 5,. Mais, f ayant ses coefficients entiers, nous savons que ceci ne
donne qu'un nombre limité de réduites équivalentes a f.

II. Si maintenant on ne suppose plus que la forme f(«, y) ou la quar-
tique (3, 1) = o se décompose, on a la forme générale biquadratique a indéter-
minées conjuguées et & coefficients quelconques (il n’est pas nécessairc de les
supposer entiers).

Dans le plan Ofy, f(z, 1) = o représente une cyclique plane, et il lui
correspond sur I une cyclique sphérique ('). Par cette cyclique passent
d’ailleurs une infinité de quadriques réelles appartenant & un méme faisceau.

En effet Péquation de la cyclique plane f(s, 1) = o, en coordonnées %, na
ses coefficients réels et s’écril

A(E2+n%)t 4+ (BE + Cn) (B4 12) + ¢ (8, n) =o,

¢ (%, 1) étant un polynome en %, v du deuxiéme degré.
Sil’on remarque que les formules

so X g Y [£’+'r,“— I+Z]

font correspondre, au point %, v, un point X, Y, Z delasphére X\* +Y*+ Z* =1,
on voit de suite que la cyclique sphérique dont nous parlons est 'intersection
avec la sphére X* + Y2 + Z* =1 de la quadrique

A 1+Z\" BN+CY i +Z /X ! .
—z) " T=zZ 1—Z+’P(1—Z’1—Z =°

ou
AQ+Z)+ BX+CY)(+Z)+-Y[X, Y, 1—Z)] =o,

¢ n'est autre que g renduec homogénce; c'est une forme quadratique (4 cocffi-
cients réels) par rapport aux variables X, Y, 1 — Z.
La sphére X et la quadrique précédente (dont I'équation a tous ses coeffi-

(1) Dans tout ce qui va suivre, nous nous placons au point de vue de la représentation projec-
tives des formes a 'aide de la sphére unité =. Le lecteur familier avec les deux représentations
passera sans peine de cette représentation a la représentation dans le demi-espace O%47(t < o).
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cients récls) déterminent un faisccau contenant une infinité de quadriques
réelles passant par la cyclique étudiée. Dans le cas général, il passe quatre
cones du second degré par cette cyclique et les recherches de Cremona
[Mémoire de Géométrie pure sur les surfaces du troisicme ordre (/. de Crelle,
t. 68)] el de Painvin, rappelc¢es par M. Darboux dans son Ouvrage Sur une
classe remarquable de courbes et de surfaces algébrigues (p. 27 et suiv.),
établissent que I'on ne peut faire sur ces quatre cones que les hypothéses sui-
vantes :

1° Les quatre cones sont réels, la courbe est alors réelle et composée de
deux branches coupées chacune par un plan en un nombre pair de points;

2° Les sommelts des quatre cones sont réels et deux seulement de ces cones
sont réels, la courbe est imaginaire;

3° Deux des sommets sont réels et deux imaginaires conjugués. La courbe
se compose d’une seule branche. Dans ce cas, les deux sommets réels sont
extérieurs a la sphere.

Envisageons les sommets de ces cones, on n’a que deux hypothéses
possibles :

1° Les quatre sont réels; alors 7/l en est un et un seul T intérieur a la
sphére X (ceci a lieu en particulier si la forme biquadratique proposée est posi-
live, auquel cas la cyclique est imaginaire).

Nous conviendrons alors d’associer & notre forme biquadratique / la forme
quadratique définie d’Hermite ¢, dont C est le point représentatif; ce sera la
correspondante de f. La réduite de f s’obtiendra en faisant sur /' la méme
substitution modulaire complexe que pour avoir la réduite @ de 3

® =98
[F :fS]'

2° Deux seulement sont réels, ils sont extérieurs & X ainsi que toute la
droite A qui les joint; les deux autres I, et I, sont imaginaires conjugués sur
la droite réelle A" conjuguée de A par rapport & I, A’ coupant X. On voit alors
immédiatement qu’il est possible de déterminer deux points ¢, Z, réels sur A’
qui partagent harmoniquement I, I, ainsi que le segment déterminé sur A’
par . ( est intérieur a ¥, Z extérieur, { est milieu non cuclidien de 1,1,. 1l
suffit de répéter les raisonnements faits (p. 235) pour les formes du type b de
la deuxiéme catégorie pour s’assurcr de l'exactilude des asserlions préceé-
dentes. Le point {, bien déterminé et unique que nous venons de signaler, sera
par définition le représentatif de /a correspondante ¢ de f. On aura encore
dans ce cas une réduile I unique équivalente a f qu’on obtiendra en faisant
sur f la subtitution S modulaire complexe qui réduit 2

[v=55]
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Dans le premier comme dans le deuxiéme cas, il y a toujours une droite
réelle A sécante a X renfermant deux des sommels (réels ou imaginaires
conjugués) des cones qui passent par la cyclique sphérique envisagée. Elle
perce I en deux points qui correspondent a deux points d’affixes =, et =, du
plan O%y, etle segment 5, 5, de la droite A’ représente une forme de Dirichlet.
Il est visible immédiatement que par toute collinéation réelle qui respecte la
sphére X et transforme entre eux les points de l'intérieur, la cyclique primitive
devient une cyclique du méme type (1° ou 2°) et la droite qu'on vient
d’associer & la cyclique primitive devient la droite associée par le méme mode
4 la cyclique transformée : c’est dire que la forme de Diricllet représentée
par s, 3, est un coecariant de la forme biquadratique a indéterminées conju-
Zguées représentée par la cyclique, pour toute transformation linéaire

r=oX+BY (=N LY
y=y\+3dY | y=7X+oY

«, B, v, ¢ et leurs conjugués o, B, v', ¢ étant quelconques.
En résumé, il résulte des considérations précédentes que quelle que soit la
forme biquadratique envisagée f :

1° S’il y a un cbéne du deuxiéme degré 4 sommet réel intérieur & X con-
tenant la cyclique qui la représente, ce sommet sera par définition le repré-
sentatif d’une correspondante de f. 1l n’y en a en général qu'un, et le seul
cas ot il y cn ait une infinité, est celui ou la cyclique se décompose en deux
cercles dont les plans se coupent suivant une droite réelle sécante 4 X. Ce cas a
été étudié en détail;

2° S’iln’y a pas de sommet réel intérieur 4 X, il y a deux tels sommets ima-
ginaires conjugués sur une droite A’ réelle sécante a X, et le représentatif € de
la correspondante de f sera leur miliew non cuclidien (point réel inté-
rieur a X).

On peut donc, dans tous les cas, définir d’une facon précise la réduc-
tion d’une forme biquadratique a indéterminées conjugudées.

Cette méthode de réduction a, il est vrai, un caractére théorique. Les
calculs effectifs de la ou des correspondantes de f ne pourront étre en
général faits qu'avec une approximation (d’ailleurs aussi serrée qu’on voudra),
puisque la recherche des qualre cones contenant la cyclique dépend d’une
¢quation du quatritme degré et puisqu’on s’occupe plus spécialement ici
d’une racine (qui fournit le sommet intérieur) ou des groupes de deux racines
(donnant les droites A et A").

Nous nous bornerons dans ce Mémoire aux indications précédentes.




CHAPITRE V.

LES FORMES DECOMPOSABLES EN PRODUIT DE » FORMES D'HERMITE
TANT DEFINIES QU INDEFINIES (n > 2).

Envisageons une forme du type

f:fl.f’-"fln

Sis fas ooy fu étant des formes d’Hermite indéfinies; f, ., ..., f, étant des
formes définies. On suppose essentiellement ici p. == o. Dailleurs . peut étre
égal & n. Les déterminants de ces formes seront désignéds par — 8,, — 3,, ...,
— ¢, pour les formes indéfinies, par 2,.,, 2, .., ..., 5, pour les définies.
Tous les ¢, sont ainsi des nombres positifs. La décomposition de f en pro-
duit £, /... f, ne détermine chacune de ces formes f; qu’a un facteur A; prés.
On peut profiter de cette indétermination pour rendre si ’on veut tous les &;
égaux entre eux (4 condition qu’'aucun d’entrc eux ne soit nul), mais ceci
n'est nullement essentiel pour la suite. A chacune des formes indéfinies
f.(t=1,2, ..., u) nous associons une forme définie d’Hermite ¢, par le mode
connu. ¢, a son point représentatif {, sur la demi-sphére s, qui représente f,
(dans I'espace OZyz, = >>o0), et son déterminant est ¢, opposé de celui de f;.
¢; dépend du parameétre complexe, affixe de la projection P, de ¢, sur le

plan O%nzt. Puis & la forme proposée f on associe la forme quadratique définie
d’Hermite

O =tjo+ 80 +. ..+ op+ L fun e 00 .

¢ dépend des paramétres réels 7, ¢,, ..., {,, et des u paramétres complexes qui
entrent respectivement dans ¢,, 9,, ..., 9y.

On fera varier de toutes les facons possibles ces paramétres et pour chaque
systéme dc valeurs qu'ils recevront on réduira % par une certaine substitu-
tion S. On fera sur f la méme substitution [? i;g] Lorsque les paramétres
varieront on obtiendra un ensemble (S) formé des substitutions précédentes.
Faisant toutes ces substitutions dans /, on obtiendra un ensemble ( /') de formes
équivalentes & f qui sera dit associ¢ a f par la méthode de réduction conli-
nuelle.

On aura (S) en cherchant le domaine D que décrit le point { représentatif
de o, lorsque les paramétres entrant dans ¢ varient de toutes les facons

J. 31
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possibles. Si d’abord on suppose que les ¢, (i =1, 2,..., n) varient seuls,
leso, (h=1,2, ..., u) restant fixes, { va décrire U'intéricur et la surface du
plus petit polyédre convexe non euclidien contenant a son intérieur ou sur
sa surface les points C,, C,, ..., {, représentalifs de 4., Gy oooy Guy Cuiry ooy
C,représentatifsde f,,,, ..., f,. C'estlaunrésultat qui a été établi a propos de
la réduction continuelle des formes décomposables en produit de » formes
d’Hermite définies. Si 'on suppose maintenant uc les p paramétres com-
plexes entrant dans %, ..., 9, varient, {;, {,, ..., {, vont décrire respective-
ment les demi-sphéres 5, 5,, ..., 5, représentalives de [\, f5, ..., fi. et le
polyédre précédent va se déformer. Le domaine D sera le volume bhalayé par
ce polyédre dans sa déformation, en y comprenant la surface qui limite ce
volume. Dans la représentation adoptée (celle de I'espace O&rz, 7> 0), cetie
surface limile pourra comprendre, en particulier, certaines des demi-sphéres
représentatives des formes f|, /s, ..., fu; clle pourra admettre pour points
coniques certains des points représentalifs de fi,, ..., fuo Il est difficile
d’ailleurs de dire d’une fagon précise ce que sera ce domaine, tant sa forme
peut varier selon les nombres u, n, ct les dispositions relatives des points
{oery - ooy Gy el des demi-sphéres oy, 6., ..., 5,. Nous allons sculement par
quelques exemples montrer quelques-unes des circonstances qui pourront se
présenter.

Il est clair, d’ailleurs, qu’on s’aidera utilement de I'une ct de l'autre repré-
sentation des formes dont nous avons jusqu’ici toujours fait usage, représen-
lation dans le demi-espace (© > 0, O%7) et représentation projective a l'inté-
rieur de la sphére unité X.

Premier exemple (u.= 3 = n). — On a trois demi-sphéres représentatives
T, 05, O, pour fy, f, f3; leurs équateurs sont les cercles v,, v, v;. La forme
du domaine D dépend des posilions mutuelles de ces trois cercles.

Pour simplifier, supposons ces trois cercles cxlérieurs deux & deux. Surla
sphére X il leur correspond trois cercles T'y, T',, Ty non sécants deux & deux et
tels que le plan de chacun d’cux laisse d’'un méme c6té les deux autres cercles.
P45 9.y $5 0Nt leurs points représentatifs ¢, ¢,, {, sur ¢, o,, o, ou, avec la repré-
sentation projective, a l’intérieur de I respectivement dans les plans
de I', Ty, I',. Si#], 0, varient, { représcntatif de ¢ décrit l'intérieur et le
périmétre da triangle ¢, {, {,. Si maintenant {,, {,, {, varient dans leurs plans
non euclidiens respectifs, on apercoit le domaine D que va balayer le triangle
(GG, Il est limiteé :

1° Par les plans des cercles T',, Ty, Ty ;

2° Par les deux plans tangents a la fois 4 I',, I',, I’y qui comprennent dans
leur angle ces trois cercles;
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3° Par des portions de la surface des trois cénes du second degré & sommet
extérieur 4 X qui passent respectivement par T, et T',, par I, et Ty, par T, et T,.
Ces trois cones sont tangents aux deux plans précédents. Les portions de sur-
face conique a choisir sont comprises entre les deux plans précédents et sont

telles que la surface obtenue comme limite de D, & 'aide de 1°, 2° et 3°, soit
partout convexe.

Nous représentons par un schéma le solide D obtenu dans ce cas. On n’ou-
bliera pas, pour le bien voir dans l'espace, que les sommets des trois cénes
(T'\Ty), (I',Ty), (IT,) sont sur une méme droite A située dans le plan polaire
par rapport 4 X du point de rencontre des trois plans de I',, Iy, T'; (). Nous

Fig. 9o.

figurons aussi sur ce schéma la section dusolide parun plan quelconque passant
par la droite A. C’est un hexagone &, ¢, u,¢; 1+, convexe, donl trois cotés non
conséculifs w,¢,, w,¢,, w0, sont les trois cordes découpées dans 1',, T',, T'; par
ce plan.

Le solide D est engendré par la surface intérieure a cet hexagone lorsque le
plan précédent tourne autour de A entre les deux positions limites qui sont les
deux plans tangents & T, I',, T';, et laissant les trois cercles d’'un méme coté.
On a figuré en Z,Z,Z, et Z,Z,Z, les deux triangles de contacts de ces deux
plans.

Les aires de ces deux triangles font partie de la surface limite de D; suivant
leur périmétre, le plan de ces triangles se raccorde aux lrois fragments de sur-
face conique limitant D qu’engendrent ¢, u;, v u, et ¢ u,; enfin il y ales aires
planes intérieures aux trois cercles T',, T';, T'; qui achévent de limiter D.

(1) Cela résulte immédiatement du théoréme de Pascal sur I’hexagone (inscrit au cercle de
section de £ sur ce plan polaire) dont les sommets sont les intersections de ce plan polaire
avec Fh Tyet T;.
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Sil’on passe maintenant i la représentation dansle demi-espace O%nt (1>>0)
aux trois plans de I',, T',, T, correspondent les trois demi-sphéres o, g, 0.
Aux deux plans Z,Z,Z, et Z 2,7, qui touchent les trois cercles I',, T',, T,
correspondent les deux sphéres S, ct S orthogonales au plan OZy tou-
chant 5, g,, 7, avec contacts dc méme nature (I'unc cxtérieurement, 'autre

'

intérieurement en s\, 3,, ;). Aux portions de surfaces coniques passant

2

Fig. g1.

par (I\T,), (T,T,), (I,T,) correspondront ici trois portions de surfaces
cyclides orthogonales au plan OZ%n passant par (v,v2), (Y2Ys) €t (Ys71), ces
portions de surfaces cyclides se raccordant :

1° A laire limitée sur la sphére S, par le triangle curviligne dont les cotés
sont les cercles orthogonaux au plan OZn décrits sur z,3,, 7, 5,, 5,5, comme
diamétres;

2° A I'aire limitée sur la sphére S par le triangle curviligne = 5
au précédent.

'

=, analogue

2

Le volume D repose donc en quelque sorte sur le plan O%n par trois pieds
évidés par les sphéres 5, ,, o, dont les bords seraient les cercles v, ¥, Y-

Si 4 D on adjoint le volume symétrique par rapport au plan Of, on a, en
faisant abstraction de 5, 5,, g, un volume limité par une surface & trois trous
composée de trois portions de cyclides et de deux portions de sphéres tangentes
aux trois cyclides précédentes. Le schéma adjoint a cet exemple figure : 1° la
portion de sphére S, limitée par les demi-cercles de diamétre =, z,, 5,5,, 5,5,;
2° trois portions de surface cyclide raccordées & cette portion de sphére S, le
long de ces frontiéres : la premiére de ces cyclides allant de I'arc =, u, =, de ¥,
alarc 5,0,z dev,; la deuxiéme allant de I'arc z,u, =, de v, al'arc =,¢, 5, de vy
la troisi¢me allant de P’arc z,u,z, de v, 4 I'arc =,¢,5, de y,; 3° la portion de
sphére S| limitée par les demi-cercles de diamétre =z, 3,5, 3, =, et raccordée
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le long de ses cotés aux trois portions de cyclides précédentes. On a figuré la
section du volume D par une demi-sphére S du faisceau (S,S)) qui coupe o,
suivant le demi-cercle u,¢,, 5, suivant u,v,,ct o, suivant u,¢,. Ces trois demi-
cercles sont, sur la demi-sphére S, trois cotés non consécutifs d’'un hexagone
curviligne de sommets u, ¢, u,¢, u,¢, (hexagone non cuclidien convexe) dont
les trois autres cotés sont les demi-cercles de diamétre ¢, ., v, u;, ¢ 1, suivant
lesquels S coupe les trois portions de cyclide qui limitent D; cet hexagone
limite sur S une aire qui cst la section du volume D par S. La représentation se
simplifie un peu si 'on suppose que y,, y,, v, sont trois cercles égaux dont les
centres forment un triangle ¢quilatéral. Alors les portions de cyclide deviennent
des demi-tores égaux (en entendant par lala surface engendrée par un demi-
cercle tournant autourd’unc droitede son plan, qui est quelconque par rapport
au diamétre du demi-cercle; ici elle serait inclinée & Go° sur ce diamétre).

Deuxieime exemple (v.= 1, n = 3). — Deux cas sont possibles.

Prenant la représentation projective, ou bien le plan du cercle T, représen-
tatif de £, sur X, laisse d’'un méme coté {, et {, points représentatifs de /, et f,
intérieurs 4 X, ou bien il les laisse de part et d’autre.

Dans le premier cas, {,(; perce le plan deT', en v, intérieur ou extérieur a I',;

Dans le deuxiéme cas, ,(, perce le plan de T', en ® intérieur a T',.

9, associée a f, a un point représentatif {, a I'intérieur du cercle I', dans
le plan de T',. Lorsque /7, 73, ¢] varient, { représentatif de g associc¢e a f décrit
'intérieur et le périmétre du triangle {,,¢,. Lorsque {, décrit maintenant tout
lintérieur de I';, le volume D balayé par ce triangle est limité :

Dans le premier cas : 1° par la surface du cercle T', 5 2° parles aires des deux
triangles (,Gu, et {,0 ¢, dont les plans sont les plans tangents a I', menés

Fig. 92.

par {,{;; 3° par deux portions de surface conique ayant pour sommets respec-
tivement {, et {,, et pour directrices chacun des deux arcs en lesquels «, et ¢,
partagent I',. Ces deux portions de surface se raccordent d’ailleurs suivant les
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droites {,u,, {,0,, Gu,, {;0,, aux deux triangles du =°. On a figuré la section
du volume D par un plan {,{;w «, ¢, passant par {,(,. C'est l'aire intérieure
au quadrilatére {, 7, « ¢ (').

Dans le deuxiéme cas, par les deux portions de surface conique ayant respec-

tivement pour sommets , et {; et pour directrice I';, ces deux portions étant

limitées & leur sommet d’une part et & leur directrice de I’autre. D est dans ce
cas une espéce de double cone.

Comme on sait facilement passer de la représentation projective 4 la repré-
sentation dans le demi-espace O%nz(<>>o0), nous n’insisterons pas sur cette
deuxiéme représentation du volume D, qui est immeédiate.

Le premier cas correspondra au cas ou s, laisse {, et {; d’'un méme coté; le
deuxiéme cas correspondra au cas ol 5, laisse {, et , de part ct d’autre.

Dans le premier cas (et en envisageant seulement ’hypothése qui correspond,
dans la représentation projective, & w intérieur a I',), D sera limité: 1° par g, ;
2° par deux portions de surface sphérique passant par (,{, (orthogonales au
plan O%n) et tangentes 4 5, en «, et v, correspondant aux triangles (,(,z,
et {,(;0, de la premiére représentation; 3° par deux portions de surfaces
cyclides (orthogonales & O%7) ayant pour point conique respectivement C,
et {,, et passant respectivement par chacun des deux arcs en lesquels u,, ¢,
découpent v,.

Dans le deuxiéme cas, D sera limité parles deux portions de cyclides ayant+y,
pour directrice et respectivemenlt {, et {, pour points coniques; le volume D
contiendra dans ce cas & son intérieur la demi-sphére s,.

Ces deux exemples suffisent & rendre compte de la multiplicité des formes

(1) Ceci dans I'hypothése ol w est extérieur a I'y; si w est intérieur a T'y, D est limité simple-
ment : 1° par la surface de I'y; »° par la surface conique, de directrice T';, dont le sommet est
celui des deux points §, ou g3 qui est le plus éloigné de w.
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que peut affecter le domaine D. Sa surface limite pourra admettre certains
des {; (k =p.+1, ..., n) pour poinls coniques; elle pourra comprendre cer-
taines des demi-sphéres o, (/ =1, 2, ..., u) par lesquelles elle abordera nor-
malement le plan OZ%y, elle pourra aussi étre limitée par des fragments de
surfaces cyclides (normales & O%x) passant par tout ou partie des cercles v,
équatcurs des demi-sphéres o, précédentes, cte.

Dans chaque cas, 'étude du domaine D résultera de la disposition des él¢-
ments représenlatifs des formes f, constitutives de f. Un peu de réflexion
suffira toutefois pour se rendre compte que lous les cercles v (i =1, 2, ..., p)
appartiennent & la surface limite de D.

Dés lors, pour avoir ’ensemble des substitutions (S) auxquelles conduit la
réduction centinuelle, il suffira de considérer tous les pentatdres = de la divi-
sion classique de I'espace avec lesquels D a au moins un point commun; ils
forment un ensemble (=) et (S) comprend toutes les substilutions modulaires
qui transforment en =, chacun des pentaédres de I'ensecmble (7).

Le domaine D abordant le plan O& par tous les cercles v, (=1, 2, ..., u),
on voit que () compte unc infinité de pentaédres, donc (S) unc infinité de
substitutions. I.’ensemble des formes (f) associé¢ & f compte donc une infinité
de formes.

Si l'on passe de la forme proposce f a unc forme équivalente I,
F=FF,...F, avec F,=/.S (i=1,2,..,n),

on verra de suite quc les domaines D et @ associés & f et I' se transforment
I'un dans I'autre par la transformation T du demi-espace que définit la substi-
tution S par laquelle on passe de fa I (FF= /S, ® =DT). D’ou il suit que
I'ensemble (/) que la réduction continuelle associe a £ est le méme, quelle que
soit la forme ¢quivalente & /" dont on parte. Ces formes de (/') sont les formes
équivalentes a4 f pour lesquelles le domaine D associé a au moins un point
commun avec T,.

Passant maintenant & la recherche d’une réduite dans I'ensemble (/) qui
servira a représenter la classe entiére des formes équivalentes & f, on aura des
conclusions en tout pareilles & celles qui ont é1é exposées en d¢tail & propos de
la réduction des forces biquadratiques;il n’y a simplement, comme on le verra
de suite, qu'une plus grande longucur dans les ¢critures. On reconnaitra ainsi
qu’il est possible de limiter les valeurs absolues des coefficients de toute forme F

n
t,_to_,t,, (*); les seconds
membres des inégalités de limitation étant des puissances de § d’exposants bien

de I'ensemble (/) a I'aide de la scule expression O =

(') ¢ est, comme Loujous, le déterminant de la forme o.
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déterminés ne dépendant que du rang du coefficient limité dans la forme F
envisagée. Dans certaines de ces inégalités, le coefficient de la puissance de 8
contiendra en dénominateur la valeur absolue du premier coefficient de I
(coefficient de X" X'") & une certainc puissance tout comme on ’a vu pour les
formes biquadratiques, en sorte que la limitation est illusoire si le premier
coefficient de I est nul, ce qui peutarriversi la forme proposée / peut s’annuler
pour des valeurs entiéres de .z, y, c’est-z‘l—dire si elle peut représenter zéro.

-\

On remarquera que cette quantité ) = .—OTJoue un role essentiel dans la

la réduction. Sil'on considére deux formes f et g équivalentes, et, pour des
valeurs correspondantes des parametres, % et @ qui lcur sont associées (c’est-
a-dire telles que ® = %S si §= fS), la fonction 0 prend les mémes valeurs.
D’ou se conclut que les fonctions § et @ relatives a ces deux formes prennent le
méme ensemble de valeurs lorsque les parametres de la réduction continuelle
varient de toutes les facons possibles.

Elles ont donc le méme minimum que, par définition, on appellera le déter-
minant de f. Toutes les formes équivalentesi font méme déterminant.

La (ou les) correspondante de f serala (ou les) forme définie ¢ d’Hermite
associée a f pour les valeurs des paramétres qui rendent ) minimum. Les cor-
respondantes ¢ et ® de deux formes équivalentes f et § s’équivalent par la
méme substitution que f et § (§ =[S, ® =28).

La (ou les) réduite ¢quivalente a f sera la (ou les) forme de I’ensemble (/)
dont la (ou les) correspondante est une forme d’Hermite définie réduite.

Deux formes équivalentes ont mémes réduites et ceci raméne 1'équivalence
de deux formes & 'identité entre leurs réduites ou leurs groupes de réduiles.

Sans insister sur la questlion de I’existence du minimum de 0, on reconnaitra
que les conclusions affirmées relativement a celles des formes biquadratiques
dont les coefficients sont entiers, sont valables ici encore, loujours sous la res-
triction qu'on écarte les formes susceptibles de représenter zéro. En effet, alors
toute réduite I' équivalente & / a ses coeflicients entiers et son premier coeffi-
cient est sirement == o si la forme ne peut représenter zéro.

Dans les inégalités qui limitent les valeurs absolues des coefficients de I, on
remplacera au second membre, lorsqu’il y figurera dans le dénominateur, le
premier coefficient de I* par un, quine lui est pas supérieur en valeur absolue;
ces seconds membres seront alors des quantités parfaitement déterminées par
la connaissance de 0, déterminant de la forme f. Si ce déterminant est donné,
chacun des coefficients d’une réduite I' (a coefficients entiers) ayant ce déter-
minant ne pourra avoir qu’'un nombre limité de valeurs, d’otu les deux cons¢-
quences :

1° Une forme & coefficients entiers du type f=f, f, ... f, (ou les u pre-
miéres formes sont formes d’'Hermite indéfinies 1. =~0) et non susceptibles de
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représenter zéro (ce qui arrivera si aucune des formes f, ne peut représenter
zéro) n’a jamais qu'un nombre limité de réduites équivalentes (puisque toutes
ces réduites ont méme déterminant que f°).

2° Les formes & coefficients entiers du type /= f, f. ... f, décomposables
cn produitde n formes d’Hermite dont certaines sont indéfinies (n ¢tant donné),
non susceptibles de représenter zéro et ayant un méme déterminant donne 0,
se répartissent en un nombre limité de classes (puisqu’'a un 0 donné ne corres-
pondent qu'un nombre fini de réduites possibles, donc de classes).

Revenant maintenant &4 Uexistence du minimum de 0, il est facile de voir que

ce minimum existe en supposant, comme ncus le faisons, que tous les
s, (i=1,2,..,n)sont = o.
En cffet, si

J=Sioo SuSurr oo Sus

avee

)

a,¢,—b;b, =—2, pour { =1, 2, ..., )

—a,xx'— b,xy' — b2’y +c.vy' .
J. ! ey LY s ajc,—bib,= o pourh=p—+1,...,n

ct si 'on pose
o, =o,xx' — Bixy' — 3.0’y +y:iy)' [ay,—32.Bl=y. (i=1,2, ..., n)],

o, étant, lorsque / est indéfinie (i =1, 2, ..., u.) une forme d’Hermite définie

)

associée & f, par le procédé que nous connaissons, et étant identique a f;
lorsque f;, est définie (i = .+ 1, ..., n): la forme g associé¢e a f est

o=t +...+ v, =pra'—qry' —q'x'y + ryy’'
n
p _—_E tro,
1
n
EDNAR
1
n
7=t Bl
1
n
I‘:Z 6
1

avec

Le déterminant ¢ de o est

S=pr—qr =Y e+, X aes,  (@#))
1

=1 j=1
avece

Oy =2+, = 33— 38 (EF))-
C-tte expression de ¢, a été souvent rencontrée dans le Mémoire actuel; on

J. 32
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sait qu’elle est toujours positive et qu'on a §,,223,3,, I'égalité n’ayant lieu
que si {, et {;, représentatifs de g, et ¢;, sont confondus. D’ailleurs, la facon
dont on a rattaché ¢,, & la distance non euclidienne de {, 4 {, prouve que 3,
devient infinie lorsqu’un des points {, ou {; tend vers le plan O&y (ou les deux
a la fois sans étre confondus).

Envisageant alors

)N

X

)
D )
6.t

_(XT}6,+ 2T.T,5,,)

0= - T,...T,

(avec T, =),

on voit facilement que ¢,,Z 2 ys,c, entraine

ET/0,+ 3T, T,0,23T6,+ 23T, Ty /5,0, = [2T, /5, ]

5> (STVE)",
=T

Donc

~. LT

les &, sont des nombres positifs fixes tous supérieurs & un nombre positif A2 o.

Donc
M(ET,) (ST,)*
> NT ot > pn
v ¢ T e

Donc
f2Arnn o,

D’ailleurs, 'expression de 0 etles inégalités précédentes prouvent que 6 devient
infinic si certains des nombres /, s’annulent (on ne doil pas les supposer lous
nuls & cause de '’homogénéité de 0; ) devient de méme infinic si, les 7, restant
fixes,undes { (/=1, 2, ..., 1) (ou plusieurs) tendent vers le plan O&y sur la
sphére 5. De lia sc¢ conclut aisément 'existence d’un systéme au moins de
valeurs des ¢, toules =< o0, et d’'un systéme au moins de positions des 4
(t=1, 1, ..., ) hors du plan O%y, pour lesquelles 0 atteint son minimum. It
c’est la le résultat qu’il fallait obtenir.

Remargques. — 1l y ades cas ot la position des {, (7 =1, 2, .. , &) corres-
pondant au minimum de § s’apercoit immédiatement. S'il est possible, en effet,
de rendre simultanément tous les ¢,, ¢gaux & leur minimum, il est clair que les
positions correspondantes des , sont les positions cherchées. Par exemple,
soit u.=n —=3, et, de plus, supposons que les trois demi-sphéres ¢,, 7,, 7,
représentatives de fy, f., f. aient un point commun I hors du plan O%y.
Si €, C,, {, représentalifs de 9,, %,, 9, associées a f,, f,, f; sont confondus
avec (, il est clair que ¢,,, 2., €t 2,, sont égaux & leurs minimums respec-

tifs 2y/2,8,, 212,25, 2v2,2,. [L en est de méme dans le cas plus général p.=n
(n quelconque), si 5, ..., 5, passent par un méme point T hors du plan O&y.
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Ce point U sera aussi le point representatif de la correspondunte de f.
Ayant{,, ..., {,, et par suite ¢,, ..., 9,, rien n’est plus facile que de déterminer
ensaite les valeurs des ¢, correspondant au minimum puisqu’alors

1=

L

[

n
o (s +2320V53,) _ (S4VE)
- THAAH N

et le minimum de 0 correspond alors visiblement aux valeurs des 7, telles que

I~ I~ '~
Lvo,=t3\vo, =...= 1\ 0,

Pour prendre un autre exemple, supposons que tous les {, (A=p+1,...,n)
soient dans un méme plan normal au plan O&, qui soit aussi plan diamétral
de toutes les demi-sphéres o, (i =1, 2, ..., u.). Il est clair encore, par un peu
de réflexion, que les points {,, ..., {, correspondant au minimum de 0 seront
situés dans ce plan diamétral, ainsi d’ailleurs que le point Creprésentalif
de la correspondante : celarésulte immédiatement de la relation qui lie 3,, ala
distance non euclidienne de {, 4 {,, ces deux quanlilés variant toujours dans le
méme sens. Nous avons insisté la-dessus dans la deuxieme Parlic, & propos de
Papplication de la méthode générale aux formes binaires ordinaires & coeffi-
cients réels pour lesquelles le systéme des points racines admet un plan de
symétrie normal au plan O%n, qui est le plan O%7 lui-méme. Nous nous borne-
rons maintenant aux indications précédentes.




CHAPITRE VI.

LES FORMES BINAIRES A INDETERMINEES CONJUGUEES DE DEGRE SUPERIELR
QUI RESTENT INVARIANTES PAR UN GROUPE DE SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

I. L’¢tude des groupes de substitutions linéaires susceptibles de conserver
une forme binaire 4 indéterminées conjuguées s’ouvre par le Mémoire de 1884
ou M. Picard établit 'existence d’un groupe fuchsien de substitutions modu-
laires conservant toute forme d’Hermite indéfinie a coefficients entiers.

Au cours de I'étude des formes biquadratiques & coefficients entiers décom-
posables en produit de formes d’Hermite, nous avons conclu a I'existence d'un
groupe cyclique infini de substitutions hyperboliques modulaires, conservant
une telle forme lorsque les deux formes de décomposition sont indéfinies et ont
leurs demi-sphéres représentatives sécantes. Nous avons rattaché ce groupe au
groupe commun aux groupes conservatifs de deux formes d’Hermite a coeffi-
cients entiers o et ¢ indéfinies et & demi-sphéres représentatives sécantes, au

moyen desquelles la forme proposée s’exprimait (a4 un facteur rationnel réel
prés) par la formule

J=a¢’+2bo+ cl? (@, b, c entiers réelsy b°— ac > o).

Mais la généralisation suivante vient aussitot a 'esprit. » et { étant toujours
deux formes d’Hermite a coefficients entliers, indéfinies, et a demi-sphéres
représentatives sécantes, envisageons la forme

f___._ aoq)n—I—(llCP"—lle—l—[l,(P"‘QLIJZ—-I— .. -+aan"

quiest un polynome homogeéne et de degré nen s et, a,, a,, ..., a, étant des
nombres réels quelconques. C’est en z, y, «/, ', unc forme & indéterminées
conjuguées de degré 2n. Il existe un groupe cyclique infini de substitutions
modulaires hyperboliques consercant a la fois 3 et , el par suite conser-
vant f.

Voici donc un fait nouveau : Il existe des formes a indéterminées con-
juguées de degré ausst élevé qu’on voudra qui admettent un groupe infini
de transformations linéaires en elles-mémes.

Et ce fait semble créer une distinction profonde entre les formes binaires
ordinaires et les formes binaires a indéterminées conjuguées, puisqu'’il est bien
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connu qu'une forme binaire ordinaire de degré >>2 ne peut admetlre qu'un
groupe fini de transformations linéaires en elle-méme ('). Nous allons cepen-
dant établir le fait suivant : Une forme binaire a indéterminées conjuguées
indécomposable (*) ne peut admettre qu’un groupe fini de transformations
linéaires en elle-méme.

L’exception signalée plus haut, I'existence de formes admettant un groupe
conservatif infini est unigue. Le type

S=a0"+ a0 M4, o+ a,

est en effet un type de forme décomposable
S=alo—1V]le —hil.. . [e —2.¢],

Ayy ...y A, étant récls ou imaginaires conjugués deux a deux. Toute forme
admellant un groupe consercalif infini se raméne a ce lype.
Nous considérerons la courbe du plan O%y dont I’équation est

Sf(z,1)=0 [/(x, y) étant la forme donnée],

ou mieux la projection stéréographique de cette courbe surla sphére unité X,
comme on a I’habitude de le faire. C’est une courbe algébrique I', du degré 2n,
si 2n est le degré de la forme f proposée. Supposons que la forme admette un
groupe G de transformations linéaires en elle-méme, cela veut dire qu’il existe
un groupe G de collinéations respectant l'intérieur de la sphére X, la surface
de X et la courbe I' elle méme.

Une substitution S du groupe peut étre elliptique, hyperbolique, loxodro-
mique, ou parabolique. Je dis qu’elle est sirement elliptique si /ou I' est indé-
composable.

En effet, si S laisse f inaltérée, la collinéation T qui lui correspond laisse I’
inaltérée, et il en est de méme de tousles T*(4 =1, 2, ..., ) qui forment un
groupe infini, si S est hyperbolique, parabolique, ou loxodromique.

SiSesthyperbolique, T est une rotation non euclidienne autour d’une droite A
extérieure a X, les points doubles 5, =, sont les points de contact des plans
tangents menés par A. D’un point M, de la courbe I' on déduit, par la transfor-
mation T, un point M, qui est aussi sur la courbe T, et par tous les T* une
infinité de points M, tous situés sur I'. Or ces M, (A =—==, ..., —1,0, 1, ..., 2)
sont sur un cercle de X passant par 3, et 5,. Ce cercle ne peut avoir ainsi unc
infinité de points communs avec I' que s/l fait partie deT, et cecin’est pas

(1) Voir KueN, Math. Annalen, t. IX.
(2) Nous dirons que la forme f(z, y) est indécomposable si la courbe (3, 1) = o du plan O&n
est indécomposable. C’est la une dénomination bien naturelle.
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possible si I' est indécomposable. Si 'on suppose que A devient tangente, 3, z,
devenant la tangente perpendiculaire, on voit que le méme raisonnement
prouve que si I' est indécomposable, S ne peut étre parabolique.

deux rotations non euclidienncs autour de A et A’, A’ étant la droite 5,5, et Asa
conjuguée par rapport a X.
Sil'on écrit S sous la forme

(

la rotation autour de A" est d’angle non euclidien 6. D’un point M, de la .
courbe T, en lui appliquant toutes les transformations

au u

1 =;-e195—3’) (rréel >0, —n << <+ m),

> 132

AT

Thh=—ot, ..., 1,0, 1,..., +00),

on déduit une infinité de points de la courbe I', M|, M,, ..., et M_,, M_,, I

Si 6 est incommensurable a 2%, celte double série de points admet les
points 5, et =, pour points asymptotes, c'est-a-dire que dans toule sphére de
centre 3, ou 7, si pelite soit-clle, il y a une infinité dec ces points M,, tels que les
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plans 5,5,M; forment autour de z,z, un ensemble partout dense, et ceci est
impossible puisque I est algébrique (*).
M—
m
points M, se répartissent sur m cercles fixes de £ passant par s, et x,, faisant

Si 6 est commensurable & 2%, = (p et m entiers premiers entre eux) lcs

2T . . .y .
entre eux 'angle — Sur chacun de ces angles il y a une infinité de points My,

ayant s, et 5, pour points limites. C'estla encore une conclusion contradicloire
puisque I' est algébrique et indécomposable.

Donc une substitution S conservant f ne peut étre qu'elliptique. Elle a deux
points doubles z,, =, sur X et la T correspondante est une rotation non cucli-
dienne d’angle § autour de 3, 3., si S s’écrit

l)_

5—3 7 —
<: — :l, =" 7 —

Sil'on considére un plan passant par A conjuguée de la droite s, s, relative-
ment a Z, il est conservé par toutes les T*. D’un point M, ol ce plan coupe la
courbe I' on déduit une série de points M, de la courbe T en appliquant & ce M,
toutes les T*. Tous ces points sont sur le cercle d’intersection de X et du plan
considéré.

Si 6 est incommensurable 4 2w, ces points sont tous distincts et sont en
infinité dénombrable, ce qui est contradictoire avec le fait que I' étant alge-
brique de degré 22 et indécomposable, ne peut étre coupée par le plan précé-
dent qu’en 2 2 points.

&

1l

Donc 0 est commensurable &4 2w, 0 = zf’)—lﬂ (p et m premiers entre eux) et

stirement mZ= 2n.
On peut, comme on sait, choisir dans ce cas parmi les S* une substitution §’

Y ., .. . . .
pour laquelle le  soit — et telle que le groupe des S soit identique & celui
des 5.

On est donc forcé de conclure que, si f de degré 2n est indécomposable, le
groupe qui la conserve ne peut étre formé que de substitutions elliptiques,

d’argument ) = 2—I/n—ﬁ (mZ2n). Clest donc un groupe de substitutions elliptiques

sans substitution infinitésimale. On conclut de suite, d’aprés une recherche
connue, que c’est un groupe fini. Par une substitution linéaire préalable, la

(1) Ceci est vrai, que My soit réel ou unagmaire. Car si M, est imaginaire, mais dans un
plan 2,5, M, réel (qu'on peut choisic @ priori tel), en considérant son conjugué By, la droite
réelle M, M/ rencontre z;3; et, en appliquant & cette droite toutes les T#, les droites M; M, tendent
vers z, et 5, respectivement pour A === et la conclusion précédente relative aux plans z35;, My
est toujours vraie.
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forme f se raméne & une forme pour laquelle le groupe conservatif des S corres-
pond au groupe des rotations T qui conservent un des polyédres réguliers
convexes inscrits dans la sphére £ (mentionnons aussi le groupe du diédre qui
n’entre pas dans la catégorie précédente).

Il nous reste maintenant & voir quelles sont zoutes les formes & indéterminées

conjuguées qui admettent un groupe infini de transformations linéaires cn
clles-mémes.

Un tel groupe n’étant pas fini, on n’a que les deux hypothéses suivantes :

1° Ou bien il contient une substitution hyperbolique, parabolique, ou loxo-
dromique;

2° Ou bien il ne conlient que des substitutions elliptiques, mais alors il
contient une substitution infinitésimale.

Dans le premier cas, si =, 5, sont les points doubles de la substitution hyper-
bolique, le raisonnement fait précédemment prouvera que I' (degré 2n) se
compose de n cercles passant par =, et 3,, ces cercles sont réels ou deux par
deux imaginaires conjugués. Choisissant arbitrairement deux cercles réels
distincts des cercles de I' et distincts 'un de 'autre, passant par z, et 3,, repré-
sentant deux formes d’Hermite o et ¢ indéfinies, tout cercle faisant partic de I
aura pour équation

o(5,1)+2d(5,1)=0,

A étant réel si ce cercle est réel; a4 un groupe de deux cercles imaginaires
conjugués correspondra I’ensemble des deux équations

2 et )’ étant deux nombres complexes conjuguds.
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L’équation de I" s’écrira ainsi
IT+20=o
1

les 2, étant réels ou deux par deux imaginaires conjugués; ou bien

aoq)u 4+ 611(?""'1( + (I,,’\'{" = o,
les «, étant réels.

Ceci signifie que la forme f proposée se laisse toujours ramener a la forme

S=ao"+ a0+ L+ a,dt,

9 et ¥ étant dewr formes d’Hermite indéfinies dont les demi-spheres repre-
sentatives (de I'espace O%nz) (') se coupent.

Si le groupe conservatif de f comprend une substitution parabolique, on
arrive & cette méme conclusion, mais il faut supposcr que les formes indé-
finies ¢ et ¢ ont leurs demi-sphéres représentatives (de 'espace O&yz) tan-
genles.

Si le groupe contient unec substitution loxodromique

5—3 7 —s
<~ -|=,.elﬂy ~| ,

on a vu qu’il fallait que 6 fit commensurable a 2= pour ne pas aboutir 4 une

conclusion contradictoire avec le fait que T' est algébrique <0 = 3”;_“., petmpre-

miers entre eux ). 3, et 5, étant les points doubles de la substitution, on a vu

que si M était un point de I' le cercle 5,5, M, fait en ce cas partie de I, et il en
est de méme des m cercles qui s’en déduisent par des rotations non eucli-

. . 27 . ’
diennes successives d’angle 6 = — autourde 5,5, (m=n si 2n est le degré

F2
deT).
Ceci prouve que m divise n et que la courbe I' se décompose en n cercles
passant par 3,3, [n=~Am] formant k séries dont chacune comprend m cercles
se déduisant de I'un d’entre eux par des rotations successives non euclidiennes

2T
d’angle —— autour de =, ..
n
La forme f se laisse encore ici ramener au type

S=ao+a o'+ a, b,

Lesa,, a,, ..., a,réelsne sont plus arbitraires comme dans le cas ou f admettait

(1) Alors toute substitution hyperbolique de points doubles 3,3, (intersections de ¢ et ) et
de déterminant 1 conservera f.

J. 33
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une substitution hyperbolique conservatrice; o et 4 sont toujours deux formes
indéfinies & demi-sphéres représentatives sécantes. On peut d’ailleurs en ce cas
donner une forme canonique simple de f. Par une transformation linéaire
préalable, on peut supposer que s, et 5, ont les valeurs (o, »).

Les équations des m cercles de chaque série de T" sont de la forme

, —hw’=o, vy . — hoin—1) = o,

<>

[Ll

— A =o,

REE3
o

2T,

en posant » = ¢~ “ . Si k a son module égala 1, ces cercles sont tous réels; si k a
son module = 1, ces cercles sont tous imaginaires.
L’équation de chaque série est donc

<j~A\<§—km2\)--.<f,—Am2m n):o,
5 / \3 y 3
<:__/—'I> (_/_z-_‘__mn>_..<‘/‘i.7__0)9(m~h>=0,

I, W, ..., "' sont les racines de " — 1= o.

Si m est impair 1, »?, w', ..., 0¥ représentent lesnombres 1, w, ..., ™!
rangés dans un certain ordre.

Si m est pair, les nombres 1, ©?, w', ..., ®*"=" sont deux & deux égaux et

ou

nt . . . .
les7 d’entre eux qui sont distincts sont les racines de

Donc si 7z impair

</_5-_’_ l) (k5~’ —(l)"'> “en <I‘_s-_’__w2(m l,)

est identique &

et si m est pair, il est identique a

.9 -
S
- =1 —1rp-
o~

Donc si m est impair ’équation de I’ensemble des m cercles d’une série de T’
est

-1
am__ ) glm— o,

A étant un nombre complexe quelconque; si m est pair c’est

m m |2
5°—As'?| =o,
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ce qui s’explique par ce fait que les cercles de la série envisagée sont alors
deux @ deur confondus. Sil'on ne considére chacun qu'une fois, ainsi qu'il
est naturel, on a toujours pour une série I’équation

- 3 ~Im —
sm A3'm—=o

et 'on peut supposer m impair (').
L’équation de chacune des k séries sera donc

sM——Qiz'm =0 (i=1,2,...,k)

et Uéquation de la courbe ' sera oblenue en égalant a zéro un polynome
P(z™, 3"™) homogéne en z™ et 3™ el par rapport & Uensemble de ces deux
variables de degré K.

Il en résulte que la forme canonique de f sera, dans ces conditions, une
forme & indéterminées conjuguées par rapport aux variables ™, y™ et aux
variables conjuguées x™, y'* donnant naissance en la divisant par y*”y'*™
a un polynome homogéne en 3™ et z'”, P(3™, 5) de degré k (*) par rapport
aux variables 3" et =,

Le polynome homogéne en 5" et 5, P (3™, 3) qui nait de la forme f(x, y)
dans ce cas n’est pas quelconque. En effet, posant Z = 3", Z’' = 3, soit P(Z, Z")

N Z . . . )
ce polynome et A, = ; une de ses racines; si A, est une racine de module 1, la
série correspondante de m cercles est réelle.

D’ailleurs son équation est
sMm—},5'm=o0

et la série conjuguée étant

~l Pamt —
sim )‘1-',"

. . ] ’ . I
coincide avec la précédente, puisque alors A; = 5
12

Mais si | A,| =~ 1 la série est imaginaire.
La série conjuguée est alors

~m _tm
S 7~ =0,

N

et elle fait aussi partie de I'. Donc le polynome en question n’admet que des

(1) Sinon, f se raménerait au carré d'une forme de méme nature ol m serait impair.
(2) En posant
X —xm y =),m’
v/ ! Tr
N =zmY =)’m,
on a
. S=a¢XtY'h - XA-LYX YhA=t o ay A'A YA,

Chaque monome de cette somme a le méme exposant pour X et Y/, pour X' et Y, et la somme de
ces deux exposants vaut k.
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racines de module 1 ou des couples de racines tels que A, et 7"7, autrement dit
(]

ses racines sont sur le cercle trigonométrique ou symétriques par rapport a
ce cercle (). Il ne serait pas difficile de transformer ce cercle en I’axe réel et de
ramener ce polynome 4 un polynome a coefficients récls; mais nous n’insis-
terons pas davantage sur ces calculs de détail.

2° Si le groupe infini conservatif de f ne contient que des substitutions ellip-
tiques, il contient siirement une substitution infinitésimale. Soient z, et 3, ses
points doubles. LaT qui lui correspond est une rotation non euclidienne d’angle
infiniment petit autour de z, z,. D’un point M, de T" se déduisent par T et toutes
ses puissances une infinité de points de I' tous situés dans le plan déterminé
par M, et par A droite conjuguée de z,3, par rapport a A. Ceci signifie que le
cercle suivant lequel ce plan coupe la sphére X fait partie de I'. T" (de degré 2n)
se compose ainsi de n cercles réels ou imaginaires conjugués deux 4 deux dont
les plans passent tous par A. 9 et J étant deux formes d’Hermite distinctes,
définies ou indéfinies, mais dont les cercles représentatifs sur X sont dans des
plans réels passant par A, les équations des cercles dont I' est composée sont de
la forme

@(5,1)+Ad(s1)=0 (i=1,2,...,n),

A; étant réel pour un cercle réel, et a deux cercles imaginaires conjugués corres-
pondant deux valeurs conjuguées de ;. L’équation de T est donc encore de la
forme

A"+ a, o'+ .+ @, =o.

(1) Ceci est trés facile a vérifier; la forme canonique de f, en posant

X = xm, Y = ym, \'= .Z"”’, 31 =y'm’
étant
f=aoXAYh @ \A-IYXYE I a, XA YA,

on voit de suite que ao et a; et d’'une facon générale a, et a;—, sont imaginaires conjugués
puisque f est toujours réelle. Le polynome

w0 =Pz ) [t=7]

\

obtenu comme on sait par { = 27, 3'm =1, est alors
(%) = aglh+...+ ay.
Les ' conjugués des racines { de ¢({) sont racines de

o' (L) =a, " +...+ ak

qui n’est autre que a;{¥+...+ a, puisque a, et a;_, sont imaginaires conjugués. Les 77 sont
N »

racines de
ap+ ap—1 L ...+ a,th

qui est identique a ¢(%). Donc (%) jouit bien de la propriété énoncée..
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Les a, étant tous réels, z et J étant deux formes d’Hermite dont les cercles
représentatifs sur X (ou dans le plan OZn) r'ont pas de point commun
réel.

S se laisse donc encore ramener au type

CIOCP"—I— alf?"—‘kp -+ .+ a,,"lJ"

et elle se conserve par toute substitution elliptique ayant pour points doubles
les deux points limites réels du faisceau déterminé par les deux cercles repré-
sentatifs de ¢ et , cercles qui n’ont pas de point commun réel.

Ainsi se trouve démontrée la seconde assertion du début de ce Chapitre : que
les seules formes a indélerminées conjuguées admettant un groupe infini de
transformations linéaires en elles-mémes sont du type

9"+ a, oM . e,

¢ et ¢ étant deux formes d'Hermite distinctes, les a; étant des nombres réels
d’ailleurs quelconques.

II. Nous allons maintenant indiquer comment on peut former les types
canoniques de formes a indéterminées conjuguées qui admettent en elles-mémes
un des groupes finis connus de transformations linéaires.

Par une substitution linéaire préalable on peut supposer que ce groupe est
I'un des groupes de rotations qui rameénent un polyédre régulier sur lui-méme
(en y ajoutant la pyramide réguliére ou la double pyramide qui correspondent
au groupe du diédre).

La forme f cherchée, de degré 2n, divisée par y" y™ et égalée & zéro définit en
posant =72, 3= Z une courbe du plan £0n(s =%+ in) d'équation
f(3,1) =o0, dont la projection sur la sphére unité X est une courbe I' de
degré 2n qui correspond d’une maniére bien déterminée et biunivoque a la
forme f. Les deux problémes : déterminer f ou déterminer T sont les mémes.
Eticiil s’agit de trouver une courbe I' sphérique qui revienne sur elle-méme
par toutes les rotations qui raménent sur lui-méme un polyédre régulier. Le
cone de sommet O, de directrice T', est alors une des surfaces étudiées par
M. Goursat dans une Note de son Mémoire : Sur les surfaces qui admettent
tous les plans de symétrie d’un polyédre régulicr (Annales de I Ecole Nor-
male, 1887), car ce cone revient sur lui-méme en méme temps que I'. On peut
donc définir T comme intersection de T et d’une surface revenant sur elle-
méme par loules les rotations du groupe d’'un polyédre. Et ces surfaces sont
bicn connues, et ’on donne le type de leur équation dans la Note du Mémoire
cité plus haut.

Il y a ici des circonstances particuliéres, I' est une courbe algébrique de
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de degré 2n; comme elle dérive d'une courbe du plan £Ov dont 'équation
en %, n a ses coefficients réels, le cone de sommet O, de directrice I, est un cone
algébrique dont l'équation est & coefficients réels, et il faut en tenir compte
quand on écrira le type d’équation auquel il appartient. Enfin, il faudra tenir
compte aussi que non seulement I’équation du cone ne doit pas changer,
mais encore la forme qui a donné naissance a T et a ce cone, ne doil pas
changer (').

Prenons par exemple le groupe du tétraédre, désignons par X, Y, Z, les
coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point d’un cdne qui se conserve
par toute rotation de ce groupe et soit ¢(X, Y, Z) = o I’équation du céne. On
voit immédiatement que le polynome ¢(\, Y, Z) doit étre tel que par toute
rotation du groupe, se traduisant par une substitution linéaire orthogonale sur
\, Y, Z, il se reproduit & un facteur prés. ¢ ayant tous ses coefficients réels, et
la substitution précédente étant a coefficients réels, il est clair que le facteur
sera réel, et il suit d’une discussion faite par M. Goursat, que ce ne peut étre
que + 1. 9 est donc un polynome qui ne change pas par toute 10otation du
groupe envisagé, et 'on conclut, comme le fait M. Goursat, que c’est un
polynome par rapport aux quatre fonctions particuliéres

X Y270, XY V70N, XNYZ. (N =Y (Y —Z0) (Z—\);

o(X, ), Z)
=F[X’+Y +2, X°Y’ + Y2+ Z’'\N2 \YZ, (N — Y') (V2 —Z°) (2’ — X?)] = o.

11 faut passer de la a la forme £ en passant par I'intermédiaire de I' et de sa
projection stéréographique sur le plan ZO . A un point &,  de cette projection-
la correspond un point X, Y, Z de la sphére donné par

21 . rt—i

-
2¢ P
S , 7 = (,7__:57_}_“;)

X =
41 rt—1 141

(et 'on voit que N* + Y *+ Z*=1).
Avec s =8 +inet 5'=%—1ix, cecis'écril

~

343 .8 —3

N

I
x ‘ u
[X]

1]
L
.l.
I
a
+
0
t
_l.
-

L’équation de la projection stéréographique en question s’obtient donc en
remplacant dans I'équation du céne T’

FL(X 4+ Y242, X3X2 4+ Y20+ 20X, NYZ, (X2 — )¥2) (Y2 —Z*) (2’ —)\?)] = o,

(') Ces remarques suppriment dans le cas qui nous occupe les multiplicateurs M introduits par
M. Goursat dans I'équation des surfaces qu'il recherche, pages 338 et 339 du Mémoire cité.
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X, Y, Z par les expressions précédentes, X* + Y?+ Z? par 1, et chassant les
dénominateurs.

Or,ona
X'V Y Zi 20X fs5/ (s —1)— (57— 35") Azz’(z’:.”—z:’—i—l)—-(z’+:’2)”
(=4 55")* - (14 55")*
X7 — — (35— 352 (53" =)
- (14 35")3 ’

X2 Y2) (Y2 — 72) (7’ — X? :2(:’7‘4‘:"2)[(52‘*"3’2)2“‘(52512—453"1‘1)].
( )( )( x) (|+5;/)6

Posons

Q=—10(z"—35?)(s5'— 1)1+ 35")3,
:)
+

(33 [(32+ 3) — (35" — f35' + 1)),
1 fecge]

en sorte que

\N2Y?2 - Y2722 -2’ X2 = g’
\VZ = %,
(X0 = Y2) (Y7 = 2) (22— X?) = &

Il est clair alors qu’en chassant les dénominateurs dans

(8
qui est I’équation de la projection stéréographique de T', on va obtenir un
polynome homwogéne en P, Q, R, S, au premier membre.

Donc, la forme f{x, y) cherchée, invariante par le groupe du tétraédre,
donne naissance & la courbe f(z, 1)=o0 et l'on est sir que nécessai-
rement f(z, 1) est un polynome homogéne par rapport aux quatre fonctions
fondamentales P, Q, R, S.

XD

Passant alors des polynomes
P(s,1), Q(s1), R(s1), S(51)
précédemment écrits aux formes
P(r,y), Qz ) R(zyy), S(z,y)

qui leur donnent naissance et qui sont

LI

P(z,y) =[4ax'yy' (2*a" —ayz' y' +y’y") — (£ y"+ y 2] [zx'+ yy' )
Q(x, y)=— (X y?*—a" y?) (zx' — yy') (xa' + yy')3.

Rz, y)=2(2"y" +2"y*) [(2*y” + y22't) — (222" — haa' yy'+ y2y'*) y* "1,
S(ay y) = (w2'+ yy")",
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on voit que toute forme f(x,y) invariable par le groupe du tétraédre est un
polynome homogéne par rapport aux quatre formes fondamentales P, Q,
R, S précédentes (*). P, Q, R, S sont toutes du 12° degré. f est donc au moins
du degré 12.
Les substitutions fondamentales du groupe du tétraédre sont, avec les axes

choisis comme dans la Note de M. Goursat,

[XoY.Z; — X, — Y, Z]
et

INY.Zs Y, Z, XD

Sur z les substitutions correspondantes sont

-+

"

5=—3 el 5=

—

<

En passant & (x, ) dont le rapport est 3, et donnant & la substitution le
déterminant + 1, on voit que ces deux substitutions fondamentales correspon-
dent aux deux substitutions linéaires suivantes sur «, ) :

Ly =

l
0
+

Y=

et I'on vérifie immeédiatement que chacune de ces substitutions, et par suite
toute substitution du groupe qu’elles engendrent, laisse invariante chacune
des formes P, Q, R, S, comme cela devait bien se produire.

On procédera tout pareillement pour les autres groupes finis et 'on aura
toujours ce résultat bien simple qu’il existe quatre formes fondamentales P, Q,
R, S d’'un m¢me degré pour chaque groupe, telles que toute forme incariante
par le groupe consideré s’exprime par un polynome homogéneenP,Q, R, S.

Pour le groupe de 'octaédre, par exemple, on s’adressera aux fonctions

XY 47, NV Y272\, Y7, \YZ(Y —Z2) (70— X)) (X" — 1?)
(voir le Mémoire déja cité de M. Goursat); on aura

XY’ + YgZ)_‘_Z?Xz: P(:‘ l) _ 4;;’(;2:”—:3,_‘—.)“(52+:”)’
S(zor) (14 z3)

(') Ces formes canoniques de P, Q, R, S sont & coeflicients entiers. Si le polynome en P, Q, R,
S qui exprime f a ses coefficients entiers, f sera & coefficients entiers. On construit ainsi une’infinité
de formes f a coefficients entiers invariantes par le groupe du tétraédre.
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et
Q(s,1) (52— ") (35 —1)
2V27) — X P
XYz TS(s, 1) (1+ 33")° ’
XYZ(Y2—722) (2> — \2) (X2 —Y?)
_R(s, 1) _ —2i(s*—=35") (55— [(52+ 52)?— (552 — f33'+1)] |
TOS(5,1) (1+ 35")° ?
d’ou
P(s,1)= (14 55)[455/(5%5" — 2" +1] — (3" + 5'2)?],
QU5 1) = = (1 58P (2" — )" (35 — 1),
R(5,1)=— 20(s*—5"*) (53" — 1) [(3*+ 5'2)2— (3252 — 4 55 +1)],

S(s,1) = (1+53")°.

De la on passe aux quatre formes fondamentales, en changeant, ce qui n’a
d’autre effet que de simplifier les notations, les signes de Q et R :

P(z,y)= (22’ +yy'V[izz yy' (2’2" — xyx'y'+ y2y'?) — (22y" + yra'?)?],
Q(x, y) =+ (zz'+yy )V (2 y?— 2"y ) (xx' — vy' ),

» R(x, y) =20(x*y"*— 2'*y*) (22’ — yy')

( X [(By"+ 2" y?) — (2’2 —dxx'yy' +y y'*) ¥ '],
S(@, y) = (xx'+ yy').

Ces quatre formes sonl du degré 18.

Les deux exemples précédents, groupes du tétraédre et de I’octaédre, mon-
trent suffisamment comment on obtiendra pour chaque groupe les quatre formes
fondamentales. Le reste n’est plus qu’affaire de calcul. Voici d’ailleurs I'indi-
cation de ces calculs :

Pour le groupe de la pyramide réguliére (m faces) (groupe cyclique
d’ordre m), I’équation du cone I' s’obtient en égalant & zéro un polynome par

rapport a

ss! , s m , s'm , VA

en se souvenantque s = X +:Yets =X — /Y.
Un tel polynome est aussi un polynome en

. S.S" + Zz’ sM 4 S"", PL— m, 7
et reciproquement.
Il faudra donc ici s’adresser aux quatre fonctions

\z+ \2+ Z’, S’"+S’", S’”—S"”,

pour obtenir P, Q, R, S.
On s’aidera de
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On a ainsi

P(z,1)=2m(3"+ 3'm), P(x, y)=axmy'm+4 x'mym,

Q(5,1) =am(sm— 5'm), Q(z, MY =izmy'm—iz'mym",

R(s.1) = (55"—1) (1 4 55" )ym—1, Rz, y)= (a2’ — yy" ) (a2’ + yy )™ !,
S(s,1) = (1+ 53", S(x, y)=(xa' +yy')»",

car on peut modifier P(z, 1), ..., S(z, 1) par multiplication de coefficients
constants convenables. Pour la double pyramide réguliére (groupe cyclique
d’ordre 12 composé avec une transposition d’axe convenable normal a celui
du groupe cyclique), on s’adressera a

ss’ ~+ Z” s S"”, s — S’”’, YA

et I’on sera conduit a
( P = x'}ly'lll+ x2'm ymn,

— dmo__ §op! m
e lxlll) "n L Illvy ,

e -

—~

z =(xx'—yy') (xx'+ yy' )",
S= (xz'+y)' ).

Pour V'icosaédre enfin, il faudra s’adresser aux quatre fonctions :

(1) N2 Y - =s5" - 72
(2) 10— 5ss'Th - 5(s8' )12 — (s"+ 5'8)ZL;
(3) (Z'o — 3555 18 4 260525 L8+ 255*s'+ 72> — 1755353 7%)

+ (854 s7) (1232° — goss'Z3 + 158252 ) + (85 + §'°)2;
(4) ($5—s8)(— 4. 2+ 5. P 125878 — 3805%s° 70 + 1200835 L — 1005t s+ Z2)

+ (810~ §"0) (— 3327 — 160ss'LP — 107Z8s"") + (8 — 872) ($5+ §'%)3,

qui, en y substituant a s, s, Z, les quantités connues

’ /__'

23 23

l—l—-"" i iy
53 “+ 53

L

7 ’
-+ I

TR KAl

rkd

n

donneront naissance a quatre fonctions P(z, 1), Q(s, 1), R(3, 1), S(z, 1)
données par

(=5
(2) =5
(3) =3
(4) =g

avec, en particulier, S = (1 + z3")'%.
Nous n’indiquerons pas ce calcul qui serait long mais sans difficulté et nous
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remarquerons simplement que les formes fondamentales P(z, y), Q(=z, y),
R(w, y), S(x, y) auxquelles il conduira seront du 30° degré.

NOTE SUR LA CLASSIFICATION DES SUBSTITUTIONS
DU GROUPE DE PICARD.
On a vu, dans une étude précédente, que si la forme de Dirichlet
Sflx, y)=azx*+2bxy +c)?

aux coefficients a, b, c entiers complexes est telle que Norme (b*-—ac) soit
/p2 —
\ a

un carré parfait, ou, ce qui revient au méme, que S ait méme argu-
ment qu'un certain nombre rationnel, il existe une substitution hyperbolique
du groupe de Picard, X (et par suite lout un groupe cyclique infini formé des puis-
sances enliéres de ¥ ), conservant la forme f. Nous avons alorsremarqué que la
substitution S génératrice du groupe des substitutions modulaires complexes
qui conservent f ne pouvait étre une substitution loxodromique quelconque,
puisqu’une certaine puissance entiére S” de S se trouvait étre hyperbolique.
Etablissons maintenant la réciproque de la proposition précédente. A quelles
conditions une forme de Dirichlet a coefficients entiers pourra-t-clle étre
conservée par une substitution modulaire hyperbolique? Autrement dit,
cherchons toutes les formes de Dirichlet a coefficients entiers possédant un
groupe conservalif engendré par une substitution modulaire S, dont une
certaine puissance entiére soit hyperbolique.
Soient 3, et 3, les racines d'une telle forme f. Une substitution modulaire
hyperbolique
{#= al\' + B\Y (a, 3,7, ¢ entiers complexes; a0 — By =1)
2 y=7X—+ oY
ou
al + (3
(1) 5= oy

conservant la forme f aura pour points doubles s, et 3, et pourra s'écrire

=1 7 (A étant un nombre réel).
> - ~1

Cette derniére expression donne

(:,—7\:7)Z—(|——7»)z,:1.
(1= 1)L + b3, — 5,

(2) 5=
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(1) et (2) devant représenter des substitutions identiques, on aura nécessairc-
ment
3) :‘——7.:1:(7\—1)51:,_“—7\ )\zl—z,.

o 3 -y 0

La forme de Dirichlet proposée aura donc la propriété d’étre conservée par
une substitution modulaire hyperbolique si (et seulement si) ses racines 3,
et 3, sont telles qu'on puisse trouver quatre entiers complexes a, 3, ¥, ¢, et un
nombre réel A satisfaisant aux relations (3).

Une conséquence immédiate de (3) est que chacun des rapports (3) est égal
au rapport

(A—=1) (515 —1}

B+v

obtenu a 'aide du deuxiéme et du troisiéme rapport (3), égal aussi &

(A 4+1) (51— 3)
o+ 0

obtenu 4 l'aide du premier et du quatriéme rapport (3).

On a donc
(2 —1)(5079—1) _ (A41)(5,— %)
. B+vy - %+ 0 ’
d’oul'on tire
a+0, h—1
a—s=goi (e

z, et z, étant les racines d'une forme de Dirichlet aux coefficients entiers
az*+ 205+ c=o;

le produit 3, z, est un nombre complexe rationnel, ainsi que (z,z, —1). Le

~

—+0 , . . .
nombre g_+—y ¢tant un nombre complexe rationnel, il s’ensuit que (=, — z,) est

. . o —+
le produit d’un nombre complexe rationnel [m (s, :,—1)] par un nombre

, — 1

réel ——.

A1

Clest dire que (3, — 5,) @ méme argument qu’'un nombre rationnel.

Or

Donc la forme de Dirichlet proposée salisfait a la condition précédemment

Vo' —

ac A . oy .
— a méme argument qu’un nombre rationnel, qui équi-

énonceée, a savoir:

vaut, on le sait, & celle-ci : Norme (0* — ac) est carré parfait. 11 existe donc une
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infinité de formes d'Hermite indéfinies a coefficients entiers contenant la forme
de Dirichlet proposée.

Voici donc un résultat essentiel. La réduction continuelle nous a montré que
toute forme de Dirichlet & coefficients entiers contenue dans une forme d’'Her-
mite ind¢éfinie 4 coefficients entiers était conservée par une substitution /iyper-
boligue convenable du groupe de Picard. Nous venons maintenant de voir quc
les seules formes de Dirichlet & coefficients entiers qui puissent étre conservées
par une substitution hyperbolique convenable du groupe de Picard sont préci-
s¢ment les précédentes, c’est-a-dire celles qui peuvent étre contenues dans unc
forme d’Hermite indéfinie & coefficients entiers (et, comme on I'a vu, dans unc
infinité dénombrable de telles formes).

Ce résultat va nous servir a approfondir I'¢tude des substitutions du groupe
de Picard, en particulier des substitutions loxodromiques.

.. . YA/ .
Une substitution modulaire complexe S( = = Z—Z—:-Tl> soua, b,c,dsont des

entiers complexes tels que ad — he = 1, peut étre, on I'a vu :

,

1° Elliptique. Alors elle s’écrit : ~ LK - "5 K étant un nombre com-

plexe de module 1, K=¢" 0 nombre récl. 0 est d'ailleurs congru a = (')
ou & = 3 T owa? = " (mod 27).

. se o 53— 3 17—z
2° Hyperbohque. Alors elle s’écrit —— = K7—— K étant un nombre

réel.

3° Loxodromique. Alors elle s ecmt K——, K étant un nombre

romplexe de module différent de 1, K = re“’ [lgé 1, ) 7é oct =£=].

4° Parabolique, si ses deux points doubles 5, =, sont confondus en un point
du plan des = d’affixe rationnel.

On voit que les substitutions elliptiques, hyperboliques et paraboliques sont
bien connues et qu'il reste & éclaircir la question suivante :

Pour une substitution loxodromique, K est une imaginaire d’argument 0.
Nous savons, par la recherche qui précéde, dans quel cas l’argument 0 est
commensurable a 2%,

Il faut pour cela et il suffit que la forme de Dirichlet / ayant pour racines les
points doubles de la substitution 3

| f(x.y)=cri+ (d —a)wy—0y’|

soit contenue dans une forme d’Hermite indéfinie a coefficients entiers.
Dans tout autre cas, 9 est incommensurable a 2=.

(1) Ce cas 0 == peut d’ailleurs rentier dans le cas suivant (2°), car alors K est réel et =—1;
on a une symétrie non euclidienne, dontle carré est la substitution unité.
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Mais il reste encore ¢ déterminer quelles sont les valeurs commensurables
a 27 que peut prendre Uargument O pour une substitution modulaire com-
plexe.

C’est a cette recherche que nous passons maintenant :

Considérons donc une substitution modulaire complexe

al +b

(8) ‘= Z+d

(a. b, c, d entiers complexes; ad — be =1)

dont les points doubles z,, 3, sont fournis par I’équation
c3"+(d—a)s—b=o.
Ils sont distincts si ’on suppose
(d—a)Y+fbc=(a+d)*— [ o;

et alors la substitution (S) s’écrit

1 —

\§ ’
2 Z—=,

~
-~

],Z—‘f*l

ula

et c’est un résultat fort connu que K est racine de I’équation

(K2+1)(ad— bc) — K (a’+d*+ 2bc)=o,

laquelle, & cause de ad — bc = 1, se réduit icia

(E) K2—K|(#+d)—2]+1=0.

Dans les hypothéses de la recherche actuelle, la forme de Dirichlet aux coef-

ficients entiers
cx’+ (d—a)ey — b)?

doit pouvoir étre contenue dans une forme d’'Hermite aux coefficients entiers,
c’est-a-dire que I'on doit supposer que

Norme [(d — a)’+ 4bc] = Norme [(a + d)*— 4]

est carré parfait.

Ces conditions étant supposées realisées, il s'agit de voir quelles valeurs
peul prendre U'argument du nombre complece X défini par U'équa-
tion (E).

Le probléme se raméne a 1'étude des valeurs que peut prendre le nombre
entier complexe (a + d) pour que Norme |(a + d)* — 4] soit un carré parfait,
puisque (E) et K ne dépendent que de ce nombre (a + d).

C’est une recherche qui a été commencée dans un Chapitre précédent. On a
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vu que tous les nombres entiers complexes dont la norme était carré parfait
étaient de la forme A2 ou A/, A étant un entier réel et 7 un entier complexe,

d’ailleurs quelconques. 1l faudra donc, et il suffit, qu’on puisse lrouver deux tels
nombres A et / satisfaisant soit a la relation

_ (a+dy—4=Av,

soit a
(a+dy—4=Ai.

Pour plus de simplicité, posons @ -+ ¢ = u; « est alors un entier complexe

quelconque & priori. Les nombres entiers ¢ auxquels nous devrons nous limiter

sont ceux pour lesquels existent A et ¢ entiers (le premier réel, le deuxiéme
complexe) et tels que

w—APr=14 ou bien w— A =4.
© étant un tel entier, la valeur de K correspondante sera donnée par
N—(w’—2)K+1=0
et I'on peut toujours prendre

K — w—2 4+ 2112(112—-—4)_

Tout revient donc & I’étude des deux équations diophantiques

(1) w—A *=4,
(2) w— A =4,

avec les inconnues entiéres complexes u, ¢ et I'inconnue entiére réelle A.

En remplacant au besoin 7 par i’ (¢ étant encore un entier), on peut toujours
supposer l'inconnue A positive.

Pour étudier chacune de ces deux équations, on peut imaginer qu'on se
donne I’entier positiff A. On a alors a étudier une équation de Pell dans le
domaine complexe. C'est ]a une chose aisée depuis le Mémoire de Dirichlet Sur
les formes quadratiques & coefficients et & indélerminées complexes
(QEuvres, t. 1, p. 535). Il suffit ensuile de donner a A toutes les valeurs
entiéres positives et d’examiner ce que deviennent les solutions.

1° Etvor oe Liouation (1) @ u? — A* = 4.

On peut supposer a priori : 1° que A r’a pas de diviseur carré, car un tel
diviseur pourrait étre supposé 7ncorporé dans (*; 2° que A mne contient pas le
facteur 2, car, & cause de 2 = (1 + 7)?, on pourrait se débarrasser de ce fac-
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teur 2 en retombant sur une équation du type (1) ou du type (2). Supposons
donc A donné tel.
Nous écrirons ’équation
w—Ar
- /' -
et aussi
w4 tyA u ——t\/,‘—\ _
2 2 =!

en désignant par yA la racine carrée positive de A.

Remarques. — 1° L’équation (1) a toujours une infinité de solutions (*).
11 suffit pour s’en assurer de montrer qu'elle a, par exemple, une infinité de
solutions paires. Effectivement, une telle solution

u=oau,.

t =21,
u, et ¢, étant entiers, sera fournie par
i — A=,

Et I'on sait que cette derniére équation a toujours une infinité de solutions
(Mémoire de Dirichlet cité plus haut)lorsque A n’est pas un carré parfait, ce
qui est le cas ici (bien entendu, on suppose A = 1).
2° Soient (u, ¢), (¥, t') deux solutions distinctes de (1), c’est-a-dire que
I'on n’a pas a la fois
w=u, t=1.

Considérons les deux expressions

u+ X el W'+ A
2 2

N/

. /X ‘S UYA .
Il est clair d’abord que (" +:\ * ) k" +: \/A) peut s’écrire

w' 4+ t"\VA
'—"‘2 I

u’ et ¢” étant deux entiers complexes.
En effet,

w—+ty\ WUV (AL 4 (ul' + ' )WA
> =

2 4

(1) Le cas A =1 se traite immédiatement, les seules solutions étant alors

(%= 2,0) et (0,=21).
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. u' + Al . ut' 4+ tu’ .
et il suffit de montrer que ———— est un entier #” et ——— est un entier ¢’.

Remarquons pour cela que I'entier « est, relativement au module 2, congru
al’un des quatre nombres
o, I, I, 1-4¢
Posons
u—2am—+¢g,

t=2n + n,

¢ et vy ayant une des quatre valeurs précédentes.
Si (u, t) est une solution,
W—Alt=o (mod 4).

-

e — Ani= (mod 4),

Donc

¢ et v ne peuvent donc étre choisis arbitrairement parmi les quatre valeurs
précédentes, il y a nécessairement une correspondance entre eux donnée par la

congruence précédente. Cette correspondance est résuméc dans les deux
Tableaux suivants :

0
siA= 1 (modj) 1 1 (e=m)
( Q.
A étant supposé impair, Pt
comme on I'a vu plus haut, . L/
o.. o
si A=—1 (mod}) I.. i
i. 1
1+ L. 1+ ¢

Pour une solution (u, t), € el v ont nécessairement deux valeurs situées
sur la méme ligne.

La discussion qui fournit les deux Tableaux précédents est immédiate. On
voit alors que, wu' + Al et ut' + tu’ étant respectivement congrus a e’ -+ Any’

: e+ Ang  en'+ nd -
et en + e’ (mod 2), il suffit de montrer que ~ ¢t ——— sont entiers.

Or si A==1 (mod4), e¢’= 07/, e = ne’ et le résultat précédent est immé-
diat; si A==—1(mod4), ou bien e’ =1y, ou bien c&'=1+ i avec N =i (1+1),
ou bienee’ = i(1+ /) avec ' =1+ 7.

Daus le premier cas, ez’ + A7y est évidemment divisible par 2; dans le
deuxiéme et dans le troisi¢éme, on a

ee'+ Ann = (1+0) [1+ [A] ou bien g+ Ann' =+ ) ({+A).

. . . e . . . , ’
Dans ces deux cas, 1+ (A et i+ A sont divisibles par 1+ ¢ et parsuite ee’-++Avy
J. 35
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.\ . e’ + Ann’ . . .

Pest par (1+ {)?== 2i; donc = "1 est certainement entier. Méme raison-
en’' <+ ne’ .

nement pour _2_12 On a donc bien

W4t W+ UV W+ A
f— ’

2 2 2

u’ et 1" étant deux entiers complexes. Il est clair d’ailleurs que

w—tJ\ ' — VN w— 1"\
- 2

2 2

Et en multipliant nembre 4 membre, & cause de u* — A =4 et u? — At'* =4,

on a aussi
W’ — A= 4;

c’est dire que (u’, t") est solution de (1). De méme on aurait
=+ VA W' — VA W "V
= b

2 2 2

m

u” et ¢" étant enliers, puisque si («/, ') est solution entiére de (1), (&', — ')
Uest aussi, et («”, t") serait solution de (1).
'+ VA u'— A

A cause de 2 = 1, ce qui précéde s’écrit
u—+ l\/l—\-
uw+ P \/_\ _ 2
2 w4t \/X '

2

3> Envisageant une solution entiére (u, ¢) de (1), nous allons considérer la
t/A .
valeur que prend Norme ('H—T\/> pour cette solution.

et —u-—l\/K
2

solutions («, ¢), (— #, — ) de (1) ont méme norme.
Cherchons §’il y a d’autres solutions entiéres (', ') de (1) qui font acquérir’

Evidemment, les deux nombres

.
w+ty A
2\ provenant des deux

. f w -+t /X A .
4 Norme | L2V 2 > la méme valeur que la solution (u, ?).
A cause de
TESyIEVAN
2 _a"+U"\/A
— — H
-ty A\ 2

2

u’, 1" étant solution entiére de (1), on voit que si

w4 JN w4 A A
2\/ et 2 ‘/ ont meme
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RN o, . )
— aura pour norme l'unité. Toutes les solutions (u’, ') qui

w4+ tyA R . .
2“—) la méme valeur que la solution (u, ) s’obtiennent

donc par la relation

norme,

donnent 4 9%

w—+t'yVA — v+ (VA W+ t”\/K’
2 2 2

ou (u’, ") est toute solution entiére de (1) qui donne & J ﬁiﬂ/—ﬁ\-\) la
\ 14 * . 2 / .
valeur 1. Nous sommes donc ramenés a la recherche des solutions de (1) qui

. tVA
donnent a )¢ (ﬁj——o—\/-> la valeur 1.

Pour une telle solution

u }-l\:\_ Il—l\/;{_
2 2 -

T -
g(,<f_til_i> .)‘(,(LI_\/"\) —
2 2 )

96<u+,\/\> _ .)L<u—l\/x) -
2 2

ou, ce qui revient au méme,

QG(” +2t\/A) N »)t»(”_ql \/T) — .

I,

Donc

Remarquons que

IG(r~+ )+ o (r—s)=296(r)+ 2 (s),
1 et s étant deux nombres complexes quelconques, et il vient immédiatement

X (u) + (L yA) =4
et, comme 9% (£ yA) = Ao,
IO () + AIG (¢) =4,

w« et ¢ devant étre deux entiers, on voit que si A >4, il faut nécessairement

supposer 95(¢)=o0, {=o0 et 0o(u) =4 et, a cause de «* — Al =14, u==*2.

-+ VA
2

’

Si donc A > 4, les seules solutions («, ¢) donnant a 5% (

sont (== 2, 0); A = 4 est & rejeter, car on a vu qu'on peut toujours se borner
4 A impair et non carré.

Restent les hypothéses A =1, 3.

Avec A =1, 5 (1) +9%(?) = 43 'hypothése ) (u) = 4, 5%5(¢) = o donne'les
solutions (=2, o0); 'hypothése o («) =o0, 9 (/) = 4 donne les solu-
tions (o0, == 21).

) la valeur:
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Ce sont d’ailleurs la les seules solutions entiéres de u? — ¢* = 4, comme on le
voit immédiatement en écrivant

(v +t)(u—t)=(1+ )*(1 — i)

et remarquant que le deuxiéme membre est la décomposition en facteurs pre-
miers complexes du premier; les diverses hypothéses qu'on pourra faire sur
-+t ct u—¢defacon que leur produit fasse (1+ ¢)* (1 — i)* donneront les
seules solutions précédentes.

Nous pouvons donc écarter ce cas A =1.

Avec A=3, X (u) =14, % (¢{) = o donnent les solutions (=2, 0);
%(u)=1,9(!) =1 donnent les solutions (=1, = 7).

Et 'on voit que si A=3, il y a six solutions entiéres (u, ?) pour les-
u—+ t\/§

2

quelles > =1 ct I'on voit immédiatement que ces six solutions sont

donnécs par

t g —_—
YOS =T (h=o,1,2,3, 4 3)

wb=1.

En résumé, I’équation (1) u®— A*=14, A étant un nombre impair réel
quelconque sans diciseur carré, n’a en général que deux solutions (u, )
rendant )% (#) =1, ct ce sont les solutions opposées u == =2, { = o.

Il y a exception pour :

1° A =1. Il y a alors quatre telles solutions

(0 =2, t =0) et (€t =0, t == 12i).

Ce cas peut étre mis de coté, car les quatre solutions précédentes sont les seules
solutions de (1).
2° A = 3. Il y a six solutions du type cherché, a savoir :

(t=*2,t--0) et (e=x1,t==x1).
On les a toutes dans la formule
—w=—c¢’ (k=o,1, 2,3, 4, 3),
o étant une racine quelconque de I'unité.

. . . Ag ? 3 )y ‘- »
Conclusion. — En laissant toujours de coté le cas A =1 qui est déja traité,
on voit que :

1° 8i A=£3,iln’ya que deux solutions (', ¢') faisant acquérir a % (——" +; \/A>
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la méme valeur qu’une solution donnée (u, ?), et c'est (u'=+ u, t'=+ l),
(W'=—u,t!=—1).

2° 8i A =3, ily a six solutions («/, ') faisant acquérir a X (#) la

méme valeur qu’une solution donnée («, t). Ces six couples sont donnés par

w4+ 1'\/3 o+t V'3
- b

2 2

o étant une quelconque des six racines sixiémes de l'unité

143
2

m==1, w =

A o = == 1 = ¢ correspondent deux solutions
(W'=c¢u,
2 U'=¢t.

A o — il-i_;i\/g _ e+ ig'/3

autres solutions

avec ¢ = == 1, ¢ = =1 correspondent quatre

. e+ 3tie
- 2
e wie'+ te |

= > 5

remarquons que les six substitutions ci-dessus qui font passer de (u, t) a (¢, ¢')

sont six substitutions elliptiques formant un groupe cyclique d’ordre 6. Ce

sont les puissances de
., u—+ 3
u

= —
2

P — wi+t
T2

Ce groupe cyclique conserve la forme u*— 3 2.

Résolution de U’équation (1) u*—A* = 4. — l.cs remarques qui précédent
rendent facile la résolution de cette équation. Nous supposons bien en-
tendu A > 1, et toujours sans diviseur carré. Nous savons alors que I'équa-
tion (1) a en particulier une infinité de solutions entiéres (u, ¢) formées de

TR
. . i+ tyA . .
nombres pairs, et que pour ces solutions 96(—2-—\—/—) devient aussi grand que

’on veut. D’autre part, il n’y a gu’un nombre limité de solutions de (1) faisant
- ’u - I\’X
acquérira )G | ————

> une valeur >1 et <L, L étant nn nombre positif
donné d’avance.
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En effet, si

2

|<~)E<"+[\/A> <L

a cause de
w4 tyN u—ey/A _ |

on aura

pour toutes ces solutions et, par suite,

3\
.+_'<ar,(i@> + )(,(ﬂ) <i+ L,
\ 2 2

L
ce qui donne

2(1—{— i—) <o (u)+ A (1) <2(1+ L),

et ceci limite évidemment
() et 95(¢),
Wo(u)<<2(r+ L),
2(r+L)
(1) < T
et ne peut donc donner qu’un nombre limité de possibilités pour (u, t).

. . . Ly tyVA
Il existe donc une solution (u, ¢) de (1) qui fait acquérir a x £EIVE une

valeur supérieure & 1 qui soit la plus petite des valeurs >1 que peut

- u—i—t\/x . N R ye
prendre O <—2—> pour les solutions (%, ¢) de (1). | On est méme sir qu’il
y en a plusieurs puisque, si A =3, il y a deux solutions opposées faisant

' . A . [ u+t \/r\
acquérir une méme valeur a o — >

et, si A = 3, il y a six solutions fai-
' e A PO O T t\/K
sant acquérir une méme valeur & )t { ——— -

2
Nous appellerons (U, T) cette solution et nous dirons que c’est la plus petite
solution de (1). Evidemment, on a une infinité de solutions de (1) par

u+t\/K:<U+T\/X)"

2 2

(n entier réel quelconque positif ou négatif). Un raisonnement classique
montre alors que toute solution (u, t) de (1) est telle que

% u+2z\/:\: [Dt’(U +2T\/A>|

(n étant un entier réel positif ou négatif).
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Car de I'hypothése contraire, c’est-a-dire de ’existence de n entier tel que

4 I~ n ~ 4 e n+1
I:')t’(U +—2T \/:\)] < )E(“ }—j\/A) < [QG( U—i—:’\/k)] ’

N

on conclurait 'existence d’une solution («”, ¢") donnée par

T AVAN
'+ 1" A 2

2 (U+T\/T)”

2

\

pour laquelle
1< % <———" *‘2" ‘/“\) <% (—————U +;r‘/?‘>,

et ceci est absurde.
[n définitive :

1° Si A«: Z? } loutes les solutions entiéres de I'équation (1) sont données
par
ﬂt-\—:i(%—r{—\/'—\) (n=—o0,...,2,—1,0, 1,2, ..., +00),

puisqu’il n’y a que deux solutions

(W=cu

Lo =50

u—+—t\/x
2

faisant acquérir a o < ) unc méme valeur donnée.

2” Si A = 3, toules les solutions entiéres de (1) sont données par

- - (n=o, x1,=x2,.. ,xowm),

wtyN o (/U -+ T\r":\-\)"

2T

w=e" (A=o,1,2,3,4,5)
. . . . Ve u+ tyA A
puisque les six solutions de (1) faisant acquérir & Jo _‘;L une méme valeur
se tirent de 'une d’elles («, ¢) par
w4V w—+tyA
T C\T a2 )
ol o doit étre remplacé par chacune des racines sixiémes de I’unité.
Dans ces deux cas, (U, T) représente la plus petite solution de (1), c’'est-
a-dire une quelconque des solutions en nombre fini qui font acqueérir

. A .
a - +: VA plus petite valeur > 1.




280 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.
3° Si A =1,iln’y a que quatre solutions

(e ==%2, t =0), (t=o0, t =% 21).

Conséquence. — Placons-nous dans le cas général A >1, A £ 3.

o fte=0a+ B . . ‘wu—=a— L1 . .
Si ( ) est solution entiére de (1), ( 8 ) sera aussi solution
t =y + 0i t =+ —oi

" -+ l\"K deux

entiére de (1), puisque A est réel. Ces deux solutions donnent a

valeurs imaginaires conjuguées don! la norme est la méme. Et comme, dans

J . u—+EVA . .
ce cas, deux solutions donnant a ———;L- la méme norme sont identiques ou
opposées, on aura ou bien
o FBRi=a—fi,
Y+ 0l =1y — oi,

c’est-a-dire u et ¢ réels, ou bien

a—+Bi——(o0—Bi).
y-+06i = —(y—2ai),

c’est-a-dire « et / purement imaginaires.
Si donc la plus petite solution U, T est formée de nombres réels, il est clair
que foute solution étant donnée par

w—+LyYA - (U-I—T\/X\)"
2 - 2

sera conzpo&ée de nombres entiers réels.

Si la plus petite solution U, T est formée de nombres purement imaginaires,
il est clair que les solutions (u, ¢) correspondant a n pair seront formées de
nombres réels; les solutions correspondant & n impair seront formées de
nombres purement imaginaires.

Etude du cas A = 3. — Fquation u* — 32 = 4.
Nous savons que toutes les solutions entiéres sont données par la formule

> =

u—l—t\/3__m<U +‘)T\/5 )n (i 1).

Tout revient a trouver la plus petite solution U, T. (C’est celle qui donne
\ t /g . | .
ax (L2 ) sa plus petite valeur supérieure a 1.

L’équation admet la solution u = 4, 7 = 2, pour laquelle

DG(“——*——{—\/—S> :DC<2+\/§)>|.

N
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Cherchons toutes les solutions («, ¢) en nombre fini pour lesquelles

.<;z,<i:%‘.“_§> <96 (2+y3) =17+ 43,

On aura
, _
(e
7+4V3 < 2 <!
Donc
ot,<—~" +2‘ ‘“’) + (—————” _2‘ ﬁ) <8+4\3,
z)t,g +2JE¥<8+4\/§,
c’est-a-dire

() + 395(1) <16 + 8y/3.

L’hypothése ot () = o est impossible.
L’hypothése 9.(#) =1 fournit les solutions v ==z=1, ===/ pour les-

—+ £\ 3

u . 10
quelles 9t ———— =1, que nous connaissons déja.

Il faut donc supposer > (u) 2 2, c’est-a-dire
30 (1) <1i+8y3  (mais 83 <14).
Donc, a fortiori,
Ie(L)<<io.
D’autre part,

- . u +t\/3
Yot = o donne la solution connue « === 2, { = o par laquelle 9% (%) =1

D6 (L) =1 » u==t1,t==%1 »

Donc 9022 2. '

96 (¢)==2 donne t ==F1*i,*==2021; u*=4+ 3*=4=06/ est impos-
sible, car ot (4 = 6/) =16 + 36 = 52 n’étant pas carré parfait, 4 = 67 ne peut
¢tre carré parfait d’un enticr complexe. Cette hypothése est & rejeter.

)¢ =3 est impossible.

Yol =4 donne {===2 ou {==x2/, (*==x14, ceci fournit la solution
== 4, {== 2 trouvée au début.

Wi=25 donne (==41=427 ou == 2=, c'est-d-dire *=— 3 =4I
ou (2= 3 = {i. Les valeurs correspondantes de 4 + 37* sont

b4+320=4+3(—3E4)=—5F12(
et
A+32=4+3( 3x4i)= 13x12l.
La deuxieme hypothése est a rejeter, car )t (13 = 127) =169 + 144 = 313
J. 36
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non carré parfdit et la premiére donne
L4+30=—5=*12(

dont la norme 25 + 144 =169 est carré parfait de 13.
En s’appuyant sur l'identité 13 = 3%+ 2*, on reconnait de suite que

— 5 ai= (% 2% 30)%;
de facon plus précise

— 5412 =(2 + 3i)2=(—2 —3I)’,
— 5 —12i=(2—3iy=(—2+30)%

On trouve donc les huit solutions possibles

u=ce (2+3i¢)

! n__.
t=¢"(14 27¢') (6. € e"==1).

. . ty3
11 faut voir encore celles qui rendent ¢ (ft—i_oii ) >1

w4t\3 _ e(243ie') +e"/3(1+20¢') 26 4e" V3 +¢i(3e+ 26" V3)
2 - 2 - 2
dont la norme est

7+ be" V34 21+12:¢"3 28 4-16e"\/3
4 - 4

quin’est > 1 que si ee” = -+ 1. Il faut donc supposer ¢ = <" et 'on a les quatre
solutions

u—c¢(2+3i¢),

t—=¢(1 4+ 20¢"),
pour lesquelles

Norme (u +2t \/5> = 28 +416\/3 =744 \/3

P . . u—+Ly3 4 .
Ces quatre solutions donnent a —9—\/ la méme norme que la solution

u==4,1==2 dont on est parti; on doit donc trouver pour ces quatre
solutions

u—+1\3 <L’|—|—2\/§>
=W ’
2 2

o représentant une quelconque des quatre racines sixiémes imaginaires de
'unité, et ¢’est bien ce qui est, car une telle racine est

e ie"y/3
- 2
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et ’on trouve
= 28 + 3ig" 3 2ig" u=2¢+ 3¢
w(2+y3)= ¢+ V3(e+ ), d’oir |
2 =&+ 2L¢",

et il suffit de poser ¢’ = <’ pour retomber sur les formules précédentes.
Les hypothéses 9t/ = 6 et 3¢ =17 sont impossibles.
Y! =8 donne

t=a(E1x), =8I, h+30=4F2i{=401=%6)

dont la norme 16(1—+ 36) n’est pas carré parfait. L’hypothése est donc &
rejeter.
Reste ot/ = g, qui donne

3
=23 ou (==%23/ c’est-a-dire *==g, 4+3t’:4i27:3 ;
—a
hypothéses a rejeter.
Conclusion. — On peut donc choisir, pour plus petite solution de

u* — 3(* =4, la solution

,L‘:'|, Tt?.f

Toutes les solutions entiéres de cette équation seront donc données par la
relation

u—+t\3

> —aw(2+43)" (n=o,%x1,*2,..., =),

et w étant une racine sixiéme quelconque de ’unité.
Toutes les solutions entiéres réelles («,, ¢,) sont données par

u, + tl\'g

- =x=(2+3)" (1) (r=o0,%=1,£2,..., F00)

et les solutions complexes (u, ¢) s'en déduisent par

/3 Ly3 —1+iey3
ubVe I LVe =1, o= LEV? (e =),

2 2 2

ce qui donne

—u,+3ict,
e ee——

2

u—

feu;,—t
(==

2

évidemment entiéres puisque u, et ¢, sont pairs.

(1) 1l est visible que ces solutions réelles sont toutes formées de nombres pairs.
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Application de ces résullats aur substitutions du groupe de Picard. — Les
substitutions que nous étudions admettent un multiplicateur K

/53— = 7—:
3 I e 1
(F=2=r3=2)

R2— («?—2)K+1=0,

racine de

c’est-a-dire
u?—a 4+ \/w(ut—4)
2

K=
Nous venons de déterminer tous les entiers complexes « pour lesquels
wr— 4= A2,

A entier réel positif (') et ¢ entier complexe.
Pour de tels couples (u, ¢), on a

K — wW—a+utyA _ (u+tVA)Y +ut—Ar—4 . (lz+l\/t_\>2_'

2 4 . 2

Pour A =1, onn’a trouvé que

=2 u=o
et .
t=o t==%2¢
et ceci donne
K==1,
c’est-a-dire la substitution unité ou une substitution hyperbolique de période 2
(symétrie non euclidienne ).

Pour A >1 et =3, on a trouvé que toute solution de «*— /4 =A17* était
formée de nombres (u, ) tous deux réels ou tous deux purement imaginaires.
Dans ces conditions donc K est réel, positif si « et ¢ sont réels, négatif si u et ¢
sont purement imaginaires.

On n’obtient ainsi que des substitutions hyperboliques (*).

Pour A = 3, on a vu que les solutions de u* — 4 = 3¢* étaient, ou bien des
solutions (u,, 7,) formées de nombres réels pairs, ou bien des solutions com-
plexes (u, t) formées a 'aide de solutions réelles (u,, t,) par la formule

‘ _—u+3iety
u+1\/§_—|+isv/§ u,—i—ll\/g_ ) o 2
2 - 2 2 ? leuy—1,
| ~tn
2

(1) Qu'on peut supposer sans diviseur carré (et impair méme si l'on veut).

A . . u+tyA
(2) K n’est égal a 1 que si ’'on prend la solution w ===2,¢=o0; Norme -—)‘/— pou-
vant devenir aussi grand qu'on veut, on voit qu'il y a des substitutions modulaires hyperboliques

pour lesquelles | K| est aussi grand qu’on veut.
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. . 3\? : ..
Pour les solutions réelles (u,, ¢,), N = <g'——+TI‘L) est réel et positif et
'on obtient des substitutions hyperboliques.
Drailleurs, pour toute solution complexe, on a encore

2 2

—\ s /1 _ .
K:o;(————'11+,'\5> ()’ w'=1, w:————'+l€\3 (e==%=1)

et I’on voit ainsi que Uargument de K est identique a celui de w; c’est donc
2
un argument de =+ T’r

Et ceci prouve qu’on obtient ainsi des substitutions loxodromiques dont la
puissance lroisiéme, el par suile loules les puissances d’ordre 3p (p entier
réel posilif ou négatif ) sont des substitutions hyperboliques.

2° Kruoke pe L'Eouatiov (2) @ u® — Ait = 4.

A est un entier réel qu’on peut supposer positif (en changeant au besoin ¢
en it), sans diviseur carré (qui pourrait rentrer dans /), et impair [car la
relation 2¢ = (1 + 7)* donnerait, si A était égal 4 2A’ (A’ impair),

Ai=2 A=A (1+10)*0,

et 'on serait ramené a une équation du type (1), «* — A'* = 4].
Nous écrivons encore I’équation

u—+ YAl u—t\AL
2 2 -

en choisissant par exemple pour VA celle des deux racines de Uentier Ai qui
a un argument égal a + 7—;

On voit, en posant « =24/, ¢ = 2{, que I'’équation (2) a une infinité de
solutions paires &'* — Ait’* =1 (voir le Mémoire de Dirichlet).

I1 est facile d’ailleurs de voir que, dans nos hypothéses, toutes les solutions
entiéres de (2) sont paires.

(1) Dailleurs | k| = %{lﬁ )

. Si I'on prend la solution particuliére u;, =2, ¢ = o, et
celle-1a seulement, on obtient une solution modulaire elliptique de période 3, car alors

22T

4
3

K=w=e¢e s

c'est le résultat bien connu déja annoncé sur les substitutions elliptiques du groupe de Picard.
Pour toute autre solution, | K| 1 et 'on a bien une substitution loxodromique dont la puis-
sance troisiéme est hyperbolique.
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Effectivement, en posant
u—2m-—+ e,
t=2n-+q,

il faudra
e2—Aln=o (mod 4),

e et 1 ont une des quatre valeurs o, 1, 7, 1+ {.

A est impair. Il est alors facile de voir que la scule hypothése possible sur ¢
et m est e = v = o pour salisfaire a la congruence précédente. Clest dire que
© et ¢ sont pairs. '

En effet e =1, ¢* = 1 donne

. 1—Ain’=o0 (mod}) et \

il
I+

1 (mod4);

il faut done
1Eint= (mod 4)

et ceci est impossible, car n* n’a que les quatre valeurs o, 1, — 1, 21.
£e=1,e2=—1 donne

—i1—Ain’=0 (modj) ou encore —1*xig?=o0
.

qui est encore impossible.
Enfin e =1+ 1, *= 2¢ donne

20— Air’=0 (mod}) ou 2

l+
T
]
)

(ui est encore impossible.
Comme pour I’équation (1) on voit que, de deux solutions entiéres (u, )
et (u, 1), distinctes de (2), on déduit une troisiéme solution («”, t") entiére

par
WAL w4ty AW+ U\AT

2 2 2

K

gt At
W= —
2

wt' 4+ tu'
2

"=

En effet, «” et ¢ sont évidemment entiers et pairs puisque « et / ainsi que «’'
et ¢ le sont,

W — "\AL u— VAL W — VAL

. 2 . 2 2
D’ou

w?r— A=
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On a de méme une quatriéme solution entiére (", ¢") par
w4t \,"_A_f
Il’”-l-—t"'\//\t__ 2 a4 tJAL W — A
2 W+ VAL 2 2
2

On passe de suite & la recherche des solutions entiéres (u, ¢) qui donnent
o fu+e\VAL
ax (—2\—-l> la valeur 1. Elles sont telles que

W (u) + 3 (¢ /AT) =4,
)T (u) + A XS (£) =4

comme il a déja été vu pour (1).
Si A > 4, les seules solutions sont ¢ = o0, & = = 2.
Restent les deux hypothéses A =1 et A = 3.
A=1(«®—i*=14). — Onad’abord u= = 2, { = o toujours.
! =1, 3% u = 3 est impossible ainsi que ytu =1, /= 3.

Nu =0, I =4, L === 2 ou == 27 est encore impossible.
O u = )¢ = 2 donnerait

U:€1+E-,l., [:53‘(“541' (51,52, &3, E‘_‘_—-iﬂ),
ur=12¢,¢61, 2= a2¢,5,0,

W— i =28850 + 2636,

qui ne peut pas étre égal a 4.

w—+ t\AL .

Donc, pour A =1, Jc—i——\/— n’est =1 que pour les solutions # == 2,
2

{=o.

Pour A =3 («* - 3it*=14),
WG (u) + 396t =4.
L’hypothése 57 =1 = 2% (u) donne

==,

wr==ri,

et, pour aucun choix de ces valeurs, u* — 3i/* n’est réel. L’hypothése est donc
a rejeter et seules restent les solutions « = =+ 2, { = o.

Donc, quel gue soit A, il n’y a que deux solutions entieres de «*— Ail*=4
tVAL . ,
rendant ("Lz—¢~ =1 et ce sont les deux solutions opposées u == 2,

=o ().

(1) Tous ces ré-ultats sont d'ailleurs immediats quand on remarque que toute solutivn entiére
(t, ¢) est formée de nombres pairs.
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De la se tire que, si deux solutions (u, ¢), (¢, t") entiéres de (2) donnent la

méme valeur & 9t (M> » elles sont identiques ou opposées,
w=cu' (e ==1)
| t=¢t
Conséquence. — Siu=a+ Bi, t =y + o1 est solulion entiére de
(2) ur— Aitr=14,
il est visible immédiatement que
W=—oa+Bi, =0+ yi

sera une autre solution entiére, car les deux expressions
a*— B3 +2Ay0 et 206 — A(y"—0")

dont la premiére est égale a 4 et la deuxiéme & o puisque (a0~ 37, vy + i) est
solution de (2) conservent les mémes valeurs quand on y change « de signe et
permute ¥ et C.

Envisageant les deux nombres

a—+Bi+\AL(y -+ 0i)
2

et
— ot + ﬁi—i—\'m(6+7[),
2

on voit que :

1° . + Bi et — a + (37 sont figurés par deux points symétriques relative-
ment & 'axe imaginaire Oy dans le plan O%n de la variable complexe.

Fig. 97.
K 8+s
N

o.+‘312 a+BZ Y+3z:

2° § + vyi et y + ot sont figurés par deux ‘points symétriques par rapport &
la bissectrice A de ’angle 2O,
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VAi ayant I’argument %, VA7 (8 +vi) et-yAi (y + 87) seront figurés par
deux points symétriques par rapport & I’axe imaginaire Oy, qui se déduit de A
par une rotation d’angle 7.

Donc les deux nombres

o+ Bi+VAi(y+9i)
2 b

— o+ Bi+ VAL (d+ i)
2

sont figurés par deux points symétriques relativement & Ow. Ces deux
nombres ont donc méme norme.

La conclusion est que les deux solutions entiéres (a —+fi, v+ SC)
et (— a + B, 6 + y¢) sont identiques ou opposées.

On a donc
oc-i-p?t.—_—a(—ot-i—.ﬁz) (e==1)
Y+ 6l =¢&(0 + yi)
e=-+1donnea=o0,y=2;
E=—1I donneB:o,Yz—S.
La premiére hypothése donne
u=1lu,,
t=(1+ 1),
u, et ¢, étant réels et vérifiant I'’équation
—_ u? -+ QAt’l =
ou
(3) ul —2Ael =—4.

La deuxiéme hypothése donne
U= u,,
t=(1—1)ty,
u, et {, étant des entiers réels vérifiant I’équation

(4) u?—2A¢ =4,

et l'on est sir a priori que 'une au moins des deux équations (3), (4), la der-
niére, a des solutions réelles en nombre infini. D’ailleurs (3) et (4) se simpli-
fient, car A étant impair, il faut de toute nécessité que les entiers (u,, ¢,)
ou (us, t,) vérifiant (3)ou (4) soient pairs (1). Et les équations (3) et (4) se

(1) Ce qui, d’ailleurs, a déja été vérifié antérieurement.

J. 37
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réduisent a

(3" U —2Al=—1 (en posant uy=12u, t;=2¢})
et
4" U —2A =1 (ua=2uy, ly=21,)

qui sont deux équations bien connues dont la premiére (3') n’a pas toujours
de solution, tandis que (4') en a toujours une infinité.

La théorie de (2) s’achéve comme celle de (1). Il existe une plus petite solu-

. .. .y . T u—+ ty/Ai .

tion positive (U, T) entiére faisant acquérir & 5t ———— sa plus pelite

valeur > 1 et toutes les solutions entiéres de (2) s’en déduisent par

ertyae W:i<yi__ \’A‘>n (n=o0,%x1,%2, ..., E o)
2 2

Application aux substitutions du groupe de Picard. — Quel que soit A,
on a vu que toute solution entiére de (2) était d’un des deux types suivants :

u=—1iu, ) '

(a) = (14 i), (uy, ¢ entiers réels),
U == Uy . )

(6) | t=(1—i), (u,q, ty entiers réels).

En se servant d’une solution (u, ) de (2), on obtient une substitution modu-
laire dont le multiplicateur

K_u2—2+ u(ur—4)
- 2
_w—o+uwtyAi  (u+ VA +wr—Air— 4 <u+t\/A—i>
- 2 - 4 - 2 )

La substitution inverse a pour multiplicateur
T (u—tyAQ 2.
K™ 2
Pour K (comme pour 'I%) : 1° Pour toute solution du type (a), ¢yAZ est un
nombre purement imaginaire, comme u (car VA? a, comme 1 + #, I’argu-
T
ment 5 )-
4

Donc K est réel et négatif.

2° Pour toute solution du type (b) u est réel et £ VA est aussi réel.
Donc K est réel et positif.
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En définitive, nous n’obtenons avec les solutions de (2) que des substitu—
tions hyperboliques. Et nous voyons que K peut &tre aussi grand qu'on veut,

puisque
u+t\/rt-'__ u+t\/xf ?
Norme > _l< > ‘

2

peut I'étre; et 'on n’a K =1 que pour u= 2, =0, comme il a déja été vu
précédemment.

RESUME DE CETTE ETUDE.

al + b

Une substitution z = o

du groupe de Picard peut étre :

1° Elliptique. Elle s’écrit alors

3 — 3, :eleZ—zl

53— 3 Z — 3,

, . 2T
et, nécessairement, 0 = =+ 5 (mod 27) ou O =m.

2° Hyperbolique. Elle s’écrit

z— 3,

—K L—=

b
55— 3, 7 — 3,

K étant un nombre réel positif ou négatif.

Comme cas particulier [commun a 1° (§=m) et a4 2°|, K peut étre égal
a — 1, et la substitution a pour période 2. Elle correspond & une symétrie non
euclidienne parrapport a la droite non euclidienne joignant z, z, (dans I'espace
non euclidien de la sphére X, ou dans le demi-espace O%yr).

3° Parabolique, si des points doubles sont confondus.

4° Loxodromique. Alors elle s’écrit

Z—z3

4]

— 3

Tl — et

’

N

3]

— 83

(3]
™

6 n’étant congru ni 4 o ni & w, en sorte que re n'est pas réel, et |r| #1.

L’angle § ne peut étre commensurable a 2m que s'il a l'une des deux

2T

valeurs 3

2T ~ . . . .
ou — -+ Ceci ne pourra arriver que si @ + d = u est une solution
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complexe entiére de I'équation
ur— 32=14,

u—4
3 . ,
Dans tout autre cas, 0 est incommensurable a 2. On sera certain d’étre

dans ce cas si Norme [(@ + d)* — 4] n’est pas carré parfait.
Si Norme [(a + d)? — 4] est carré parfait, on peut avoir :

c’est-a-dire si

est le carré d’un entier complexe.

1° Une substitution elliptique de période 3 : ceci n’arrive que si
a+d=u==1.

2° Une substitution hyperbolique; c’est le cas général. En particulier,
si @ + d = u = == 2, on a soit la substitution unité, soit une substitution hyper-
bolique de période 2.

3° Une substitution loxodromique dont la puissance troisi¢éme est hyperbo-

lique; ceci n’arrive, comme on I'a dit, que si I'entier a + d = « complexe est

ut—
3

pas reels).

tel que 4 soit aussi carré d’un entier complexe t (u et ¢ n’étant, bien str,

Ainsi se trouve éclaircie 1'étude des substitutions loxodromigues du groupe
de Picard; une telle substitution ne peut étre que de I’'uné des deux espéces
suivantes :

1° Substitution d’argument incommensurable a 27; aucune de ses puis-
sances n’est hyperboligue. Cest le cas général.

2° Substitution d’argument ?3£ ou — 2%; sa puissance lroisiéme el toules

ses puissances d’ordre 3p (p entier réel) sont hyperboliques.

Remarque. — Nous avons, dans tout le cours du Mémoire, appelé hyperbo-
51

avec K réel. Cer-

. A . s 53— 3 Z—
ligue toute substitution qui se ramenait a — = Ki—

5 — 3

tains auleurs n’appellent Ay perboliques que les substitutions du type précédent
pour lesquelles K est réel et positif, et rangent les substitutions & K négatif
dans la catégorie loxodromique (K = |K|e'™, si K est négatif). Avec ces nou-
velles conventions, les substitutions loxodromiques du groupe de Picard
seraient de deux sortes :

1° Celles pour lesquelles 'argument 6 de K est incommensurable a 27;

2° Celles pour lesquelles I'argument 6 de K est © ou =+ %73 : leurs puissances

respectives d’ordre 2p ou 3p (p entier réel) sont hyperboliques.
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Ce Mémoire, envoyé au concours de 1917 pour le prix Bordin, a été cou-
ronné par I’Académie des Sciences. Le sujet du concours était le suivant :
« Perfectionner en quelque point important la théoric arithmétique des_
Jormes non quadratiques ».

Vi et approuvé :
Paris, Ie 30 mai 1917.

Le Doyex DE LA FacuLte pES ScikNces,

PauL APPELL.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 30 mai 1917.
Le Vice-RECTEUR DE L’AcApEvIE DE Paris.
Pour le Vice-Recteur en congé,

L'INSPECTEUR CHARGE DE L'ADVINISTRATION
DE L’ACADEMIE,

ISTRIA.





