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Groupe d'étude en 13-01
THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
3e année, 1985/86, n° 13, 7 Pe 24 février 1986

UNITES RELATIVES

par Roger PAYSANT - LE ROUX ()

le Introductiog.

Lorsque 1'on cherche les solutions de 1'équation de Pell-Fermuat

(1) | X2 -2 pr% =1,
avec D sans carré, on peut conmencer par résoudre ce probliume pour

(2) ¥ -Dd7° =1,

et déteruiner ensuite les solutions (x , y) de (2) telles que fly .
C'est la wéthode utilisée par A. SCHINZEL [1].
Une maniére équivalente de foruuler ce point de vue est la suivante :

Soit un anneau d'entiers A , et soit un entier A d'une extension du corps des
quotients X de A . Si on veut connaftre les unités de norme 1 de l'ordre
O, = AL fs) , on peut déterniner les unités ¢ de norme 1 de l'ordre 0 = 4[],

puis chercher les entiers n tels que @n soit une unité relative 2 Of

2. Hypotheses. Notations.
Soient ;
k corps
4=2 ou KX],
K cedof de A,
2 un éléuent entier algébrique sur A , séparable, de degré p ,
p-1

P _
i\ --bp__l A +...+lb,

E = K(a) ’

b, € A,

B 1la ferueture intégrale de A dans E . On suppose B = A[A] .
f un éléuent irréductible de A tel que f}’DiscE/K(B) ,

G (resp. U ) le groupe des unités (resp. de norme 1) de O = A[ A]

ot (resp. il ) le groupe des unités (resp. de norme 1) de of =A+ £ A A7

1]

G (resp. U, ) le groupe des unités (resp. de norme 1) de 0, A £A]

f.B =3, «.+ p. la décomposition en idéaux premiers distincts de 1'idéal f£.B

dans B .
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3#*
Soit C wun anneau, on désignera par C 1le groupe des élduents inversibles de

C, et soit s : B —> B/fB 1'honororphisue canonique.

PROBLEME. - Soit 9 € G (resp. U ) ; on cherche les entiers n tel que ¢n

soit une unité (resp. unité de norme 1) relative & O y 1o €. étude de la torsion

du groupe G/Gf (resp. U/Uf ).

f

Un ordre internédiaire (si p > 2 ) s'introduit naturellenent of =4+ f0 , et

il pernet de diviser la difficulté en deux.

3. Etude de C'T/Gf .

THEORELE 1.
s
(i) Soit 9 e ¢ (e of = s(p) € (4/f4)") .

*
(ii) s(Uf) est contenu dans le groupe des racines p-iéne de 1l'unité de (A/fA) .

Preuve,

(1) Dans le sens direct, soit g e GF ,

= p-1
cp—uo+ulfA+...+up_1fA ’

u; € A,
dtou
s(p) = s(uo) e A/fA .
Reste 2 montrer que s(uo) est différent de zéro. On sait que %N(¢p) € A" , d'ol
S(ﬂ(ﬂP)) #0, or s(n(y)) = s(ug) = (s(uo))P , on en déduit que s(uo) #0 .

Réciproquenent, soit ¢ € G et s(p) =s(a) , a€ A, on a done

¢ -acker s =f.B,

d'ou
- p-1
cp—a+f(vo+v1A+...+vp_lA ), v, e A
- . Jp-1
cp—4a+fv0+fv1u+ ...+fvp_1A
et donc ¢ € OfA, or Ofn G—_—Grf .
(i) Soit e UT ,
@=u, + U, A+ ees +1 £l oy e
ot ™ p—1 » Yy

on calcule s(cpg) ,
S(CPg) = s(ug) = s((9)) =8(1) =1

et
s(e) € (A/fA)* .
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Applications.

(a) Corps globaux (A =2 ou Eq[X]) « - On pose :

valeur absolue habituelle si A =32

|£] = pour fe A .

degf .
si A=F|x]|.
q ~q[]

THEORENE 2. - Le groupe quotient G/Gf est un groupe de torsion, dont la torsion

est preuidre avec |f| , et bornée par IflY ~ 1 ; plus précisément, pour tout o

Yo
appartenant & G , on a ¢|f| 1 appartient a of y OU 'y = ppcn ﬁi ’

e

B, = [B/‘pi : AJEA] .

Preuves -~ On a l'isonorphisme
B/tB > (B/p,) x «ve x (B/y,)
et
| B/5, | =£|P*, vi=1, .., 1.
Si on pose s, =pr; °s, oh pr, estla i-idne projection de B/fB dans
13/;3i , on a 1'égalité
|Y

(s, (o)) T

1, Vi=1,...,1‘
et donc

(s(eN 171 2 1 e (aren)”

|£]Y¥e1 o f .

d'apres le théoreme 1, on en conclut que ¢ G

(b) Corps de fonctions. — A =k[X] od k est un corps ayant une infinité d'é1é-

nents.

THEOREME 3. - On suppose que le rang du groupe U est égal & un. Soit Py une

unité fondanentale de U . On a 1l'équivalence

Uf non trivial ¢=> si(qb) est une racine de 1'unité du corps B/pi .

De plus, si Uf est non trivial et si on pose @

#* ;
0y = Infilne N , s(cpg) € A/fA} ,

alors m, =[U:U ]

. f - . .
Preuve, — Dans le sens direct, supposons U  non trivial, alors il existe un en-

tier non nul u tel que qg € Uf , d'aprés le théoréme 1,

(s(E)P = (g™ = 1 .



13-04

Réciproquenient, si
3¢ n .
ﬂﬂel\L, (S.(kPO))1=1, Vi=1,ooo,r,
i
on en déduit

D 3
am=ppen(n) , (s(e)) =1, vi=1, .., r,

et donc

s(9,)" = 1€ 0/£a

d'aprés le théoréne 1, qg e ot .

Exenple. - On prend :
(2= gx3
%
1\A2=X2-h, heQ ;

1'unité fondanentale de U est

(x - A)//i si h est un carré dans Q ,

S
!

1 - (2x°/n) + (2X/n) A, sinon.

On pose D = X% - n , et comme élénent irréductible de A on prend f=X-a,

BEQ__.

COROLLAIRE 1 (A, SCHINZEL). - U

X-a est non trivial si, et seulenent si, a =0

ou h = 2a2 ou 4a2 ou 4/3 a2 .

Preuve. — Pour utiliser le théoréme 3, il nous faut étudier la décomposition de
1'idéal (X - a) A dans B = A[A] (on a bien ici que la fermeture intégrale de A
dans B est A[A] ).

Nous avons trois possibilités :

*
(1) si Ddfa) = a2 - h est un carré dans Q

pA% By et BHQ
X-a)a Af(X-a)st ~Qq.

L'idéal (X - a) B se déconpose en deux idéaux preniers distincts, conjugués, et

on n'a pas d'extension du corps des restes.

%
(2) si Dp(a) = 4> - h n'est pas un carré dans Q

p 1\3/::"‘9,(«/5‘(5))
()‘(—a)A A(X-a)h >=q .

L'idéal (X - a) B est premier, et on a une extension du corps des restes (ex-

tension quadratique de Q ).
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(3) i Da) =0, i.e. h = 82 , dans ce cas f|D , 1'hypothése que nous avons
faite sur f ne nous perczet pas de conclure, cependant, on peut nontrer que

U est trivial.
X-a
Toujours d'apres le théor>ue 3, il faut chercher les racines de 1'unité dans le

corps B/;::.L :
Si on est dans (1) ou (2) avec D(a) >0 , les racines de l'unité sont =+ 1 .

Si on est dans (2) avec D(a) <O , les racines de 1'unité peuvent &tre : + 1 ,

Finalenient

s(qb) = Jou => h =(4/3)a® ou 4a° ’

s(qb) = J0u =>h = 4a” ,
[
i
( 2
;(qb) = lou = h = 2a° ,
L -s
}fl
s(wo) = 40U =>a=0.
-
v

4. Etude de Gf/Gf

THRORENE 4.

(i) Corps de nonbres. Corps de fonctions sur un corps k de caractéristique

470 :

Gf/Gf est un groupe de |f| (resp. 4 ) torsion

dont la torsion est bornée par lflp-l (resp. z{log(p—l)} ).

(ii) Corps de fonctions de caractéristique nulle :

Gf/Gf est sans torsion.

Preuve.

(i) Ceci résulte de la formule du bindue. Dans le cas des corps de nonbres, soit

f
pec,

Y=u +u

p-1
0 1 fo+ oo + up._1 i ’
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on calcule @f

A f _f f f £ f(p-1)
P =uy tuy 7" 0 + ... + up_1 f= A
. ) sp-1,  sp-1
i i i : k,
, £1 0 -1 k=1 ‘k=17i
o > T 1% vy f a
(10,"3ip_1)eI 0 p-1 :

oh I= {(io y wes s ip—l) e NP, Zi;é i, =1 et i #f, Vk}, onvoit que

£ VL
¢ peut s'éerire :
f 2 f2 Ap—l

¢ = vo + v1 f A+ oo + vp_1

’

et on itére le procédé.

3

(ii) Idée de la démonstration : On se place dans le cas particulier A" =D .

Soit ¢ = Uy + Uy A+ u, A2 € Gf « On suppose qu'il existe um entier g supé-

rieur ou égal a 2 tel que

mq =V, +V, A+ V A? e G

0 1 2 f?

ce qui permet d'écrire

-1, .5 ___q! i, i1 e ®(io,iy,ie)

Vo=% Mt nTiiizt Mot
ol
. . . 3 . . . . . - .
I= {(10 y iy 12) eXN , ig+i +i,=q, i, +2i,=2 (nod 3) , iy €4q - 2}
o s . . _ i, + 213__— 2
u(lo , 11 , 12) = 3 .
Or, on a

2 iy i, is .
£y wpt w?, Wiy, 1y, 1)) €T

et f2|v2 par hypothése.

On en déduit que leugfl u, et donc, puisque fAYUO , que f2|u2 .

2
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 2, - Soit D un polynSne de la forme X3 +aX+b, avec a et

beq.

Soit A appartenant & Q((1/X)) vérifiant A

groupe des unités de 1‘ordre OX42 est trivial.

=D ., Pour tout ratiommel « , le

Preuve. - I1 n'est pas difficile de nontrer que si D a une racine double, le
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groupe des unités de O est trivial. On suppose donc D sans racine double. Dans
ce cas, B = A 4], et on connait les couples (a , b)  [1] pour lesquels le groupe
U des unités de norne 1 de O est non trivial, et nour un tel couple on connait

une unité fondauentale 9 de U . On continue alors coune dans le corollaire 1,
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