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THEORIE ANALYTIQUE DES NONMBRES
3e année, 1985/86, no 11, 21 p. 27 janvier 1986

FACTORISATION

*
par Maurice MARGENSTERN ()

1. Motivations cryptographigues.

Les développements de la cryptographie ont orienté les recherches vers 1‘'exploi-
tation de problémes mathématiques, dont la résolution effective soit la plus complexe
possible. Plusieurs néthodes reposent sur la complexité de la décomposition en fac-
teurs preriers d'un entier quelconque. On va montrer, sur un exemple célébre, 1'im-

portance de la factorisation d'un noubre.

1.1, La méthode R. S. A. — Le but de la méthode (cf. [11]) est d'offrir un sys-

téme de codage et décodage de messages & clés publiques le plus simple et le plus

slir possible. Elle fonctionne comume suit.

Tout abonné au systéme définit trois nombres n , e et d dont les deux premiers,
dits clés publiques figurent dans un annuaire de tous les utilisateurs, le troisiéme

nonbre restant secret. Ces trois nombres vérifient les propriétés suivantes :
(i) n = pqg ou p et g sont deux "grands" nombres premiers distincts.
(ii) ed =1 nod ¢(n) .

Supposons qu'un abonné A désire envoyer a un autre abonné B un message M .
PP q

A découpe d'abord en mots M : M cee » M tels que 1 s;Mi £n, ce qui ra-

1’ k B
néne l'envoi d'un message de longueur quelconque & l'envoi d'un nombre fini de mes—

sages de longueur bornée. On peut donc supposer 1;5F[5§nB . Alors A envoie & B

le texte C =M°® nod np . B peut retrouver le message M en prenant CdB nod ng
car c% =yede

= i = . \,
=M mod np puisque ep dB =1 mnod q\nB) .

En effet, il résulte du théoréme de Fermat que Mk =M modn si k=1 mnod ¢n)
et si pgcd(M ,n) =1 . Mais ici n=pg odt p et q sont des nombres preniers

distincts.

Soit alors M = pa qb M, ol pgcd(M1 , n) =1 . Alors paq(n) =1 mod q et

1
qb@(n) =1 mod p d'ou oun tire que

a bk b
(PP a)" =p"q mod pg

si ¢(pg)|k + Donc pour tout M avec 1 <M <ny on a bien

Ly da

M =M nod n

B L]
La néthode est sinple car codage et décodage sont le résultat d'une néme opéra-

tion fonctionnant avec des arguments différents et aussi parce que le calcul de

¥
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o .
(M)” mod n peut 8tre exécuté treés rapidenent en écrivant e en base 2, on randne
le calcul de (M)e nod n A un noubre d'élévations au carré nodulo n de 1'ordre
de 4n e (voir détails dans [11]).

La néthode est sfire car décoder C , c'est trouver d ce qui est aussi difficile
que trouver p et g si ces derniers nomnbres sont convenablenent choisis comme on
le verra plus loin, et factoriser n est un probléme difficile couiie on pourra s'en

convaincre 4 la lecture de cet exposé.

La wéthode est également sfire car elle pernet de garantir 1'authenticité des mes-
sages. On unodifie & cet effet la procédure de la fagon suivante. A calcule
S

i

(H)d* nod n, et applique & S 1la procédure précédente, c'est-i-dire envoie

¢ = (S)eE mod ng . B & son tour obtiendra d'abord S en décodant C gréce a

sa clé secréte, puis il obtiendra M en décodant S gréce aux clés publiques de

A qui se trouvent dans l'annuaire. Donc la uéthode permet & B de s'assurer que

A cst bien 1'expéditeur du nessage (par exemple A aura envoyé au préalable un mes—
sage en clair annongant qu'il est 1'expéditeur) et elle garantit & A que B ne
pourra pas falsifier le nessage regu. Cette procédure est appelée procédure du res—
sage signé, S étant en quelque sorte la signature du message M puisque A

étant seul (en principe) 2 connaftre d, , il est le seul A pouvoir produire S 2

A
partir de M coune (en principe) seul B peut obtenir S & partir de C .

1.2, Analyse de la uméthode. — Si on connait p et q on trouve aiséuent d

car @(pq) = (p - 1)(q - 1) . On peut en fait trouver une "meilleure" valeur de d

car si ed =1 nod ppcm(p -1, q-1) on a alors Med =M wodn od n=npq,

P, q noubres preuiers distincts, pour tout M avec 1 <M €n . (La déuonstra-

tion résulte aiséuent de la dénonstration de la propriété corresnondante pour
#(n) »)
Posons E(M) = M® mod n , et (M) = Md nod n + On a donc
E(D(1)) = D(E(M)) =M mnod n
pour tout M, 1 <M Ln.

Cependant, conre on va le voir, il existe des valeurs de M pour lesquelles
E(M) =1 . On les appelle points fixes de E . Plus généralement, on peut chercher

les points fixes de Ek qui sont appelés points fixes de E d'ordre k .

S3i M est un point fixe de E d'ordre k , si on suppose M #0 wuod p alors

k

Me-lEllmdp.

Cette congruence posséde dans 1, ... , p, £ solutions en M soient Blyyeeeyla
ou f = pged(p -~ 1, of - 1) . De néme pour M #0 mod q , M° =1 mod q possdde
dans 1, eee 5, Q. & solutions en M soient Dy oeee s ng ou g==pgcd(q-l ,ék—l)
(cf. par exenple [12]). Par application du théoréme chinois on a donc fg nonbres

M nod pqg tels que M = m wod p et M = n'j nod ¢ d'ou fg solutions nod n ,
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Du théorence chinois, on tire également 1l'existence d'une unique solution en
M mnod pqg du systéme M =0 modp, M =nj mod ¢ « Alors

o Mek = nek =

M =0 mod p et y = nj mod q «

Donc

Mek =M
= mod pg

par unicité des solutions dans 1, ... , n du systéme ci-dessus. On en déduit que
gX posséde un nombre de points fizes exactement &gal a
k k
(1 + pged(p -1, e - 1)(1 + pged(q - 1, = 1)) .

En faisant k=1, comme p, q et e sont necessairement impairs, on a que
Ek posséde au moins 9 points fixes. Trouver des points fixes de- E d'ordre quel-
conque, c'est trouver des facteurs de p -1 ou g -1 ce qui peut permettre de

factoriser n .

Donc, pour rendre la méthode plus sfire, il faut non seulement choisir p et ¢
grands mais aussi s'efforcer de réaliser les conditions p = 2p' + 1 et q=2q9'+1

avec p' , q' premiers.

D'olt 1'intérét de la connaissance des méthodes de factorisation d'un entier quel-~

conque pour tenter de casser le systéme R, S. A.

2¢ Méthodes de factorisation.

On présente ici quatre méthodes de factorisations relevant de techniques sensi-
P q q

blement différentes.

2.1. La méthode p - 1 de Pollard. - Elle s'appuie sur un résultat théorique
publié dans [9]. On donne ci-dessous la démonstration du résultat puis une procédu-

re algorithmique qui s'en déduit.

2.1.1. Principe de la méthode.

THEOREME (J. M. POLLARD [9]). - Soit 0 <a <1 et §>0 . Il existe un algo-

rithme (machine de Turing & plusieurs rubans) indiquant pour tout entier n compogé,

. . . o
si oui ou non n posséde un facteur premier p tel que p <n et, dans le cas

ou un tel facteur existe, permettant de le calculer en un nombre d'opérations
0(n /2%0) .

La démonstration nécessite deux lemmes techniques permettant d'estimer le nombre

d'cpérations de certains calculs.

LEMME 1. - Soient M et N deux nombres naturels donnés, 80 IR bo,-", }}I-l

des entiers donnés tels que Iai| , Ibi[ <M.

Alors il existe up algorithme calculant tous les
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Ck=Zi+j=k a, bj 0g<k g2(v -1)

1+¢

en un nombre d'opérations qui est O(N M%) pour tout € >0 .

L'idée de la démonstration du lemme est la suivante. On considére les ¢, comme
les chiffres en base D = M2 N (ce qui évite les retenues puisque lail , |bil <n)
de nombres A et B dont les cpiffres sont respectivement les a; et les bi
dans cette néme base. Or, si C = max(A , B) on sait nmultiplier- A et B en

0((4n C)1+€) opérations (cf. par exemple [3] vol. 2). Or £n C = O(N(gn N + gn M)).

LEMME 2, - Soient a , n et M des naturels non nuls avec a <n et

pged(a , n) = 1 . Alors il existe un algorithme peruettant de dire s'il existe un

entier m tel que 1 &m M et pgcd(am -1,n)>1, et aucas ob un tel m
1/2+€ ne)

existe, d'en domner le plus petit en O(M opérations, pour tout e >0 .

]
=

L'idée de la déuonstration est la suivante. On peut toujours supposer que M
et L = 2k o Alors pour m avec 1 £m £M on peut écrire n=-u+ vl ol
viugl-1 e 1<v<L, Comme pgedla , n) =1 ,'aiors pged(a” - 1, n) > 1
si, et seuleuent si, pgcd(aVL -a*, n)>1, car si dln et dl(ayiu-ap ) , al(&a"-1)
puisque pged(a , n) = 1 .

On domne un procédé de calcul rapide de lTi;é(aVL - au) pour 1 gvgEL. A
cette fin, on calcule modulo n -les coefficients de f(x) = ﬂﬁ;é (x.- ap) en re-

groupant les facteurs par deux dans une preuidre étape, puis par deux les facteurs

du second degré obtenus précéderment, etc. Il y a gn L/gn 2 &tapes de calcul né-

cessitant chacune O(L1+e ne) opérations d'aprés le lemue 1, soit au total
O(Ll+€ n®) opérations.

Soit alors cy = f(aYL) nod n . Connaissant les coefficients de f , on calcule
c, rL+V2 ou r = aL/2 rmod n en obtenant ce noubre courie une somme donnée par le

leure 1, et d'apres le lerme 1, on a tous ces nombres pour 1 v <L en
O(L1+€ ne) opérations. Coune pgcd(r ’ n) =1, on calcule les L pgod(cv rLHﬁ,zl)
avec 1 £v <L en O(Lne) opérations. Ceci donne les solutions de

pgcd(f(aVL) , n) > 1 . Le plus petit v , s'il en existe, et le plus grand u

(pour v fixé) se calculent rapidement, d'oh, si elle existe, la plus petite solu-

tion en ©m de pgedias - 1, n) > 1 dans le temps indiqué.
C. Q. F. D.

Pour déuontrer le théoreme de J. M. POLLARD, il faut encore un lemme de nature

arithnétique.

Soit p wun noubre preuier et k entier, k Z 2 . On pose

= i s x3=0b ' de solution]} .
Sk(p) BEX e ol p-1 nin{b ; =x (mod p) n'a pas so nj}



11-05

et on définit sk(p) =0 si x'=b mnod p a des solutions pour tout b # 0 et
tout q 2k, qlp -1.

On fixe g une racine prinitive de p . Alors tout x € Z/ng,, n#0 stéerit.
de fagon unique x = g’u « On pose u = 44 x . On sait alors que 2 =b nod P a
des solutions si, et seulewnent si, pgcd(q y P - 1)|£d b (ef. [12] par exenmple) et
cette propriété ne dépend pas du choix de g . Donc

s, (p) = L {b#F0 ;5 qf 2a v} .

On a le leune suivant.
LEMME 3, - Pour tout & ~> 0, il ex1ste k 22 tel que

sk(P) = 0(p ) .

En effet, la fonction Y¥(x , y) = 1 vérifie Y¥(x , xé) ~ p(1/8) x

nsx,p|n py
quand X —> + ® , ou p est la fonction de Dickman (cf. par exenple [1]).
3o0it glp , q) =min{b ; gq Y £d b} ou qlp - 1 « Supposons que pour tout Ps
preuier, p. < p s on ait q| £d p; - Alors q|zd b pour tous les b <p dont les
facteurs prenicrs sont au plus égaux a p » I1 y aurait donc au noins Bp nombres
b de cette sorte avec B >0 . Or le nombre de b <p tels que q|£d b est au
plus (p - 1)/q < (p - 1)/k . Donc pour k assez grand, on a une contradiction.

Donc g(p , q) pour tout gq =k et pour tout p assez grand, d'ol le leume
3.

Revenons & la démonstration du théordue de J. M. POLLARD., On définit un algorithre

‘dont le travail procéde comue suit :
(i) on fixe M = [nQ] + 1,

(ii) par définition on teste si il existe p s,ﬁﬁ' avec p|n . 31 oui, on a ter-
niné. Sinon, on passe 3 1'étape (iii).

(iii) & >0 étant fixé, on fixe k22 et C >0 tels que sk(p) < Cp 8/2

pour tout nombre premier p et on pose A = [Cna/z]

On observe que si k peut &tre déterniné de fagon effective & 1l'aide de la fonc-

tion de Dickman, la détermination effective de C est beaucoup plus problématique.

«/2

Conue Vﬁ ~n on peut supposer, pour n assez grand, que A <,¢ﬁ (en pre-

nant o6 <<« ).

Pour a =2, 3, ess , A on cherche s'il existe une solution en n de
(#) pged(a =1 ,n)>1 (1 <sn<H) .

Si il existe un a sans solution, on a terniné, il n'y a pas de diviseur prenier

p de n tel que p < n* (en effet, comme 1'étape (ii) a été franchie et comme



11-06

A<M pgcd(a, n) =1, si pln, alors P! =1 nod p ( p prenier) et si

p<n’, m=p-1 fournit une solution de (*) vérifiant 1 Lu <M ).

Si pour tout aj, () posséde une solution, on passe a 1'étape (iv).

(iv) Soient Dy oy By oy eee y I, les plus petites solutions de (%) pour chaque

valeur de a . Soit v, = pecd(afa - 1, n) .

Si il existe a =2, «s. , A tel que Y, <n , Alors Y, est un facteur non

trivial de n .
Si y, est preuier, on a terniné.

Si Ve n'est pas prenier, on remplace n par Yo et on revient & 1'étape (iii)

en conservant les nénes valeurs pour M et A .

Si pour chaque a =2, .0 , A, y, =1 on passe 3 1'étape (v).
(v) Soit H = ppcm(n2 » By s eee s mA) .

On cherche si Hz +1 oW z=1, .. , k =1 est un diviseur preuier de n .

Sipourun z=1, o , k=1, Hz + 1 est prenier et Hz + lln on a termi-

né, Hz + 1 est un facteur prenier de n .

Si pour chaque z =1, ..o , k-1, Hz + 1 Yn ou n n'est pas premier alors

n ne posséde pas de facteur premier au plus égal 2 o .
Pour achever la déuonstration, il reste & établir deux points :

(a) un retour de (iv) a (iii) n'a lieu qu'un noubre fini de fois, au plus 2/&
en fait car ayant franchi 1'étape (ii) on sait que tout facteur premier de n est

plus grand que ﬂw/2 .
(b) L'alternative indiquée en (v) recouvre tous les cas.

En effet, supposons que n posséde un facteur prenier p avec p & ¥ et qu'on
soit arrivé 2 1'étape (v). On a donc pour tout a =2, 3 , eee , 4, y,=n .
Donc a2 =1 nod p. B est la plus petite solution en n de
pgcd(an -1,n)>1,.C'est aussi la plus petite solution en n de
pgcd(aE -1, p) > 1 « En effet, si pgcd(an -1, p)=p, alors pgcd(ap -1)>1
et donc n Z.Ha par définition de R . Done malp - 1, ceci pour chaque a .
Donc H|p-1 et donc p=Hz + 1 . Il reste & nontrer que 2z <k - 1 . Supposons
donc z =2 k . Soit r=g(P, z)=min{b; zy»@db}.Donc zJ/I,dr et r <A
car sk(p) &A, Alors il existe un nombre premier q et un entier u non nul
tel que q jjz et ¢ /4d v . Mais pged(r , p) =1 car r <A< M (on sait que
P> nt 2 puisque 1'étape (ii) est franchie). Donc il existe n avec 1 <n <H
tel que :c']:1 =1 nod p . Prenons n nininun. Alors

r =1 mod P =>p -~ 1|m 44 r .

Soit v tel que qvnp - 1. Coure p=-1=zH et dunz on a qvngH o Mais
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P - 1|m Ad T => qvlu LKr.
v+1--ulm

Or qu*/Zd r . Donc ¢q

qv—uHH . Donc z <k -1 et donc si n posséde un facteur preuier najoré par n?

et comme n|H , qv+1—u|H ce qui contredit

et si on est arrivé a 1'étape (v), ce facteur preuier est de la forme Hz + 1 pour

un z avec 1 LzgKk-1.

Co Qo F. Do

1/4-)

Le théoréne fournit donc un algorithne théorique de factorisation en 0(n

ce qui est beaucoup trop pour &tre praticable sur de grands entiers.

2.1.2 L'algorithune p - 1 de Pollard. — Dans 1l'article [9] déja cité, J. M,
POLLARD propose un algorithne de calcul effectif basé sur le théoréme précédent et

appelé algorithne p - 1 -de Pollard. Cet algorithme fonctionne comne suit. n

étant un nonbre naturel donné supposé composé, on choisit des entiers L et M

bels que 1 <L <M <n2 ot u <12 . On choisit aussi wn entier a , &> 1 .

(1) On calcule P = T%isL pi ’ pi

tels que, par exeuple, Py Zn.

suite des nonbres preniers, avec cy 21

On calcule b = a mod n , puis d = pged(b -1, n) .

Si 1 <d4d<n ona terniné, d est un facteur non trivial de n .

Si d=n on retourne & 1'étape (i) en prenant L plus petit.

Si d=1 on passe a 1'étape (ii).

(ii) On calcule Fn =1 -1 mnodn , o0 L <n <M et n prenier. Si on

trouve un entier m tel que 1 < pgcd(E; , n) <n ce pgcd est un facteur non

trivial de n .

Justification. - Soit q un facteur prenier de n tel que tous les diviseurs

preniers de q - 1 soient bornés par L . Si pecd(a ’ q) = 1 alors q - 1IP a

cause du choix des c; et donc aP =1 modq, et dece fait 4 ~> 1 .

Si d =n on a donc aP =1 mod q pour tout facteur premier q de n . Pre-
nons L plus petit. P est changé en un facteur du P précédent ayant néme valua-
tion pour les nombres preniers majorés par la nouvelle borne L . On peut espérer

que aP =1 mnod q reste vrai (si q - 1 se découpose toujours avec des nombres

. . . P . .
preniers bornés par le nouveau L ) nais que a # 1 mod n , ceci pour au moins

un facteur q . Le nouveau d obtenu est un facteur non trivial de n .

Supposons naintenant g - 1 = Ap ol A a tous ses facteurs premiers bornés par

L et p est un nonbre preuier avec L <p LM .

Si d =1 on observe que Aple , Ap=q-1 et PP = aPP , et donc, si
pgcd(a , n) =1, alors ¥ =1 mod n et on peut donc espérer un facteur non tri-

vial de n en calculant pgcd(Fm , n) pour L <m<M,

On observe qu'a la différence de 1'algorithme construit dans la dénonstration du
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théoreme de J. M. POLLARD, cet algorithme peut ne pas aboutir.
On peut voir, heuristiquement qu'il demande souvent un ternps de calcul iuportant.

En effet, si p désigne le plus grand facteur premnier de q - 1 , on a, d'aprés
le lerze 2 que le calcul nécessite O(p) opérations. Posons n, = max{p H pln} .
On a, sucessivenent, d'aprés la dénonstration du lenne 3 dans 2.2.1

.

card{n <N ; n, £n°} <card{n <N ; n, <8} =v¥m, 8.

1 1
Et donc, coume Y(N , N¥) ~ p(1/x) N ,
X 1
lin supﬁ-cal‘d{n $W; n o} go(3) .

N—c

Donc heuristiquenent

Zn n

puisque TO = n(znib)/(znn) et comne p(4n n/in TO) est trées petit quand To,s,ﬁf

on a la conclusion heuristique énoncée ci-dessus.
Par cette méthode, J. M. POLLARD a trouvé les résultats suivants :

2107 | 9% L 1 - 843589.8174912477117.23528569104401

121450506296081 divise 10°° + 1

136

2670091735108484737 divise 3 + 1.

2.2. L'algorithne de Brillhart-Morrison. - L'idée de départ renonte & LEGENDRE.

. . ‘s 2 _ .2
Soit n un entier positif. La congruence x =y mnmodn a, lorsque n est pre-
nier, exacteuent les solutions x =+y modn . Si n est couposé impair, il y a
ces deux solutions dites triviales, mais encore deux autres au roins, puisque si

= = + - =
n=n, n2 avec nl » Dy #1 les deux congruences X +y =n, nodn e X -y =n,

1 :
nod n , fournissent wncouple de solutions mnodulo n de *12 = y2 nod n , et les deux

congruences x +y =-n, nodn, et, x -y =n, mod n en fournissent un se-

1 2

cond différent du précédent, wmodulo n .

Soit alors (u ,'v) une solution non triviale de x2 = y2 nod n ( n nombre
conposé iupair). Alors d = pged(u -~ v , n) #n car u#+v nodn et si 4>1

on a un facteur non trivial de n .

Comrient obtenir des solutions non triviales de x2 = y2 nod n ? Une idée, remon-

tant aussi & LEGENDRE, consiste & utiliser le développenent en fraction continue -
de ﬁo
Rappelons quelques définitions et propriétés concernant les fractions continues.

Soit x un réel strictement positif. On pose 4 = [x] et, si x ¢'H_,
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x = g + l/x1 . On applique le uéme processus & x, définissant ainsi q = [xl]

1
et, si qy # X,y X, par x, =g, + l/x2 . Si x € § ce processus s'arréte au

bout d'un noubre fini d'étapes. Si xd Q , il se poursuit indéfininent., 9 est

appelé quotient partiel et les notations sont les suivantes :

1 o 1
[qqul’Oﬂvq.i]=q,O+ T =qo+r{£!+...+rq—i'l.
YT T
'on+—-
9
Si XQ/__Q_ on pose
Ai
fi=[q0’q1"“’q'i]=§7'

On observe gqu'alors x = [qo y esee 9 Q.

. 1/xi+l] et que les A, , B, sont 1liés

par les relations de récurrence

i

\V
.
I

A=Aty dy

‘ i~
i > - = (= .
vizl, 4B -4 8 =01

La suite des Qo » *oo 9 Gy s oo est appelée développenent en fraction continue

de x et on note encore x = [qo » Ay s oeee 0 O s PR I

Si deN, d non carré, le développeuent en fraction continue de vﬁ' présente
quelques particularités. Ainsi, on dénontre (cf. par exenple [2]) qu'il existe une
guite d'entiers naturels non nuls, Pi ’ Qi uniques, tels que X, = (Pi +~J€)/Qi
oL X = Vg . Les Pi , Qi sont liés aux Ai , Bi par les relations

2 2 i+l
i > - -
vi20, A7 -dB (- 1) Q1

]

Viz0, P 4P =q @
vizo d = P2 + Q
z i+l Qi i+l *

Ces deux dernidres relations pernettent de aalculer Pn+l ’ Qm_1 a partir de
Pi ’ Qi et 9 .

. 2 2 i+l . .

La relation AS - d B/ = (- 1) Q;,, fournit des entiers naturels A et Q
tels que 2°=2Q umodn en prenant d =n oundéue kn, k€N ., Si Q estun
carré, c'est-i~dire si Q = u? (b uelN ), si (A, u) est une solution non
triviale de x2 = y2 nod n et si pged(A-u, n) >1 , ce pged est un facteur

non trivial de n .
'S 1. ‘ .
D'ol la recherche systéuatique des Ai ’ Qi+1 .

Une idée de KRAITCHIK [4] & nouveau étudide par LEHMER et POWERS (cf. [5]) permet
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41 2 . ‘o 2 2
d'accélérer la recherche d'une solution non triviale de x° =y~ nod n . En effet,

. s AN . - - ij+l
si on considére A.1 ’ Qi|+l y see.y A, Q si Q..r§=l( 1) Qi"+1 est

ir ip+1

J=1

un carré, soit Q = u? , et si A =T[F A.i , on a encore que (A , u) est une
J
solution de la congruence xa =y nudn .

Is

On sait que le développeuent en fraction continue de vﬁ ou d e E% , d non
carré, est périodique, c'est-3-dire que la suite des a4y est périodique & partir
d'un certain rang. Cela résulte aussitét de ce que (cf. [2] par exemple)

i <P, <.a < . &finiti
Vi, 0 <P, Jd et O Q <2+d et par définition des P, , Q

o
Pi f_ii _ + Qi+1
§ TRTR A

by

Les Piv, Qi sont donc aussi périodiques a partir d'un certain rang. Soit
Ql g ses Qa la partie apériodique de la suite des Qi et Qa+1 y see Qa+£
la premigre vpériode. Soient ﬂl yoose oy T 1l'ensenble des facteurs premiers des

Qi pour i <a+ 4 . On peut écrire chaque Qi

@ .. . . ‘ «@..
e ji (L i (- 1)L ji
Q = ﬂj:l m, Pt done (- 1) q = (-1) ﬂ§=1 LA
de sorte que
i+ 2(i 41) B
- _ J = (- J S k
Q = r§=1( 1) Qij+l = (- 1) r&=l ﬂk ,

T

ou Bk = Zﬁ=l Qkij « On a que Q est un carré, si et seulenent si
ZB=16j+ 1) =0 nod 2 ,
et
r =
Vk, j=1 akij =0 nod 2 .

Si on associe a Qi le vecteur (ei s €1y ese esi) ou €y €. e {0, 1}

1i ji

et e =4 = 1 o) ) . _ iJ+l _
; 51 nod 2 et eji uji nod 2 , au produit ﬂgzl( 1) Qi4+1 corres
pond la scrme nodulo 2 des (ei » €i5 0 eee €3 ) , c'est-a-dire une conbi-
J J 1y,
naison linéaire des (e. , €14 0 cer esi) dans 1'espace vectoriel (g/ag)s+1 .
o

Si la période est suffisannent longue, et si on rencontre assez de valeurs dis-—

tinctes de Q.1 , on trouvers nécessairenent une telle combinaison.

Il restera alors 2 exaniner si la solution (A , u) ainsi trouvée de la con-

2 2 . - . - .Y
gruenee ¥ =y nod n est une solution non triviale, puis, quand c'est le cas, a

regarder si pged(A - u, n) > 1 .
Avant de décrire l'algorithne, on va faire quelques renarques.

La premieére est que le développenent en fraction continue de ,/d peut avoir une



11-11

période tres courte. Exenple, si velN, v2>1,

2 1 1
= ]
+ 1 V+\2V +r—J+.'.

puisque [A/<r2 +1]=v, d'old on tire

«/4'2+1=v+(«/<f2+1—V)=v+(%f2"'1.'*")”1

dfou & nouveau

A/<r2+1+v=2v+(«/v2+1+v)-'1 .

On peut pallier eet inconvénient en reuplacant n par kn ou k est un entier
sans facteur carré, petit par rapport & n . Le plus souvent, la période du déve-
loppeient en fraction continue de ﬁ est trés approxinativenient de 1l'ordre de

ﬁ et, expérinentalenent, il suffit de prendre k £ 1000 .

La seconde reuarque est que de 1l'encadrenent 0 < P. <Jd et 0 < Qi < 2ﬁ
on tire que P et Ql se factorisent "au pire" sur Py s eee s Py la liste des
nonbres prenlers au plus égaux a f f d'oh, a priori, des chances de succes
de la néthode si la période du développenent est de 1'ordre de ,\/c_i- (néne si la
partie M"utile" de cette période est réduite de noitié du fait d'une syuétrie des
valeurs des q. & l'intérieur d'une période). Cependant, cette valeur de r de

l'ordre de 4./2 ZAL/d/)en d , donc en N1/4/J2n N est trop grande.

On va donc chercher une valeur de r plus petite susceptible de réduire le

tenps de calcul. Suivant l'analyse de [6] on pose =[2,/d] et on suppose que 1a
Droportlon des Q1 dont les facteurs preuniers sont najorés par P est p(x) on

= Q . Pour produire r nombres Qi factorisables entiérement sur PyseeesP,
11 faut donc calculer environ r/p(x) nonbres Qi . Pour chacun d'eux, la factori-
sation nécessite environ r divisions (on néglige les facteurs multiples) ce qui
représente &2/p(x))D(n) (ou D(n) est un najorant du nonbre d!opérations néces—
seire pour diviser un nonbre najoré par n ) en négligeant le calcul des Qi eux~
nénes. La recherche d'une combinaison linéaire nulle dans (g/eg)r+1 repréasente
environ r3 additions binaires (par la néthode de Gauss, par exenmple). Comme une
division nécessite beaucoup plus d'opérations qu'une division, on a donc qu'on

peut expriner le nonbre d'opérations nécessaire au calcul pour

2
T(n,r)=r3+ hﬁ;).

On approche p(x) par x * et comme x = 4n Q/in P. et que P, ~T inr, le
calcul donne (cf. [6]) que T(n , r) passe par un nininum pour T, -ex;( Vi Q AntnQ).

En fait, on n'a pas besoin de prendre tous les noubres preniers inférieurs a
1+1
pr.Car,dufa.ltqueA—dB-(—l) o 0 51 plQll,comne
pgcd(Ai ’ Bi) =1, pJ/Bi et donc d est res:.du quadratique mnodulo p . Donc on
ne garde que les nonbres premiers p pour lesquels (kn/p) =1 et les facteurs

preniers de k (ce qui peut guider le choix de k ). De la sorte on wendra r
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nonbres preniers "utiles!.
D'ou 1l'algorithne :

On prend n inpair et composé. On fixe k =1 .

(i) On fize T , et on prend iy = [r/p(x)]+ 1 ou x = 4n[2/kn]/sn(r fa r)
1/x N

el .
(de sorte que pr.s Q ou Q= [Zan] y (ef. 01—dessus).
(ii) On définit la "base" des nombres preniers Ty g eee y, T, €N testant au
fur et & resure si ﬂ.ln + Si oui, on a terniné : on a un facteur prerier de n .
Si non, on passe & 1'étape (1ii).

S

.
.

(1ii) On développe VEH en fraction continue. A chaque étape i avec i

(a) on calcule Ai y 4 Pi ’ Qi . Si Qi =1 , la période étant trop courte,

on fixe une autre valeur de k et on reprend en (i).

(b) On regarde si Qi se factorise entidrenent sur la base des 1, . Si oui, on
conserve (ei p Epg 0 eee s eri) et on passe & 1'étape (c¢). Sinon, on regarde si
Q < nf , o Q est le quotient de Qi par son plus grand diviseur construit sur
la bage des m, . Si Q< ﬂi , Q est prenier, et on retient la décomposition

J
sous la forue (ei , € eee, €. , Q) . Sinon, on passe a 1'étape (i) + 1.

1i 7?7 ri
(¢) On regarde si Qi est un carré. Si oui, on passe directenent a 1'étape

(iv), sinon, & 1'étape (i) + 1.

(iv) Parni les n + 1 vecteurs obtenus, on cherche, par la néthode de Gauss,
3 o .
ane coubinaison lindaire pour obtenir (- 1) Q. = u® (ueX") . Soit
i,

A Ta. nod n .
1y

On calcule n = pged(A — u , n) .

s

. . s 2 _ .2
Si n=n, (A ’ u) est une solution triviale de la congruence x =y mod n,
on continue 1'élinination gaussienne pour obtenir w.e autre combinaison lindaire

donnant de nouvelles valeurs de A et u .

3i 1'élinination est terminéde, on reprend 1'étape (iii) en fixant une nouvelle

valeur de i

0 supérieure a la précédente.

Si n =1 on a obtenu un facteur trivial de n , on procéde conue pour le cas

m=1n ¢
Si 1 <n<n onateminéd : n est un facteur non trivial de l'aentier n .

L'article [ 7] donne de nombreux détails sur le uoyen de trier les Qi et de
les décomposer sur les ﬂj de la fagon la plus écononique, ainsi que sur un moyen

dtaccélerer 1'élinination gaussienne.

Heuristiquenent, le temps de calcul de 1'algorithme est (cf. [61)
T(n ’ ro) ~ A exp(2«/£n Q inin Q) , c'est-&-dire. O(ezd%nll o nn) soit
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O(u2/ BETID _ o (4 )2/ Ininny

50

Ce temps n'est ni polynbéuial, ni exponentiel. Ohservons que pour n = 10 et

A = 1000 on trouve AO = 2196 ce qui est assez raisonnable.

L'expérience montre que le noubre d'échecs (pour des noubres d'au plus 46 chiffres),
c'est-a-dire de retours & une autre valeur de k , est petit et est toujours suivi

d'un succés,

Parnii les noubres cassés par cette nuéthode on a :

R, = 2128 1 - 59649589127497217.5704689200685129054721

1330000 Qi ont été calculés dans le développement de ,/257 F

7. Sur ceux-ci 2059
ont été factorisés, conduisant & la congruence non triviale

2335036483808358521772321436182279564762
= 0518647814 57280412973122719348520212223° mod R, .
; en 1895. HORBHEAD et WESTERN 1'ont

vérifié en 1905 sans donner de factorisation. La factorisation ci-dessus a été ob-

F. KLEIN a annoncé le caractére couposé de F

tenue en 1970 (2 heures de calcul et 1504 K de ménoire utilisée).

2.3. La néthode p de POLLARD. - Cette uéthode exposée dans [10], est quali-
fide de Monte Carlo par son auteur en raison des considérations probabilistes sur

lesquelles clle se fonde.

2.3.1e L'algorithne p de Pollard. - Considérons une application f de

(g/mg) dans lui-néne, ol n est un entier, u 2 2 . On définit une suite e

d'entiers wnodulo u par

X, € Z/nz et x,

ip1 f(xi) pour i €N .

Comize f prend un nonbre fini de valeurs et que X;,1 Te dépend que de X
la suite des X, est périodique a partir d'un certain rang. Soit Xos X9 e %
la partie apériodique de la suite et ¢ 1la longueur de la plus petite période (de

X

sorte que x

tre T Tt ). 42

On peut représenter la suite

Xo 0 Xy 9 eee s Xy g9 Xpop eve y Xy
par un dessin rappelant celui de la

lettre grecque rho, la partie apériodi-
que constituant le jaubage de la lettre
et la partie périodique s'enroulant sur

le corps de la lettre. .

Le rho est entidrerent décrit par Xo 9 g0 eee 3 Xy g9 Koy see g Koo 0y
clest-2~dire par les t + ¢ preuiers éléuents de la suite. On pose & =1t + ¢

qu'on appelle longueur du rho. Corme les £ valeurs considérées sont deux & deux
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distinctes, 4 <n

Soit naintenant une application f de Z dans Z et un entier n conmposé.

Soit p un diviseur premier de n . Partant de X

pour i €N coune ci-dessus. Conne précédennent, la suite des X, nod n est pé-

€Z , on definit X017 f(xi)

riodique & partir d'un certain rang et de néue pour la suite des X, nod p « On
peut définir rho pour chacune de ces suites, et sa longueur est 4(n) dans le pre-
cier cas, z(p) dans le second. A priori, on neut penser que ﬁ(p) < 4(n) et, t
et ¢ recevant la signification de tout & 1'heure dans le cas des congruences
nodulo p on peut eapérer que Xiio # Xy nod n auquel cas pgcd(xt+c - X n)

est un facteur non trivial de n (puiSque plxt+c - X, ).

Ne connaissant pas p , on ne connait pas a priori la période des X . La dé-
tecter en testant X, = Xj pod n & chaque pas du calcul des X denande
(2 - 1)/2 tests (o 4 est la longueur du rho associé & n ) et deuande surtout
de garder en uéuoire tous les x;, pour i<i-1.81 n est de l'ordre de 1030
c'est tout=a-fait exclus. On peut avoir une estimation de la longueur du rho gréce
au lerne suivant.

LEMME, - Soit f wune application de Z dans Z et Xy € % . La suite X, daé-

= f(xi) pour i € N est périodique & partir d'un certain rang si

finie par =x.
~ i+1

et seulenent si, il existe un i tel que x.. = x.
’ S QW Koy TR e

Déuonstration. — La condition est évideni.ent suffisante et c'est une période,

oultiple de la plus petite. Supposons la suite des X, périodique a partir d'un
s . . .. . L A Lsioi<
certain rang. Soit Xy s » Xy 4 S2 partie apériodique. Si i t, Xos # X,
par définition de la partie apériodique de la suite. Soit donc i =t +u, o
u el . Alors Xog =X si et seulenent si 26 =i =0 nod ¢ , c'est-3-dire cli.
I1 suffit donc de prendre pour i le plus petit nultiple de c¢ au moins égal & t.
Soit alors r(u) le plus petit indice i non nul tel que X54 = X nod 1 .

Alors t(z) € r(n) <t(n) + c(u) .
Dtou l'algorithoe
(1) on fixe une application f de 2 dans 2,
(ii) on choisit Xy 3 On pose X = X et y = Xy s
(iii) on renplace x par f(x) et y par f(£(y)) ,
(iv) on calcule d = pgcd(x -y, n) .
Si 1<d<n, ona teriiné : d est un diviseur non trivial de n .
Si d =1, on retourne en (iii).

Si d=n, on a teruiné : on n'a pas trouvé de diviseur non trivial de n . On
recouuence, soit en revenant a (i1) (on prend un autre X, ), soit en revenant a

(1) (on prend une autre fonction).
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2.3.2. Tenps de calcul de la réthode ; applications. — Le teups de calcul de

la uéthode est r et demande une némoire quasiment négligeable.

On ve considérer 4 conue une variable aléatoire en faisant 1'hypothdse que o
étant fixé, toutes les applications de g/mg dans lui-uéue, sont équiprobables.
k étant fixé, on a donc

Pi4 =k} = 351

L__OP{t=z,

=k—L}.

-e

Or,
= = =17 J
Pit = : =k - = = -
“i “ioe ) n 1<k (1 m)

puisque X, est fixé;, et que Xy o9 oeee s Xy sont deux a deux distincts, com-

pris entre 0 et m - 1 et distincts de X . Donc

Pl =k}l =2 G- .

Dtou

il

in P{4 =k}

2+ D (i - D)

]

£n<§-— %2 0(—)
D'ol (cf. [6])

P{s =k} = s e’kz/2m (1 +o(-1§))

Lk (k2/m) e-ke/2n qu'on approche par
fg (xz/m) e"xa/a:1 dx ~uJ(ﬂ/2) n (calcul facile) d'ol on déduit E(4) ~/A7/2) = .

Par ailleurs, conte 4 =t +c et que t et ¢ jouent des réles symétriques

On peut donc approcher E(4) par 2

en prenant pratiquenent les némes valeurs, on en déduit que
E(t) ~E(e) ""Es n .

Un calcul précis (ef. [3], vol. 1, p. 117 et vol. 2, p. 454) donne
Tl 1
E = O = = O )
O
| | /2y . .
Comme r £4 <o on aun teurs de calcul 0(p’“) ou p est le plus petit
facteur precier de n .

On donne dans [ 6] un calcul approché de E(r) permettant de retrouver le résul-

tat annoncé dans [ 107 3 savoir E(r) ~'r2/12 J/2) n .

En effet, r est entiéreuent déterniné par 4 et ¢ puisque si

xl =uinfk e 2; kx2x}, r =c £ ; oA
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Donc

Mais P{4=A,c=v)=P{t=Ar-y; c=vy}= %g{,& = A} . (cf. ci-dessus).
Donc
. 1 Y
E(r) = ZO</\SL1 P{JZ = /\.}('x ZO<Y$A Y [- v ﬁ) .

Soit a(d) =L ) YI(a = v)/y1 « Comme [(a = v)/yl = Ta/yl = 1 on a
A O<ygA

1+ A 1 A
alt) = - 5=+ Toqye YR -

Yy oA 1 L&
Or, )\ %<Y\'\ Y -, %<Y\ -/Y: l?l & qu'on approche donc par A JPO X [E:' dx .
Mais »
foxl—]dx—z-'-m fl/n xr-]lld (n+ 1) Il/n
191 /e~ X 1/l
_ s+ _ 1 _y+® l._( 1 1 _ 1
""nl(n+l)2(-2 Zn+152)‘zn~1 2(52+n n+l)

D'ou a(A) = %—Z—-é— et donc
DY 1y *
E(I‘) ~-1—-2- O</\.$L1 A P{j = A._} - —2- O<i<a Pi,& = A} .

Soit E(r) ~(n?/12) J(1/2) & .
Cc Q. Fo D.
Dans [ 10], J. M. POLLARD présente une version un peu nodifide de cet algorithme.

(a) I1 fixe f(x) = x2 +b ol b#O0, -2 afin d'éviter des valeurs de X,

pour lesquelles 4 serait de l'ordre de p .

(b) Le calcul du pged étant trés légéreuent supérieur & celui d'un produit,
J. M. POLLARD reuplace 1'étape (iv) par le caleul de Q = ﬂg_l(xzj - xJ) nod n ,

A

ou i est un entier fixé, et il calcule ensuite p'gcd(Qi , n) .

La nodification (b) entratne un gain sur le tenps de calcul, nais le risque
d'échec de la uiéthode est plus inportant. En effet, si n=pq, p et q pre-
niers et proches on peut avoir X2il - Xil =0 nod p et XZi2 - xi2 =0 mnod q
avec 0 < |12 - ilﬁ <i de sorte que pgcd(Qi , n) =n . Il convient alors de
changer de fonction f . L'expérience nontre qu'en général et pour n pas trop

grand, deux fonctions au plus peruettent de factoriser n .

Enfin, il convient de revarquer que f ne décrit pas l'ensemble des fonctions

g/mg dans lui-uéue, mais un enseuble notablenent restreint. Les sinulations
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nunériques rapportées dans [ 6] pernettent de penser que 4 et r ont asymptoti-
quertent la uéue distribution sur cet ensenble restreint que sur 1'ensenble plein.

Par cette néthode, J. 1. POLLARD a obtenu les factorisations suivantes :
2" = 3 = 1291.99432527.1177212722617

279 - 3 = 5.3414023.146481287.241741417 .

2.4. La uéthode de LENSTRA., - Cette néthode (cf, [8]) est basée sur la proprié-

té de l'enseuble des points d'une courbe elliptique de posséder une structure de

groupe (en fait une infinité de telles structures).

2.4.1. Rappels sur les courbes elliptiques. - Une courbe elliptique est 1'en-

senble des points du plan projectif PZ(Q) dont les coordonnées sont racines 4d'un
polyndre houogéne en X , Y , T , de degré trois, irréductible et tel qu'en tout

point qui annule le polynéne, sa dérivée preunidre ne s'annule pas.

On déuontre alors (cf. par exeuple [13], chap. III) que toute courbe elliptique

aduet une équation de la forme

(i) Y2T=4X3-g2XT2—g3T3

avec g3 + 27g2 # 0 puisque on suppose 1'irréductibilité du polyndne. On désigne
2 3

par E 1la courbe d'équation (i).

I1 est facile de voir que E adnet un seul point & 1'infini (0, 1, 0) qui
est un point d'inflexion. Si F est défini par (i), le calcul de JF/3X , aF/dY ,

F/C en (0, 1, 0) uontre que la tangente en ce point & E est la droite 2

1'infini (d'équation T =0 ).

Pour les points du plan affine qu'on peut prendre de coordonnées (x , ¥, 1) ’

1'équation (i) devient

s 2,3
(i1) vy =4x - g, X = g3 .
On définit sur E wune loi de groupe de la fagon suivante. X0
On fixe un point O sur la courbe P./////—‘ﬁ\\\&%
1
v

qui secra, par définition le neutre de

la loi de groupe. {

Si Pl P2 € E , la droite passant \\\\\\ﬂ_m*ﬂp//?

par ces points (si Pl = P2 , la tan-
gente passant par ce point)recoupe E en un point noté P1 P2 « Alors la droite
joignant O & Pl P2 coupe a nouveau E en un point que 1l'on note Pl + P2 ’

(cf. figure ci-dessus).

Cette loi est éviderrient conrutative. On peut montrer, par le calcul, qu'elle

est associative. Le calcul des coordonnées de P, + P est relativenent sinple

1 2
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quand, pour la courbe E d'équation (i), on prend pour neutre 1le point & 1'infi-
ni. On voit alors innédiatenent que le synétrique de (x , v) est (x y = y) car

(x , Vo, 1) , (x , =¥ , 1) et (0 s, 1, 0) sont alignés.

Soient P, P, € E de coordonnées respectives (xl » Yy 1) et (x2 ) ¥ , 1)
avec P, # P, . On suppose P, et P, & distance finie, car P + 0 = P pour
tout PeE et O est le seul point & 1'infini de E . Soient (x3 , y3 ’ 1) les

coordonnées de Pl + P2 . Celles de Pl P2 sont donc (x3 » = Vg 1) « L'équation
de la droite joignant P, & P, est (si X, # x, )

y = alx - Xl) +y, avec a = (y2 - yl)/(x2 - xl) .

Par définition, X, 9 Xy x3 sont les solutions de (ii) quand on y renplace
Yy par ax + b . Dans le polyndue en x obtenu aprés cette substitution, la sommne

des racines est a%/4 . Donc

‘X = = - 1ye = ¥1y2
5x3 ==X - X, +7 (Eg_:_fr)
(1ii) |
= - Y2 =9 -
LYB ==V "% (x3 x,) .
51 x, =x,, coure on suppose P, #P,, on a alors P, +P,=0.81 P =P,
on définit P, + P, = 2P , par passage & la linite lorsque P, tend vers P1 sur

E (on retrouve la définition donnde plus t8t). La droite joignant P1 a P2
devient la tangente en Pl a E d'équation

- 124 - g y
vy =y, + 57 (x - xl) (on suppose y, 7 0 ).
Ce qui donne
) 11285 - g5,2
= - o (=22 T o2
X, 2x, + 7 ( Sy )
(iv)
- 12%f - g
V3 =¥y - =g (ay - x)

On observe que si vy = 0 , la tangente a pour équation =x = X et dans ce cas

2P, =0 (Nota Bene : ce qui n'entraine pas P, =0 ).

Les formules (iii) et (iv) se transportent en coordomnées projectives. Il suffit
de renplacer, formelleuent, X, et y; var, respectivenent, xi/ti et yi/ti .
, » P, ne sont pas alignés avec O (ctest-3-dire
non synétriques par rapport & Ox ), le calcul donne

Dans le cas ou P1 # P2 et P

__X% o+ xp by 1ye b -y 1.2
XB/t3 B t, t2 7 (Xz t, - x; te)

en observant que P, , P, étant & distance finie, ¢ t, # 0 et couue P, , P

24 1°? 2

ne sont pas alignés avec O , x2/t2 # xl/tl soit x, %, - x, t2 # 0 . On trouve
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donc
(72 t1 =y, $2)° %, to - 4(x, o + % t,)(xa % £, )2
XB/t3 - Y2 U NATAL) 1 T2 X, s + Xp 5 Xo by =X Vo)
4%, to(x £, - x, t2)
d'ou
v/t = -yt ~2ti =N te (y /o g/t
33 "1 %t -x 1, 733 i R
On pose
B _ 2 2
X = (y2 t, -y, t2) b b, - 4(x1 t, + %, tl)(x2 t - x t2) .
Alors

y /.t = - 4133 A (X&tl—xltg )3 - X(yatl_21t2)+ 4-tg X3 (YQtL~:j'1t2)(IEgtl—Xltgﬁ
‘13 3 4t; ta(xe £, - x, t2)3

d'ol, apres simplifications

2
_ 4t to(xs ), - x tg) (x; 2 -3 xg) - Xye t, -y t2)
4t tolee ty -3 )

y3/t3

ce qui permet d'écrire

xy = X(x, ¢, - x; %)

j _ 2
(v) 3 = 4%y bz, 5 -3y 4,)° (3 v, - vy %) - Ky, 8y -5y 8)
- 3
ty = 4%, tz(xz b - x t2) .
Dans le cas ou P, et P2 sont alignés avec 0 , P, + P2 =0 . 81 P, = P2
et ¥y, # 0 1les foruules (iv) deviennent, aprds calcul :
2 242 2
X = (12x1 - &, tl) -32x 3] %
= 22X
x3 2X yl tl

(vi)
_ 2 2 2,2 4 .2

= -(12x1 - &, tl)(x - 16x, ¥7 tl) - 32y, t]

_ 3.3

= 32y1 tl .

by

2.4.2, L'algorithne de LENSTRA, - L'idée de la méthode est la suivante. Consi-

dérons pour p , nombre preuier fixé, l'enseunble E_ des solutions, dans Pe(g/pg)
de 1l'équation (i). Les foruules (v) et (vi) du paragraphe 2.4.1 restent valables
et on obtient un groupe fini. En particulier, si np = card(E ) , On aura pour
tout Pe E_: n, P=0 ce qui se traduit, si nP = (xn )y Y tm) par

t =0 wuod p.Sidonc pln, on peut espérer que pgcd(tnp ,n) est un divi-

np
seur non trivial de n .

flais on ne connait pas n . LENSTRA propose la stratégie suivante :
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(i) n est domné, couposé et inpair.

(ii) on se place dans (Z/nZ)B et on choisit P = (xo » Vo 1) et on choisit
8y 1 & € Z tels que o

- 1.3
YO = 4XO -8 Xy - gy nod n .

(1ii) On fixe un entier k (voir ci-dessous corment).
(iv) Pour j variant de 1 & k s pour chaque pas ¢

(v—a) on définit Pje =j! P = (Xj° » sy tjg) uod n , grice aux foruules (v)
et (Vl) du § 2s4.14

(v=b) On calcule d = pgcd(t'jg , N) .

Si 1 <d <n, on a terniné, d est un facteur non trivial de n .

Sinon, on passe a 1l'étape J + 1 .

(vi) si pgcd(tke ,n) =1 ou n 1'algorithne a échoué.

Analysons, heuristiquenent, cet algorithme (cf. [8]). Un théordne de Hasse dit
que p+ 1 -2/ < np <p+ 1+ 2/p de sorte que, heuristiquenent, quand on par-
court 1l'ensenble des courbes elliptiques mnodulo p on puisse congidérer n
corme un nounbre au hasard voisin de p . En outre, il suffit que |3° pour que
t., =0 rpod p . Heuristiquenent, la probabilité pour que n Ik“ est de 1'ordre
de 1/p ¥{(p , k) (si les facteurs preniers de n_ ne depassent pas k , on a de
fortes chances que np‘k:'). Donc il convient d'essayer p/(¥(p , k)) courbes el-

liptiques.

Soit p = ﬁy aveec 0 <a <1 et k = LB oi L =exp/in n 4nin n . Alors

in n in n
?Tg_:—_) = exp[(B Nﬁﬁfﬁfﬁﬁiﬁf?f ﬁ N 1 Anin n n))(1 + 0(1))]
Or ‘
o in n _ o mn 1
0 TEeEE T 5 Vg = gt (1 + 0(1)
Donc
?TEBTWE) = exp[( ( in nn£2£n n 2 Antn n)(l M 0(1))]

il

exp[—gg(Jzn n indn n)(1 + 0(1))]

_ fa/2gp0(1)

Pour une courbe elliptique, le calcul de k! P deunande 4n k! opérations (3

un facteur constant prés). I1 est donc en O(k 4n k) . Donc pour p/(t(p , k))

fe/28p3+0(1)

courbes, le calcul deuande opérations.
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o étant fixé, le ninirun de (@/28)+ B est atteint pour B = &/2 et vaut /5 .
Donc, si on prend B = _7~ le calcul deunande BJ22+0(1) opérations.

Le calcul de ji! P demande trés peu de uéroire. On peut donc organiser le cal-
cul des p/¥(p , k) courbes en paralldle, k étant fixé d'aprés le calcul précé-
dent,

50 et « = 1/4 , on trouve BJX/Z ~ 3884 . Il convient donc, pour

Pour n =10
de telles données, de tester la méthode sur prés de 4000 courbes elliptiques, ce

qui peut effectivenent s'organiser en paralléle (pulsque pour B = ”512

p/M(p , k) = L“/a7é+o(l) ).
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