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Groupe d'étude en 7-01
THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
3e annde, 1985/86, n° 7, 24 p. 9 et 16 décembre 1985

LE PROBLMME IE WARING POUR LES BICARRES : g(4) = 19

par Frangois DRESS ()

La rédaction de ce séminaire contient quelques enprunts a des textes de J.-M.
DESHOUILLERS (J.-1. D., [6] et [7]), ainsi qu'aux Notes de R. BALASUBRAMANIAN, J.-M,
DESHOUILLERS et F. DRESS (R. B., J.-M. D, et F. D, [3] et [4]).
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4. PRéSENTATION D'ENSEIMBLE

1. Historique du probléne.
Ctest en 1770 que WARING, dans son livre "Méditationes Algebricae", conjecture
que tout entier positif peut s'exprimer comne somme d'au plus 4 carrés, 9 cubes, 19

bicarrés.

Clest la wéue année que LAGRANGE dénontre le théoréne des quatre carrés, conjectu-
ré bien auparavant (BACHET 1621, peut-8tre néme les grecs «e.), nais il faudra at-
tendre 1859 pour que LIOUVILLE [18] s'apercoive que le théordue des quatres carrés

4 2 4 :
12 ~ . 7 - - _t [
et 1'identité 6Czi=l ai) 2£<ﬁ (ai + aj) + Zi<ﬁ (ai ajf' pernettent d'établir
trés sinplenent que tout entier positif est somue d'au plus 53 bicarrés.
Rappelons les notations traditionnelles : k étant un entier 2 2, g(k) déei~

gne le rininun de r tel que tout entier positif soit somme d'au plus r  puissan-

ces k-idnes, et G(k) 1le winizunm de r tel que tout entier positif suffisamment

grand soit sonne d'au plus r puissances k-iénes.

Divers résultats partiels sont établis aprés LICUVILLE jusqu'a ce qu'en 1909
HILBERT [ 16] déuontre le théordme général d'existence de g(k) « Mais aucune mino-

ration générele n'est &tablie, et les méthodes algébriques piétinent (ces méthodes

(“) Francois IRESS, UER de Mathénatiques et d'Informatique, Unité associée au
CNRS n® 226, Université Bordeaux-I, 33405 TALENCE CEDEX.
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algébriques restent "éléuentaires", néme si leur uise en oeuvre est parfois treés
raffinée). Arrivent alors HARDY et LITTLEWOOD qui introduisent, en 1920 [15], des
noyens analytiques ('™méthode du cercle") pour étudier le noubre des représenégtions
en sonues de r puissances k-itues des grands entiers, et obtiennent ainsi une
ninoration en k2k de G(k) . Diverses améliorations de la néthode sont ensuite ap-
portées, les plus inportantes &tant dues & VINOGRADOV [ 227 qui obtient une minora-

tion en k log k (ce qui est toujours le meilleur ordre de grandeur connu).

Pour revenir aux bicarrés, on nentionnera, d'une part la valeur exacte c(4) = 16
dénontrée par DAVENPORT en 1939 [5], d'autre part les principaux résultats sur
g(4) et les nonbres représentables coune som..e de 19 bicarréds, résunés par un ta-
bleau. Il faut peut-&tre rappeler auparavant que g(4) > 19 , car on peut constater
sans peine que les entiers 79, 159, 239, 319, 399, 479, et 559 peuvent s'exprimer
 conne somnes de 19 bicarrés mais pas de moins (on n'en connait pas d'autre, et on

pense qu'il n'en existe effectiverent pas d'autre).

borne au-dela de borne jusqu'a
résultat | laquelle on a dé- laquelle on a
année nontré que tout vérifié que tout référence
sur gl4) | entier est somme entier est sonne
de 19 bicarréds. | de 19 bicarrés.
1909 g(4) <37 WIEFERICH [ 23]
1933 . 1,1 109 tables de Chandler
1933 g(4) £35 DICKSON [10]
1089
1940 10 AULUCK [1]
1973 g(4) <30 DRESS [ 12]
1973 | e(4) <23 101499 10149:5 | pHowas [197
1974 | g(4) <22 10233:5 | 7HOMAS [20]
1934 10700 BALASUBRAMANT AN
1984 10°%° DESHOUILLERS
- 10207 BDD [2] [4] [7] [8]
1985 ¢ 10778 0 [9]
g(4) =19 BDD [3]
N

Les résultats sur g(4) et les bornes inférieures pour les sonnes de 19 bicarrés
indiqués dans ce tableau, ont tous été obtenus par la néthode du cercle, a 1'excep-
tion de g(4) €37 (WIEFERICH) et de g(4) <30 (DRESS), établis par les méthodes
algébriques ; les bornes supérieures pour les sounes de 19 bicarrés ont toutes été

obtenues par la conjonction de vérifications numériques et de 1éthodes de "descente'.
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2. Architecture de la dénonstration.

2.1. Rappel des principes de base., - Ainsi qu'il vient d'@tre dit, la déuonstra-

tion couporte deux parties. La premidre, qualifiée d'asynptotigue, établit que tout
by 367
a 10

entier supérieur est sonme de 19 bicarrés ; la seconde, que l'on pourrait
] ° 3 3 ’ . - z . 3 : r k3 by 8
qualifier de "finie", vérifie nunmériquencnt que tout entier inférieur a 1037 est

sonrie de 19 bicarrés.

On utilisera les notations traditionnelles, en particulier e(B) pour désigner

exp(- 2mip) .

On se donne un entier N et, pour appliquer la néthode du cercle (on peut rappe-
ler qu'une des auéliorations apportées par VINOGRADOV a consisté & remplacer par
une sonwe finie d'exponentielles la sonue infinie prinitiverent considérée par HAR-
DY et LITTLEWOOD), on considdre la soune S(x) = z?eI e(uxﬁ) , ot I estun inter-
valle convenableuept choigi, borné par B, puis on définit le nonbre ng’I(n) de
représentations de n . en souues de 19 puissances quatriénes de nonbres appartenant

a2 1l'intervalle I . On a -

(s =%

we[0,198] Mg,1(®) el

d'ou l'on déduit
ol 19
Ryg 1 (M) = Jo ((8(a))™ e(- M) dor
Le probléme est de nontrer que cette intégrale est strictenuent positive.

Pour cela, on découpe l'intervalle (o ’ 1) en arcs najeurs et arcs mineurs. Les

arcs najeurs & sont constitués par une réunion d'intervalles centrés sur des ra-
tionnels de dénoninateur (relativerent) petit ; les arcs mineurs m sont le cou-

plénentaire.

Ltintégrale sur les arcs najeurs fait apparaitre un terne principal &) J(n) ’
équivalent a cs(N) N15/4 (on aura ici ¢ = 1/1600 ), et un reste. La fonction

arithnétique &(N) , appelée série singulidre, prend en coupte la répartition non

uniforne des puissances quatridnes dans les classes de congruences ; 1'intégrale

J(N) , appelée intégrale singulidre, correspond & ce que l'on obtiendrait si les

puissances quatridnes étaient bien réparties dans les classes de congruences.

Pour teruiner la déuonstration, il faut trouver des ninorations numériques effi-
caces de la série singulidre et de 1'intégrale singulidre, uajorer convenablement
le reste de 1'intégrale sur les arcs uejeurs, ce qui est relativeuent standard, et
enfin najorer convenablenent 1'intégrale sur les arcs nineurs. Cette derniere par-
tie est de loin plus délicate et deux uéthodes sont possibles, conjuguant des tech-
niques de DAVENPORT et de WEYL, ou bien de HUA et de WEYL. C'est cette deuxiéne né-
thode qui a été enployée (1a raison en sera expliquée en teups Opportun), elle né-
cessitera des versions fines des lemes de HUA et de WEYL ainsi que des résultats

non classiques sur les fonctions arithnétiques.

Une fois que l'on dispose d'une ninoration du terme principal et d'une uajoration
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globale du reste, il faut bien entendu vérifier que le terne principal est effecti-

venent supérieur au reste ; cela est vrai si N est supérieur & une certaine borne,

10367 ici. I1 restera donc & vérifier le résultat jusqu'a cette borne, ce qui né-

by

cessitera des calculs sur ordinateur associés & une "descente" se teriinant par un

délicat slalom ...

2,2. Bnchafneuent des théorémes auxiliaires principaux. — La somme d'exponentielles

fondanentale a été dédoublée ; au lieu de considérer brutelement la sonce

s(@) = 3 4 eax’)

on distingue les bicarrés congrus a O de ceux congrus & 1 mnodulo 16 . Le nombre

N - étant donné, on définit l'entier s par 4 <s <19, N =3s (wod 19) . Puis,
v étant un noubre réel de 1'intervalle (85 , 151) , dont l'existence sera affir-
née par la proposition 1.1, on pose P, := (N/16\))1/4 et P := [Po] .« Pour € =0

0
ou 1, on pose enfin

5,(@) 1= Ty oqp el@(ex + )ty .

La distinction au niveau de S(a) entre bicarrds congrus a O et bicarrés congrus
3 1 mnodulo 16 est une des anélioration (non la plus inportante) de la présente

dénonstration. Des comnentaires plus détaillés seront donnés au paragraphe 3.

Contribution des arcs majeurs.

s Al
THEOREME 1. - Pour N supérieur a 10300, on a

19-s 5 5 15
fzm 8,7 ~(a) s5(@) e(- aN) do > 0,0065 P .

C'est le théortme 2 de J.-M. D. [7].

Majoration de Weyl pour les arcs mineurs.
80

, €=0 ou 1, et « dans m, on a

P)0’25 .

-~ \
THEOREME 2, — Pour P = 10

|S€(a)| < 6,1 1’0’88‘75 (1log

Une petite partie des arcs mineurs étant mal traitée par la méthode de Weyl, on
est amené a découper i en a& U nb (la définition de ces deux parties sera don-
nde au paragraphe 4), & utiliser les résultats relatifs au traitement des arcs ma-

jeurs pour la partie w, et & n'utiliser la méthode de Weyl que pour la partie

@, » Les deux théordmes suivants impliquent immédiateuent le théoréme 2 ; le pre-

2
mier, facile, est la proposition 5.1 de J.-ll. D. [7] ; 1le second, fondamental, est

le résultat principal de R. B. [2].

/N 80
THEOREME 2A. — Pour P 210 ", €=0 ou 1, et a dans m

8
s ()] <20 27/8 .

THEOREME 2B. - Pour P>,108O, €e=0 ou 1, et o dans m, , on &




lse(a)l <6,1 p0» 8875 (10g p)0:25 |

On peut noter que, pour P = 1091 , le théoréme 2B, qui se traduit alors par

]Se(a)l <319 P'7 8 , reste du méme ordre de grandeur numdrique que le théoreme 2A.

Inégalité de Hua.

THEOREVE 3. = Pour P 2.1080 et e=0 ou 1, ona

16
fé lse(a)| o < 1,368 P12 (108 )78 (10gl0¢ P)? .
Ce résultat est la conséquence directe des deux théorémes suivants :

I \
THEOREME 3A., — Pour ¢ =0 ou 1, on note Be(P) un nombre réel qui satisfait

les relations

0,1 P (10g P)° < B () s P7¢ ,

2

He(P) 1= 2 Zh’k,y d3((3(2y +e+h+k)+h%+ k) x |nk|) < BS(P) ,

ol la somme est étendue aux triplets d'entiers non nuls (n , k, y) tels que

2y + e et 2y + e+ h+k appartienmnent & l'intervalle Yp , 4P) et |n|+lx]| <P.

Pour P ?,.1074 , On a

J’é lse(a)|l6 d@ < 361980 P12 (1og P)7’8 + 61,77 BG(P) ) (10g P)O’8 .

Le théoréme 3 de J.-M. D. [7] donne, en fonction d'un paramdtre Yy compris entre
0 et 0,5, une majoration de 1'intégrale jé |Se(oz)|16 do . Compte tenu des réper-
cussions sur le théoréme 3, et donc le théoréme A, le choix de vy = 0,1 s'avere
optimal, et c'est celui qui fournit les constantes et les exposants des puissances

de logarithmes de la proposition 3.1l.

THEORELE 3B. - Pour P 2 1050

précédente, on peut prendre

, et avec la notation introduite & la proposition

Be(P) =C_ P’ (1log P)9 (loglog 1=)2 ,

4

2 et c, =8,18.107" .

avec = 1,734.107

CO
C'est le théordme principal de J.-l. D. et F. D. [8].
La conjonction des théorémes 1, 2 et 3 donne, ainsi qu'on va le montrer immédiate-

ment, le théoréme asymptotique :

367

’ N .
THEOREME A. - Tout entier supérieur a 10 est somue de 19 puissances quatriémes-

Pour obtenir le résultat g(4) = 19 , il ne reste plus qu'a énoncer le théoréme

"Einih

10078

v N\ ’
THEOREME B, - Tout entier inférieur & est somue de 19 puissances quatriémes.

C'est le résultat principal de J.-M. D. et F. D. [9].
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2.3. Déuonstration du théoreme asymptotique. — On considére 1l'intégrale

R = [ 577%a) 8%(a) e(-w) &,

qui fournit le nombre de représentations de N comme soumes de 19 bicarrés soumis
3 des restrictions de parité et de localisation, et il suffit de montrer qu'elle
est positive.

On déconpose alors R en R' + R" , avec R! = Iﬁ et R" = f « D&s que N est

supérieur a 100366’2 = 16 x 151 x 362 8, on a P supérieur a 1090 7

;s la condi-
tion P’ (log P)8 < Be(P) < PB’6 est vérifide pm les valeurs de B_(P) fournies
par le théordre 3B, et les théorémes 1 & 3 sont denc applicables.

15

Le théoréme 1 affirme que R! = 0,0065 P™7 . On écrit ensuite en utilisant 1'iné-

galité de Holder :
IR"| = II 19" (o) Si(a) e(- uN) da'

'/\

By 15,17 J5 15570 77| @
< SUBye 1 |Sl(“)|3 (Ig ISO(a)|l6 da) (Jl |s (o )|16

avec u = (19 - 8)/16 et v = (s - 3)/16 . Les théorénes 2 et 3 donnent alors la

majoration

IR < (6,1 2228872 (10¢ 2)°72%)% » 1,368 P'? (108 p)”*8 (10gl0g P)?

= 310,51 pl4,6625 (1og P)lo’55 (1oglog P)2 ,

15 90,7

at l'on vérifie imuédiatenent que |R"| <0,0065 P pour P supérieur & 10

I1 est intéressant de situer la sensibilité des constantes et des exposants dans
les théorémes 1 3 3 en donnant les gains sur 1'exposant de la puissance de 10 fi-

nale (vers 367) résultant d'éventuelles améliorations.

Pour le théoréne 1 :
- exposant de P intouchable ;

-~ constante divisée par 2 —> gain 3,5.

Pour le théoreéne 2 :
- exposant de P diminué de 0,005 —> gain 15 j;
- exposant de log P dininué de 0,05 —> gain 4 ;

- constante divisée par 1,5 —> gain 6.

Pour les thdéorémes 3A et 3B :
- exposants de P intouchables ;
- exposants de log P dininués de 0,1 —=> gain 2,5 ;

- constantes divisées par 2 -—> gain 3,5.
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B. PARTIE ASYMPTOTIQUE

3. Contribution des arcs majeurs.

3.1, Notations et rappel de 1'énoncé du théoréme 1. - L'entier N étant donné,

on a défini s par 4<s <19, N =s (mod 16) , puis on a posé Py = (N/16v)1/4
et P := [PO] , et enfin

Se(u) = ZéP<21+es4P e(u(Zx + 6)4) ¢

On appelle % 1la partie de (- 975/P3 , 1 - 975/P3) constituée par la réunion

des intervalles (dont on vérifie qu'ils sont 2 & 2 disjoints)
W = (a/q - 975/4¥ , a/q + 975/q®")
1

pour ¢ sPl/2 y, 0 <ac<gq, (a ’ q) =1

La distinction au niveau de S(«) , entre bicarrés congrus & 0, et bicarrés con-
grus 3 1 nodulo 16 , permet de beaucoup mieux maitriser le facteur local (corres-
pondant & p = 2 ) de la série singulidre. Cela restreint le nombre des représenta-
tions prises en considération, mais cette perte est plus faible que le gain obtenu,
et le bilan est netterient favorable. La nécessité de cette distinction est plus im-
périsuse pour traiter les somies de 19 bicarrés qu'elle ne l'aurait été pour les
sonties de 20 ou 21. On obtiendra en outre un léger gain suppléuentaire en répercu-

tant cette distinction au niveau du 1.ajorant Be(P) (cf. théoreme BB).

L pTn s s 14300
THEOREME 1. - Pour N supérieur a 10° °, on a
Ja S ) 5%(a) e(- a¥) aw 20,0065 plo |
L'une des améliorations apportées a la uéthode standard consiste, suivant une
idée de VAUGHAN trds efficace pour les cubes, & avoir augnenté la longueur des in-
tervalles ﬂg q (tout en étant resté de l'ordre de 1/qP3 ) : le reste de 1'inté-
’
grale sur les arcs najeurs est suffisanuent faible pour que 1l'on n'ait pratiquement
rien perdu sur ceux-ci, tandis que 1l'on gagne notablement sur les arcs mineurs (na~

joration de Weyl).

3.2. Résultats intermédiaires.

PROPOSITION 1.1. - On pose
2(v) = 17 ([2 e(3t) at)'? o= sv) a8 .

Alors il existe une valeur v € (85 ’ 151 telle que l'on ait

K(v) > 0,01 .

La déuonstration s'appuie sur l'interprétation de 1l'intégrale f? e(Bt4) dt
conne fonction caractéristique (transfornée 4e Fourier de la loi) d'une variable
aléatoire 7Z := Eizl Xg , ou les X, sont 19 variables aléatoires indépendantes et
équiréparties sur l'intervalle G, 2) = K(v) représente donc la densité de la

loi de Z au point v .
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Muparavant, cette intégrale était ninorée en cherchant & localiser et & estimer
son naxioun (calcul qui, effectué pour la puissance 15e, prend une trentaine de pa-
ges chez THOMAS | Repartir de 13, et bricoler jusqu'a la puissance 19e, aurait don-
né une valeur noins bonne que celle de la proposition 1.1 ... Quant & refaire 30
pages de calcul, cela a paru démesuré pour gagner un facteur de l'ordre de 2, qui
n'était pas nécessaire pour ccnclure). Pour la beauté (ou 1'ironie ?), on ne nanque-
ra pas de noter la délicate touche ineffective apportée par cette proposition dans

une déuonstration obsédée d'effectivité |

Jignalons qu'un raffineuent, d0 & F. DRESS et G. TENENBAUHM, de 1'arguuent probabi-
liste utilisé, permettrait d'obtenir 0,015 dans la uinoration de cette proposition.
L'anélioration que cela dommerait pour le théoréne 1, et donc le théoreme A, (envi-
ron 2 unités sur 1l'exposant de la puissance de 10) n'est pas essentielle.

PROPOSITION 1.2, - On pose

-1 4
¢(a, g; v):= §%=O e(a(2h + €)™ + vh) .

Alors, pour v € Z, q entier positif, (a, q) =1 et ¢e=0 ou 1, 0na

le(a, a5 W g iee™* .

La déuonstration consiste en des mixages divers de GO et de G1 pour pouvoir

utiliser la najoration de Thomas :

2972 o(an® + 0)| 4,5 2.

PROPOSITION 1.3. - On pose

Sa,q = Sa,q(N) = q 'GO (‘a‘, q; 0)@e(a, q; 0) eq( aN)

ala o W) 2= 20, o) Sa,é
puis
o) = 2 Ag, W) .

Alors, pour tout N , la série ©&(N) converge absoluuent, est réelle, et vérifie
o(N) = 11 .

La dénonstration utilise la découposition en produit &N) = r% x(p , N) , ou
® h
x(p, N) =1+ Zh:l Alp , M) .

Procédé standard, la seule différence avec la pratique antérieure résultant do
la répercution de la distinction entre bicarrés congrus a 0 et bicarrés congrus a

0 nodulo 16 .

PROPOSITION 1l.4. — On introduit les notations nouvelles

1( , W) := [0 o(st*) at

7 (@) = (1/2q) 6 (a, a5 ©0) I(B, N) .
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Alors, pour N supérieur 2 10355, pour @ =a/q+ B, avec 0 <a<q, (aq)=l,

| 8 &975/((11’3) , on a

|5,(&) - 7 ()] <2,9.10 6 % 2172 | 400 /% (10g q + 1) .
En particulier, pour gq < Pl/2

|5,(@) - 1 (a)] £3.10° /4 212,

»ona

On évalue les sonues d'exponentielles par la formile sowatoire de Poisson, ce
qui introduit les intégrales Ig;ﬁ e(ﬂt4 - (vt/2q)) dat , aussitét recplacées, aprés
une intégration par parties, par Urgg" (BBth/\)) e(B’cA' - (vt/2q)) dt . La mithode
de la phase stationnaire (en.ployvde enéutilisant des leumes de TITCHMARSE) pernet

alors de continuer et de terciner la déuonstration.
Procédé standard égalerient.

3.3. Déronstration du théoréne 1. ~ On utilisera les notations déja définies

Se(a) , Te(a) , k() , S, ¢’ et on introduit le découpage de 1'intégrale objet du
?

théorene 1,

I' = [0S s19-9(4) Ss(cz) e(~ o) do
avec
19—s s
1 — -
Iy = Ié j’ﬁ, (a) 8 (a) e(- o) do ,
de sort I' est égal > It .
e orte que S egale a qSP]_/Q %a,q)ﬂ a,q

La présentation de la déuonstration du théoréme 1 est alors plus aisée en indivi-

dualisant une étape interu:édiaire.

PROPOSITION 1.5, — Pour P = 1088 , On a
10 - B2 ) 2 s, |
16 (2P 7= TqpV? (a a)=1 "a,q
pL® N S >
= I' - 2K S
lquPl’“’Z(a,q)ﬂ 8q 16 (T a2 (a,q)=1 a,q‘
£3.10°% pl%0%
On najore tout d'abord |I' - [en T;g—s(a) °(¢) e(- oN) do| (proposition
9 259 Fasqg G 9 1
1 -3 ® -8 L9 ‘
1:4)§ pus 'le T % o(- aN) do - f; LA e(- oN) do| (leumne adéquat).

On renplace alors les Te(u) par leur valeur 1/2q Ge(a y Q3 0) Iﬁ N ;b
?

sinple changeuent de variable, 1l'intégrale singuliére
P 1
Jro (e e(at™) an)® e(- g) ap
devient alors
15 2 4 19 BN
fm (j e(Bt™) dat) e(-(_Z-Po—T") as .

Cette quantité est alors mise en facteur, puis 1l'on somme sur a , puis sur g

e

c'est la proposition 2.5.
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La fin de la dénonstration du théoréme 1 démarre de la constatation que I' aussi
bien que la sorme 15/16)K(N/(2P )4) Z Z S, de la pr0p051tlon 1.5 sont réelles.
Puls, 1?/2r0posit10n 1.2 pernet de maJorer |€KN) - <P1”3 (O,q):l a,ql

« I1 résulte, enfin des propositions 1.1 et 1,3 qu'il existe un PO ’
avec N/(ZP )465 [85, 1511 tel que 1'on ait

1115 33 14 5
I' 21650 Fo~ - 2,110

par

La condition N supérieure & 1O3 inplique PO supérieur a 1074

condition, toutes les propositions internédiaires utilisées sont effectiverent ap-

et, sous cette

plicables. Et 1'on constate que, toujours sous cette condition,

11 15 14 5 15
1255 Fo 7 > 0,0065 P~°

le théorére 1 est donc démontré.

-3,1 102 p

4. Majoration de Weyl pour les arcs mineurs.

4,1, Principe et prenmier cas. - On rappelle le théoréme 2.

THEOREME 2. = Pour P 210 80 sy €6=0 ou 1,et xem, ona

8875 (1og 0,25

lse(a)| 6,1 PO P)

Si on reprend la définition des arcs nineurs m (complémentaire de la réunion
des intervalles ﬁg q := (a/q - 975/qP3 , afq + 975/qP3) pour q < Pl/2 y 0%< ,
b
(a, g) =1 ), on peut vérifier que, pour tout « € m, il existe a et g avec

P2 g <o, o<a<aq, (a,q) =1, |- alal <975/ .

La dénonstration distingue les deux cas
P2 < 4 <4.105p ot 4.105 7 <q <P oT4 .

On appellera iy la réunion des ML q pour Pl/2 <gq <& 4.106 P, et iy la dif-
?

férence (O , 1'[ - - moe
Dans le prenier cas, des résultats extraits de 1'étude relative aux arcs majeurs

peruettent de dénontrer sans probléne la najoration cherchée (théordne 24).

Dans le deuxiéne cas, il faut recourir, en les améliorant, aux techniques inaugu-

rées par WEYL (théordéme 2B).

L'audlioration introduite ici a encore pour but de '"casser" 1l'irrégularité exces-
sive des fonctions de diviseurs qui interviennent, nais le procédé est tout-a-fait
différent. On introduit dans une some de sonnes d'exponentielles, avant utilisation

by

de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, un coefficient & 1'intérieur de la sonie (externe),

conpensé bien entendu par son inverse a 1'extérieur. Ces coefficients inverses sont

naturellenent traités de fagon trés différente, et 1l'on gagne trés nettement.

THEORRLE 2A. - Pour P 2 1080 , €=0 ou 1, et avec les notations introduites

plus heut, on a, dans le cas Pl/2 <q<4.,10° P
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|s (a)l 2,288 (154 )01 25

La déronstration utilise la majoration de la proposition 1.4, que 1l'on rappelle.
Si

166, M) = [am e(8th) at et 1(a) = (1/29) G (a, a5 0) x1(8, W),
alors on a

6 1/4 1/2 3/4

Is (@) - 7 ()] €2,9 10 + 400 ¢/ (log q + 1) .

On reporte alors la uajoration des somnes de Gauss de la proposition 1.2 :
?

le(a, a3 0) <18 >/

puis on conbine avec la rajoration triviale 2(P + 1) de 1l'intégrale I(B ’ N) ’

et on obtient la rajoration indiquée.

4,2, Deuxitue cas : la néthode de Weyl.

TdEOREhE 2B. - Pour P 2 10 y €=0 ou 1, et avec les notations introduites
plus haut, on a, dans le cas 4. 106 P <q < 3/9'74
8875 (1 P)O,25

|s(a)] 61P’

La dévonstration dénarre de fagon tout-a-fait semblable & celle du lernie de Hua.

2P
t
On pose tout d'abord Wb(a) =2 eDs 1

Wb(a) (nodification infine due au changenent de rédacteur).

e(a(2x + 6)4) , et on reuplace Se(a) par

Puis on couuence & faire fonctionner les différences itérées en posant
ig(e@)? =2, % elal(2y + %) = (2x + &)%),

. - _SP |y2P-h _
que 1'on niajore par P + 2W1(a) , ou Wl(u) ~§:h1=1l gl eGXQlﬁﬁ-,-x))] . Le po
lynéne ‘Ql(hl , X) = 64h, ¥ + ... est le néne que celui qui sera défini plus loin
dans le paragraphe 5.

C'est nriaintenant qu'apparait l'innovation annoncée. On introduit la fonction
arithnétioue g, définie par
as=0,1, sln) =20 (1o )2,
pln
(On szura en outre & considérer les constantes C :=‘Tp (1 + 1/(p(p8 -1))) et

D := T% (1 + ((1 - p_8)-l/2 - 1)/p) : D intervient notanment dens la uajoration
0
de la fonction sounuatoire an g(n) < (D/O,95) X 195 .) On pose
Y

P ~1ysP-h, . 2

i) <78 (el )R e (1, , 012,
et on najore ensuite IW (oz)[2 par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(@)% < G e(n) W)(a) < (0/0,95) 2777 wy(a)

On développe alors le carré intervenant dans W (a) . Sa najoration conduit a

faire intervenir la quantité suivante

i) <IF _ (am )T IR o(ag,(n, , 1, , 1),
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et 1'on continue ...
On arrive finalerent 2 W5(a) , najoré par
(2/21)% 1 T a1y min(® , 1/(2 [[38000]))

A travers un petit leune adéquat, qui utilise 1'approxination rationnelle de «

(cf. début du paragraphe 4.1), on en déduit la najoration W5(a) £ 0,09 PB’3

log P,
puis on "renonte" les calculs, Jjusqu'a

0,125 10,5 ;0,875 ()

|y (@)] < 1,54 ¢ 0,25

P)

qui est (noyennant le calcul des valeurs nuuériques de C et de D ) la majoration

du théorérie 2B.

Signalons pour conclure que 1l'exposant "sensible" 0,8875 n'est autre que (7+a)/8,
ce qui donne une excellente idée de 1'optinisation (avec cette technique) du résul-

tat.

5. Inégalité de Hua et sormes de diviseurs.

5.1. Principe général., — On doit najorer les intégrales fé ISe(a)|M do pour M= 2"
en l'occurence pour M =2, 4 , 8 et 16 ., L'expression de ces unajorations se fe-
ra en fonction de P et d'un uajorant Be(P) de la somne He(P) [quantité intro-

duite dans 1'énoncé du théordme 34 (§ 2.2)7, et 1'on obtiendra
1 2
fO lSe(a)l do = P 3

318, ()]* ax <40 P2 (108 P)*

Jo 15 (@)|® ax < 4.000001 B_(P) ¥° ;

0
fé |s€(a)|16 do < 361980 P2 (10g 2)778 & 61,77 Be(P) P’ (1og P)O’8 ,

cette dernidre najoration constituant précisément 1'énoncé "utile" du théoréme 3A.

On peut couparer ces résultats avec ceux de HUA : Ié |S€(a)l do = O(PM-D+€) . On
constate que les puissances de P sont bien slr les némes, et que tout est dans les

puissances de log P ...

Le changeuent inportant a consisté & abandonner la méthode de Davenport pour
suivre celle de Hua. La raison essentielle est le reuplacenent, décrit & 1'alinéa
suivant, de la majoration des fonctions de diviseurs par leur naxinum, pour utili-
ser un traitement permettant de faire intervenir leur uoyenne. Dans leurs versions
initiales, la néthode de Davenport corme celle de Hua utilisent des najorations par
le naxinum, pais ceci est incontournable chez Davenport, alors que c'est évitable

chez Hua.
L'anélioration inportante apportée & l'indgalité de Hua, sous sa forme primitive,
rdside coune on vient de le dire dans le traitement des sommes de diviseurs qui ap-

M .
paraissent dans les najorations des intégrales fé lSe(a)I do . Au lieu de majorer
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les fonctions d2 et d3 que l'on rencontre, nar leur naxinun sur 1'intervalle ol
elles se présentent, on s'efforce de les considérer en noyenne ; cela conduit & in-
troduire les sonnes He(P) qui ont été définies plus haut. En outre, on peut trou-
ver des najorants Be(P) un peu zeilleurs pour € =1 que pour € =0 , ce qui
conforte la distinction introduite et la dissymétrie des inégalités inposées aux

exposants 19 - s et s .

Une grande quantité de notations nouvelles doivent &tre introduites. On note
IO =)P -¢f2, 2P - 6/2] (c'est 1'intervalle de la somation qui constitue

Se(a) )e Btant donnés des entiers hl , h2 ’ h3 , on définit

=T - hm) (w=1,2, 3)

Im n-1 N (Im—l

puis on définit les formes bicarrées

0 (¥)

Qb ¥) =l +v) -y,

(2}’ + 6)4 ’

Q2(hl ’ h2 ’ Y) = Ql(hl ’ h2+Y) - Ql(hl ] y) ’
Qa(hl’h2’hB’Y)=Q2(hl7h2’h3+y)—Q2(h17h2’y) L

On notera la découposition en facteurs et le degré de ces facteurs :

1

o (n, 5 ¥) = (2ly +n) + ) = (g + &)

8h1((2y + 6)3 + 3hl(2y + €)2 + 4hf(2y +€) + 2h3) ,

2
1 1

c;;3(111 » By s By y) = 192h, h, h3(2y+ ¢+ h +h,+ h3) .

2 2
Q2(hl » By y) = 16n, h2(3(2y + €+ h + h2) + he + h2) ,

Ce degré joue un r8le prinordial dans la difficulté de ce qui va suivre : la dif-
ficulté raxiuale se rencontrera pour Q2 , ou se conjuguent l'intervention de la
fonction de diviseurs d3 et un facteur de degré 2. On introduit enfin deux suites

de coefficients : Db , définie par |S€(a)|M =2 e(he) (n=1,2,3 ,.M==2m]

h,n ez bh,n
et

)3 oy = Card{(hl y eee s By y) tels que

In, | + oo tln | <P, yer , Q(n ,e.v, b ,5)=h}.

L'intégrale pour M = 2 ne pose aucun probldue, et s'évalue par 1'égalité de Par-
seval : elle est égale au nonbre des x entiers qui appartiemment 2 IO , c'est-a~
dire & P .

La dénonstration s'effectue par étapes successives, le point de départ pour chaque

M
M=2" (u=1, 2, 3) reposant sur deux expressions de |Se(a)| que 1'on nul-
tipliera avant d'en prendre 1'intégrale de 0 & 1.
D'une part, un lenne de récurrence (datant des travaux de WEYL sur 1'équiréparti-

tion et utilisé pour le "lenne de Weyl" du probléne de Waring), fonctionnant sur des

sormes sur les entiers de différences itérées de fonctions, fournira la najoration
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M {eI1=~ . .
s ()] < (P13 e(ho) (majoration dont le principe est clair :
€ ¥7Z "h,n

Chn est le noubre de solutions, sous certaines conditions, de Qm =h , et Qm a
oL

été fabriqué précisémnent par différences itérées).

D'autre part, 1'égalité IS (a)|M Eiez h,o e(ha) , dont on peut remarquer que,
"3 travers" ISe(a)|" = (a)”/zs (= a)me (noter que b, =b
iy ’

fie que bh 0 est le nonbre-de solutlons, sous certaines conditions, de
? .

), elle signi-

4 4 4 4
X1+ oo-fXM/2f‘X(M/2)+l- ..-—X'M_
L'égalité de Parseval donnera donc jé ISG(C()|2M do s,(ZP)M-m-l Z#ez Cym By
’ ?

ou Zhez ch,m bh,m est uajoré par cO,n bo,m + N 10 bh,n dans le traitenent

classique de Hua. Par ailleurs, on utilisera les relations bo n= é ]Se(d)lM dw
’

et (égalité de Parseval encore)
1 bl 2
IO ISe(a)l do =ZheZ bh,u *

5.2 Majorations intemiédiaires., — On utilisera plusieurs résultats auxiliaires.

D'une part, la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. - On pose
A(X) = card{(k , x , y) tels que 0 <k <X, x,ye€ )X, 2X) , =3 (nodk)

Alors, pour X 2.1080 , On a

A(X) €9%° (10g X)* - %2 .

Et, d'autre part, un grand nonbre d'évaluations et de najorations, trés précises
nais tout-a-fait standards, de fonctions de diviseurs. Elles ne sont pas reprodui-.

tes ici.

Ltintégrale pour M =4 est, coute on 1l'a reuarque, Zh bh 1 Si 1'on se rap-

pelle l'express1on S (a) e(a(2x + e) ), on constate que 1l'on peut

zéP<2x+e<4P
éerire ]S (a)| "Zlh | < 2 I, e(aQ (h1 , ¥)) (ce qui nontre au passage 1l'égali-

ye
té, linitée aucas n =1, h,l ch’1 ).
. 2 ) 2 2 o
On separe alors CO,l , qui vaut P~ , et §£#O ch,l , que l'on najore par
Card{(k , h , y) tels que ... et lel(h , 7)1

ce qui pernet de faire intervenir la proposition 3.1 qui najore le noubre des tri-
y* (bod k) .

W

plets (k , x , y) solutions de <t

La najoration de 1'intégrale pour M = 8 repose, comme annoncé au paragraphe

précédent, sur les deux expressions de |S (a)|4 , et sur 1'égalité

Jo 15, (@)% ax =% v .

On a, d'une part ISe(oz)l4 = 7 e(ha) , et d'autre part, en appliquant

hEZ h 2
1'inégalité de Cauchy-Schwarz a 1'express1on

15,12 = 2 | Zyer, S0 (n 5 1)
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4 < Pl 2.
|SG(°‘)' < 21’\ |h1>}<P |h| <F=|n, | yeL e(an(hl » By y) < 2P hgz %2 e(on) .
fa s s . 1 8
On en déduit alors la uajoration fO ISe(a)! do < 2P Zh ch’2 bh,2 « On remarque

naintenant que ¢, , & d3((1/16)h) pour h #0 , et c'est & cet endroit préecis que
’

le traiteuent va différer de celui effectud par HUZ,

b— . . .t N ‘.¢ k3 . i ) .

Celui-ci arrivait a une najoration 21’((:0’2 b0,2 + max dB(h) zﬁ bh,2) Meis si

H Ly . e I 2 ’ - 1 s ol 2
l'on évite nax d3(h) pour utiliser Zi%o ch,2 (au noyen encore de 1 inégalité de

Cauchy-Schwarz ¢), on obtient une anélioration tout-a-fait spectaculaire. Or
oy o = Card{(h1 » by y) tels que ... et Qz(h1 » By y) =h} ,

et apparaissent alors les soones He » introduites plus haut, sous la forme ¢

T %<2 y > d,((1/16) o (n, , b, , ¥)) .
wo ™27 odn,[+[hi<® w1, 2 e ey
hl’he#o

On obtient ainsi une najoration de 1'intégrale J = fé |S€(a)|8 do , dans laquelle

on "réinjecte" J elle-néne par sa racine carrde (Zh bi 2)1’2 , et la résolution
?

de 1l'inéquation du second degré obtenue fournit la majoratinsn annoncée en fonction

de P et de B, .

5¢3. Majoration de fé |S€(oz)|16 « - On connence par énoncer la version "complete

du théordne 3A (la version donnée au début avait été écrite en donnant au paramdtre

v 1la valeur 0,1, qui optinisait la dénonstration ultine).

IR
THEOREME 3A. - Pour P supérieur & 1080 s €=0 ou 1, vy un parandtre com-

pris entre O et 0,25, et sous réserve que 1l'on puisse choisir Be(P) satisfaisant
P (log P)8,5 3.(P) g % ona

J5 18,()1*® < 238000 3%Y 27#Y(1 + 297" P2 (10g 2)T*EY 4 66 27Y B (P) P° (10¢ P)’.

Le schéna de la déuonstration pour ce cas M = 16 est assez siuilaire 3 celui

pour le cas M = 8 . Les principales particularités sont les suivantes :

- les trois entiers hi ’

et h, ont été préalableuent 1liés par h1 h2 =
- on utilise E(k) = Ep(k) = Card{(hl,hz) tels que hlh
on définit & ce nonent hl(k) , hg(k) , et Iz(k) ;

- une quantité Ze(d) = |S€(0)|4 - 8P

tration ; elle est najorée par 2P Zﬁf& E(k)l§§elg(k) e(dQ2(h1(k) ’ hz(k) y V) 3

on najoré ensuite lZe(oz)|2 par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, et c'est alors que

h2 et h3 , ne sont pas utilisés "libreuent", wmais h
L

1

, =k, 0<n |+|n,|<} ;

est introduite vers le début de la dénons-

1'on introduit le parandtre ye (0, 1) ;

- l'utilisation du coefficient c, 3 = Card{(hl , h h3 , ¥) tels que ...} est

2 9
’ A
renplacée par celle de Ch,3 = Z£¢O Ep2Y(k) Card{(h3 » ¥) tels que eoe} 3

est également najoré & travers des fonctions de diviseurs, nais il n'y a

- C
h,3
pas de difficulté nouvelle, et on retrouvera le néue Be dans la najoration finale;



T7-16

- la valeur de 1l'intégrale est coume pour M = 8 "rdinjectée" dans sa najoration

par sa racine carrée, et l'on obtient

[E 15,15 ar <4 22 (50 w2200 ey 4 By 5 + (G 6F )72
x (%1#0 b1r21,3)l/2 + 16 P3 (J’é ‘Se(a)IS)l/Q (Jﬂ(]). Ise(a)ll6)l/2’

puis
Ié |S€(O!)|l6 a5 (477 (%0 F 2_2“1‘))(%;60 2 3‘)1/1: |
st Be(P)l/Z (fl I5(c Y2 16,1 #* B(P) Co 5 % (39 Bp” V().

I1 ne reste plus qu'a reporter les majorations précédemuent établies pour les

Ch 3 pour achever la démonstration.
, : . .

5e4+ Structure multiplicative des diviseurs : réduction préliminaire. - On a po-

. ~ 2 .2 .2
sé H_(P) := Zh“hg’y c13(|h1 hy(3(2y + e + b, +1,)" + b + h3)|) , et 1'on veut

obtenir la majoration du théoréme 3B.

rd A Y
THEORELE 3B. - Pour P 2 10°° , on a

H (P) C, p’ (1og P)9 (loglog P)

.avec CO = 1,734 10"2 et C1 = 8,18 10-4 , ou la sommation est étendue aux triplets
(h1,112,y) tels que h h, # 0, |h1|+[h2|$P, 2P <2y + ¢ 4P

2P <2y + ¢+ h +h2$4P.

Si 1'on peut trouver une bonne majoration de Zy a,3(2y + ¢ + n 2+ 19

2
L+ By)° +hT + 1
on pourra écrire

2

Lt hg))

B (p) <8 2 > (h, n,(3(2y + e + h, + h )2 +h
¢ 0<n, P  2P<2y+ehP B L

O<hpy <P 2P<2y+e+h;+hy 4P

2 2 .2
+h2) +h1+h2)) .

N

8 2 da,(h) d,(h)2 d,(3(2y+e+nh
O<hl$£,31 3V2 ¥y 3
O<hp &P

1

Cela ne suffit pas tout-&-fait pour obtenir une majoration efficace, et il faut
raffiner en localisant hl et h2 dans des progressions arithmétiques de module M
(on prendra M =6 ou 12 ; au-deld, la complication, proportionnelle & M2 , est
trop grande pour un bénéfice négligeable). L'expérimentation numérique montre que
le terne correspondant a h1 et h2 congrus & O est prépondérant, ceux correspon-
dant a hl ou h2 congrus & 2 ou 3 ou 4 plus petits, et les autres extrémenent
petits : le bénéfice ici est substantiel.

Ce raffineuent change (et complique) le détail de la démonstration complite, mais
il n'est pas utile d'expliciter les formules conplétes pour faire comprendre le

principe général.

On voit donc que la déternination de Be dépend, d'une part de majorations de
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ZO<hlsP,O<h2§P dB(hl) d3(h2) (pour h, et h, localisés dans des progressions

arithuétiques), ce qui est long et minutieux mais standard, d'autre part de majo-
rations de Zy d3(3(2y + e + hl + h2)2 + hf + hg) (ou, plus précisément du sup
de cette somue pour h1 et h2 localisés dans des progressions arithnétiques),

ue l'on va maintenant présenter.
q . -

5.5. Majorations "racine-bornées', - L'idée de base est la suivante : étant don-

née une fonction arithmnétique f , nécessairement multiplicative, on cherche une
fonction g , nultiplicative égaleuent, et telle qu'il existe une constante C

telle que la najoration
2
tln) s2¢ 2 4o g(a)
soit vraie (pour tout =n ).

L'idée de sormer sur les diviseurs de n , avec une contrainte de taille, se
trouve chez ERDOS (BA], linitation relative aux facteurs preuiers des diviseurs)
et a été reprise par McDONAGH et WOLKE ([24],1initation des diviseurs eux-néues par

- a 0 o\ \ 3 3 rd
une puissance n ), nals avec d'autres buts et de nmaniére tout-a~-fait différente.

Le gain est considérable puisque 1l'on passe d'une valeur de B€ de
7% (1log p)*3 (1oglog P)°7° & 0,02 P (log p)? (1loglog P)° .

Pour préparer la dénonstration du théoréme 3B, on utilisera un (ou des) couple(s)

de fonctions que 1l'on pourrait appeler "racine-bornée convenables'", et le probléne
essentiel sera de calculer la ueilleure constante C . Pour cela on associera a
#*
toute fonction arithnétique g positive une transformée G  définie par
G (n) := Zd|n nin(g(d) , g(n/d)) .

3#*
On vérifie inuédiaterient que G  est "sur-wultiplicative", et que 1l'on a trivia-

s 3

leuent G (n) €2 zéln is/a g(d) . I1 s'ensuit que toute majoration f(n) <0G (n)
9 UN
inplique autonatiquenent la najoration f(n) g 2¢C 2 g(d) . Le probléne de
dlnde\/ﬁ
la déternmination d'une bonne constante se réduit donc au calcul du uaxinun de la
*

fonction "sous-nultiplicative" positive £/G , pour lequel on vneut inaginer un al-
gorithne trds efficace (de fait, 1'algorithne permet par surcroit d'aider & nontrer

3
que f/G  est bornée).

On va tout d'abord donner quelques indications sur l'algorithme, qui fonctionne

dans le cas particulier ou les fonctions arithwétiques (multiplicatives ou sous—

oy

nultiplicatives) considérées ont pour chaque entier n = p?l soe By des valeurs

qui ne dépendent que de la suite (« cee ak) des exposants (on dira alors que

1 ’
ces fonctions arithuétiques sont structurales). Ce cas particulier est en fait celui

d'un trés grand nonbre de fonctions arithiétiques usuelles, et notaunent celui des

fonctions de diviseurs qui nous intéressent ici.

Etant donné un entier n , dont la déconposition p?l ces pﬁ“ est écrite de fa-

k
tive de n 1la suite (al y eve ak) des exposants. On constate alors que 1l'ordre

gon a avoir la décroissance o 2 4ee 2@ 21, on appellera structure rmltiplica-
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lexicographique est un bon ordre total sur l'ensenble des structures multiplicati-
ves, et cela fournit le "moteur" de 1l'algorithne de recherche du uaxiuun d'une fonc-
tion arithnétique sous-uultiplicative, positive et structurale G* . Dans la prati-
que, le résultat (existence et valeur du naximun) est fourni par la conjonction de

deux élénents

*
- une exploration par ordinateur des valeurs de G sur un sous-ensonble (fini)
des structures uultiplicatives inférieures & (@) , o « est un certain entier

adapté 4 la fonction

- la déronstration théorique que Gw(n) £1 pour tout n de structure nultipli-

cative (B) , avec B > .

Dans le cas de la fonction d3 , on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2. — Soient les deux fonctions nultiplicatives structurales f(=d3)

et g, définies par

£(p%) = (@ + 1)(a + 2)/2 ,
g(Pa) = 2,5 : pour o =1
2,5« - 0,5 pour o 2 2 ;

alors on a, pour tout n ,

£(n) < 3,2 Zdln,ds/ﬁ g(d) .

5.6. Najoration de Be(P) . — La proposition 3.2 peruet d'écrire (pour sipplifier

1'écriture, on onet volontairerent les conditions de localisation de h1 et de h2
dans des progressions arithnétiques) :
2 2 2 ST
<
Zy 43(3(2y + ¢ + by + 1) + by + By) £3,220 dln’ds‘/ﬁg(d) ,

. _ 2 2 2
(o n = 3(2y + € + #1 + h2) + h1 + h2)

ou encore, conpte tenu des linitations de taille pour y , h1 , et h2 ’

2 2 2 '
Zy d3(3(2y +e+h + h2) + hi + h2) £ 3,2 Zy ngp g(a)

soit enfin, en notant pe y h1 , h2 s d) 1le nonbre de solutions en ¥y  nodulo d

de la congruence 3(2y + ¢ + hy + h2)2 + hi + hg =0 (uod d) ,

2
2

§§ d3(3(2y +e+h + h2)2 + hf +h
<3,2 ngp g(a) o(e , b, by ; A)([p/a] + 1) ...
$3,22;p 8(d) p(e , by, b, 5 a)(7P/4) .

L'essentiel du travail est naintenant de iuiajorer Zﬁ<7P g(a) p(e,hl,h2 H d))/d .
~
Cela nécessite une estination préalable du nonbre des solutions d'une congruence

quadratique.

PROPCSITION 3.3. - Soit pH(d) le noubre de solutions en z (modulo d) de la
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congruence 3z2 =H (mod a) . La fonction pH(d) est nultiplicative (en a ) gﬁ,

by

r . vd (3 . a 3 r
selon les cas précigés ci-dessous, la suite o > pH(p ) est najorée terne &

terne par :

- 2,2,2,2,2, «. si p>5 et pzkﬁ ,
- 1,0, 2,0 ,20° , 0,20, e si pz5 et poH,
- 0,0,0,0,0, . si p=3 et pfH,

- 3,3,9,18,27,5 ,8., 162, ... si p=3 et p|lH,

- 1,2,4,4,4,4, .. si p=2 et pfH

- 1,2,2,4,4,8,8,16, ... si p=2 et p|lH.

3i p =3, cette proposition sera utilisée ne varietur pour majorer
p(e , hl , h2 ;5 d) «Si p =2, la recherche de 1'efficacité nunérique dec:ande un

raffinei.ent supplémentaire.

’” N
COMPLEMENT A LA PROPOSITION 3.3. - Soit p(e ’ h1 ’ h2 3 d) le nonbre de solu-
tions en y (uodulo d) de la congruence 3(2y + ¢ + h, +'h2)2 + hf + hg =0,
(nod d) « Selon les cas précisés ci-dessous, la suite o b—> p(e ’ hl ’ h2 H ZQ)

est najorée terne 3 terme par

- O 9 O ’ O ’ O ’ O 9 e Si e =1 9

- 2 ’ O 9 O 9 O ? O 9 oo Si €

Il

0 et 2}(hl h, ,

- 2,4,8,8,8, .. si e=0 et 2I|hl h

2 14
0 et 2, et 2|h2 .

i

- 2 ’ 4 9 4 ’ 8 ? 16 9 16 [} 32 9 oo Si €

Pour fabriquer une niajoration acceptable de ZdSYP (g(a) p(e , b h2 s d))/a,
il faut tout d'abord isoler 1'effet perturbateur des facteurs locaux relatifs 3
p=2 et p=3. Lawnajoration suivante, valable pour toute fonction h nulti-

plicative et positive (et telle que (1 + h(p) + h(pz) + .se) converge), y pourvoit

T 200) €T, (14 n(p) + 0(p%) + o00) 2 h(n) .

< nsx,(n,0)=1
Dans le cas de la fonction h(d) p(d)/d , on obtient un enseuble de valeurs (rap-

pelons qu'elles dépendent des valeurs de h1 et de h,_ nodulo M ) dont la plus

= 4’3 X 13,75 - 591,25-

2

grande est k2 k3

La fin de la déuonstration utilise le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4. — Soient f et g deux fonctions nultiplicatives et positives.

Si, pour tout nonbre prenier p et tout entier 3, on a 2563 f(pa) €:Z&<B g(pa),

£10rs on a

ZﬁSk f(n) 4»2£$x g(n) pour tout x .

by

La derniere question qui reste & résoudre est de trouver une bonne fonction na-

h d)/d . Sous les conditions P fixé 3.1080

jorante pour g(a) p(e , by s by
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et |hll+ |h2] <P, on peut trouver une suite de fonctions 8p 1\ (que l'on notera
4

sinplenent g ), pour k =0 , 1, ese , S, qui vérifie les propriétés

> éﬁ-r(lﬂl <€, (loglog P)2

nx

gk+l = gk *i (i' e gk+1(n) = zﬁ]n gk(d)) i
- g(d) p(e: ’ hl ’ h2 H d) $g5(d) .

Les sonues ZnSx gk(n)/n gont convenableuent majorables en Ck (log X)k (loglog P)2,

et 1'on en déduit la majoration recherchée

d ol e h h -
Zct$7l? ) ols  — ) < ¢ (1og P)° (loglog P)? .

Pour terniner la dénonstration du théordme 3B, il suffit de nultiplier la najora-
o1 5 , 2y2 . _
ion de 0<h, <P,0<hy <P dB(hl) dB(hZ) , qui est en (P(log P).) (travail de rou
tine, quoique délicat pour obtenir des constantes fines, qui n'a pas été déerit ici),

par celle obtenue ci-dessus pour §§ d3(3(2y + ¢+ h, + h2)2 + 0+ hg) : le résul-

1 1
tat est bien en Ps(log P)9 (loglog P)3 , et la constante exacte est fournie par
une sonniation, sur les M2 couples de valeurs de h1 et h2 odulo M , de tous

les produits des constantes elles-ménes fonctions de ces valeurs.

On peut remarquer pour teruiner que la déuonstration (paragraphe 2.3) du théordne

A (asymptotique) n'a pas utilisé la valeur de C, nettenent inférieure 3 celle de

1
CO dans le théoréne 3B, On peut "mixer" les deux constantes pour la nise en oeuvre
de 1'inégalité de Holder, nais l'anélioration qui en résulte (environ 4 unités sur

1'exposant de la puissance de 10) n'est pas essentielle.

C. PARTIE "FINIE"

6. Résultats nuniériques.

6.1, Ochéna général. — L'exposé sera sinplifié en introduisant la notation BS :

"n est BS " gignifie que n est sonue de s bicarrés (positifs ou nuls).

La vérification jusqu'a 103'78 repose sur trois élénents : une recherche de B5 ,
congrus & 50 mnodulo 80 , dans un intervalle de longueur 9,3 1010 situé dans la
zone entre 0,3 1011 et 1,3 lOll , des lemes standards de "montée" (alias de "des-
cente", c'est bien entendu la néme chose), et une dtude séparée des B2 congrus‘é
17 uwodulo 80 (sounes qui permettront d'assurer le passage délicat des sorues de

B5 aux B,7 ).

L'originalité de ce traitewent est double.

D'une part, on est "allé chercher" des B5 , loin bien sfir, quoiqu'au plus bas
que les arguuents probabilistes laissaient espérer (THDMAS, par exeuple, auteur des
neilleurs résultats dans ce domaine, avait trouvé des B.7 dans des zones allant

jusqu'a environ 1O7 et des B, jusqu'a environ 109 ; mais n'avait pas tenté de

trouver des 35 en allant les chercher ou ils sont, i. e. beaucoup plus loin). 11
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v a bien slr un prix & payer : la linitation de la recherche des B5 aux progres-—
sions wnodulo 80 1les plus fournies (alors que THOMAS avait travaillé dans plusieurs

progressions wnodulo 16 et avait ensuite trié uodulo 5 les emceptions).

D'autre part, les résultats obtenus ne permettant que d'aporocher (par les né-
thodes standards de uontée) la borne asymptotique, nais non de l'atteindre, deux
solutions étaient possibles : ou aller chercher un ordinateur de plus forte puis-
sance que 1'IBM 4381 utilisé, ou bien effectuer une étude directe des B, Jusqu'a
environ 6 1016 ; c'est la seconde solution qui a été choisie, a la fois parce
qu'elle était plus intéressante sur le plan théorique, ... et parce qu'elle permet-

tait de garder un peu de puissance en réserve.

6.2, Vérifications par ordinatcur.

PROPOSITION 4.1. - Tout entier conpris entre zl=3,05299 101° et £2=12,361 1010,

et congru &4 50 nodulo 80 est B

5 9 a4 1'exception peut-8tre de 452 norbres que

]
l'on notera Wi eee Wi5o

(Les valeurs exactes sont 4, =30 529 861 571 , 4
(4, - 4,)/2 = 46 540 399 879 ).

, = 123 610 661 329 , et

Le "peut-&tre" est 1ié aux linitations de 1l'ordinateur et du prograrme qui a été
congu et exécuté : ont été répertoriées toutes les soumes de 5 bicarrés, calculées
sous la forne aB + b2 , avec a3 = gorme de 3 bicarrés congrus a 16 (noa 80) ’
b, = somie de 2 bicarrés congrus & 1 (uod 80) , a, , b, < 80 230 _ g,5899 1010
au-deld de cette limite, il est donc possible (et probablement néne fréquent, car
les nonbres non—B5 se raréfient de plus en plus) que certains nonbres, dont 1l'ex-

pression conue B5 n'a pas été trouvée, le soient néanuoins.

I1 est (colossalenent) prohibitif (en temps de calcul) de rechercher pour une
suite de nonbres, en l'occurence les 80n + 50 , si chacun individuelleuent est un
B5 « Le colit reste tout aussi prohibitif, ou presque, si 1l'on travaille sur des

blocs de valeurs consécutives de n , néne de trés grande taille ... & noins que

1'on ne travaille sur toutes les valeurs de n a la fois.

Mais c'est la taille uénoire nécessaire (nénmoire UC, si 1'on ne veut pas retrou-
ver de probldme de tenps) qui pose de nouveau un probline redoutable. On a étudié
9

les 80n + 50 jusqu'a 1,32 1011, soit pour n Jusqu'a 1,65 10” ; en stockant sur
un seul bit 1'infornation que le nonbre est ou n'est pas un B5 , ce qui ne souléve
aucune difficulté informatique, il aurait fallu un neu plus de 206 néga-octets, ce

qui dépassait largenent la nénoire (néne virtuelle) de 1'ordinateur disponible.

Or il y a une possibilité trés.siuple de contourner cette difficulté : travailler
pour les n , dans des progressions arithnétiques de module convenable M ., Il suf-
fit de trier préalablenent les suites (aB) et (b2) podulo M (il n'y a aucun
probldne, ni de teups ni de méroire) ; ensuite, un reste r nodulo M étant donné,

les valeurs de n congrues & r sont étudides par M '"passages" (on ajoute les
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ay = r' aux b, =r":ilya N couples (r* , ") a considérer). On retonmbe

dans le donaine du possible :

- le temps total est pratiqueuent inchangé : il y a M x M ‘'"passages", dont chacun
nécessite un teups sensibleuent 1/M2 de celui qu'aurait nécessité un passage uni-

que sans condition de congruence ;

- par contre la taille néuoire nécessaire est tout simplenent divisée par M : on
a pris M =43 (il est souhaitable que M  soit prenier et congru & 3 nodulo 4
pour éviter de trop grandes irrdégularités de distribution entre les classes

nodulo M ), et la ménoire nécessaire est retonbée 3 4,8 Mo .

Le prograrme a été écrit en FORTRAN (qui reste le langage des "gros" calculs nu-

uériques).

PROPOSITION 4.2. — Entre 17 et 5,747544 1016, il existe une suite c; d'entiers

B2 congrus & 17 mnodulo 80 qui vérifie les pronriétés suivantes :

- toutes les différences i1 " Cj sont inférieures a (z2 - zl)/z (=4,65404 10

10y

9

- aucune des différences cj+l - cj n'est égale & une des différences LA
entre les entiers introduits par la proposition 4.1, (I1 exkste 57803 différences

inférieures 2 (/&2 - zl)/z .)

6

COROLLAIRE. - Entre m, = 4, + 17 = 0,000012 107 et m, = 4, + 5,747544 10t |
16

L = 5,747547 107~ , tout entier congru & 67 nodulo 80 est 37 .

Ce corollaire est une variante "peigne a deux dents!" de 1l'algorithme glouton

standard.

On peut reuarquer que cette proposition signifie que 1l'on a pu faire fonctionner
1'algorithne de descente des B7 aux B5 corme si 1l'on avait trouvé une plage de
longueur (z2 - ﬁl)/2 de B5 de la forme 80n + 50 , sans aucune exception.

Le programme a été égaleuent écrit en FORTRAN.

6¢3. Fonctionneuent de la descente.

PROPOSITION 4.3. — Si tout entier congru & r nodulo M et appartenant & 1'in-

tervalle (4 , A+ D est BS , alors tout entier congru & r + & modulo M et

appartenant & 1'intervalle (A , A + D+ ([D/c]l/B)A'[ est B_ , ; on peut prendre

les valeurs suivantes, pour M , § , et ¢ = c(m , 8) ,

o

M=16, &= ou 1 , c =283
M=8, 8§=1 ou 16, c=16;
M=8, 6§=0 ou 65, c =40 ;

1l

(on symbolisera par les lettres R , S et T les trois types correspondants de

descente).

Ce résultat est une 1égtre variante de 1l'algorithme glouton standard, et se
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dénontre .de ndne.
378

Pour déuontrer le théoréme B, "tout entier N inférieur & 10 est B, ", il

19
suffit en fait de faire la vérification pour les entiers qui ne sont pas congrus a

0 wodulo 16 . On devra distinguer deux cas, selon que N =3 , 4, ..., 15, ou

que N =1 ou 2 (uod 16) .

Prenier cas : On naftrise la valeur nodulo 16 dans les descentes de type S
aussi bien que de type T ; par contre, la variation (1 ou 0) de 1la valeur
nodulo 5 est inposée par le type S ou T et, dans le pire des cas, il faudra 4
descentes de type T (et donc 8 descentes de type S ) pour "ajuster le tir" de

B19 a B7 TTTTSSSSSSSS , en plagant les descentes de type T au début (de B

a B ) pour nininiser la perte. La valeur d'arrivée (celle relative aux B
15 16 . 16,75948
est D= n, -, = 5,747535 107" = 10" ?

les suivantes (nombre de bicarrés, puissance de 10) :

19
7 )

» Les valeurs numériques sont alors

7 8 9 10 11 12 13
16,759 20,740 26,048 33,125 42,562 55,144 71,920

14 15 16 17 18 19
94,287 124,111 163,346 215,659 285,409 378,409 .

Deuxitne cas : L'idée est de comuencer par une ou deux descentes "sinples" de

type R , ce qui fournit un entier divisible par 16 : on le divise, et on obtient
alors un nonbre dont il faut nontrer, & la wanidre du preunier cas, ‘il est B18
ou B17 . Mais il faut que le noubre obtenu par division par 16 soit congru a

3, 4, eee 4 12, 01 13 modulo 16 , ce qui nécessite de contrfler partiellenent les
valeurs nodulo 256 . La chose est possible si 1l'on renplace la (ou 1les) descente(&
de type R par des descentes beaucoup plus coupliquées, gérant partielleuent les
valeurs mwmodulo 80 ., Sur le plan nunérique, la constante analogue au c(M , 8) de
la proposition 4.3 est trés nmauvaise nmais influe extréuenent peu sur la borne car
elle intervient tout en "haut" de la descente (de plus, on peut conpenser cette 1é-
gére perte en diuinuant le nonbre des descentes de type S ).

378,064

On ne donne pas le détail de ces descentes qui fournissent les bornes 10

et 10378’336 pour N congru respectivenent & 1 et 2 wnodulo 16 .
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