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1. Introduction.

En 1978, Woods [7] a demandé

Quelle est la limste de la suite susvante:

1/3
1/2
zo = 1/2, z,::g;z, $2=%-:-,... ?
7/8

(Chaque terme est le numérateur du terme suivant). Les valeurs sont faciles 3 calculer:

. T = 0, 5000;
z; = 0,6666;
z3 = 0,7000;

et z;0 = 0, 7071; donc il semble que

ol

(1

lim z, =
Nn—~+00

Robbins [5] a trouvé une belle démonstration de I’équation (1) qui est trés simple. On
considére plutdt la suite . '
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et on s’intéresse au cas z = 1. Spit
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f(z) = z z+3 z+5 z+7
T z41 z+42 z+4 z+6

La fonction f(z) est bien définie parce qu’elle peut s’écrire sous la forme

z+4k+1 z+4k+2\*
f(z)"kl;lo( z + 4k 'z+4k+3) (2)

: 2 +1
=11 (l tEr )z + 4k + 3))

k>0

=J[a+ our’n*‘,

k>0

Qiii montre que le produit converge pour tout z tel que les dénominateurs de (2) ne
s’annulent pas.

On vérifie immédiatement que

(-1)*2(%)

z+2k
=11 (i) o

ol sz(k) est la somme des chiffres du développement de k én base 2. Comme s5(2k) = s5(k)
et s3(2k+1) =s2(k)+1,0n2a

; 2k '
f(z)-H( z + 4k )“""( )H(z+4lc+2)
T o z+4k+1 isn z+4k+3

(-1)*2 (2k+1)

VEETY I L e AP AN
( ) Fried (z + 4k + 1)

z+1

-1
2).

z
=M

Donc, en faisant z = 1, on trouve que
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() = f(1/2).

f(z) est continue et dérivable en z = 0; donc en employant la régle de ’'Hépital on trouve
que '

o Je/2) 410 1
2 0 P

f(1/2) =

et par conséquent f(1) = 3?

II. Généralisations.

Maintenant nous voudrions trouver une bonne généralisation du résultat ci-dessus.

Théoréme.

Soit k entier, k > 2. Soit sx(n) la somme des chiffres de n en base k. Soit 1 < 5 < k—1.
Alors

g=1/k

*I

I35

ol les ¢;, d; sont les entiers uniques tels que
ki <cidi <k(s+1)

et sp(c;) =7 — 1 (mod k), sx(ds) = j (mod k).

La démonstration se trouve dans [6]. Elle employe le lemme suivant:

Lemme.

1l existe des équations fonctionnelles pour les A4;(z):

_ Au(D)Aa (S A (2HE2) - A (22)
A= T AR A () *
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_ An(fbﬂ)Az(i)As(’i_“z ;—1)'“4&-1('&@
46 = T E LD AL )

A, (2ER=2) 4 (22k=3)... 4, (2
nni() = M) (D ©

II1. Autres résultats.

Allouche et Cohen [1] ont obtenu les résultats ci-desgﬁs en regardant deux séries de
Dirichlet liées 3 la fonction s4(n):

‘c (»)

fle) = E (n+ 1)‘

8q(n)

g(s)=zgn. :

n>0

(Ici ¢ est une racine g—éme de 1’unité.) Ils ont démontré que
1 1
-y g™ og (-—-———-—-’?,,+ ) = —, (7
= \qlTl+e/ z-1

siz?=1. 4
Récemment, avec Allouche, Cohen, et Mend2s France, j’ai montré que ’équation (7)
est en fait vérifiée pour tout z tel que

sup(|z|* L, |1+ 2+ - +27 ) < q.

La démonstration pour |z| < 1 est trés simple [2].
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L’équation (3) ci-dessus suggere ’existence d’une équation semblable liée i la fonction
ao(n) qui compte le nombre d’occurrences du chiffre “0” (et non du chiffre “1*) dans le
développement de n en base 2. En fait, on a

1 N S B
')

iy \2k+1

1 existé des formules analogues pour les fonctions a,(n) qui comptent le nombre
d’apparitions d’un bloc de chiffres w [3].

Il faut aussi mentionner que les valeurs des fonctions A4;(z) ont récemment paru dans
un article intéressant de Flajolet [4].
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