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SUR UN PROBﬁhME DE CRIBLE ET SES APPLICATIONS

par Gérald TENENBAUM ()

La répartition des facteurs premiers d'un entier est une donnée cruciale de quan-
tité de problémes arithmétiques. Elle anvarait souvent sous forme de conditions
liant les tailles relatives des facteurs. Soit

(1.1) =TE o,

i=1 *1i

la décomposition canonique d'un entier générique dont les facteurs prewmiers, non
nécessairenent distincts, sont rangés par ordre croissant P1‘$ pz.s eee S Py » On
pose alors
-t , (3=1),
‘i<jpi! (l<J\<k)‘
La plupart des questions de taille relative se posent en terumes de comparaison
de pj et nj , ce qui est en accord avec le principe d'Erdos [2] que 1a crois-

sance de log pj est normalement exponentielle.

Ainsi, dans le crible de Rosser-Iwaniec (cf. par exenple [117]) les ensembles o,
®~ , sont-ils définis par des conditions du type '
] B(R) <
(1.3) naxX . g pj nj) D,

o B est un parandtre 21, et J un sous enseuble donné de {1, 2, ... , k}.

~

ERDOS a souvent eu l'occasion d'utilieer le fait que

R(n) := max (log n.)/log p.
1<jsk J J

est normalerient & croissance trés lente. On a en fait [ 3]

_ logloglog n
| R(n) = (1 + o(1)) loglogloglog n

pour presque tout n . Un résultat plus précis est établi dans 1l'important travail
de BOVEY [ 1] qui contient en particulier une étude fine de la répartition des quan-
tités log nj/log pj .

Nous nous intéressons ici & une condition du type (1.3) dans le cas B =1,
J=f{1,2, «e. , k} . Notant P (n) 1e plus petit facteur premier de n (avec
la convention P (1) = «) , nous définissons la fonction F de Schinzel-Szekeres
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‘l ’ (n = l) ’
(1.4) F(n) := _ ,
pax{dP (a) 3 dln, da>1}, (n~>1).

Cette fonction a &té impliciter.ent considérée par SCHIZEL et SZEKERES dans [ 15]
en relation avec un probléme de crible sur lequel nous reviendrons plus loin. Il
est immédiat que le maximum apparaissant dans la définition (1.4) est nécessaire-
nent atteint pour un diviseur d de la fornme n/nj , 1 <5<k . Dans 1'esprit

de (1.3), nous introduisons les fonctions de répartition
F(n) £y},

F(n) SYX} ’

D(x , y) := cardin < x

e

E(x , y) := card{n < x

“e

initialement définies pour x 2 y 2> 0 . On a trivialement F(n) 2 nP (n) = 2n

1,
pour tout n > 1 , donc D(x ’ y) <1 pour y<2.

Notre résultat principal est le suivant.

THEORELE 1. - Soient Y , A des réels tels que

Y >5/3, >\>i35'(1 -39—?-) = 4,20001... , (y = 1og(_1__+§[5:)) .
On a, pour x 2y 22,

(1-5) %L(u ) Y) <<Y A D(X ’ Y) SE(X ’ y) <<:l.11£ lOg(zu) ’

?

ou l'on a posé u = (10g x)/1log ¥ et

A -
(1og w)™", (2 £y < expi(10glog x)}) ,

L(u ’ ) =
Y 1 , (y > exp{(10glog x)"}) .

Sous 1'hypothése de Riemann, on peut choisir

| -5 2+¢
(1oglog )™, (2 <y 5 (log x)°°)

L(u, y) = . > (tog %) |

avec g = 1 - ngl = 2,52001. ee o

L'encadreuent (1.5) est susceptible d'applications assez surprenantes. Nous en
développerons trois.

La premidre concerne les entiers dont les diviseurs sont peu espacés. Si 1l'on
désigne par

= < < . < =
1 dl d2 .o dT n

1a suite croissante des diviseurs de n , nous verrons ultérieureuent que 1l'on a

(1.6) Fln) _ nax (a

/a.) , (a>1).
n 18 <7(n) *

i+l
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D(x ’ y) est donc exactement la fonction de répartition du nenbre de droite de
(1.6). Cela jette un éclairage différent sur 1'encadrenent (1.5). Par exemple, le
nonbre Z(x) des entiers n < x ayant au noins un diviseur dans chaque intervalle
(oF , X1 o <k < (log n)/log 2 , satisfait & D(x , 2) € 2(x) £D(x, 4) ;
il est donc, & une puissance de loglog x pres, de l'ordre de x/log x . Nous
avons étudié dans [ 18] le nombre Hk(x) des entiers < x possédant au noins un

k+1
]

diviseur dans (2k y 2 . 0n a

(1.7) 2O Ll(k) < Hk(x) < x® Lz(k)

pour x> 1, 1<k < (log x)/log 4 , ou l'exposant & vaut

_ log(e log 2)

(1.8) 6 =1 Tos

= 0,08607... ,

et Ll R L2 , sont des fonctions & croissance lente, précisées dans [18], qui ten-

dent vers O & 1'infini. L'estination (1.5) net donc en évidence le caractére

forteuent dépendant des conditions de divisibilité impliquées : sur des bases

d'indépendance ou de faible dépendance probabiliste, on aurait dfi a priori conjec-
turer que Z(x) &tait considérablement plus petit que sa valeur réele. Le cas ou
y est une puissance fixe de x est 1ié au probléme de la fonction de réparti-
tion, au sens de la Théorie des fonctions arithuétiques, de
y(n) := (log n)_1 nax 1og(d.+1/d.) .
1gi<t(n) et
L'existence de la densité f(z) de la suite des entiers n tels que W(n) < z,
0 <zg&1l, aété établie dans [17]. Le théordme 1 inplique que
o, z <f(z) <c, zlog(2/z) , (0xzs1),

ce qui anéliore l'encadreient prouvé dans [17].

La seconde application concerne les noubres pratiques. On dit qu'un entier n

est pratique si tout entier m &n s'éerit conue somie de diviseurs distincts de

n . On uontre alors [16] que cette représentabilité s'étend a tous les

. n $ O’(n) o= Zdl

On peut établir facilement par récurrence que la propriété suivante caractérise

d .
n

les nombres pratiques [ 16]
(1.9) p; €on)+ 1, (1sjgK) .
Les estimations actuellenent disponibles pour le noubre P(x) de noubres pra-

tiques < x sont peu satisfaisantes.
Le meilleur encadreuent connu est

x exp{- o(loglog x)2} < P(x) < x(10g x)—F3 ,

ot « est une constante >0 , [12], et B <';'('1‘c?é"2" 1)2 = 0,09798... , [9].
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Le résultet suivant découle simplement du théoreue 1.

R
THEORELE 2, - Le nombre A étant choisi comme indiqué dans 1'énoncé du théoreénme

1, on a, pour x 2 16 ,

-A
——EL—(loglog x) <Ki P(x) << X loglog x logloglog x .

log x log x
Dénonstration. — Le critére (1.9) fournit imiddiatenent le lien avec le théordme
1 :o0na
(1.10) D, 2) £2(x) $x, C loglog x)

pour une constante positive convenable C .

L'estination du théoréme 2 découle trivialement de (1.5) et (1.10). Pour montrer
(1.10), on observe d'abord que, puisque Jg(2n) = 2n , une condition suffisante pour

que 2n soit pratique est (avec la notation (1.2))

(1.11) p; € 2nj , (1<3<x).

En effet, si 2Sun' = 2n , alors (1.9) est trivialement satisfaite pour =n!' si
1<jss,car py= 2, et découle de (1.11) si j > s car ns = 2n. . Coume
nous 1'avons précédennent remarqué, (1.11) équivaut & F(n) < 2n , d'od la ninora-
tion de (1.10). La majoration provient de 1'inégalité classique [8]

o(n) € C, n loglog n

qui implique que tout entier n £ x satisfaisant (1.9) satisfait aussi

F(n) < n( nax (o(n.)/n.) + 1) fin(C1 loglog x + 1) £ C n loglog x .
15is7(n) 3

Notre troisidue application du théoréme 1 porte sur le "petit crible" d'Erdos

et Ruzsa ([4], [14]).

Si A est une suite d'entiers, finie ou non, on désigne par mMx , 4A) 1le nom-
bre des entiers < x qui ne sont divisibles par aucun éléuent de A . Dans [4],

ERDOS et RUZSA introduisent la quantité
H(x , ) :=nin, Mx, 4), (K>0),

ou le winimum est pris sur l'enseuble des suites A telles que ZaeA%{S K.

Dans [ 14 ], RUZSA montre que, pour tout K > 1 fixé, on a

log H(x , K) 1-K e
Tog ¥ = e + o(l) 9 (x > ®) ,

Le cas K = 1 est particulidrement intéressant. Il constitue en quelque sorte

la frontidre 2 partir de laquelle la minoration naive

Fx,8)2 2 (1-2 1)=[x]- 2 [3]
nsx aln a€A
ach
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est inopérante. RUZSA montre que

10" — <H(x , 1) < X = (loglog x)P
& (1og x)
ou & est défini par (1.8) et p = - 32%%2553 = 0,52876... . Nous établirons aussi

le résultat suivant comme une conséquence relativement sinple du théorine 1.

- .
THEOREME 3., - On a, pour x = 3,

X
log x

X 2
<
< H(x ’ 1) << Tog = (loglog x)° .

Essentiellenent fondée sur 1'exploitation inductive des propriétés multiplica-
tives de la fonction F de Schinzel-Szekeres, la méthode utilisée pour prouver
le théordme 1 procéde cependant de deux techniques assez différentes. La winora-

tion est obtenue en considérant les quantités
Dy (x s w), By e, v,

analogues de D(x ’ y) , E(x ’ y) , obtenues en inposant aux entiers dénombrés la
condition suppléuentaire d'avoir tous leurs facteurs preniers dans 1l'intervalle
(t , z] . On peut alors uecttre en évidence 1l'existence d'équations fonctionnelles,
dont 1l'itération conduit a 1'évaluation souhaitée. Comue c'est souvent le cas lors
de la wise en oeuvre d'une telle néthode, 1'étape d'initialisation est cruciale.
En 1'occurrence, elle nécessite un résultat auxiliaire qui posséde peut-&tre un

intér#ét propre. Cela concerne la quantité
(1.12) 6(x ¥ z) = card{n <x; pln=>y<p¢< z}
estinée par FRIEDLANDER dans [5] lorsque y et =z sont des puissances fixes de

X .

’ A
THEORELE 4. - Pour tout &6, O <6 <1, il existe des constantes A = A(s) et

= yo(é) telles que l'on ait

3w
log y (4w) Y

(1.13) e(x,y,Z)-e(z,y,Z),

ou 1'on a posé w := (log x)/log z , pour tout triplet (x , y , z) tel que

<y & 2(1-6)/2 ’

y 2 <X .

(o)

Remarques. - La condition y > y, ne peut &tre supprinmée, courie le uontre
l'exenple y =2, 2 = 9/2 . Seules les puissances de 3 sont alors couptées
dans 6(x , y , z) et le membre de gauche de (1.13) est nul pour une infinité de

valeurs entidres de x . On ne peut pas non plus affaiblir la condition 6 > O :

pour y =./(x/2) , z=%/2, o0ona

o(x , y Z) = 3", ’ l\( )2<<
oGy, a)=oG, e 4J‘7§;P;Q€J2x /2 (log x)?
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Enfin, il découle facilement des résultats de FRIEDLANDER que la minoration

(1.13) est essentiellement optimale : on ne peut y reuplacer (Aw)—Bw par WEW .

La najoration du théoréme 1 est prouvée par une technique peut-8tre nouvelle. On
établit 1'existence d'une sorte de "facteur intégrant" pour la somne
D(X’Y)= > 1.

nx
F(n)<yn

Un argunent taubérien éldémentaire permet ensuite d'estimer D(x , y) & partir
de la somne pondérée associde, le passage 3 E(x , y) résultant d'un découpage

facile,

L'auteur tient & exprimer ici ses remercieuents a Carl POMERANCE pour de fruc-

tueuses conversations lors de la préparation de ce travail.
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Le détail des démonstrations des résultats présentés ici cst a paraitre dans un
article portant le wéme titre, aux Annales Scientifiques de 1'Ecole Norumale Supé-
rieurc.




