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s A
NOUVELLES APPLICATIONS D'UN THEOREITE DE PISOT

par Marie-José BERTIN (W)

Introduction., - En 1938 paraissait aux Annali della Scuola Normale Superiore di

Pisa, la thése de Charles Pisot, intitulée "La répartition modulo un et les nombres
algébriques". L'auteur y 4tudiait, de manitre originale, un systéme de suites dé-
pendant de plusieurs paramétres, & l'aide de méthodes de cadcul différentiel utili-

sant abondanment le théoréme des accroissements finis.

L'idée générale se résume ainsi. Considérons par exemple, le systéme de deux

suites
u = Ao”
n
. n+l
u = Ao
n+1

dépendant des deux paramdtres A et « . Associons a ce systeme, la suite (fn)

de difféomorphismes d'un ouvert W2 de B? sur un ouvert V2 n de B?
?
fn : W2 — V2,n

(A, @) > (A™, Aa®™)

puis la suite (¢n) des difféomorphismes réciproques

S V2 — WE
n y I n+}
u u
n n+l)
n ’ u
u n

hﬁ ’umi) > (

-
Partant alors d'un vecteur b, de a4 coordonnées entiéres, nous pouvons

0, V2,0 2

définir une suite de vecteurs bn de V, n? 4 coordonndes entiéres, telle que la
“9

suite @n(g£) converge, lorsque n tend vers + « , vers un vecteur § de W2 .
La convergence de cette derniére suite est alors assurée par le bon choix de 1l'ou-
vert W2 (qui correspond au bon choix du vecteur 36 ) et du vecteur §£ (qui cor-
respond & la définition d'une suite appelée aujourd'hui E-suite de Pisot).

Aprés avoir rappelé le théoreme de Pisot, énoncé et déuontré ici sous une forme
différente de celle présentée dans la thése, j'appliquerai ses résultats, d'une
part 3 1'étude des F-suites de Boyd, améliorant parfois les résultats de Boyd obte-
nus par une autre méthode, d'autre part & 1l'étude de suites généralisant les E-

suites de Pisot, appelées ici E(2)-suites.

THﬁORﬁME 1. - Soit Ap un ouvert de E? y et (fn)nEN une suite de difféomor-
phisues de Ap sur un ouvert wp n de BP ’ vérifiant
’
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22-02

f

=f . < 5 - > R
n,j  ‘n-1,j#1 ¢ 1 Sdsp-1, n=2l

Désignons par Wp un pavé ouvert de BP de conposantes (W ). y 1&8Ji€yp,

tel que Wp soit contenu dans Ap .

Notons Vp n 1'ouvert fn(wp) « Supposons enfin que les diffdéouorphisnes Py 2
9
réciproques des difféomorphismes fn , vérifient les inégalités

|Dp n, j n(u))| n,j’ « € Wb ’

les séries Zéll

¥y
’
dices non vide, J<[1, p] .

j " étant convergentes pour j € J , J étant un ensemble d'in-

(fTous noterons Yk—l,j la soumne Zmrk fm )3 .)

) , & coordonnées entidres, &lément

A partir du vecteur b ( y 8y see ap—l
de Vp 0’ tel que le pavé BO vérifie 1l'inclusion
?

oy 1y
By = Blap(Bg) » 5 %5) “ W,

—

définissons le vecteur bn =(a_, veu,

0 ) , & coordonnées entidres, élément

a

n+p-1

de Vp L 0 bar 1'inégalité
9

I, = £,(o, 1 (B )il S5 -

Alors les suites de nombres réels ¢h j(g;) convergent vers un nombre réel ﬁ
4
élénent de (WP)j , lorsque n tend vers + « , l'indice Jj appartenant a l’en—

gsenble J . Nous avons en outre les inégalités

. 1 .
Posons g =T (w (f ))
n n n-1'"n~1 °
Nous avons donc
— -~ =~
(1) cpn(Bn) = tpn_l(bn_l) e wp , soit Db € Vp’n .

Puisque les fn vérifient les relations

= <ji&p-
fn,j fn-l,j+1 » 1£38p-1,

de méue les 9, vérifient

— N < - .
Pn,3 = Pu-1,541 0 T SISP-L
D'ol
o (b =% .= , b
n,j(vn-l(bn-l)) bn,j fn-1,3+1(¢n—1( n—l))
= 1 K < - .
bn—l,j+1 » Tsdsp-l
Le vecteur b étant & coordonnées entidres, nous en déduisons que le vecteur

n-1
v 03 ’ .\
bn a ses p - 1 premidres composantes & coordonnées entieres,

™
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Par suite, seule la p-iéme couposante de Eﬁ différe de la p-iéue couposante

<1

de b .
n

Le théoréne des accroissements finis nous perumet alors d'éctire 1'inégalité

1 1
(2)| (b)-cP (B)] <= sup | (Z))| S Y . e
n,j' ' n N2 ze[B ,g . N2 n,J
n
Nous en déduisons aussitdt les inclusions
S Be(5) . Ly ) e 1y . > 1y .
Bn - B(["n(bn) ’ 2 Yn) < B(pn(€£) ' 2 Yn-l) - B(c‘on—1<bn—l) ] Yn—l) - Bn—l ‘

D'ou

= - LN ] - 4‘ L]
Bn - Bn—l L'Bn-Z L'BO L'qp

Pour j dans J , nous avons défini une suite Q (b ) appartenant au fermé
(W;)j de R . Par suite, si nous uontrons que les 'n J(b ) forment une suite de
Cauchy de R , nous aurons prouvé la convergence des Q (b ) vers Bj « Or, nous

avons par définition,
1 g - - - g
(2 ) !@ +1 J(bn+l) n J(bn)l |Q +1,J n+1) Qn+1,j(5n+1)|

, d'aprés (2),

N

¢n+lyj

et, par hypothdse, la série de terme général (y_ .) converge.

n, j'neN

Nous en déduisons, en outre, aprés souuw.ation,

= 1
|@n+1,j(bn+l) % 5 J bO)I 72 O,j ’

et puisque la suite o1 j(€£+l) converge vers Bj , pour n tendant vers + «,
’
3. - < = .

A
THEOREME 2, - Faisons les uéries hypothéses que dans le théoréme 1, et supposons

—_

en outre J =[1, p] . Nous savons alors qu'il existe un vecteur 3 de WP y 1i-

nite des @n(gﬁ) , pour n tendant vers + » ,

Posons €, = fn(ﬁ) - bn ’ Fn,n+k = fn ° P k21, et désignons par

< . -_.\ N . 1 . . F .
<Fn,n+k)j y 1<£j<€p, la Jj-ieme composante de 1'application n,n+k

S3'il existe un entier J tel que les

Dp((Fn,n+k)j (an+k !

+u))

oee

amkﬂ%l’ %ﬁb@

. 1 - . .
soient majoréds pour |ul $3 par le terme général s d'une série numérique con-

5
vergente, alors la suite des € est bhornée.

Nous pouvons écrire

en = fn(ﬁ) - fn(Bn) , en posant ﬁn = Qn(bn) .

-
De néme, par définition néne de bn , nous avons
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- _ » — - ;’_.. -]:-
bn . fn(?n—l(bn—1)> + Wn avec ”wn“ S 2
=f£ (8 ) +w ,
soit
(3) }sn_l = (Pn(bn - UJn) .

—p
Ecrivons alors en sous la forme

) - fn( n+l) *oeee + 1 (pn+3) - fn(Bn+j—1

s =f (B_..)-¢ (B + £, (8

n n+l n+2

+ £ (8) - £.(8_.).

n n+j

Corwie les ﬁn tendent vers 8 , pour n tendant vers + « , nous en déduisons
1'égalité

—_

) - £ (8

n n+k~1

(£, (8 )]

k>l n+k

D'ou, d'apres (3),

-

nk T “ntk

)]

EQ k>1[f (¢n+k( n+k)) £ (¢n+k<

=3 _[F (b ) -F (b, =% )],

kal[ n,n+k

n+k n,nt+k’ n+k n+k
'Cf, par définition de la suite bn , seule la composante p-iéme de En+k est

non nulle. Par suite, en appliquent le théorsme des accroisseuents finis et 1'hypo-

thése de r.ajoration, il vient

‘ 1
]en,jl S'z'zk—zl S

-
Par suite, la suite €, est bornée.

A. - Application des théordmes précédents & la convergence d'une E-guite de Pisot,

E(ao ’ al) [2]

DﬁfINITION 3, - Une E-suite de Pisot E(aO , al) est une suite d'entiers posi-

tifs obtenue & partir des deux entiers positifs a

0 et a; , par la relation

1 2 l N
-.-2— (an/an__ —2", nzl.

Considérons les difféouorphisnes fn de 1'ouvert sz de E? sur l'ouvert V2 1
- ’
de E? y o0 W, vérifie l'inclusion

WZC{(}\.,Q)?\>\)>O, «>14+7T, T>0}.

Les applications fn sont bien des difféonormhisnes puisque la matrice jacobienne

a pour déterminant }xazn .



22-05

De plus, les difféoworphismes réciproques sont les difféoiorphismes @

e T —— 1
Cpn.\2 > W

yn 2
n+1 u
v n n+1
(un ! un+1) k= ( n E———) ‘
n+1l n
Un calcul nous conduit alors aux formules
u
n n+1 1
DE(CPn,l<un ’ un+1) -7 n(un+1) » Dy ¢n,2(un ’ un+1) - E; *
D'ou 3
> n - 1
D, cPn,l(fn(‘ﬂ’)) = - ;;1-;1- y D, CPn’z(fn(a))— oA

Nous obtenons alors les majorations

D, 0, (5, @] s —2—r , [0, 0, ,(5,@)]

1+ 1)L v(i1 + )"
et, de néue
1 1 1
go= (v, ¥ )= —D, —_—) =(=, ) .
0 0,1 0,2 nz1 (1 + T)n+1 n2l w(1 + T)n T2 VT
La condition BO CZW2 donne alors les indégalités :
a
1 1 1
ay - -—E-a v, Ef---ﬁs;-> 14+ T
2T 0
La suite gn est définie par les inégalités :
. 2
o - n oy L1
| _ . _ <L
llbn fn(wn—l(bn—l))” ”(an ’ an+1) (an ’ an—l)” =2

C'est la définition nére d'une B-asuite de Pisot.

Nous obtenons alors le théordue 4 dfi & Pisot [2].

THEOREME 4 (PISOT). - Soient a et a, deux entiers positifs vérifiant 1'iné-

galité a; > aq + %-4%225 , et E ag » al) la E-suite de Pisot associde, c'est-a-

dire définie par les inégalités :

1 2 1
“7 %" (an/an—l) Sz, nzl.

Sous ces hypothdses, le rapport an+l/an possdde une limite « , pour n tendant

vers + © , et nous avons 1'inégalité

a
1 1
(4) |§‘5‘°’+ <‘2‘£23:'

%o
De némne, le rapport a2+1/a2+1 posséde une limite M, pour n augnentant indé-

finiment, et nous avons 1'inégalité

(5) |ag - M <min(/8((a,/a) - 1)° , ag/3)
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Le nonbre « est toujours supérieur & 1 , et les nounbres « obtenus a partir

v
des entiers &, et a, sont partout denses. De plus,’ en posant K= a, + €

nous avons, pour n assez grand

1
le l L' avec ¢! P —m———pn
o 2o - 1)

.

La dénonstration de ce théoréme utilise donc les théorémes 1 et 2.

La déternination de W. résulte de la condition 72 v >1 soit

ao«ﬁl/ao)— 1)2 > 2% ou encore
3 /5
al a,ao +-§ ol ao .

Cette dernigére condition entraine & <(3/2)\) et (al/ao)— 1 <-§- T »

Grfce aux inégalités :

1 1 1
Iao—“|*<-2-;§ et |-;O‘-<-’| <ot »

le théoréne 1 entraine (4) et (5).

La déteruination de F donne :
n,n+k

a}c+l ak
n+k n+k
Fn,n+k(an+k ! an+k+l) = k ' k-1 )

Brik+l  Fnikl

et
( ( ( a'n+k k+1 (k ) ( &k )k)
D.F a a ) = (- k(————) , ~lc~1) (——)) .
2 "nynt+k’ n+k ’ n+k+l 8 il & erl

ers o . de la suite Ljaf
La convergence vers « , pour n tendant v + ’ su an+k+1/ Kk ?

entraine alors la najoration :

k 1
122 mads (G 7 Py + W S0 ol <5

Le théordne 2 entrafne aussitdt la majoration de € o

Be - Application deg théordpmes 1 et 2 & la convergence d'une F-guite de Boyd.

Nous allons uontrer coruent les théorénes 1 et 2 permettent 1'étude de telles
suites, et fournissent une condition suffisante de convergence du néne type mais
plus forte que celle de BOYD, avec des renseignenents sur 1l'enseuble des points

linites plus précis que ceux obtenus, par BOYD [1], avec une uéthode différente.

DEFINITION 5. - Une suite d'entiers (an)nBO est appeléde F-suite de Boyd, et

notée F(ao v 81 s a2) , si elle est définie & partir des entiers 8y s 84 et a,

par les inégalités :




(L'entier a
n+

pour n 32, il suffit de prendre

Considérons les difféomorphismes

de 3? associés et définis par une F-suite de Boyd,

(ay u, 0) b (6% 4 o™, ah o o=(nl) g2 o=(ne2))

Si la F-suite de Boyd vérifie a, >0 pour n >0, les applications

W, =—>V

3 3,n

WBc:{(x,,‘,,g)e_lf, 6>1+ 7

a
“n+2

fn de l'ouvert W,

5 est déterniné de facon unique sauf pour a

n-2 )

3

, T>0} .

bien des difféomorphisues, car la matrice jacobiemne a pour déterminant

de g? gur l'ouvert V

f
n

22=07

nul. Dans ce cas,

3,n

sont

- 8-3(92 - 1) (a™ o pG-(n+1)) . Les difféonornhisnes réciproques g, des f

sont alors définis par

avec

e Vv - Y

et nous obtenons

3,n 3
-n ; n+1
(u u a ) e ((un B un+1> 0 (un+1 B eun) o
’ ? -~ ?
n n+1 n+2 1 - 62 1 - 62
' 2 2
6 = Yneo T Y N/(;u‘m+2 M un) e T
= o .
n+1l
, 2
. s e t 2 s 0 - { =
Le nombre O vérifie 1'équation 0% w . (un + un+2) o+u =0,
; .2 -n+2
- Ll )\» - {
Dy 9,1 (£,(@)) =¢Kn --= 2}\ + P
’ , n Ja (0% -1)  (v° - 1)
2
= 8 2 2 87 - 1
[} = = - = L3
(5) D3 wn,B(fn(u)) "'UE; avec VE; - V(un + un+2) 4un+1 Un+t <]
Considérons alors une F-suite de Boyd F(ao » 8y a2) vérifiant 3y 70

al/aO =1+ 7 . Nous aurons alors

Soit

et de nére,

(6)

B e w2 (e e o) Ay
8 a4 ot Ao + w0t 26 + pot
a
2 . 1 1
EI Pl TA T TS T
nous pourrions montrer
“ne1
21l+7, n21.

a
n

, ©)
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Pour a

—_ ' r3 z . rd
o = 0 , 1'inégalité a2/al

1+
inégalités (6) le seront égalerent

étant autonatiquenient vérifide, les

Les inégalités (6) entrafnent alors les majorations

1 6, (6N 54, , - altr 2

2

3(1 + r)4
T (1 + T)n+1

4(1 + )"

- (1 + l)2
D f (@) <€ =
I 3 ¢h’3( n )X Wn 3 (T + 2) al(l + T>n

et de réue, nous ohtenons

o= 10 Y 2)=(“‘—‘L(1+4T2+3(1+T)4 (r+ 1)°

T aal T2(T +2)
La condition BO CIW3 donne 1'indgalité

2 2
a, + ay + (a2 + a5)" - 4a] _ (r« 1)2
28, 28, (1 + 2)

>1l+ 7T

La suite b est définie par

g

B, - (o, (® _ NI

=i(a, s a,, »a., )~ (a

+1 n? %1 "%t

an+l (
n a

SRR WPl IS

n
Clest la définition méue d'une F-suite de Boyd.

Nous pouvons alors uontrer le théoréne suivant, précisant un résultat de BOYD [ 1]

s Al
OLOREME . - .
TELOREME 6 Soient 8y 1 81 9 &
a

trois entiers positifs (sauf peut &tre
0= 0 ) vérifiant les inégalités

a
Eé-- 1 2»—%7— y 8, + 8y = 2al + v<a2 + 30)2 - 4af > 332/3

(1a prenidre cond1t17n est supprimée si & est nul et la deuxidme vérifide si
a, + & = 2a1 > 3 ).

Soit F(a,O » 8y 32) la suite déduite de proche en proche, & partir de ay 9
&, et s s des inégalités

a
-'% < B2 T By T = ( a

1
<= > 1 .
n et n—l) X7 M= 1

Sous ces hypothéses, les nonbres

2 2
a +a o+ v(an + an+2) - 4g

-n
s -
A n+1 A (an "n an+l) 0n
g_o= 2a et 41’]. = >
- n+1 1 - g°
n
sont bien Aéfinis pour n > 0 , et tendent respectivenent vers ¢ et A
n tend vers + = .
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Hous avons en outre les indgalités

- 8. a
0~ %0 % 5/3 , 1
- A < 0 - .| <
2 \l \263'1 ’ Id uol \__]73-’
1 - a
0 1
90 désignant la racine supérieure & 1 de 1l'équation
a, + a
¥-2_O%x41=0.
*

Les nornbres A sont positifs ; les nonbres 0O sont supérieurs & 1 et partout

denses.

Les hypothéses faites entrainent &, >0 pour n >0 . Par suite, les applica-

tions fn associdées sont des difféomorphismes pour n =20 , et les noubres U

n’
fpss 2 2 ot o 4
> 1 P 1t - > e
n >0, sont bien définis,,car la condition (an + an+2) 4an+1 0 est vérifié

pour n =0 .

La déuonstration utilise les résultats du théoréne 1. La déternination de Wj ré-

sulte de 1'étude de l'ouvert de R défini par

2
vy =T+ (r +21) , T>0,
2a, (7 + 2)
1
et cette application est croissante pour
2
1= (1+ )%+ 31+ 4) 0,

2a 73(7 + 2)2
1
soit encore pour 2g173 > T+ 1 . Nous obtenons alors

(1 + 1)2 <L
2al T2(T + 2) ai/g

y ><%T et

De plus, la suite étant géométrique au sens de BOYD [1], c'eska-dire a, >0 pour

n=20 et 1lin inf(an+l/an) > 1, il en résulte, d'aprds un leumue de Boyd,

n+l
fnel a,
llmnq+w - = t>1, lz.mn_lwo — =17 o,
n a
n+1
n rd
et ¢ =a =~ it  Dborné.
n n
De la relation
a + a
9+-é—=limn_'+m n+§ n=t+.%.,
n+1
nous en déduisons alors © =t puisque 8t > 1 .
, . 2
Nous pouvons waintenant montrer que les ﬂn =a, ~-a . 0 - Aun(l - 0%) sont

bornés.

Nous avons tout dtabord :



a — 3 — i)
l nil ~ P2 v & T Pnet U| i1 IU + 1 n+2 anl
i | = 2 —— n ’
(1 -89 o™ (1 -6 ™ (6% - 1) P o n+1
et, dtaprés les najorations (5!') ot (2')
2
. " 1 S 1+ 7 1 1 1 1
¢-u | <35¥ < y lm- g2 . .
n 2 n,3 2(02 - 1) Toa & n 2 n,3
D'ou
a + a 2
|6 + %-— (Gn + é—)] = v + %-- n+§ o < v -2(1 + 1) _1
n v n+1 (6 = 1) 7 %n+1
ce qui entraine
(7) o1~ %nin Y %" it Y <k o0
2y .0+l 2y .n' < °
(1 =09 ¢ (1 =)y
Nous en déduisons alors
lin i1 " a2 Y ,
nHe () g2) R
De 1'inégalité
Ian+l " 2 Y _ "ol T ne2 dn+1l <K (n + 2)
2y n+l 2 y . .ofL YT Tl !
(1—u)U (l—Un+1) Jn+l U
et par passage & la linite, en utilisant la relation
a - a i
1in n+1 n+2 m&z in A Y
N4 L2 n+l n*e n+l !
(1 -9 ,)u
n+l’ "n+l
il vient 4 = A
D'ou gréce a (7)
By 7 Bpyp Y -n
R —| "7,
(1 =99
. . : .2 .
et finalerient an -8 0 - A(l U ) borné.
Or A est positif ou nul. Si nous avions A =0 , nous aurions donc an—an+16
borné, d'ou la contradiction, car
a
la —a . bl =a , Jo-=—=} et 9-1<0u- <y .
n n+l n+1 nil a .1

Nous venons donc de prouver que A est pos

La relation

itif.

fnel ” Ppan Y
lin AN W
n—4® (1 - 6°) 0n+l
et les résultats de BOYD [ 1] entrainent alors 4 = A .
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La dernidre inégalité du théordme 1 entraine les najorations

a - 0. a

0 0 1 5 . 1
- 0 al

Cette dernidre inégalité nous montre alors que les & sont partout demses.

C. - Application des théordmes 1 et 2 & la convergence d'une EBE(2)-suite.

DEFINITION 7. - Une suite (an)nao est appelée E(2)-suite, et notée

B(2)(ay » 2, » a, , 33) , si elle est définie do proche en proche & partir des en-

tiers 8y 1 @ 1 85 s a3 , par les inégalités
18

a .. a
n n+l n+2

'f'.m-l an+2 an+3

a a a
-_%< n~}2 n+3 n+4$_}2_,n?'2'
a a
n n+1
'an+1 an+2 '

. . . 4
Considérons les difféonorphisues fn de 1'ouvert W, de R° sur l'ouvert V4 o’
?

4

associds a une E(2)-suite (an) .

: W, =
fn 4 =7 V4,n

& n ., n+l n+1
+ A

i n+2 . on+2 3 n+
P U o R t gy k@ T

(A yhowy @) = (&) M My o

Prenons

o 4 .
w4u_{(/\l,/\2,0(l,c(2)€f: poag > lay oy kP00, @y 1, by > 04

Nous justifierons plus loin, grfce aux conditions initiales vérifiées par la
E(2)-suite, que les fn sont des difféomorphistes. En effet, le déteruinant de la

natrice jacobienne associée vaut

< \on 4 12
- Al_ )\-2(0(1 u2) (C{2 - al) - /\.l /\.2 An+1

. \n 2
avec An+1 = ’\1 }\2(0’1 “2) (0’2—0’1) N

Les difféomorphismes ¢ réciproques des fn sont définis par i

¢ v -—> W

n 4,n 4
u o, -u u @, - u
. n 2 n+1 n 1 n+1
(un » Yner 7 Une2 u'n+3) > (an(a - ! Pl —w) 1%y Q{2)
12 1 2" 2 1



ou « et «

sont racines de 1'équation

1 2
u u -u u u u - u2
2 n+3 n n+l n+2 n+3 n+l n+2
X" - 5 X + s
Yt2 % 7 Yt Ynio U 7 Y
Nous obtenons alors :
(n+2)w, —-nuw
L 1 2
D4 Qn,l(fn(u)) - an+1(u o )3
1 2 1
(n+2) o, -na
) vy 2 1
D4 "Qn,Z(fn(C{)) B Qn+1(a e )3
2 1 2
A an
- 1 2 2
f = =
3( n(a)) Ao o, - w T
17172 1
Aoo®
— 1 11
(f (W)) = =
Dy @p,4 n 2L
A -
5 az(oz al) n+1

En supposant Al =

2 _
=

a. a, - a2 >0 la relation

o %2 T % ’
a - 8.2
18 7 %
7 =¥

2 (1 +p)1+p)>0,
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ainsi que les relations suivantes entrairent An >0 pour n 2z 1l . Par suite, les

f sont des difféomorphismes pour n > 0 , et nous avons A

n
n-1
A= ny plag wy)

Nous pouvons alors

Or nous pouvons éc

(o, - 0:1)2 .

faire les uajorations :

| &, la_|
D, ¢ (f (d ) $
| 4 “h,B ) l n n+1
. a |
C (a \"‘_‘11 [
lD4 Pn,4(fn Nl = An+l

rire

1

an—l

g

-~ 0 puisque

n+1
a a
D o, 2o«
A -7172 a T 71 72a
n n
%n-1

, n n
. _ = (M.
puisque a = A & + K2 @, ( ¥t A%

n-1 A n—l

(a + ) -u,

2 n—2

)(a + ) -, o (Al @

2%
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n n 1 2" Byt Bo
fn-1
soit «, « Ly,

172

Par suite, si 1'on suppose (1 + ul)(l + “2) Eg-> 1 , nous aurons

1
an—l
cxlaz >1 pour n=>1.
n
De plus, si nous prenons & > 0 , nous aurons a, >0 pour n>1, et
an/An+l élan_l/(l + 0) A , ol o est donné par 1'égalité

(1 +u)(1+ )
1+ “1 + Mo

1+ 0=

Hous en déduisons alors les najorations

n

lD4 tPn’B(fn(a))l $ ¥y 3 m ,

- 1 20
|D4 t?n’4(fn(a))| < Wn,4 =m jgl- .
D'ou
a
S

0,3 0,4 oA

La suite 35 introduite dans le théoréne 1 est alors définie par la condition

”E; - fn(cpn—l(bn—l))H

2
= (a_sa  ,a . ,a ,) - (a,a _,a an+2(an+2an—l—anan+l)—an+1(an+2an-e‘n+1)ml
—‘l%fxwﬂ‘me’ne n’ ‘n+l? n+2? ) A
a a - a
n-1 n+l n
1
<35 -

C'est la condition de définition de la E(2)-suite. Nous pouvons alors déuontrer

le théordéne suivant.

THﬁbRﬁME 8, — Soient a_ , 8y 8y By quatre entiers positifs vérifiant

0
ou hien
a A
2 2 0 2
A, =a a -a >0, (1+h)°=— >1, - — 5
1 0 2 1 a, a3 ao al 32 21+ 2h
ra
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ou bien
>0, (L+r)(1+ 2) EQ-> 1, py =851+ 2k) +1+ 3+ 3k > 0
1
ia’ A a. a, -a, a
avec k=“¢'-—9-,p=-—2— 5 =22 L 2,
2A1 0 Al ! 0 Al

Soit E(Z)(ao y 8y By, 33) la E(2)-suite déduite de proche en proche des iné-

galités
. 2
I _ an+2(an+2 81 T % an+1) B an+1(an+2 8, = an+1) 1
T2 T %3 T 5 $5, nzl.
a

a a -
n-1 n+l n

Sous ces hypothéses, les suites

2

2
) -4(an+3 Sl ” an+2)(an %n+2 -an+l>

/
- + -
Gj't _ ®ni3 ®n 7 %nil P2 - v (an+3 ®n 7 %ny1 Zngo
n- 2

a a - a
n+2 n n+1

sont bien définies pour n =0 , et tendent vers o ou 0" lorsque n tend vers

+ - N A
+ «@ . Bn outre, les nombres o et © sont supériecurs & 1 .

En particulier, nous obtenons la convergence des suites

2
“ne3 %n 7 %1 Pneo & “ne3 Fnr1 T %ne2
5 ¢ 2
an+2 an - an+l an+2 an - an+1

. + - + =
respectivenent vers les nombres 0 4+ U et 0O U .

Nous pouvons tout d'abord prendre

w, < {(hl ’ h2 y X QZ) ’ al Z1l+ W, a2 Zl4p, W2 o} .

4
La déteruination de 1«14 résulte alors de 1'étude de 1l'ouvert défini par
> s a, —u+ao(l+2p,)
2111 o 2A1 p)2
Or la fonction w + (ao(l + 2p,)/(2A1 p,2) est une fénction croissante de p pour
W>h,, h,  étant la racine de 1'équation x3 A, = (x+ 1) a. =0.
0 0 1 0 "
C'est égalenent une fonction croissante de u pour w>h , avech =¢/’12-|-;,12- >bt;‘)"
, | 1
On a alors x > 2h , d'ou la condition 05 > 1+ 2h , condition entrafnée par
= ot
P 0. b A
2-2 2 _>14 2, soit ——2— 2142,
%0 ey + 9 0~ % %

Mais nous pouvons essayer de déteruiner W4 de facon optimale en prenant

W4C{()\l, Az’al’aé)) a’1>1+u'1,°"2>1+k"2;U'1>0’U'2>0}
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La déternination de W, résulte alors de 1'étude de 1'ouvert défini par

4
an 1+ Byt oM,

X >, +
12k Wy Mo
h 8 Ly oy
M T .

1 L)

Le jacobien de l'application associée est alors la matrice

‘ b+ 1 a W, +1 a
1 - B 0 _ 1 0
2 2A1 2 2Al
Wy Mo Ho My
Ko + 1 Wy + 1 a
- L-—> %, |
\ p'l p‘2 VJ'l ‘)‘2 /’
dont le déterminant vaut
a pz + ug + oy
L0 BTRETRM TR
2A1 ( )2 g
My Mo
Par suite, si
2 + 2 + + a
M TRt TR R
1
( )2 2A1 4
Hy Ho
ou engore si
Ok T
(8) L2,

ao 1+ Ml + “2

1'application précédente estwn homéomorphisume, La condition (8) correspond dans le

plan (pl y u2) a la partie hachurée

P
“é? xj;zzi:/

La condition (8) peut encore s'éctire
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B LAw tu, Ay
5k e Von
1 1 %o

]

ce qui donne les conditions initiales

i
- C o+ | Zfo
(9) eO»1+p1+«/-éK1, "o>1+“2+«2,a_1’

ou l'on a supposé par exemnple By < Mo o

; - ot et 3 Zfb
B posant 60 9% =% » % e0 = Py » - 2Al , nous pouvons alors déduire
de (8) et (9) 1a condition
(10) Py - so(l + 2k) + 1+ 3k + 3k2 >0
A .
o2 _ 83 8 = 8 a5 _ Z 0
M H=L 0 T I y K =VE

En outre, il faut ajouter la condition d'obtention des majorations Y 3 et
?
>1.
¢n’4 , soit (ao/al)(l + k)(1+ X&) >1
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