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NOUVELLES APPLICATIONS D’UN THÉORÈME DE PISOT

Marie-José BERTIN

Groupe d’ étude en
DES 

années, 1984-1985, n° 22p 16 p. 10 décembre 1984

Introduction. - En 1938 paraissait aux Annali della Scuola Normale Superiore di

Pisa, la thèse de Charles Pisot, intitulée "La répartition modulo un et les nombres

algébriques". L’auteur y étudiait, de manière originale, un système de suites dé-

pendant de plusieurs paxamètres, à l’aide de méthodes de calcul différentiel utili-

sant abondamment le théorème des accroissements finis.

L’idée générale se résume ainsi. Considérons par exemple, le système de deux

suites

dépendant des deux paramètres À et 03B1 . Associons à ce système, la suite 

de difféomorphismes d’un ouvert W2 de R 2 sur un ouvert V2 n de R 2 
n

puis la suite ((p ) des difféomorphismes réciproques

Partant alors d’un vecteur de à coordonnées entières, nous pouvons
définir une suite de vecteurs b de V0 ,à coordonnées entières, telle que la

-+ 
n 9 a

suite converge, lorsque n tend vers + 00, y vers un vecteur ~ de W .
La convergence de cette dernière suite est alors assurée par le bon choix de l’ou-

vert W (qui correspond au bon choix du vecteur et du vecteur b. (qui cor-

respond à. la déf init ion d’ une suite appelée aujourd’hui E-suite de Pisot).

Après avoir rappelé le théorème de Pisot, énoncé et démontré ici sous une forme

différente de celle présentée dans la thèse, j ’appliquerai ses résultats, d’une

part à l’étude des F-suites de Boyd, améliorant parfois les résultats de Boyd obte-

nus par une autre méthode y d’autre part à l’étude de suites généralisant les E-

suites de Pisot, appelées ici E(2)-suites.

THÉORÈME 1. - Soit A un ouvert de une suite de difféomor-

phismes de A 
p 

sur un ouvert W 
p, n 

de vérifiant
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Désignons par 11 un pavé ouvert de Rp de composantes (W) , 1  j  p !
_ 

- 

« ° ’ p ~. .. ". ~° _~.~ p ~ J

tel que W soit contenu dans A .
p ,_...._..~... p

Notons v l’ ouvert f (W) . Suppasons enfin ue les difféomorphismes 03C6p ,-.~--~- p, n n p -- - -----,--.. --. 
-... - 

-.-- 
- --- 

- ..-... 
- -.. - 

-... ,- ... - - -.. n

réciproques des difféomorphismes fn 9 vérifient les inégalités

les séries ¿w 1 W .. étant convergentes pour j E J, y J étant un ensemble d’in-

dices non vide, J ~ [1 , p] .

(Nous noterons 03A8k- 1 . 
la somme Z , k f .)

2014201420142014201420142014201420142014 201420142014201420142014 m=k 

A partir du vecteur (aO ’ ... y ap-l) , à coordonnées entières élément

tel que le pavé BO vérifie l’inclusion

-~r

définissons le vecteur b = (a , ... , a 1), à coordonnées entières, élément
n n n+p-1

de V 
p, n 

, par l’inégalité

Alors les suites de nombres réels 03C6.(b ) convergent vers un nonbre réel p.
élément de lorsque n tend vers + ~ , l’indice j appartenant à l’en-
semble J . Nous avons en outre les inégalités

1 ,-~ ... 1

Nous avons donc

Puisque les f n vérifient les relations

de même les 03C6 vérifient
n

D’où

Lé vecteur b n-1 étant à coordonnées entières, nous en déduisons 
. 

que le vecteur

b a ses p w 1. premières composantes à coordonnées entières.
n
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Par suite, seule la composante de bn diffère de la composante

de p .
n

Le théorème des accroissements finis nous permet alors d’ écrire 1~inégalité

Nous en déduisons aussitôt les inclusions

D’où

Pour j dans J , nous avons défini une suite (p .(b ) appartenant au fermé

(w ) . de R. Par suite, si nous Montrons que les 9 .(b ) forment une suite de
p J ~ 

~
Cauchy de R , nous aurons prouvé la convergence des o .(b ) vers j3.. j Or, nous

avons par définition, .

et, par hypothèse, la série de ternie converge.

Nous en déduisons, y en outre, après 

et puisque la suite 03C6n+ 1 
.(b 1) converge vers 03B2j , pour n tendant vers + p ,

n+1, ~ n+ J

2. - Faisons les mêmes hypothèses ue dans le théorème 1, et supposons
~

en outre J = [1 , p] . Nous savons alors qu’il existe un vecteur 03B2 de W , li-

Dite des 03C6n (b ) , pour n tendant vers + 00 .

Posons ~n = f n (p) - b , n F 
n,n+ k 

- f 
n 

0 03C6n+ , k  1 , et désignons par

(i k).’ 1  j  p ,la composante de l’application F 
k.n,n+ J - n,n+

;3 il existe un entier j tel les

soient majorés pour u 1 2 par le terme général s d.’une sér.ie numérique con-

vergente, alors la suite des ~n est bornée.

Nous pouvons écrire

De L:êI:le, par définition même de b , nous avons
n



22-04

soit

-

Ecrivons alors sous la forme
n

Ceigne les 03B2n tendent vers 03B2 , pour n tendant vers + p , nous en déduisons

l’égalité

D’où, d’après (3),

, 

Or, par définition de la suite bn’ seule la composante p-iène de   est

non nulle. Par suite, en appliquant le théorème des accroissements finis et l’hypo-

thèse de majoration, il vient

--i’

Par suite, la suite c est bornée.
n

A. - Application des tl.i ’ è ..; la convergence d’une de Pisot,

[2J

DÉFINITION 3. - Une E-suite de Pisot E(a0 , al) est une suite d’entiers posi-

tifs Obt,enUe à partir des deux entiers positifs ao et a1 , Par i a relation

Considérons les difféomorphismes f de l’ouvert sur l’ouvert V
de !2, ou W2 vérifie l’inclusion

Les applications f sont bien des difféonorphismes puisque la matrice jacobienne

a pour déterminant 03BB 03B12n.
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De plus, les difféomorphismes réciproques sont les difféonorphismes cp

Un calcul nous conduit alors aux formules :

’ où ;

Nous obtenons alors les majorations :

et, de même

La condition BQ c- W2 donne alors les inégalités :

La suite bn est défin,ie par les inégalités :

C’est la définition même d’une B-suite de Piaot. ’ .

Nous obtenons alors le théorème 4 dû à Pisot [2~.

THÉORÈME 4 (PI3OT). - Soient a et a deux entiers positifs vérifiant l’iné-

a1  a0 + 3 2 3 2a0 , et a) la de Pisot associée, c’est-à-

dire définie par les inégalités :

Sous ces hypothèses, le rapport a an+1/an possède une limite 03B1 , pour n tendant
vers + 00 , y et nous avons l’inégalité

De le rapport possède une limite 03BB , pour n augmentant indé-

fininent, et nous avons l’inégalité
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Le nombre 03B1 est toujours supérieur à 1 , et les nonbres o obtenus à partir

des entiers a0 et 

’ 

a. sont partout denses. yY = an + 

nous avons, pour n assez grand :

La démonstration de c e théorème utilise donc les théorèmes 1 et 2.

La détermination de W résulte de la condition T2 v &#x3E; 1 soit

1)2 &#x3E; --- ou encore

Cette dernière condition entraîne a~ - (3/2) v et 1 ~ T .
Grâce aux inégalités :

le théorème l entraîne (4) et (5).

La détermination de F 
k 

donne :

et

La convergence vers ; pour n tendant vers + ~ , de la suite an+k+1/an+k ,
entra1ne alors la majoration : "

Le théorème 2 entraîne aussit8t la majoration de En .

B. - A lication de 1 et à conver ence d’une F-suite de Bo d.

Nous allons montrer comment les théorèmes 1 et 2 pernettent 1’étude de telles

suites, et fournissent une condition suffisante de convergence du même type mais

plus forte que celle de BOYD, avec des renseignements sur l’ensemble des points

liuites plus précis que ceux obtenus, par BOYD [1], avec une uéthode différente.

DÉFINITION 5. - Une suite d’ entiers (an)n0 est appelée F-suite de Boyd, et

notée a1 , a2) , si elle est définie à partir des entiers a1 et a2

par les inégalités :
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(L’entier est déterminé de façon unique sauf pour an nul. Dans ce cas

pour n &#x26; 2 , ii suffit de prendre an+2 = - an-2 .)

Considérons les difféomorphismes fn de l’ouvert W3 de R3 sur l’ouvert V3,n

de R associés et définis par une F-suite de Boyd,

Si la F-suite de Boyd vérifie a 
n 

&#x3E; 0 pour n &#x3E; 0 , les applications f 
n 

sont

bien des difféomorphismes, car la matrice jacobienne a pour déterminant
-3 (9 - + 03B8-(n+)). Les difféomorphismes réciproques 03C6n des f
sont alors définis par

avec

Le nombre ~ vérifie l’équation ~~ u 
n+~. 

- (u 
n +u ) 3+u n+1 =0 ~

e t nous obt enons

Considérons alors une F-suite de Boyd a1 , a2) vérifiant a.. f. 0 ,

a1/a0  1 + 03C4 . Nous aurons alors

Soit

et de nous pourrions montrer
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Pour a0 = 0 , l’inégalité 1 + T étant autonatiquenent vérifiée : les

inégalités (6) le seront également.

Les inégalités (6) entraînent alors les majorations

et de nous obtenons

La condition B~ donne l’inégalité

2014~

La suite b 
n 

est définie par

C’est la définition même d’une F-suite de Boyd.

Nous pouvons alors montrer le théorème suivant, précisant un résultat de BOYD [lJ.

THÉORÈME 6. - Soient a trois entiers positifs (sauf peut être

a~=0 ) vérifiant les inégalités

(la première condition est supprimée si a.. est nul et la deuxième vérifiée si
., . a, - ~ ~a~/3 ). ’

Soit F(a0 , a1 , a2) la suite déduite de proche en proche, à partir de a0 ,

a et~ ~"2 ’ des inégalités 
,

Sous ces les nombres

sont bieu définis pour n ¿ 0 , et tendent respectivement vers 03B8 et À , lorsque
n tend vers + ~ .
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Nous avons en outre les inégalités

80 désignant la racine supérieure à 1 de 1’équation

Les nombres ~. sont positifs ; les nombres 0 sont supérieurs à 1 et partout
denses.

Les hypothèses faites entraînent a &#x3E; 0 pour n &#x3E; 0 . Par suite, les applica-
tions f n associées sont des difféomorphismes pour n  0 , et les noubres 
n  0 , sont bien définis,,car la condition (a + a 2)2 - 4a2n+1 &#x3E; 0 est vérifiée

pour n  0 .

La démonstration utilise les résultats du théorème 1. La détermination de W3 ré-

sulte de l’étude de l’ouvert de R défini par

et cette application est croissante pour

soit encore pour 2a. T &#x3E; T + 1 . Nous obtenons alors

De plus, la suite étant géométrique au sens de an &#x3E; 0 pour

n 0 et lim inf(a &#x3E; 1 , il en résulte, diaprés un lemme de Boyd,

et c -. a ~ ~tn borné.
n n

De la relation

nous en déduisons alors 8 = t puisque 1 .

Nous pouvons maintenant montrer que les ~n. 
= a - n a sont

bornés.

Nous avons tout d’ abord :
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e t , d’après les majorations (5*) et ( 2 ’ )

D’où

ce qui entraîne

Nous en déduisons alors

De l’inégalité

et par passage à la limite, en utilisant la relation

il vient 

D’où grâce à (7)

et finalement a - 0 - r..(1 - Ii) borné.

est positif ou nul. Si nous avions 03BB = 0 , nous aurions donc 

borné, d’où la contradiction, car

Nous venons donc de prouver que A est positif.

La relation

et les résultats de entraînent alors ~ == À..
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La dernière inégalité du théorème 1 entraîne les najorations

Cette dernière inégalité nous montre alors que les É sont partout d,nses.

C . - à lic at ion des théorèmes 1 et 2 à la convergence d’une E(2)-£3uj.te.

DÉFINITION 7. - Une suite (an)n0 est appelée E(2)-suite, et notée

E(2)(aO ’ ai , a2 ’ b) , Sé elle est définie de Pr,Oche en Proche à partir des en-
tiers aO’ a2 ’ a) , par ies inégalités

Considérons les difféomorphismes f de 1’ouvert W4 de R4 sur l’ouvert V4 ’..t. 
n 

~ , n

associés à une E( 2 )-sui te (a) ’.
n

Prenons

Nous justifierons plus loin, grâce aux conditions initiales vérifiées par la

E(2)-suite, que les f 
n 

sont des difféonorphism,es.. En effet, le déterminant de la

natrice jacobienne associée vaut

Les difféomorphismes réciproques des f sont définis par ;
n n
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où ~1 et 2 sont racines de Inéquation

Nous obtenons alors :

En supposant ~i = ~0 a2 - ~1 ~ ~ ~ la relation

ainsi que les relations suivantes entraîrent A &#x3E; 0 pour n # 1 . Par suite, les
n

fn sont des difféomorphiemes pour n P 0 , et nous avons Al À2 &#x3E; 0 puisque

An = Al A2(~1 ~2)n-l (~2 - ~1)2 .
Nous pouvons alors faire les majorations :

Or nous pouvons écrire

puisque a, = - n 1. n = (1. ., 03B1n-12)(03B11 ..,) - ., ( 03B1n-21+03BB2 03B1n-22).

Supposons alors 03B11 03B12an-2 a &#x3E; 1 , nous obtiendrons :
~n-1
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. 

t 
‘ 

1soit ~ ~ ~ 2 -a .;&#x3E; 1 ’
n

Par suppose Ci + IJ.1)(1 + 112) &#x3E; 1 , nous aurons

De plus, si nous prenons a~ &#x3E; 0 , nous aurons 0 pour n &#x3E; 1 , y et

a n ~~~ n+ 1 ~ ~ n.-1 ~~ ~ + c~~ est donne par l’égalité

Nous en déduisons alors les majorations

D’où

-a

La suite b. introduite dans le théorème 1 est alors définie par la condition
n

iB 17 - n "" f 
n (cp n--1 ( b n- 1 ) ) lB . 

. 

’ 
,_ 

’ 

. 

,

C’est la condition de définition de la E(2)-suite. Nous pouvons alors démontrer

le théorème suivant.

THÉORÈME 8. - Soient aO’ a2 , a3 quatre entiers positifs vérifiant

ou bien

- ~a~ 
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ou bien

Soit E( 2~ ~a , a. y a2 ,~) la E(2)-suite déduite de proche en proche des iné-
galités

Sous ces hypothèses, les suites

sont bien définies pour n ~.0 , et tendent vers 0 ou U lors ue n tend vers

+  . En outre, les nombres et 3 sont supérieurs à 1 .

En particulier, nous obtenons la convergence des suites

2

respectivement vers les nombres 9 +0" et 0~0" .

Nous pouvons tout d’abord prendre

La détermination de résulte alors de i’ étuàe de l’ouvert défini par

Or la fonction  + 2 )/(2A1 2) est une fonction croissante de  pour

tJL &#x3E; h0 étant la racine de l’équation x A - (x + l) a0 = 0 . "YB
C’est également une fonction croissante de ~ pour ~ &#x3E; h , avec h &#x3E;b~
On a alors x &#x3E; 2h , d’où la condition 6"&#x3E; 1 + 2h , condition entraînée par

Mais nous pouvons essayer de déterminer W4 de façon optimale en prenant
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La détermination de W. résulte alors de l’étude de l’ouvert défini par

Le jacobien de l’application associée est alors la matrice

dont le déterminant vaut

Par suite, si

ou encore si

l’application précédente est un homéomorphisme. La condition (8) correspond dans le

plan (~1’ ~2) à la partie hachurée ll .

La condition (8) peut encore s’écrire
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ce qui donne les conditions initiales

où l’on a supposé par exemple 1  2 .

En eo = Vo 0 = p , k - a0 2A1 , nous pouvons alors déduire
de (8) et 9) 1a condition

En outre, il faut ajouter la condition d’obtontion des majorations 03C8n,3 et

n, 4 , soit ~a~a~l+k~~l.-~ 0 i + k ) ( i -F &#x3E; 1 .
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