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Groupe d'étude en 21-01
THEORIE ANALYTIUE DE$ NOMBRES
lre-2e années, 1984-1985, n°® 21, 13 p, 3 décembre 1984

SUR LES NOwBRES PRATIQUES
par Maurice MARGENSTERN ()

1. Résultats.

lel. Définitions et crivéeres de praticité.

Un nombre pratique est un entier naturel m:. non nul vérifiant la propriété suivante:
Tout entier naturel ren nul, au plus égal 3 o(m) , est somme de diviseurs distincts
de m . Ce qui peut s'écrire : pour tout entier n , tel que 1 £n o(m) ,

n=2

dim ed d avec cd =0 ou 1 .

a et b étant deux entiers naturels non muls, on dit que b est représentable

par les diviseurs de a ou que les diviseurs de a représentent b , si b est

somne de diviseurs distincts de a . On dit que b est a portée de a si, et seu-

lement si, b =1, ou si le plus petit facteur premier p de b vérifie

p £ o(a) + 1 . Dans le cas contraire, on dit que b est hors de portée de a .

a a
’ > 3 1 r rd 3 -
n étant un entier naturel non nul. Soit n = ql eee Q, sa décomposition en

facteurs premiers avec 4, < ... < a, et les a; mnon nuls. On définit QO y sos Qr

rar

QO =1
ak+1

Qk+1 = Qk Qy,q Ppour k=0, se0 , v -1.

ChaqueAentier Qk est appeléd préfixe de n . On appelle terminaison de n tout

quotient de n par un de ses préfixes.

THﬁOREhE 1. (D. F. ROBINSON). - Soit n un entier naturel non nul, et d1 =1,

d2 g eee o dr =n la liste de ses diviseurs par ordre croissant. Pour k avec

0Lk<sr, on pose to =0 g}_ tk = dl + ces + dk . Le nombre n est un nombre

pratique si, et seulement si, dk+1 éitk +1 pour k=0, 40 T =1,

La condition est évidemment nécessaire. Pour se convaincre qu'elle est suffisante
on remarque que Si tout nombre m , tel que 1 <m éitk , est somme de di distincts

avec i <k, les mémes sommes augmentées de dk+1 permettent d'aller jusqu'a tk+

1

Une caractérisation plus puissante est fournie par le théoréme suivant.

THEOREME 2. (B. M. STEWJART). - Un entier naturel non nul est un nombre pratique

si, et seulement si, chacune de ses terminaisons est & portée du préfixe correspon-

dant.

*
(") Maurice MARGENSTERN, Mathématiques, Batiment 425, Université Paris-Sud,
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COROLLAIRE 1, - Si m est un nombre pratique et n un entier non nul tel que

n <o(m) + 1, le produit m n est un nombre pratique.

COROLLAIRE 2, ~ Tout nombre pratique plus grand que 1 est pair. Tous les pré-

fixes d'un nombre pratique sont des nombres pratiques.

I1 est assez facile de voir que la condition du théordme 2 est nécessaire. La

suffisance découle immédiatement du lemme suivant.

LEMME 1. Si m est un nombre pratique, et p un nombre prenier avec m , le pro-

duit mpn est un nombre pratique pour tout entier n .

La démonstration se fait par récurrence sur n . Considérant un entier

. n+l . . ) n+1 .
< d(mp ) , on examine successivement le cas -a é-u(m) P qu'on écrit alors
n+l n+1
p

1l

8y

a(n) pm‘l qu'on écrit alors a = o(u) pn+1 + b ou il est facile de montrer que

>
< o(wp”?) .

+r avec a; § olm) et r <p qu'on écrit en base p , et le cas

o P P

Le théordme 2 permet d'améliorer le critére de praticité fourni par le théoreme 1.
On a

- N\
THEORENE 3. - Soit n un entier pair, et dl , d2 y eee dr la liste de ses di-

viseurs par ordre croissant. Soit h le plus petit indice Jj pour lequel dj ;'Jﬁ .

Alors n est un nombre pratique si, et seuleuent si,

Vi, i<h=>4d $t,+1 (t =0 et tj =d; +oeee dj) .

J+1 Y 73 )
La suffisance de la condition résulte de ce que si n n'est pas pratique, et si

m est son plus grand diviseur pratique, si p est le plus petit facteur premier

de n/m , alors tout diviseur de n est soit au plus égal & m , soit au moins égal
a p .
L'exemple de 102 = 6.17 montre qu'il faut pousser parfois le test jusqu'a 1'indice

h .

le2. Quelques propriétés algébriques des nombres pratiques.

1 et 2 sont des nombres pratiques. Il résulte du lemme 1 le théoréme suivant.

THEOREME 4. - Il existe une infinité de nombres pratiques puisque toute puissance

de 2 est un nombre pratique.

et

Au corollaire 1 du théoréme 2, on tire inwmédiatement le théoréme 5.

”
THEOREME 5. — Le produit de deux nombres pratiques est un noubre pratique.

Donc le carré d'un nombre pratique est un nouwbre pratigue. Observons que 100 = lO2

est un nombre pratique, mais que 10 ne l'est pas. On a le résultat suivant.
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PROPOSITION 1. - Tout entier non nul posséde un multiple propre qui est un nombre

pratique et un multiple propre qui n'est pas un nombre pratique.

Ce qui résulte immédiatement du théoreme 2.
3oit S 1'ensemble des nombres pratiques. On a donc
(i) 0€ S et 1€ 8

(ii) vneN \ 10}, 2me S tel que nm .

On pose pour tout n-uple d'entiers naturels non nuls 8y eee 4 8y

e

M(al y eee o an) =nin{m ; mesS& allm & o0 & ah!m

]

D(al y eee a)

0 mex{m ; m€S & mlal& s & mlan} .

Les fonctions M et D sont toujours définies du fait de (i) et (ii). On tire

immédiatenent des définitions la proposition suivante.

PROPOSITION 2.

M(al y see o an) M(ppcm(al s eee an))

D(a1 y see an) D(pgcd(al y see an))

et le fait que l'entier naturel non nul n est un nombre pratique si, et seulement
si, k(n) =n (ou si D(n) = n) . Observons que 20 et 30 sont des noubres pra-
tiques, que pged(20 , 30) = 10 et que D(20 , 30) = 2 , Donc on n'a pas

D(al y eee an) = pgcd(al g ses an) si By 5 ees g B € S . Cependant, on peut
avoir cette relation mére pour des noubres non pratiques. Prendre, par exeuple,

a, = 44 et a, = 52 . Cependant on a

2

PROPOSITION 3. - 3i m et s sont deux nombres pratiques, ppen(u , s) est

dgaler.ent un noubre pratique.

Cela résulte de la remarque suivante : soit Q un préfixe de ppcm(m ’ s) , et
q 1le plus petit facteur prerier de la terninaison correspondante. n étant un
nonbre pratique, q est & portée d'un préfixe de n (oude s si g X r  puisque
s est un noubre pratique). Par construction du ppen , on peut supposer que ce pré-
fixe de m divise Q .

Done, si m eee 41 € S , on a done
n

l ’

M(m y ses 5 I ) = ppcm(m y see 5 I ) .
Par ailleurs : 1 n ' n

PROPOSITION 4. - Soit n wun entier non nul. D(n) est le plus grand diviseur

pratique de n , et pour tout noubre pratique n , n|n si, et seulement si,

La prercidre assertion de la proposition se dénontre assez aiséduent. La seconde
p prop
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s'en déduit en considérant R, = ppcn(m , D(n)) qui divise n et qui est un noubre

pratique d'apres la proposition 3.

De la proposition 4 on tire la proposition 5.

PROPOSITION 5. - Si a , b, ¢ sont des entiers naturels non nuls et si ajc

alors
m(n(a, ¢), nla, b)) =Dd(a) .

On a enfin le théoréne

THEORELE 6. - Soit d un entier pair non nul. Il existe une infinité de nombres

pratigues n tels que n + d soit égalewent un noubre pratique.

En effet, si n, et o, sont deux nombres pratiques tels que

1
< < 1) =4 .
n, <m, &2, et pgcd(ml , n2) d
Soit uy la plus petite solution positive de 1'équation n,ouy o+ d =0 (mod 32).
I1 n'est pas difficile de uontrer que n,ow est un noribre pratique ainsi que
B, u, , ou u, est le quotient de myouy o+ d par o, . I1 suffit de construire une

infinité de noubres pratiques vérifiant la relation ci-dessus. Il suffit de les
k
chercher sous la forme d.2 et d.Bh pour des exposants k et h judicieusenent

choisis.

Il résulte en particulier de ce théoréme qu'il existe une infinité de noubres pra-
P q P

tiques © tels que m + 2 soit égalerent un nombre pratique.

l.3. Analogies avec les noubres preniers,

13.1s Densité de répartition des nonbres pratiques. — On a le théordme suivant.

THEORELE 7. - Soit S(x) 1e cardinal des nombres pratiques au plus égaux & x .

Alors S(x)/x -=> 0 gquand X ==>+ ®,

L'assertion concernant S(x) se déuontre selon des mdthodes connues (cf. par
exenple [ 1]) si on sait démontrer que

(1) d(m);%—%ﬂ (voe s) .

On cbserve alors que

Pm(X) =ﬂd|m(1 + x4 =Z§$) % n X ol e n€ N

n  est un noubre pratique si, et seulement si, . #0 pour tout
?

k=0, e.. , o(n) « En particulier, si u est un nonbre pratique

p (1) =24 5 0() + 122

car on dérontre iuuédiatenent & partir du théoréme 1 que

(2) v(m) 22m -1 (Vhe 8).
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I1 résulte de ce théordme que 1'on a pour les noubres non pratiques une propriété
analogue au théordue des blocs de longueur arbitraire de nonbres couposés. Coume

z

pour les nombres premiers, on peut donner un caractére constructif a cette propriété.

P \
THEOREME 8. - Soient K et N deux entiers non nuls fixds. On peut construire

K nombres pairs consécutifs Dy, ees y Dy AVEC N < n, <ee. <np et tels

qu'aucun d'eux ne soit un nonbre pratique.

On pose R la suite des nombres preniers au plus égaux & 2K , et a

entier non nul tel que p? > 2K ., On définit 1M, = (Pl y eee pK)a et

1
M = mex, (m, o(u) + 1) . Soit p, 1le plus petit nombre premier au moins égal

1&gl o
a M . Alors”les nombres Uh = 2((p1 y see pj) +h) o h=1, ... , K sont
des nombres pairs consécutifs, supérieurs & N , et on déuontre sans grande difficul-

té qu'aucun des nombres U, n'est pratique (détails dans [6]).

Une minoration de la densité des nombres pratiques est donnée par le théoréme ci-

dessous.

” N °
THEOREME 9, - S(x) désignant le cardinal des nombres pratiques au plus dgaux au

réel positif x , on a, pour X assez grand,

s(x) 2 A X

1 2
exp[5—13§—§(1og log x)° + 3 log log x)

ou A est une constante strictement positive.

L'idée de la dénonstration (détails dans [69) est la suivante : prenant r de

1l'ordre de 1log log x , on pose y = x.2—(r+l , et on partage 1l'intervalle (o , y)

1/ O{l k‘=0,1,-..,1‘ .

en T + 1 intervalles dont la borne supérieure est yk =y
On constate qu'alors V. reste inférieur & une constante fixe. On choisit un noubre
pratique s de 1l'intervalle [yr , 2yr[ , et on choisit un nouwbre premier g dans
chaque intervalle [yr+l—k , 2yr+1—k[ . On établit par récurrence sur k que

Sqq e . est un nombre pratique. Les conditions sur s et les a9y assurent
qu'a des choix différents de ces nombres correspondent des valeurs différentes de

Sq;  eee Q, qui est au plus égal & x . Le nombre des entiers de la forme

sqy cee 4, faisant intervenir une estination grossidre de (2x) - m(«w) est mi-
norée par 1'expression figurant dans le meubre de droite de 1'inégalité du théorene.

On peut prendre A = 25/2/5 .

1.3.2. Noubres pratiques et progressions géométriques. — On a tout d'abord la pro-

position suivante.

PROPOSITION 6. - Soient a et b deux entiers naturels non nuls, a = Db . S'il

existe un noubre pratique au woins égal & a et congru & b modulo a , il en

existe une infinité.
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Cela résulte de ce que, entre s et 2s (s € 8) , on peut trouver un nonbre pre-

. s n . .
nier p > s . D'aprds le leune 1, sp  est un nonbre pratique pour tout n « Si on
prend s za , p étant premier avec a , il existe une infinité de valeurs de n

pour lesquelles Pn =1 (mod a) .

Ce néue arguuent peruet d'établir la proposition suivante.

PROPOSITION 7. — Soient a et b deux entiers naturels non nuls, a >b . S'il

existe un noubre pratique au woins égal @ a congru & b mwmodulo a , il existe un

entier k et une suite stricteuent croissante m_ de nombres pratiques congrus a

b nodvlo a tels que pour tout norbre premier p , pr+l [ o quelque soit n .

I1 reste & caractériser 1'existence d'un noubre pratique au uoins égal &2 a et

congru & b nodulo a . C'est ce que donne le théoréne 10,

THEOREKE 10. - Soient a et b deux entiers naturels non nuls, a > b . Soit d

le pged de a et de b . Une condition necessaire et suffisante pour qu'il existe

un noubre pratique au moins égal &2 a et congru & b mnodulo a est que le quotient

de a par d ne soit pas divisible par au moins un des nonbres preuwiers a portée
de D(a , b) .

La suffisance de la condition reléve d'un argurent analogue @& celui qui permet de
dénontrer la proposition 6 en utilisant un noubre premier p & portée de D(a , b)
qui ne divise pas a/d (de sorte qu'on aura bpn = b(nod a) pour une infinité d'en-
tiers n et p d&tant & portée de D(a , b) , bp  est un nombre pratique pour

tout n assez grand).

La condition est nécessaire : soit a = dal et b= db1 n non nul. Si tous les
nonbres preuiers & portée de D(a , b) divisent &y s les diviseurs preuiers de

a, n+ b, sont hors de portée de D(a , b) . Couze D(a , b) = D(pged(a , b)) les

1 1
diviseurs preuiers de d qui ne divisent pas D(a , ») sont hors de portée de

D(a , b) .« De ce fait, an + b n'est pas un nombre pratique.

fin .conséquence, une progression arithiétique contient soit une infinité de noubres
pratiques, soit aucun, soit un seul (au cas ou b lui-néne serait un nonbre pratique).
Ce dernier cas se rencontre, par exeuple, avec les noubres de la forme 12n + 2 . Le
théorére n'aborde pas le cas ou b = 0 . Mais ce cas est résolu par la proposition
1. Observons que si a et b sont premiers entre eux, il y a unc infinité de non-

bres pratiques congrus & b wodulo a si, et seuleuent si, a est inpair.

Contie les noubres pratiques autres que 1 sont pairs, on peut supposer pour
1'étude des nombres pratiques de la forme an + b que a et b sont pairs et que

0<bgea.

On appellc séquent toute suite (finie ou non) de ternes consécutifs de la progsres-—
sion arithnétique an + b « On dit qu'un séquent est pratique si tous ses terres
sont des nombres pratiques. Pour un séquent fini, sa longueur est le noubre de ses

terries.
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THEORME 11. - Soient a et Db deux entiers pairs non nuls avec b La . Soit

n = D(a ’ b) s Py s eee y Py la suite des noubres w»reniers a portée de n— et

i% =Py eee P Alors la longueur des séguents pratiques de la progression

arithnétique an + b est uwajorée par nr -1.

On considére les noubres b+ an, b+ aln+ 1), «oo , b+ aln +k) avec

k a-ﬂr -2 .0npose d=pgedla , b), a= dal , b= db1 « Coune a, et b1 sont
premiers entre eux, il existe un entier h tel que le reste p de bl + al(n + h)
nodulo Br soit un reste prenier nodulo hr . Les restes de bl + al(n + j) uodulo

ET quend j parcourt N constituent une suite périodique de période au plus hr .

Conme k a.ﬂr - 2 un des restes de b, + al(n + k) modulo 'DT est égal a P .

1
Donc aucun des P, ne divise b1 +a,(n+ k) dont tous les facteurs premiers sont
donc hors de portée de m . Cone n = D(a , b) = p(a) , on en déduit que le noubre

b + a(n + k) correspondant n'est pas un noubre pratique.

Coome D(a , b) l D(a) d'aprés la proposition 4, et donc G(D(a,b)) + 1 £ o(D(a))+ 1
le théordue semble indiquer que les seguents pratiques les plus longs de la progres-—
sion an + b sont & chercher lorsque b =0 , ce que l'observation confirme.

Pour a = 2 , le théordne donne une borne égale & 5 pour la longueur des segunents

pratigues. Ce.te borne est en fait 3 si on excepte le séquent 2 , 4 , 6, 8

coure le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 8, — Pour n pair plus grand que 2 , au noins un des quatre nombres

n,n+2,n+4,n+6 n'est pas un nombre pratique.

Cela résulte de ce qu'au woins un des quatres noubres k , k+ 1, k+ 2,
k+3 (k=>1) aun reste preuier uodulo 6 de sorte que tous ses facteurs pre-

uiers sont hors de portée de 2 .

Le théordue 11 uontre donc qu'une progression arithuétique ne peut jarais contenir
de séquent pratique infini. Com:e pour chaque n , 2" est un nombre pratique, 1l'ex-
poncntielle est un exerple de fonction f telle que, pour chaque n , f(n) soit
un noubre pratique. Qu'en est-il si £ est polyndue a coefficients entiers ? Couue
pour les nonbres preniers, la réponse est nérative coune 1'établit le théoréme sui-

vant.

” hY
THEORENME 12. — Soit f € Z[X] de degré au noins égal & 1 . Il cxiste une infinité

de valeurs de n (n € E) telles que lf(n)l ne soit pas un nonbre pratique.

En effet, soit n tel que f(n) #0, et n = D(|f(n)|) . Par le développement
de f en série de Taylor, on peut écrire que wk(n + hf(n))] = |f(n)] |1 + na|l o
AeZ .On peut éecrire f(n) =mB ot B=1, ou B est hors de portée de = . Il
suffit de trouver une infinité de valeurs de h pour lesquelles !1 + hA| soit
hors de portée de n . Il suffit pour cela que h soit divisible par tous les nom=-

bres premiers & portée de wun .



21-08

. PN . 2
Observons cependant qu'il y a une infinité de norbres pratiques de la forme n"+n

. . 2 .
car si n est pratique, n + 1 €21 g o(w) + 1, et donc n° + u 1'est aussi.

l.4. Propriétés spécifiques aux novbres pratiques.

ls4.1. Couportenent des fonctions arithuétiques usuelles sur les noubres pratigues.

~ On sait déja que

(2) | olmn) >om -1 (Vnes),

et qu'il y a égalité vour les puissances de 2 , M. R, HEYWORTH a déuontré la réci-

proque. tn voici une autre déionstration avec la nreuve de la proposition suivante.

PROPOSITION 9. = 5i u est un nonbre pratique distinct d'une puissance de 2 ,
O’(r..) Z 2u .

On écrit en effet n = 27 k , az21, et k inpair. Donc

a

o(m)  o(2?) o(x) Y (s _ 1 1
BTk 2 (2 Za)(1+p)

o p est le plus petit facteur premier de k . Donc

at+l
o) 5 ,,2_ 1_ 1t _,, 2" -p-1
u “ D a a _ a '
2 2" p 2" p
Come n est pratique, p <c(2®) + 1 = o3+l , et donc ou(n) = 2u corue annoncé.

On établit dans [6] que, pour w parcourant 3 ,

lin inf o(u) =2, lin sup o(c) =4 @
M- o e &
lin inf Q(P) =0, 11n sup (u) = l-.

On peut en fait établir des résultats plus précis.

PROPOSITION 10. - L'ensenble des rationnels de la forme o(n)/n , ol on parcourt

1'engeible des nonbres pratiques est dense dans (2, + (.

En effet, soit n = 2k ﬂiig p_ ou P est la suite des nonbres preuiers. Pour

n
N=22,

Soit A un réel fixé, r e (1, + «( et ¢ >0 fixé. Comme le produit

ﬂ;il(l + %—) est divergent, on peut trouver N et K assez grand pour que

€ 4K 1 Aoe
ST et —2—<ﬁn=(l+-§r—1—)$§- 5
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d'ol lf&%l - Al €¢, s N et K étant fizé, k est assez grand. Or on peut

prendre k assez grand pour qu'également m soit un nombre pratique.

Un argument analogue permet d'établir la proposition suivante.

] 0 o1 s Q(m) N
PROPOSITION 11. I'ensemble des rationnels de la forme - ou m Earcourt

1'ensemble des nombres pratiques est dense dans o, 1/2)

Bn ce qui concerne les fonctions w et (O, on a la

PROPOSITION 12. - Pour tout nombre pratique pair m , on a

log(log ) £ Am) €

.. (m) Am)
llilll.m_’wlnfm<+w et llm sup~1———-——20 o

La premidre inégalité découle de (1), car ((n) 2 log d(n) §our tout entier natu-

est évidente méme
¢
m) i1
log log m
suffit de considérer les nombres pratiques construits dans la dénonstration du théo-

rel n . La seconde est triviale. La relation sur 1lim sup
m— log m

si on fait abstraction des puissances de 2 . Pour établir 1igk}nf
m

réme 9. 51 m =sq  eee Q. ((m) = (s) + r , et r est de l'ordre de

log logm , d'ou le résultat.

1.4.2. Précisions sur la fonction M . - Dans le but de cette étude, on introduit

une nouvelle fonction Q , définie de la fagon suivante. Pour tout entier naturel
n non nul, Q(n) est le quotient de M(n) par n , de sorte que M(n) = Q(n)n

par définition. Il rdésulte de la définition de I que

(3) Qln, n2) < max(a(n ) , aln,))

pour tous entiers non nuls n, o, 1, premiers entre eux.

On a donc

e \
THEOREEE 13. — Pour tout nombre premier p et tout entier n , on a Q(pn) = Q(p),

et Q(p) est un nombre pratique.

Il existe une constante positive A telle que, pour tout nombre premier impair,

R Y
Aloglogp‘Q(P) <p .

La premiére assertion s'établit sans grande difficulté. Dans les inégalités du
théortme, il reste & démontrer celle de gauche. On sait qu'il existe une constante
positive B telle que, pour tout entier n plus grand que 3 , (n) - Bn log log n

(ef. [1] th. 323). On prend B tel que B> e¥ > 1 . 5i on suppose, pour p premier

impair, Q(p) < =5 1ogplog > (on prend B assez grand pour que 2B log log p > 1

pour tout nombre premier impair p ), alors un calcul simple montre que

o(m) <-% <p=-1, 0o m=Q(p) de sorte que mp ne peut &tre un nombre pratique.
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De ce théoréme et de (3), on tire le résultat svivant.

COROLLAIRE, — Pour tout entier n plus grand que 1 , on a

< : .
n) <uex ) Ap)
3i Q(p) est un nouwbre pratique pour tout nombre oremier impair p , pour un en-
tier n quelconque, Q(n) n'est pas, en général, un nombre pratique. Prendre par

exemple n = 22 pour lequel Q=3 .

On a dégalement le théoréme suivant.

7z N
THEQREME 14. - La fonction Q est croissante sur les nombres premiers et, par

conséquent, la fonction M est strictement croissante sur les noubres premiers.

Bn effet, soit p un nombre premier, et m = Q(p) o p es8t donc a portée de m
et, d'aprds le théortme 2, mq est a fortiori un nombre pratique pour tout nombre

premier q inférieur & p . Donc q) € .

D'ou le corollaire

COROLLAIRE. - Pour tout entier naturel n , plus grand que 1 , si q désigne le

plus grand facteur premier de n , Q(n) < Q(q)

On observe que la fonction Q n'est pas strictement croissante. Q , restreinte

aux nombres premiers, est & valeurs dans 3 mais n'y est pas surjective car
’ 9 3 p J

M) =4 .

PROPOSITION 13. - Soit S; 9 Sy s ey Sy eee la suite des nombres pratigues

pairs. Soit bn =8, 5 8, eee 8/ et Mn = M(sl s wee s sn) . Alors

1
Mn
llmn__’m"s'"“ZO .
n

Si o est la plus grande puissance de 2 divisant Mn , et 3 1la plus grande

puissance de 2 divisant Sn , coruLe Mn = ppcm(sl y S5 5 see sn) , on a aisément

que 3 2>« +n -1 et done Mn/Sn < , d'ou le résultat.

2n—l

2. Conjectures.

3ur la base d'observations faites & 1'aide des ordinateurs du C. I. R. C. E.

d'Orsay, on peut foruuler un certain nombre de conjectures (cf. [5] et [6]).
Soit

=Y _2
oS(x) = % hex,mes logn et S(x) = N 1.

CONJECTURE 1. — I1 existe une constante réelle positive M telle que cs(x) ~ N x

guand X ==> + ©

X
log x

On en tire aisément que, sous cette hypothese, S(x) ~ A quand X —==> + @,
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1 \ ‘s . . 1
que 8y ~ =k log k , ou Sy est le k-iéme noubre pratique pair, que ZmeS T

et que le produit nﬁes(l + l/ﬁ) est divergent.
Les observations numériques surgerent A ~1, 3 .,

Soit SJ(X) =cardin € S ; m<x & n+2€ S; . Alors

CONJI.CTURE 2. - Il existe une constante réelle positive KJ telle que

X

S(X)"-‘/\ PR —
J J (log X)2

CONJECTURE 3, - Il existe une infinité de noubres pratiques n tels que n + 2

et n+ 4 soient égaleuent des noubres pratiques.

On sait (proposition 8) que 2 , 4, 6 , 8 est le seul séquent pratique de longueur

4 dans la suite des noubres pairs.

CONJECTURE 4. - I1 existe deux constantes réelles positives & et v, avec

— d
/2 < Vg o 6 <1 telles que

6 .

Les observations numériques suggdrent & = log 2 . On peut attendre pour d(m) ,

avec m € S , un ordre moyen égal & 1/A(log m)l+6 .

CONJECTURE 5. -~ Il existe des constantes réelles positives 1, v, et 'v. avec

— Va
/2 <7 <1 et 1/2< vw/v(. £1 telles que

)2 (1) ~ x .
nk,n€S w(n) Vi (Tog x) i quand  x ——> + @

Q(U) "'ng“"“'z"'ﬁ quand X —--> + @ ,
(1og x)

CONJECTURE 6. - Pour tout entier pair n non nul, il existe deux noubres pratiques

m et s telsque n=m+ s .

CONJECTURE 7. - Tout entier naturel plus grand que 1 est soune de deuxz nombres

pratiques ou preuniers.

Ce qui équivaut, sous 1l'hypotheése de la conjecture 6, & énoncer : Tout entier im-

pair contre que 1 est somme d'un nombre pratique et d'un nombre premier.

3. Historique et développements.
Le prenier article consacré aux nombres pratiques semble &tre celui de A. X.
SRINIVASAN en 1948 [8]. L'auteur se contente d'y donner une définition trdés proche

de celle qui est domnée ici.
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I1 pose seuleuent la question : existe-~t-il une densité des nomres pratiques ?
L'article de B. M. STEWART de 1954 [9] parait 8tre le premier & caractériser la pra-
ticité en fonction de la déconposition en facteurs premiers d'un entier naturel non
nul. Il ne contient pas d'autre indication sur les nonbres pratiques si ce n'est une
nouvelle ddéuonstration de la décomposition de tout nombre rationnel en somme de
fractions égyptiennes distinctes. Les articles de D. I, ROBILIISON en 1979 et de M. R,
HEYYORTH en 1980 ([7] et [3]) découvrent ces nonbres.

I1s donnent un autre critére de praticité (théordme 1 de cet article) sans aborder
non plus la question de la densité. Dans un addendun & son article, M. R. HEYWORTH

retrouve le critére de Stewart.

. TEWLNBAUM a signalé 2 1l'auteur de ces lignes, aprés l'exposé qu'il a fait sur
ce sujet, un article récent de M. HAUS!AN et H. SHAPIRO de 1984 [2] sur ces méues
nombres. On y considére la fonction f(n) égale au plus grand entier tel que tout
noubre m au plus égal a f(n) soit sonme de diviseurs distincts de n . Il résulte
aisérent des iéfinitions qu'un entier n est un nombre pratique si, et seulement si,

f(n) >n . Ces auteurs établissent que si
B (n) = eY/2 (n log log n)l/2

( y est la constante d'Euler), alors pour tout A > 1 si f(n) 2 A B*(n) pour tout
n .sauf un nombre fini, il en résulte que n est un noubre pratique et que pour tout
A e Jo ’ 1( , il existe une infinité de nombres non pratiques tels que f(n)ﬁAB*(n).
On peut sans doute trouver une relation entre ce résultat et le théoréme 3 du para-

graphe l.

M. HAUSIiAN et H. SHAPIRO démontrent également que

s(x) = 0(x/(10g x)°) ou <:1/2(35%r§-- 1) = 0,0979 ..

et que, pour tout réel x > 1/3 , 1l'intervalle (x , x+ 2Vx) contient au moins un
nonbre pratique (done, en particulier, tout intervalle de la forme (XZ(X + 1)2)
contient au moins un nombre pratique puisque le carré d'un nombre pratique 1test).
Concernant la densité des nombres pratiques, H. DELANGE n'a signalé que de 1'inégali-
té de gauche de la proposition 12, on tire, par des arguuents classiques, que

35(x) = 0(x/(10g x)¥) dlon @ =1 - == 1°g1§;g22 ~ 0,086 ...

Lors de 1'exposé qu'il a présenté devant le groupe de travail, le 7 janvier 1985,
G. IENENBAUN a indiqué (voir [10]) un résultat beaucoup plus précis sur S(x) obte-
nu par une méthode de crible

X
log x

A , X
< < £ .
(log log x) N s(x) < Tor 7 log log x log log log x

Cependant, ce résultat, non contradictoire avec la densité déduite de la conjec-
ture 1, n'est pas assez précis pour statuer sur le corollaire concernant la diver-

gence de ngﬁ 1/m . Or, récem.ent, J. P. KAHANE & déuontré que
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1
reS,u24 n log log logn

= 4+ X «q e

o . e Ay
(et [47] forwuulé initialerent pour < €S 1/m )« La preuve repose sur l'encadrenent,

indépendant de v , ¢ ou

N
ot
N
Q

log Py P, oo )
v S“ pl P, cee P

v-1 v

&

Sv dtant 1l'ensemble des entiers 1 de la forme mn = P, P, .+« D, avec
= = ad < <

P, 2l P, 3, pj preuiers et pj pj+1 SP; Py eee p. pour

Jj=2,3, «ee y V=1, cet encadrement s'obtenant par "réduction" de v & l'aide

. . 1 1
d'estications de Z — 0t de Z .
U<p<s p log X 3/2
‘ P<¥ p log p PR 32 004

On observe que Sv est un ensemble de norbres pratiques quadratfrei et que

¢
)R- l/m > l/v tv o Par ailleurs, pour =n € S; , log logm <wv (cf. proposition
S
v
12) et donc . .
2 > 2. . 1/n
< 1 <% ’
DESv n log log logm log v mGSv

d'oh la divergence de

iy 1
“r€S,u24 & log log log m °

G. TSHIEVBAUL signale qu'on retrouve 1'encadrenent des tv par des cstirations de

son..ee voisines qu'il introduit dans la wéthode de crible citée (cf. [10]) et qu'il
X
log x

considdre corn:e plansible la conjecture 3(x) ~ A
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