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INDﬁfEHDANCE LINéAIRE BT ALGéBRIQUE DB LOGARITHIES

par Yves HELLEGOUARCH ()

1. Motivations.
Soient r nonbres preniers Py s eoe 5 Pp oo Dans [ 4], j'ai introduit la notion
, 3*
de "corma" du sous-groupe multiplicatif G de Q  engendré par Py s eee » Py

de la maniére suivante.
a1 ar T
3. aeG, alors a = Py 9 eee, P, &VEC (al y see 4 ar) € Z .« On pose

“a” = Supi=l,...,r {Iail} H

et on dira que a € G \ {1} est un "comua" de G si, pour tout b € G \ {1} , 1les

conditions by < jjaj| et |Log bl < |Log a| entrainent b € {a, a_l} .

I1 est tentant de vouloir prolonger cette définition au 'nodule engendré" par des
polyndues irréductibles Pl(X) y ses Pr(X) tels que Pi(O) =1 . Ce "module"

est en fait un sous-groupe nultiplicatif G du corps k((X)) des séries fornelles.

Nous allons définir G 1lorsque k est un corps de caractéristique zéro.

Pour connencer, on pose

Log P(X)] = Logl 1 + P(X) - 1]

i

5= 1)l [P(x) - 1%

n

S, E 309N iYeoN

1l

(X) étant 1'idéal engendré par X dans k((x)) . AAl(X) yoeee AT(X) étant des
polyndnies quelconques de K X] , on peut définir Pl1 y see o Prr par la fornule
Al Ar r
Pi"y eee s By (x) = e::p[Zi=1 Ai(X) Log Pi(x)] .
I1 est clair que PAll y ses P;f(o) =1, P?r définition, G sera (Pl,...,Pr)
cl'est-a~dire l'ensemble des A = Pll y see Prr pour tous les (Al,,..,Ar)e(k[X])r.

Pour prolonger la définition rappelée ci-dessus, il est necessaire de définir

il14] , et 1'on est tenté de poser

Al = Supi:l,...,r{deg Ai(X)} .
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Mais pour que cette définition ait un semns, il est nécessaire que les séries

Log Pl(X) , ees , LOg Pr(X) soient lindairenent indénendantes sur k(X) .

Les résultats qui suivent donnent des conditions qui assurent 1'indépendance 1li-
q i

néaire de ces séries , et le - fait le plus surprenant est qu'elles en assurent

aussi l'indépendance algébrique.

Tout ceci &tait "bien connu" (voir [§] et [1]), uais 1'approche qu'on propose ici

est entidrenent dléuentaire.

Finaleuent, et pour conclure cette introduction, il serait peut-8&tre norual de

donner la définition d'un couma de G ¢

Dans ce but, on introduira une valeur absolue sur k((X)) en denandant qu'elle

soit triviale sur k et que |X| <1l.

Bt dans ces conditions, on dira que A € G est un "comma'" de G si, et seulement

10 Ae G\ {1},
2° pour tout B € G \ {1} , tel que
IBil < ilan et |Log B & |Log 4l ,
A #*
ona B=4 , avec AE k .,
Renargues.
1° On peut reuplacer |Log B| < ILog Al par |B - 1] < |A -1} .

20 La réne "philosophie" conduit & la définition de notions analogues dans les

corps de noubres et de fonctions algébriques [ 2].

3° On trouvera un exposé plus couplet dans [3].

2. Indépendance lindaire.

\
THﬁbREhE. - Si k est un corps de caractéristique zéro et si Pl(X) y eee Pr(X)

sont des polyndnes preuiers entre eux deux 3 deux de k[X] non constants et, tels

que Pi(O) =1 pour i=1, «es , T ; alors les séries forrelles 1 ,

Log Pl(X) , +es 5 Log Pr(X) sont lindairement indépendantes sur k(X) .

2.1. Nous counmencerons par exauiner un cas particulier.

#*
LEMME., - Soient r éléuents distincts hl y eee Kr de k . Alors les séries
fornelles 1 , Log(l - A1 X) , eee, Log(1 - Kr X) sont lindairenent indépendantes
sur k(X) .

Preuve.

1° La question revient & dénontrer que si les polménes Ai(X) €k[X], i=0,...,T

sont tels que
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(1) 2 g & (X) Tog(t - A X) = 4(X) ,
alors tous les Ai(X) sont nuls.

2° Nous allons poser n = sup, (degré Ai(X) ), et nous allons dériver
,...,

n+ 1 fois la relation précédente. Dans toute la suite, on désipgnera par N 1le

noyau de la dérivation & l'ordre n + 1 , et on travaillera nodulo N .

Nous poserons aussi u, (X - ) Log(l - L X) , de sorte que la dérivée de

i, k ~

u, o sera dgale & A /(A X - 1) ; fous poserons v, = 1/(x - ——Q , et nous allons
’
nontrer que la derlvee a l'ordre n+ 1 de la relation (I) est *
nogr o ,(3) 1y (n-3) _
(11) ijl 5y A (-X;)v =0

3° Pour faire ce calcul nous laisserons tonber l'indice i , et nous développerons

le polyndme 4(X) par la formule de Taylor appliquée au point 1/a
1 1 1 1 1 1
(1I11) aX) = Al + X -5) AR + oo+ K - 5) A(n)(-,;) .

Nous nous proposons de dériver A(X) Log(l - XX) & 1l'ordre n + 1 .

Corme w_ = (X - %)k Log(1 - AX) , on a
1yk- : 1 (o 1k »  1yk=1
w = k(X - 2 Log(l - AX) - =Hx - D =k oy o+ (K- )T
Compte tenu du but que l'on s'est fixé, on écrira

uﬁ =k w (nodulo N) .
1 (

Corme  A(X) Log(l - AX) = A(3) ug + £(3) W 4 e o A

o n) C%) un , on a donc

[4() Tog(t - 201D = a(dy wle )y pdy o) o
A"Gx) (n—l) Foeee + A(n)( =) ug
BTE R RTE BMC D B¢ )

4° Si 1'on interpréte naintenant la relation (II) conle la découposition de 1la
fraction rationnelle O en éléuents simples, le théordue d'unicité de cette décon-

position montre que, pour i =1 , eee ,r et jE€{l, «eo,n}, ona A(J> (5=)=0
Maintenant la formule de Taylor (III), appliquée avec i fixé, uontre que

Ai(X) =O pOuI‘ l =1 g emse T e
2.2 I1 ne reste plus qu'd exauiner le cas général.

Dénonstratione.

1° On sait que k peut &tre plongé dans un corps K dans lequel les Pi(X) sont
scindés (par exeuple k = Q peut &tre plongé dans K = 2_).
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29 Soient l/(ﬂi j) y J =15 eee, si , les racines de Pi(X) dans K , on
9

peut écrire que
n

3, .

1 1
= |! - A > .
Pi(X) TB=1 (1 o X) ", n, >0

D'aprés la propriété fondamentale du logarithue, on a

s, .
S N
Log Pl(x) = Eé:l ni.Log(l - Ai,j X) .

3° Maintenant il est clair que A, . # A, ., lorsque i #1i' .
1,J i,J
En effet, si on avait A,

L= A, L
1,4 i, 3t
auraient une racine cormune, ce qui est contraire & 1'hypothése.

avec i #1i!' , les polyndmes P, et P,,
: i i

4° Ainsi les séries formelles Log(l - A, ., X) sont lindaircuent indépendantes et
> 1 . Z r 7 —_ ’ e £ 1
si l'on a 2., Ai(X) Log Pi(k) = AO(X) , on en déduit que
s,
T i ‘
(Y - )\ = :
Zi=1 ijl ng Ai(Y) Log(1 i3 X) AO(() ,

donc tous les Ai(X) sont nuls,

B Qe f. do

3. Indénendance algébrigue.

Dans le paragraphe précédent on a donné des conditions suffisantes sur les poly-

nénes Pl , P2 g oo

soient lindairement indépendantes sur le corps des fractions rationnelles k(X) .

de k[X] , pour que les séries formelles 1 , Log P, , Lof P, ,

En utilisant ce résultat, D. L. Mc QUILLAN a réussi & prouver que les séries for-

rielles Log P Log P «es sont algébriquenent indépendantes sur k(X) (voir

[3]).

C'est pour l'essentiel la démonstration de D. L. Mc QUILLAN, un peu particularisée,

17 27

que je reproduis dans 1l'exposé ci-dessous.

3.1 Dans toute la suite, k désigne un corns de caractéristique zéro et Pl,Pz,m
sont des polynémes non constants de k[X] , preniers entre cux deux 3 deux et tels
que Pi(O) =1,

Pour simplifier les notations, on désignera par fi la série formelle Log Pi ’

et on posera K, = k(X) .

Le résultat que 1'on a en vue est le suivant.

THSORELE 1. - Soit n > 1 , et soit V(Y, , «oe, T ) un polynéue de K [Y ,~Y].

e fn) =0 entratne ¥ =0 .(On dit alors que fl y ses fn sont

Alors V(f

l ’
algébriquenent indépendantes sur Ko ).

La méthode de démonstration est contenue dans un deuxiéme résultat, dd a D. L.
Mc QUILLAN.
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” \
THEOREKE 2. - Joit une fanille de séries formelles (fi) telle que f!€ K, pour

tout i
Si o1, fl ’ f2 , eee sont lindairenent indépendantes sur KO , alors fl’fZ""
sont algébriquenent indépendantes sur KO .

Dans la dénonstration du théordére 2, nous utiliserons les notations suivantes

RO =KO

Pour m21, R =KIf eee T}, K =K0(f

l, n o) oo-,fm)o

S3i D désigne la dérivation de k((X)) , il est clair que, pour tout m ,
R)SR et DK)cK .
e i} Ii n

Pour w >0, Tm désigne le k-sous—espace vectoriel de k((X)) engendré par
les fi pour i Zno+ 1.,
I1 est clair que :
c < - ceo
RO Rl R2 <
c — C e
Ko K1 =%

TO DTl 3'1‘2 DS oees

On fera cette déuonstration par récurrence sur n -

Deux lemies souligneront les principales étapes de la dénonstration.

3.2 Commengons par n = 1 , nous devons démontrer que si 1 et fl sont linéai-

renent indépendantes sur KO , alors 1, fl s ces f}11 sont lindaireuent indépen-

dants sur KO , Dais nous reuplacerons cet énoncé par un énoncé un peu plus général.

LBWNE 1. = 30it Le T, et soit m >» O . Supposons que 1 et I soient linéai-

0
reuent indépdendantes sur K ,alors 1, L, «., Lh sont linéaireuent indépen-—

dantes sur X .
—————— I}

Preuve. = On va faire un raisonnewent par récurrence sur h .

Pour h =1, c'est évident.

Soit h > 1, et supposons que

h i 2
Zi=OAiL =0, avec A €K , A A0,

En dérivant, on obtient
sh , 1 y Sh Y i-1 _ .
i___OAiL + L i=01xiL 0
By éliminant Lh entre ces deux équations, on obtient

h~1 i
Zi:OBiL =0 , avec BieKm'

D'aprds 1l'hypothése de récurrence, tous les Bi sont nuls.

En particulier, on obtient B =0 , soit

h-1
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En divisant par Aﬁ , on obtient ((Ah_l)/Ah) +hL' =0 , d'od (Ah_l)/Ah+hL=c k,

dtou
e

7 -¢c)+hL =0,

ce qui contredit 1'indépendance lindaire de 1 et L sur Km .

3.3 Passons naintenant & la récurrence proprement dite.
- X

LEMMAE 2. - Soit L e Tm L#0 avec m =20 ,‘Supgoions Ly, £ 5, e linéai-
rement indépendantes sur Ko « Mors 1, L, «eso , I sont lindairement indépen-

dantes sur Kn .

Preuve. - On va faire un raisonnement par récurrence sur m . Pour m =0 , cela
résulte du lemme 1 (avec m =0 ).

Soit 1w > 1 , et supposons que le résultat a été dénontré par m -1 .

D'aprés le lemne 1, il suffit de déuontrer que 1

et L sont linéairement in-
dépendants sur K

Soit donc UO + Ul L =0, avec Ui € Km .

Si f_  n'apparait pas dans U, et U1 , alors U, et U1 € Km-l et 1'hypothése
de récurrence (L € T CT )

e entraine que U

0
Supposons donc que fm apparaisse dans UO ou U1 H

=U1=Oo

s quitte & chasser les démomi-
nateurs, on peut supposer que UO et Ul gont dans R

’ et on éerit
= Z . U, = Zh .
(l) UO 1=0 A, T, 1 { =C B, f

avec &, , B, € R, et (Ah ) Bh) #(0,0).

En dérivant la relation UO + U1 L =0, on obtient Ué + Ul L' + Ui L=0, et
en élininant L

2
1 - ] ! =
(2) UO U1 UO Ul + L Ul =0

Bn utilisant les expressions (1), et en les portant dans (2), on obtient

3 Gy, B ) - Bhga, D7 &

1=0 i

AR A [T R PR )T 13 1))

h i2
1 —
+ L Czi . Bi fm) =0

La relation (3) est une relation lindaire entre les puissances

£ . 2h
a coefficients dans Km—

1, y oy T
m m
+ 1 1 ] ! .

1 puisque fm , L', Ai , Bi ’ Ai , Bi Km—l

Mais comme ﬂne Tﬂll , l'hypothése de récurrence entrafne que tous les coefficients
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c., C de cette relation sont nuls.

0 l 9 e o 9 CZh
Nous allons en déduire que tous les B, sont nuls. Commencgons par les termes de

i
2
o £ — Ar . Rt 1 =
plus haut degré. Nous avons Cop = B] Ah B} Ah + L Bh o .

2
Si Bh n'était pas nul, on aurait en divisant par Bﬁ') (Ah/Bh)‘ +L'=0, d'ou
r o
Ah/Lh +L=cy€k

) omin e T CT ~t N B - € . . ion &
- Comme L o ey ©F que Ah/ﬁh q K on a une contradiction avec

. - n-1 7
1'hypothtse de récurrence.

Puisque B, =0 et que (Ah , Bh) £ (0, 0), A& n'est pas nul. Dans toute la

suite, nous remplacerons Bh par zéro. Passons a Con

Copet = By Ay = Bpg A =0 .

e 2 N
En divisant par A , (Bh_l/Ah)‘ =0, d'ol Bh_l/Ah =c€k.

| » hous avons

Passons & ¢ nous avons
2h-2 ?

Cono = (Bpp &8 = Bh , &) + (Byy Mg - By &)

2
! - - ' =
+£(mB A -(h-1)3B  A)+L' B _ =0,
Bn divisant par Aﬁ , ¢t en utilisant Bh—l = cAh , on obtient
B
- (B=2ye g c(Ah‘l) +ef! + C L =0 ,

"n *n

B
2;2 + c Aﬁ;l + cfm + 02 L=c €k,

1
nais fm + cL e Tm—l , et les autres termes sont dans Km—l , donc 1'hypothése de

dtou

récurrence entraine c =0 , d'ou Bh ;= 0 .

Nous allons maintenant supposer que nous avons B 0]

h Bh—l T e T Bh-r+1 =

avec r 2 2 , et nous allons montrer que Bh—r =0 . Nous allons utiliser les rela-

tions C2h—r = c2h—(r+1) =0 .

Comme 2h - r > 2h - (v + 1) > 2(h - r) , le terme L'ng;g Bi f;)2 n'intervient
pas dans le calcul.

: = ! . BRI N, o= 'ov = € .
On a donc Coper Bh-r Ah Bh-r lh 0, d'ou Bh—r c, Ah , avec c, k

On a aussi
Copret = Cpopet 4 - By &)
+ By By = B Ay
+ fn'l(hBh_r A, - (h - 1) B Ah) =0 .

Bn dérivant par Aﬁ , et en posant Bh—r = ¢, Ah , on obtient
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B An
h-r-1y, _b-1y, -
( Ah )+ c2( Ah )+ c, rfD =0
d'ou
3 “y
h-r—-1 -1 B
- ——7g:—--+ c, Ah +c, rfm = 03 ek .
Bn raisonnant comme plus haut, on obtient ¢, T = 0, d'ou c, = 0 et Bh.r =0 .
Finalerent Ul =0, d'ou UO =0 et le lenme 2 est dénontré.
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