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Groupe d'étude en 19-C1
THEORIE ANAIYYIQUE DES NOMBRES
lre-2e années, 1984-1985, n°® 19, 14 p. 12 novenbrel984

X~UNITES DE CERTAINS CORPS DE FONCTIONS ALGESRIQUES, II

par Yves HELLEGOUARCH ()

1. Rappel du point de départ du premier exposé.

l.1. = Dans le preuier exposé on s'était donné :

3n 3n~1
¥) —
D(Z) = X tag o X + eert 3y €A

avec A = Q[X], et on evait considéré la série foruelle :

1 % y+1/3 1
A= Xn[l +3(—(a31'1—1 + eee +-}-(—3—E:i-)] € Q’(('i'))

3

que nous avions appelée la "racine réelle" de Y = (x) .

Alors on avait introduit les objets suivants :

(k= Q(X)
B = K(a) < Q(()
B=AlA] .

1.2 Généralisation. — Cette généralisation a été faite en collaboration avec D. L.
Mc QUILLAN

(1)

On se donne un corps k et un corps de fonctions algébriques E sur k « On

se donne aussi un élénent non constant X de E .,

On désignera par L 1'anneau k[X] , et par B 1la ferueture intégrale de 4
dans B .

Définition. — On appellera "ordre de E relativement &2 X " tout anneau © vé-
rifiant les conditions :

1 AC OC B

20 le corps des quotients de O est égal &8 E .

Le but de ce travail est une étude du groupe des unités de O , groupe que l'on
notera U(O9) .

Un preuier procédé consiste & introduire le corps k(X) , que l'on désignera par

K , et & utiliser la norue 1LE/K . Nous déuontrerons d'abord le résultat suivant.

THEOREME 1. - Soit un ordre © de E relativenent & X . Alors ¢ € wWo) équivaut
%E/K(QP)ek et 9eod .

| -

-
(") Yves HELLEGOUARCH, 4 rue du Docteur Rayer, 14000 CAEN.

(1) On suppose que k est naxiual en ce sens que tout éléuent X de E \ k est
transcendant sur k .
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Remarque. = Nous dirons que la seconde condition est une "équation de Pell" géné-

ralisée.

Dans cette perspective, 1'étude de U(0) est 1'étude des solutions (dans © ) de

1'équation de Pell.

Nous fractionnerons la déuonstration du théoréme 1 en un certain noubre de lemnes.

LEMME 1. =81 9€ B, o€ U(B) équivaut & jIE/K(w) ek .
Preuve.

1° Soit © € UB) , alors il existe § € B tel que oy = 1 . In prenant la norue,
on en déduit que :
Mais cone © et § € B, on sait que jLE/K(@) et RE/K(w) € A . I1 cn résulte

que nE/K(cp)e >(4) = K.

s :
20 Réciproqueuent, soit @ € B tel que 51E/K(¢) € k . Alors le/K(Q) = g.p oOU

p est un entier sur A .

* 5
On a donc o9p =& € k , d'ou p=‘5(q-)-€E,donc pEB et (—g—EB.Sil‘onpose

11[:

Rio

, on voit donc que ¢y =1 avec ¢ et ¢ € B, donc o est une unité de B .

1.3 Places & l'infini. - On appellera "place & 1infini" sur le corps Q(Ci)
=X

l'application qui a

1\n L A
an—no an(f) ’ anO 7~ 0

fait correspondre

si n, =0
et

0 si nO <0 .

Puisque . l'on se trouvait en 1.1 devant une tour d'extensions :

a($)

L
L.

les restrictions PO et p, de cette place 34 E et & K seront des places sur

E et K dites "places & 1'infini". En ce sens T, est une prolongenent "canonique"

K(a)

Q(x)

de p,_ de degré 1 .

¥, posseéde une autre extension (de degré 2 ) & E que 1l'on notera P1 .
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Généralisation. - Dans toute la suite de ce travail, nous désignerons par Pe

la place & 1l'infini de K , c'est-3-dire la place triviale sur k qui envoie X
sur «

Alors on sait [D] que E ne possdde qu'un nonbre fini de places au-dessus de Pt
nous désignerons ces places par PO s woe Pt—l .

LEMME 2. - Soit ¢ € E , les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) peB,

(b) les seules places P de E telles que P(cp) = @ gont P0 gy see Pt e

Preuve. - Montrons que (a) = (b) .« Puisque 9 € B, on a

n n-1 _
¢ +a 9 +...+an—0 avec aieA.

Supposons que P(@) = ® , alors PQ%) =0 . Mais on a
1 1\n

et si P # P, , pour i e {0, «ee , t =1}, on obtient 1 =0 en appliquant P

aux deux ueunbres de cette équation.

Mdntrons que (b) ==> (a).

Soit 9 e E ., Si cp_l est uhe unité de 1l'anneau A[cp_lj , on obtient que
9 € als7], dlod

-1 -1
p=a +a, o +...+arcp y &, € A,

0 1
ce qui entraine que

r+1 r r-1
P -8 -2 9 -,..-arzo,

d'lol @ €B .
Supposons donc que cp-l n'est pas une unité de A[q)—lj , alors cp-l appartient
& un idéal maximal n de A[cp-]'] « D'aprés un résultat général [B], il existe un

anneau de valuation (V , M) tel que V DA[cp—l] et n=MNn A[cp-lj .

(v , M) détermiine une place P de E qui est finie sur A et qui est telle que
-1
P((P ) =0 .

Donc P(y) = « et, d'aprds la condition (b), P e {P cee Pt} , donc P(X)=cwi

1
LEME 3. = 0n UB) = W0) .
Preuve. — Soit ¢ € O n WUB) , je dis que o € U(0O) .
En effet, nous avons .4y =1 avec y €B ., Si o U0O) , il existe un idéal ma-
xinal n tel que @ € n .
D'aprés un résultat général [B], il existe un anneau de valuation (V , M) tel que

Vo O et n=Mno .
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(v, u) définit une place P de E qui est finie sur © et qui est telle que
P(@) =0 . On a donc P(w) = » , et coune

y € B, le lemne 2 uontre que
Pe {P_ y bee Pt} .

On en déduit que P(X) = = , donc P ne peut pas &tre finie sur A i
Avec ce troisiéme lemue s'achdve la déuonstration du théoreue 1

l+4 BEst-ce que B = A[a] ?

On se donne un entier p >0 , un corps k dont la caractéristique ne divise pas
p et un polyndue unitaire D de degré pn , avec n >0 .

On pourrait aussi supposer que le coefficient du terne de plus haut degré de D

*
est puissance p-idne d'un éléuent de k , mais cela ne change rien. On a donc

D(x) = X" + a, e w[x] .

Dans toute la suite, k sera fixée, et u_  désignera le groupe des racines p-

idnes de 1'unité dans k . Rappelons le résultat suivant.
On fera successivement deux hypothéses sur D :
1° Hypothése faible : D(X) n'est puissance g-itme d'un polynéme de k(pp)[X]
pour aucun prenier ¢ divisant p et, si p est divisible par 4 , —-% n'est
pas une puissance quatridne (ceci assure 1'irréductibilité de ¥ - p(x) )

20 Hypothdse forte : D(X) n'a pas de racine multiple dans une cléture algébrique
k de k.

PROPUSITION 1. — On suppose que l'hypothése faible est vérifiée, on pose K = k(X),

et on désigne par Y une racine p-idume de D(X) , alors on a

K(u ’ Y)

E

K(Y) (up)

AN

K(“b)] = [k(Y)

(XY

S
(-]

il
a3

1° [K(H‘p ’ Y)

[K(up , 1) k(¥)] = [K(up) : K] £ o(p)
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20 Gal K(“b ’ Y)/K(u ) = %/pZ

Gal K(pp , Y)/K(Y) Gal K(p )/K = Gal k(u )k =G = (Z/pZ)* .

On désigne par k((%)) le corps de séries foruelles en %- du type

-0
F(X) = ZQBUO a. X, ae€k.
Lorsque F(X) # 0 , si on suppose a, #0 , on dit que - n, est le degré de T ;

- 0
lorsque F(X) =0 , on pose degré de F égal & - =, on le note deg(F) . On dé-
gigne par t 1l'application

k((F) —> x

F —> t(F) =
O Si F=Oo

On dira que F(X) est unitaire lorsque t(F) =

PROPCSITION 2. — L'équation Y' = D(X) admet une solution unitaire & dans

() .

Prouve. — D(X) = xP[1 +-—-R( )] , ou R(—J est un polyndne en -% de degré
pn - 2 . La fornule du bindue de Newton nous pernet de définir D1 P parce que la

caractérigtique de k ne divise pas p , nous avons
e ot xR
a(x) = XL 1/ R ()] .

D'aprés la proposition 1, a(X) est un élénent algébrique de degré p sur k(X),

et on a degré A(X) =n (en tant que série formelle).

THFOREHE 2. - On suppose 1'hypothése faible vérifide. On met D sous la forne
o
Qll'... QSS.F , ou Ql ; see 5 Q  sont des polyndnes irréductibles distincts sur

k(X) avec @,22 pour 1<4<s et (Q,,F) =1 pour 1 <4 <8
~

'e ?

On suppose, de plus, F sans racine nLultiple dans k et les «, premiers avec
—_—

p pour 1 4 €8 .

Sous ces hypothéses, la clture intégrale B de A dans E est 1l'ordre forné

des fonctions f de la forme

U +U. Y+ ooo+U . YL

0 1 p-1
. T %1 “s ’
Ql se 8 QS

ou les polvnénes Ui appartiennent & A et vérifient la condition
a -]

Vi,V 4, QLZ U, on [ ]
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COROLLAIRE 5. - Si on suppose 1'hypothése forte vérifide, la cldture intégrale B
de A dans E est k[X, Y].

COROLLAIRE 6, - Si p= 3, et si D est de la forne QZ.F , avec { sans facteur

- . = 2
carré, F sans racine multiple. dans k , (Q, F) =1 .Sion pose D= QF ,

on a

2

) .

B=A+ AY + AY ou ¥ -5 avec (¥ =.

ol

Preuve. -~ 30it f € B, alors

. -1
UO + U1 Y+ eae + Up—l Y
f = 0) ’

avec Ui €A pour 0£i<p-1, Q€4 non nul.

*
U J)=1 et Q& k (en effet, si Qe k'’

On peut supposer (q , Uy » Uy oy eee s o1

f B ).

BI | Q) nous allons nontrer

30it P un polynénme irréductible divisant Q , (P’
qu'alors P ne peut &tre qu'un Qi-.

Soit p un diviseur preuier de k(p,p , X, Y) au-dessus de P , et soit ¢ 1la
fonction U0 + U1 Y+ oea + Up_1 yP-! on a, d'aprés le lemme 2,

feB=—> vp(cp) ZVP(Q) > 21 si v (P) =po

et, pour des raisons galoisiennes, ¢ désignant un générateur du groupe de Galois,
i . .
V:')(O (CP))=VH(‘:P) y Vi 0<igp-1,
on en déduit que
by _ oy (3P = B i < i -
R p-1 .
et, a fortiori, v:‘)(Ui YT) 2w .

ifais corme (P , UO y see 5 U ) =1, il existe des polyndues VO,Vl,...,V' €A

p-1 p-1

-1
tels que (P, Z§=0 Ui Vi) =1
On en déduit que
v (P = v (T, 7)) YY) 3,
v e i1
d'ou
v (D) = v (¥F) > e 2 v () .
Ainsi P2 divise D, ce qui montre bien que P ne peut &€tre qu'un Q .
Cherchons uaintenant & quelle condition la fonction

p-1
UO + U1 Y+ e0e + Up__1 Y
N 3

S
Ql se e QS

f =

est un entier sur 4 .
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On a, toujours d'aprés le lemne 2,

fEB <=> Vo (¢) z8, pour 1S4Ss,

A
ou q’c est le diviseur premier de k(X ’ Y) au-dessus de Qy et vq la valua-
! A
tion associde 2 q, et telle que 4 (Qi) =1, on a alors Vy (qz) =-% car on a
X &
sunposé (az , P) =1 pour 12 <s
Désignons par ¢q un qz y @ un o, B un Bz y ON a
i ior .
vq(Uin)=vq(Ui)+-3, 0<i<p-1,
corme d'autre part (@ , p) =1, ona
vq(Uin)aévq(UjY‘]) Vi,3, i#3,
et donc
. B . P B-1 P . 2P
Vq((p)?,ﬁ<——=>QlUi, 0 i <'&', Q |Ui,:(-‘<"l<_'3".'

en remarquant que si B >« , alors Q[UO y wee g Up__1 y On peut donc supposer

-3

B £a et en nultipliant le nunérateur et le dénominateur par Q , uettre tout
éléuent f de B sous la forme

U +U. Y4 uee+v . YL

£ = 0 1 p-1
Ql Q’s
Ql oo QS

et la condition du théoréme est celle trouvée en tenant counpte de cette transforma-

tion.

2. Déconposition du groupe des diviseurs en gonme directe.

Nous désignerons par ® 1le groupe des diviseurs de E , c'est ®==151-Z P, ou

P décrit 1l'enserble des places (non équivalentes) de E . Si 1'on pose

m=2P) €. @ZP

n=JP-__!T_P;ZP, i—"-'o,u..,t—lo

7 .
i
I1 est clair que ® = mw® n..
Nous désignerons par T, et T, les projecteurs associds & cette décomposition en
souue directe

i
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PROPOSITION 1.

1° I1 existe un isomorphisme Jj , et un seul, de 1 sur le groupe des idéaux frac-

tionnaires de B qui envoie une place P de E sur 1'idéal premier

j(P) = {pe B; P(g) =0} .

208i oeB \ {0}, alors j o ﬂz[div(w)] est 1'iddal fractionnaire de B engen-
dré par ¢ .
30 Ker(j o

5 ° div) = u(B) .

Coune plus haut, nous démontrerons d'abord un lenne.

LEMME 4. - Soit ¢ € B \ {0} et P une place ¢ {PO y eee Pt-l} . Alors, pour

tout ne N, on a 1'équivalence

. . . +1
vp(9) = n <= ¢ e [3(®) T \ [3(2) """ .
Preuve, - Cette preuve utilise principalenent le fait que la valuation associée a
P est discrdte [D].

Soit (V, M) 1'anneau de valuation de P , et soit 1 un générateur de M , on
a donc

Q= urt” , u unité de V.

Puisque E est le corps des quotients de B , on peut écrire

u T
1 1yn
Q= — Q__)
u2 u3 '

o uy o, u,, Uy € B\ j(P) et m, € 3(P) . On en déduit que

@ u, ug = ul(ﬁl)n e [3(»)7"

ot, come u,w £ J(B) , on voit que o (AT,

Mais si o€ [3(B)T*, ona n? e [5(P) ™, done [3() MY adivise (m, B)" ,
ce qui entraine que [g’(P)]2 divise (nl B) , et vP(ﬂl) 3 2, ce qui est absurde.

Dénonstration de la proposition l. — La preumiére partie résulte de la propriété

universelle des groupes abéliens libres.

Pour la deuxidne partie, on utilise le letme 4 qui entraine que, si P¢{Po,m,Pt_1},
vp(@) =n equivaut a dire que [j(P)]n divise exactement ¢ B .

La troisiéne partie résulte du leume 2.

Si ¢ € UWB) , alors ¢-1 € B, et les zéros et pbles de ¢ appartiennent &
By s eee s Pt—l} . I1 en résulte que div(p) €m et ﬁ2[div(g)] =0 .

Dans toute la suite, nous désignerons par @(), W » Tg les sous-groupes de ® |,
m, n constituds par les diviseurs de degré zéro, et nous désignerons par € 1le

gsous-groupe des diviseurs principaux de @ .
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Dans ce travail, nous nous intéresserons principalement au groupe quotient
8 = u(B)/kK , c'est-d-dire au groupe des solutions de 1'équation de Pell (dans B )
définies a une constante multiplication preés.
e
THEORRME 3.
o oe 11
1 S __loo N P .

2° Le groupe des classes d'idéaux de B est isonor-he a n/ﬁz(@) .

Preuve.
1° Nous considérons 1'homorphisue :
U(B) —> iy n @
.
o |—> div(e) .
I1 est clair que L est surjective, ¢t corme Ker L = k* , on obtient

(1) In L = UB)/Ker L = §(3) .

2° Une naniére de décrire le groupe des classes d'idéaux de B est la suivante :
Deux idéaux fractionnaires I et J de B sont dits "équivalents", si, et seule-

ment s'il existe © € B \ {0} telle que
(2) J = I.(¢B) .
D'aprées la proposition 1, il existe des diviseurs C et D dans n tels que
I=3(c) et J=300),
et la relation (2) équivaut a

D=C + ﬂ2[div(cp)].

CORCLLAIRE 1.

1°© ¢ est libre et son rang est majoré par t - 1 .

b

20 Lorsqu'il existe un diviseur de degré 1 dans l'ensemble {PO y eee Pt—l

le groupe des classes d'idéaux de B est isonorphe &
O f +my =0 f)/(0+ m/f),

c'est donc un quotient de la jacobienne de E .

Preuve.
1% En effet RS est libre, de rang t -1 .

2° 3upposons que degré (PO) =1, alors on peut écrire que

]

¢ = n2(cl) , avec C, = C - deg(C) By € g

— — €
D= ’n2(D1) , avec D, =D deg(D) Py €9 -
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Par suite, 1'équivalence de C et de D s'éerit

ﬂg[Dl -C, - dv(o)] =0 ,
30it encore

D, =C, + aiv(ep) mod(nb) .
Le groupe des classes d'idéaux de B est donc isouorphe a (DO/@ + oy .
Nous appellerons "partie & 1'infini" de la jacobienne J de E 1le groupe quotient

JOo = ab/ub ne.

COROLLAIRE 2.

1° Soit T 1le sous-groupe de torsion de J , on a la relation

rang(Jm/T) + rang(®) =t -1 .

20 Lorsqu'il existe un diviseur de degré 1 dans 1l'ensecnble {PO y eee Pt—l} ,

le groupe des classes d'iddaux de B est isouorphe & J/J_ .
15 (8]

Preuve.

10 On sait qu'il existe une base Up oy oeee s Uy de ) et des entiers non nuls

A 5 eee y d, avec dlld2l ces Ids tels que d; W, , eeo , d u, soit une base

1 1
de My N ® .
alors
o : N ~ t=1-8
nb/nbn@»_z/dl@...oz/dsz@z .
Donc

rang(Jw/T)

t -1 -3

1l

t -1 - rang(wb n @)
=1t - 1 - rang(8) .
20 11 suffit de transcrire la seconde partie du corollaire 1 en tenant compte de
1'isouorphisne _
(@ + ap)/f = m(m af) .
Exeuples — On suppose que E = K(Y) avec Y° =D(X) € A, ou D(X) est un poly-
néne dont le degré eat prenier avec D .
On voit facileuent que P_ se ranifie dans E , et que son indice de rauification
est égal & p .
I1 en résulte que t =1 et que le degré de PO est égal &4 1 . Ainsi
m= 2 PO y By = {0} et J, = {o} .
Le corollaire nontre donc que :

20 Le groupe des classes d'iddaux de B est iseuorphe a J .
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CORCLLAIRE 3. - Lorsque k est un corps fini, § est un groupe abélien libre de

rang t -1,

Preuve. — J est 1l'ensemble des "points rationnels" d'une varidété algébrique dé-

finie sur k [L]. Donc J est fini.

3. Counasg (gg‘ E relativenent & X , dans les corps de nombres aleébrigues) .

On dita que @€ B \ {0} est un "comua de E relativement & X " ou une "meilleum

approxiuation dans B ", si ¢ vérifie

O, see 5 t-1)

(v ore B\ {0}, v (¢)zv (¢ pour i

——'-——>(ﬂ )‘Ek%, \'P‘ }‘?)-

s 7
PROPRIETE., — Toute unité de B est un comma de E relativeuent & X o

Prouve. — Soit ¢ € U(B) , si ¢ n'est pas un comua de E , il existe ¢'€ B \ {0}

et il existe une place. P tels que

- (') 2v_ (@) , pour =0, =, T =1

v (6 > v (0)

et posons

D, = [vp(@) - vp(g')] P - div(p) .

Alors o'€ L(— Dl) , hiais corme deg(Di)< 0 , le théorene de Riemann-Roch entraine

que A(- Dl) =0 , donc ©' =0, ce qui est ahsurde.

iiais on doit noter qu'en général un conna ¢ n'est pas dans U(B) . On considére

alors les applications

V/j;/,divl(@) €
© € B |—> div(o)Y .

k\hé\adivg(@) e i,

si ¢ eB\WB), divl(@) ¢ i et divz(@) >0 . Lorsqu'il existe un diviseur

premier P & 1'infini de degré 1 , on peut considérer :

D, ()

Il

ﬁw@)—@dﬁ%@ﬂPeoo

et son “fanténe"

I

Dl(w) divl(w) + deg[divz(Q)] PE iy«

Lorsque t = 2 , on voit que 1l'existence d'unités non triviales dans B équivaut

3 dire que DZ(Q) (ou son "fantBre") sont d'ordre fini sur J .
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/ .
THEOREHE 4, - Si ¢ st un comua de B relativenent & X , le degré du polyndue

N(p) € A est inférieur ou égal au genre de E .

Preuve.
1° 3i nous posons Dl = div1(¢) , la condition pour que ¢ soit un comma s'éerit
#(p)) =1.
Hais le théordne de Riemann [D] nous donmne
s(p) +a(p) z1-¢,

donc
1
2° 3i nous posons uaintenant

D, = div,(y)

-

alors nous avons

|
(@]

. 1 =
dog(Dl) + deg(JZ)
donc

deg D2 <8 .

3° Mais, d'aprds [D] (page 110),

degK(fﬂ,E/K D2)

ce qui, dans nos notations, donne

deg.(D,)
B2

deg D

degK[TL(go)] P
et finalément

deg [M(0)] < g «

Coumas dans les corps de noubres.

Soit un corps de nombres algébriques I . On désigne par B 1'anneau des entiers

de E et par PO y wes Pt—l les valeurs absolues "archinddiennes® de E [C].

Définitione — Soit. x € B \ {0} « On dira que x est un couza de E si, et seu-

lenent si, quel que soit y € B \ {0} , les conditions

'y‘p. 's Ix| po.ur i = O 9 eee o t - l

i i

entrafnent que v = (x , ou ( est une racine de l'unité dans I .

PROPRIFTH. ~ Toute unité de B est un couza de E .

Prouve. — On utilisera la foruule du produit [CJ. Puisque x € UW(B) , on sait que,
pour toute valeur absolue non-archiuédiemme P ,

=1
BN
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Donc la foruule du produit entraine que

t-1
ni:O lepi =1.
D'aprés nos conditions, nous avons
‘F-l IYI S
i=0 Py

Mais puisque y € B, nous avons, pour toute valeur absolue non-archinédienne P :

1.
71, <
Donc la fornule du produit entraine que l'on a ly]p = ]x]p pour toute valeur
absolve P .
Donc si 1l'on pose ( =% , ON a
eUB) et Iglp =1, 1i=0, wee, t=-1.
i

I1 en résulte que { est une racine de l'unité [C] (l)

PROBLﬁME. - Bst-ce que les comwas de E = K(A) sc spécialisent en corrias de
_g(?/ﬁ( xo)) lorsque 1l'on spéeialise X en x, ?

4. Rang du groupe 8(0) .

Considérons naintenant un ordre © de E relativenent & X , nous nous proposons
de géndraliser a U( O 1le résultat du théordue 2. Nous noterons par & le ronoide
counutatif des diviseurs des éléuents de O , soit encore & = L(9) obu 1'on pose,

coune plus haut, L(p) = div(p) . On peut renarquer que le synétrisé de & est F,

Il

THﬁORﬁME 3. - 8(9) ‘U(L‘))/k% est un sous-groupe de © qui est isouorphe a

Gy N & . Son rang est encore rajoré par t - 1 .

Preuve. - Nous allons encore dér.ontrer que
L U0O) — in, N 3
est surjective.

Tout diviseur de m N & est de la forue div(cp) , avec © € O, Coune div(cp)em ’
le Teuue 4 entraine que @€ U(B) .

I1 en résulte que @ € OnUB) = UWO) d'aprds le leune 3..

COROLLAIRE 4. - Soit T(8) 1le sous-groupe de torsion de Jm(O) = xcb/'rb né&

on a la relation

rang(Jw( O)/T) + rang 9(@) =1t -1,

Remargue. — Dans certains cas rang 9(@) < rang 9(13) , donc rang;(J@(O)/T)>rang Jm/T'

(l) Cette démonstration s'applique également aux corps de fonctions algébriques
puisque la formule du produit est valable. '
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