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THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
lre-2e annéeg, 1984-1985, n° 18, 7 p. Snovembre 1984

X-UNITES IE CERTAINS CORPS DE FONCTIONS ALGESRIQUES, I

par Roger PAYSANT LE ROUX ()

1. Bquation de Pell généraligée et unités.

Soit

On se propose de trouver les triplets (UO , Ul , U2) de polynémes a coefficients
rationnels tels que :

3 2

3 3 _
(1) Ug+U; D+ U, D°-30,0, U, D= Cte # 0 .

1 2

On fait 1'hypothdse que D n'est pas un cube dans A = JX] . Le probleme posé
revient & chercher les unités de l'anneau B = A + AY + AY2 du corps des fonctions

E=K(Y), oo Y vérifie 1'équation Y3 =D . Bn effet, si 1'on pose

cp=U0+UlY+U2

¥, v,ea (i=0,1,2),
alors (1) s'derit :
n’E/K o) =Cte #0 .

Si j désigne une racine 3e de l'unité différente de 1 , on a le diagramme :

k(3 , Y)

K(Y | K(j)
2
\ /

On peut montrer que B est la fermeture intégrale de A dans E quand D n'a
que des racines simples.
3i on désigne par U(B) 1'ensemble des unités de l'anneau B, on a :

%
9 € U(B) si et seulement si Noe Q .

P 0 9y € %B) , nous dirons que ¢, ~ 9, s*il existe

2%
(") Roger PAYSANT LE ROUX, 13 allde du Bec Hellouin, 14000 CAEN.
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On pose § = U(B)/Eir.

2. Rang du groupe des unités.

Soit A la solution "réelle" x° + eeo dans le corps des séries formelles ,Q((%))
de 1'équation Y3 =D.

On définit le degré d'une fonction @(U) = UO + Ul A+ U2 A2 de la fagon suivante:

si on développe w(U) en série formelle en 1/X , on obtient

Qp = Zmzmo C{_m X ’
@ € Q, ol m, esttel que « #0 , alors - m, est appelé le degré de ¢ et
0

on le note deg v .
On définit de fagon similaire le degré de
’ 2

_ 3 . 2
Ucp(U)_UO+3U1A+J U, o

et le degré de

2 2 .
o @(U)_U0+U13 B+TUy § b .

THEOREHE 1. - Le groupe © est soit trivial soit cyclique infini.

Preuve. — On considére 1'homomorphisme :

2
@ > (deg ¢ o deg 0o, deg o @) .

On va_montrer
1° L est injective

- < 3
) a~ e ° —_ — .
2 < Im L < {(X.O 9 1(.1 N X2) Z H XO + Xl + X2 =0 et Xl = X2}

Cela résultera du lemme suivant.

LEMME. - On suppose U # O et on pose

deg U = max(deg U deg U, &, deg U .;\2) .

0’ 1 2
(a) Vv UE A% , on a deg o ¢(U) = deg o2 o(u) ,
(b) VUGAB,

(i) si deg ¢ <degU , alors deg ot ©=degU(i =1, 2)

(i1) si dego ¢ <degU , alors deg ¢ = deg U .

Preuve du lenme.
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(a) o =2 o ™, “_ e Q(j) , « #0

alors on a

(b) lontrons (b - i) , pour cela posons

4 ydegl (4)

U At =3

P + eee , B

€R

ot o = Y(l) XdegU + ..
alors on a

L) _ gl (), (@)
(2) L) o )52 ,(2)

L2 0 2 () g (2)

Y(O) =0 et si on suppose de plus

81 on suppose deg ¢ <degU , on a
(0) _ Y(1) _ v(2) -0

deg U © = deg 02 p <degU 3 alors on a Yy et d'apres le sys-

téme (2) B(O) = 5(1) = ﬁ(z =0 mais ceci contredit le fait que U # 0 .

Remarque. — Si on prolonge 1‘'homomorphisme L & BW[Q7 , le lenme nous dit que L

o,
reste injective, ce qui est faux pour E /Q .

3. Définition de mejilleures approximations.

On pose
g, (0) = deg o eU) (i=0,1, 2)
N(U) = deg T (U) .
Définition. - Soit Ue A , U#0, on dit que o(U) = Uy + Uy o+ T, n? (ou

U ) est une meilleure approximation (ou en abrégé m. a.) de 1, 4, A2 si U vé-

rifie la propriété

7 Ue AB, Ut #£0 , @i(U')séi(U) (1i=0,1,2)=>U'~T
(U ~U si @(UY) ~o(U)) .

Propriétés des m. a.

10 8i o(U) € U(B) , alors (U) est une n. a.,

A3 g? par l'houomorphisme injec-

Z’B

2° si on identifie mn élément de & un point de

tif L, il n'y a qu'un nombre fini de m. a. dans une région hornée de ,

30 l'ensemble des m. a. U telles que QO(U) <0 (resp. él(U) £0) est totale-
ment ordonné par le degré de U ce qui est équivalent & dire qu'il est totalement

ordonné par QO (respe él) o En effet, si U est une me a. et si
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QO(U) <0 (resp. ;"O(U) >0) , alors deg U = \él(U\. (resp. deg U = QO(U))

4. Qpnstruction des wmeilleures approximations.

Nous allons construire les me ae U de 1, &, A2 qui sont telles que
QO(U) £ 0 ; nous savons d'aprés le lemme du § 2 que dans ce cas él(U) = QZ(U) = degU.
De plus, ces n. a. sont totalement ordonnées par le degré de U . Nous allons cons—

truire ces n. a. en faisant croftre le degré.

. 3

(a) Les m. a. de degré O sont les triplets (4, 0, 0), Ae Q :
On remarque ensuite qu'il n'y a pas de m. a. de degré stricteunent compris entre
zéro et n , en effet, sinon U = (UO ,0,0), avec 0 <degU, <n et on aurait
deg U = §O(U) >0 .

(b) Les n. a. de degré n : A - E(A) & une constante multiplicative prés, ou

E(A) désigne la partie polynbduiale de 4 = ) Gl

N (0) ,n n
L 0) ou Uy =u, ) X+ e +ouy

Soit UGA3 avec deg U =n , U:(Uo,u
et Uy € Q . Nous cherchons & trouver un U € A3 tel que QO(U) soit minimal, pour

cela, on développe ©(U) on série formelle en (1/X) :

o(U) = uéo) ) Gl uén) + ul(Xn + agl) > G agn) F oaee) o

Nous pouvons trouver un U qui annule les n + 1 preniers coefficients de @(U).

. (0) _
uO + u1 =0

uél) + u a§1> =0

1
N,

Réciproquenent, si nous avons un U € A3 tel que deg U =n et QOUJ)<§-1 ’

(n)
ul al =0

alors

U= (- u, E(a) , u 0) avec u, #0 .

17 1

3

(c) Soit q wun entier = n , on va construire un U € A” tel que U#0,

deg U s q et ¢,(U) mininum.

On nontrera alors que ces conditions déterminent un U 4 une constante multipli-

cative prés et que ce U est une n. a.

On pose

(0) pq , (1) 4q-1 (q)
UO = X* + Ug X 4+ eee + Uy

U, = u§0) Xq—n + ugl) Xq—n—l + eee + ugq_n)

U, = u§0) X472 uéO)Xq-zn_l + aee + ugq~2n)

<

b= X84 all) gl

2 g, a(21) gen-l

+ oo
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3i on développe @(U) un %-, ses coefficients sont des combinaisons lindaires des
coefficients des polynémes UO , Ul , U2 .

Appelons Aq o la matrice de ces coefficients
?

0 1 0 (q-n (0 (q-2n
B I N N N
coofficient de X : 1, - 0, = ,0 31,0 ,=,0 31,0,=,0
coefficient de Xp’l: o, 1, = 4,0 H a?),l s 40 H ggw,l s 50
1 1 1
(1) (1)
0 al a2

Soit zq le nonbre de colonnes de la watrice Aq o *-On considere la matrice tron-
?
quée Aq 0 fornde des m prenieéres lignes de Aq . » alors on peut dnoncer :
b A ?

Trouver U # 0 avec deg U K q et QO(U) nininun équivaut a trouver un entier

r  qui vérifie
q

&
P4 q "‘_£ ~=
10eQQ*, U#0, Aq,m-lU 0
q
~ £ ~ ~
vieqd, o T=0=U=0.
q,L
q
On recarque alors que le systéue Aq 4 -1 U =0 a une solution non triviale et
J A -
que par suite 4
4 <1 .
e q

On nontre alors que
2 U) €~ +g+1 -2 +qg+1
o (0) gt e gt
et que

N(U) = (85 + & + 3,)(U) €3n -2 si [%J >0 .

Ce nombre 3n - 2 est le genre de la courbe dans le cas particulier ou D n'a
que des racines simples. Ceci n'est pas un hasard car on peut introduire les m. a.

3 1'aide du théoréne de Riemann-Roch.
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Pour construire la suite des m. a., on fait varier q de 1 & 1l'infini,

ey

LI ’ [ LI ]

U(O)=(1 , 0,0), U(l>~E(A)-A, gt?) ’

deg @ _o < deg o) - < aeg o2 < .. < deg o) o

% v(0)

0> QO(U(I)) > @O(U(Z)) > ... > QO(U(i)) > as

i est appelé le rang de la u. a.

Les Il. a. U(l) sont définies & une constante wultiplicative prés, un moyen

L

%, %
d'obtenir 1l'unicité est de choisir un syst®ue de représentants § de Q /Q 3 . Un
élément de g[ appartiendra & 8 s'il ne contient pas de puissance 3e dans sa dé-

conposition en facteurs premiers et s'il est strictement positif :

Définition. — U est "la" n, a. de rang i si
o u~pd)

N

2° s € & ou s est le coefficient du terme de plus haut degré du polynbue

No(U) , lan. a. U définie de cette fagon est unique.

En effet, soient U et V deux m. a. de rang i . Blles different donc d'une
*
constante U= AV, A€ Q . On aalors

n(U) = 2 (V)

Si on pose
ﬂcp(U) = 38 Xm + oeee
ncp(V) = t Xu + e

on en déduit 1'égalité s = A et corme s et t€8 , on a 2 = 1 et donc
A=1 .

5e Eériodicité des n, a. et solution & 1'éguation de Pell.

On pose

_ ooy
i~ cp(U i ) !

Définitions — On dit que la suite des n. d. est purenent pseudo-périodique (resp.

o i>0.
purelent périodique) si la suite (ai)i>0 est telle que

im 21, Vqg=20, Vr, Osr§ﬂl—1, %wﬁr~al

(resps 4w, =21, Vgqg20, Vr, OS&r <‘“2 -1, qqﬂ2+r = ar) .

THEORELE 2. — L'équation de Pell (1) a une solution non triviale si, et seulement

si, la suite des u. a. est pureuent pseudo-périodique (i. e. pureuent périodique).
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Ce théordue généralise le théordtue : L'équation de Pell Uy - U, D = Cte # 0

1
adnet une solution non triviale si, et seuleient si, le développeuent en fraction

continue de ,/D est périodique (voir [5])

6. Le cas particulier n =1 .

Soit D(X) =X + aX+b, (a,b) #0 .

4 '
Grfice 3 un calcul fait sur Mac-syuna, P. TOFFIN et B. VALLEE ont trouvé les u. a.
de rang 2,3,+,6. Nous avons pu alors dresser la liste de couples (a, b) , tels que

1'équation de Pell aduet une solution non triviale.

On remarque que si le couple (a , b) est tel que 1l'équation de Pell aduet une
solution non triviale c'est encore le cas pour le couple (h? a KB b) avec

= Q: . Nous résurions les résultats obtenus & l'aide du tableau

a b Solution fondanentale b4 i ﬂl ﬁ2
¢ |#0 - X+ A » = | P | g 1 1

‘ # cubs 3
£0| 0 142y 2,2 1 2 2 2

a8 a
2 2
- 6 6 - X" =2k + 4 + 20+ A 4 2 2 6
3
-919 §§.- 3X + 4 + € é; -X+2) A+ a2 1 31 31| 3
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