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LA CHAINE D’ISING IMAGINAIRE OU LA SUITE DE RUDIN SHAPIRO

par Michel MENDÈS FRANCE (*)
(d’après un travail fait en commun avec J. P. ALLOUCHE

Groupe d’étude en
THEORIE .ANALYTIQUE DES NOMBRES
lre-2e années, 1984-1985, n° 35, 7 po 6 mai 1985

1 . 

Le modèle d’Ising est une tentative d’explication de la substance magnétique. On

suppose que l’espace est composé d’un réseau régulier Zd ( d &#x26; 1 est la dimension

de l’espace) aux sommets (sites) duquel on place des spins à valeurs ir 1 .
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On suppose qu’il y a N commets intérieurs à l’objet étudié. En fin de calcul, N

tendra vers l’infini y ce qui revient à dire que la maille du réseau tend vers 0 .

Chaque site interagit avec ses 2 d voisins immédiats. Si Q et ’Q’ = sont des

spins aux sites Q et Q’ respectivement, le champ d’interaction entre les deux
sites est

(- ~ ~ , ~ J si Q et Q’ sont voisins QI)

f 0 sinon.

La constante de couplage J est supposée positive non nulle.

Si la substance étudiée est soumise à un champ externe H, y le champs magnétique
total est donné par "l’hamiltonien"

où la première somme est étendue à tous les couples Q , Q’ voisins, et où la seconde

somme est étendue aux rd sites Q . p = (p ) représente l’une des # configura-

fions possibles. r ’’; 

L’un des postulats fondamentaux de la physique statistique est que la probabilité
d’une configuration donnée ~ est
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où ~ = 1/kT est 1~inverse de la température de l’objet étudier où k est la cons-

tante de Boltzmann, et où Z est la fonction de partition

Ainsi y pour T = co ~ , toutes les configurations sont équiprobables

ce qui correspond à une "phase gazeuse" ou liquide. Pour T = 0 , seule la configu-
ration d’énergie minimale H (p) a pour probabilité 1 , les autres configurations

ayant une probabilité nulle. On dit qu’on est en "phase cristalline".

Toute la problématique attachée au modèle d’Ising est de comprendre coincent lorsque
T décroit de + ~ à 0 , on passe brusquement d’une phase à. l’autre. Bien e nt endu ,
cette transition ne peut avoir bien tant que N reste fini, car les probabilités P

et la fonction de partiti on, sont des fonctions analytiques de T .

On nontre que la quantité intéressante à étudier est en fait "l’ énergie libre"

Nous ne discuterons pas de ce problème ici. Le lecteur intéressé pourra consulter

l’ouvrage classique de Colin THOI1PSON [9] qui est une excellente introduction à la
physique statistique. Il y apprendra que le modèle d’Ising à 1 dimension n’a pas de

transition de phase. Le modèle a été résolu à 2 dimensions par ONSAGER, en 1944, dans

le cas d’un champ externe H = 0 ; il y a alors transition de phase. Le cas d  3
est à ce jour sans solution.

Dans notre exposé, nous nous plaçons dans le cadre de loin le plus simple d = 1 .

La fonction de partition est alors

Une simplification supplémentaire consiste a considérer le modèle cyclique où on

identifie le site N au site 0 . La fonction de partition prend alors la forme lé-

gèrement plus symétrique

Nous nous proposons de montrer comment on calcule explicitement Z y et comment
en considérant des températures imaginaires, on peut obtenir de nouveaux résultats

concernant la suite de Rudin-Shapiro.

Cet exposé est un compte rendu d’un travail récent fait conjointement avec Jean-

Paul ALLOUCHE et [2J).
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2.~~~ -

Nous reproduisons le calcul dû à KRAMERS et expose dans THOMPSON [9].
On a

Soit L la matrice

où

Alors

Si donc, 03BB1 et À2 sont les deux valeurs propres de la matrice L,

d’où

Considérons la Boume exponentielle

où la suite x est arbitraire. Sa moyenne L est
_

d’où on conclut

RUDIN [7] d’une part, et H. S. SHAPIRO [8] d’autre part, ont découvert indépen-

demment l’un de l’autre qu’il existe un choix des signes e(n) = x 1 tel que

Leur déL_onstratioIl est la suivante. On définit récursivement la suite des polynômes
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On constate que P n et Qn sont de degré 2n et que les polynômes sont à coeffi

cients ~f: 1 .

Ainsi P (exp 2i03C00) est ime somme exponentielle du type S(2n). Par ailleurs

donc

et par suite

Si on pose donc

on a

Remarquant ensuite que tout entier N s’écrit sous la forme
m n

l’inégalité se prolonge en

La constante (2 + ~/2) ne semble pas optimale (communication orale de B. SAFFARI) .

Notre préoccupation n’est pt::,s tant d’améliorer la constante, mais plutôt d’éten-

dre le champ de validité de 1 ’inégalité.

4. La suite de Rudin-Shapiro et la chaîne d’ Ising .

J. BRIHHART et L. CARLITZ [3’j ont donné une expression remarquable des coefficients

c(n) de Rudin-Shapiro. Considérons le développement binaire de n

Les chiffres e (n) sont tous nuls pour q &#x3E; (log n)/(log 2) en sorte que la
. q

somme est finie. On constate que

(.(n) compte donc le nombre d’apparitions uodulo 2 du mot 11 dans l’écriture
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binaire de n .

Considérons plus généralement

où x et y sont des paramètres réels donnés.

Pour x = 1/2 , y = 0 , cette suite se réduit à ;(n) .

Soit ’1(x , y) le plus grand des deux nombres

et soit

Alors

où c est une constante absolue. L’ exposant y) est optimale.

En particulier, si e(n) est la suite de Rudin-Shapiro

Nous ne donnerons pas ici le détail [1] de la dénonstration ; nous préférons en
donner une esquisse rapide.

On considère la somme
w

et on pose

en sorte que (n) est la valeur ± 1 . On obtient alors

1BT

Le tenue exp + y~ se factorise. Une manipulation algébrique simple permet

de se débarrasser de "l’effet de bord"

et on reconnaît alors, à des notations près, la fonction de partition de la chatnc

d’Ising cyclique à température T = -(2J/nx)i .

La formule obtenue en fin de paragraphe 2 permet alors d’estiner T(2 ) y puis
T(N) .
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5. L’inégalité de Rudi-Shaprio étendue.

Au vu de l’inégalité obtenue par RUDIN fet SHAPIRO d’une part et de la dernière

inégalité du théorème 1 d’autre part, on peut se poser la question de savoir quel

rapport existe entre les deux inégalités.

Rappelons qu’une suite 2-multiplicative f est une suite que, pour tous

entiers Il ~ 0, et b e(0 ~ 2n( ,

Appelons m2 la classe des suites 2-multiplicatives unimodulaires 1 r(n) 1 = 1 .
Les suites exp 2i03C0n0 et exp 2if’y¿:J:.-,"B e (n) sont dans cette classe.

Il est aisé de voir que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite f

soit drillS m2 est qu’il existe des nombres réels c1 , c2 ’ .. , tels que

. f(n) = exp =0 
c e (n) .

Dans [2], nous établissons le résultat suivant.

2. - Pour tout x réel

où

En particulier poux x = 1/2

La preuve de ce théorème est de nature assez différente aussi nous renvoyons le

lecteur à notre article 

Il faut noter qu’aucun de nos deux résultats ne contient l’autre. Le premier est

plus précis mais plus restreint. Enfin, pour terwiner, signalons un corollaire 

diat du théorème 2.

COROLLAIRE. - Soit la suite de Thue-Morse sur les symboles ± 1 ..Alors
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