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SUR LA FONCTION Ct(n)

%
par Michel BALAZARD ( )

1. La fonction QE .

Nous désignerons 1'ensemble {2, 3, 5, .so} des nonbres premiers par la lettre
P, E sera une partie non vide quelconque de P , Py < Py < «s+ la suite ordon-

née des éléments de E .,

¥*
Pour tout n €N , on pose
b d

Cyln) = Cara{(p , k) Ex X 3 5} .

Autreuent dit, QE(n) est le nombre de facteurs premiers e€E de l'entier n ,
couptds avec multiplicités. Dans cec paragraphe, nous citons quelques propriétés

bien connues de QE .

Pour commencer, posons pour tout =x = 2

E(x) = ZiﬁE l/p .

psx
Notons que, si E =P, on a E(x) = log logx + B+ 0 (1/10g x) ou B est la
constante <y + 2 {1 - %J + %ﬂ , Yy désignant la constante d'Zuler (cf. [8], théo-
rémes 427 et 4283.

I1 se trouve que la fonction E(x) est 1'ordre noyen de la fonction ﬁﬁ(n) + Plus

précisément, il existe une constante absolue A > 0 telle que, pour tout x =2,

0 sx {E(x) + ZpeE -p-(—;')—_—l-)} - ZHSX QE(n) S A -———-lo}; = -

L'idée probabiliste que ce résultat traduit est que, la probabilité pour qu'un
sntier < x soit divisible par pk étant approxinativement (1/§k) , l'espérance

“*
de la variable aléatoire QE sur N n (1 , x) est apnroxinativement

1 B 1
g T T < o)

peb
Un résultat remnarquable, df & HARDY et RAMANUJAN dans le cas de E =P (cf. [8],
théordne 431) est que E(x) est non seulement 1l'ordre moyen de €, , mais aussi son

ordre normal si 2 %- diverge. Nous avons la proposition suivante.

€E

(w) liichel BALAZARD, Département de Mathéuatiques, Université de Limoges, 123 av.
Albert Thonas, 87060 LIMOGES CEDEX.
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PROPOSITION 1. - Supposons gue EieE %-: + o , Alors, pour tout € >0 , l'ensemble

s
{ne I

IS:E(n) - E(n)| > ¢ E(n)}

-e

a une densité naturelle nulle.

Cette proposition est une conséquence de 1'inégalité de Turan-Kubilius (er. [3],

tome 1, ch. 4). Dans le cas ou ZpeE % <+ « , il est facile de voir que le résultat
devient faux.
A . log n )
L'ordre maximal de; OE(n) est la fonction n |-->» . En effet, on a, pour
3 ‘b\n) log p,
tout ne N , £n , donc
log n
Og(n) € o0 >

, _logn . . s

et QE(n) = Toz P gi, et seulement si, n est une puissance de P, -

Enfin, en ce qui conccrne 1'ordre minimal de (p(n) , on a évidemment
si BE#£P
limn_q_w inf QE(n) =
1 si E=P.
Le but de 1'exposé est de présenter quelques résultats concernant la répartition

des valeurs de la fonection OE » Pour cela, nous noterons

P
%

nEéx,k)={neN s nsx et Gyln) =k}

NE(X , k) = Card‘.’ﬂ,E(x , k) ol x22 et ke N.

On neut faire quelques remarques

_ . log x .
10 NE(X ’ k) =0 s k~> -—————10g D . En effet si ne€ ‘.’ﬂ.E(x , k) , On a
Kk = C‘E(n) < lob log X

log p; < 1og i '

log x

2081 0 gk ST
1

, Nplx, k) 21, cor pleﬂE(x,k).

log x

k ’ 7
log Py » on & 1\IE(X ’ k) =1 ( Py est le seul élénent de

30 Si X=p]f (k
no(x , x) ).

40 Zk;o NE(X , k) =[x] .

2. Méthodes et résultatse.

L'idée de départ pour évaluer N (x , k) est une astuce classique de la théorie

analytique des nombres. Posons en cffet

Q.(n)
M(x , z) =2 2B

€ >2 .
ne<x 2 pour z €C et x 2>2

En groupant les termes de néme degré on obtient
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, k
M(x , z) = 2&20 NE(X , k) z
d'ou
1 p -k-1
(l) NE(X , k) = ET-{'J'ZI=I‘ M(x , z) = dz

d'aprés le théoréme de Cauchy. Ici r est un réel >0 quelconque. On psut alors
espérer évaluer NE(X , k) en obtenant une estimation de u(x , z) , et en choisie-

gant convenablenent r .

Or il est bien connu que 1'é¢?d§ de M(x , z) conduit & ut%%%s?r la fonction gé-
En/ "‘l'n

nératrice (s , z) =2 n°) . Coume la fonction z - est la fonction

nz1 (2
compléetement multiplicative définie par la valeur 2z sur les éléments de E et la

valeur 1 sur les éléments de P \ E, on a une représentation en produit eulérien

(p(n)
> z I 1 M 1
(s, 2) = n21 s  peET 7z T R T 1°
n R 1 - —
s s
P Y

Cette représentation est valable pour |z| < P s Re s > 1 , domaine o F est

holomorphe. Un calcul simple conduit a

F(s , z) = ¢(s) QE(S)Z-l Gyls , 2)

ou
1
(1 - —EJ’
¢ - 1 - A
ts) —HIZEE ! et Gpls , 2) _HPEE R
) )
P P

L'intérét dec cette écriture est double. D'une part, GE(S , z) est holomorphe pour

|z| < Py s et Re s >-% , d'autre part on connait lec comportenent de g(s) quand

Re s ==> 1, Re s> 1, 0n est donc face & une alternative

- soit a de bonnes propriétés (par cxemple prolongerient analytique pour

o
Re s < 1) , et on pourra alors abtenir par intégration cormplexe une estication de
M(x , z) permettant d'évaluer NE(x , k) . Clest ce qu'a fait A. SELBERG dans 1le
cas BE=P (cf, [13]). H.DELANGE a étendu les résultats de A. SELBERG au cas ou B

est un "bon ensemble" de nombres preuiers (ef. [1]),

- soit QE n'a pas a priori de bonnes propriétés ( E est quelconque), et il
faut procéder autrencnt : ce sont les methodes de G. HALASZ (cf. [5]). Nous en don-

nerons une description sommaire au paragraphe (b) ci-dessous.

I1 se trouve que dans 1l'étude asymptotique de NE(x , k), X =>4+ @ et

o crelEr
kr?ypi;E(i)f:%En:quelqﬁe sorté les valeurs k‘>:pl B(x) sont des grandes déviatiovns

, les formules obtenues sont différentes pour k < Py E(x) et pour-

par-“rapport a+la noyenne E(x) des valeurs de (h(n) quand n vade 1 & x .

En fait, une étude complete de NE(x , k) doit envisager les intervalles suivants



34-04

1 k Eetit clest-3~dire k = constantec ou k &£ @(x) E(x) , avec ¢ fonction

de x tendant vers O quand x —-=> 4 ©,

20 k moyen c'est-i-dire & E(x) sk < (p, - 3) B(x) , o 6 >0
£ Boyen 1 ’

3 k grand c'est-a-dire (p, + 5) B(x) sk s3EX-,
1 log P,

ainsi que les transitions entre ces intervalles.

Dans le cas d¢ E = P , le tableau est maintenant assez conplet. Donnons les prin-

cipaux résultats en notant simplewent NP(X , k) = u(x , k) .

(a) Résultats quand E =P .

-k=0 ona N(x ’ Q) =1,

- k petit ou moyen ¢ si &6 > 0 , alors

k-1
k-1 b4 (10g log x) k
W(x , k) = P( ) 2 — (1 +0( ))
log log x’ log x (k = 1) 1 d (1og log x)2
uniforuénent pour x = 2 et 1 <k £ (2 ~-9) loglogx, o F daésigne la fonction

définie, pour |z| <2, par

(2) 7(2) = prepy Mol - 91 - D7 .

3i 1'on omet le terme "reste!, ce résultat a été démontré, pour k =1, & la fin
du sidcle dernier par HADAMARD et de LA VALLEE-POUSSIN c'est le théoréme des nombres

premierse.

Puis, en 1900, E. LANDAU 1'a démontré pour k = constante, comme corollaire du

théoréme des nombres premiers (cf [8], théordme 437).

Ce n'est qu'en 1948 que l'on a considéré des valeurs de k plus grandes : P,
ERDOS a prouvé le résultat pour k - log log x = 0(W1log log x) (cf. [4]).

k -1 )
log log x
saient pas dans les formules obtenues.

Notons que, dans ces trois cas, F( ~ 1 et la fonction F n'apparais-

Ep 1953 et 1954, L. G. SATHE démontre la formule (sans terme "reste") par une mé-

thode élémentaire assez longue (cef. [12]).

En 1954, Atle SELBERG introduit la méthode analytique dont nous avons parlé, ce
qui raccourcit beaucoup la déronstration et fournit le terme "regte". La formule ob-

tenue par A. SELBERG pour M(x , z) , est

i(x , 2) = Zn<1x ngn) = xz F(z)(log X)Z_l + OR(X<log xfﬁbz'z)

uniformément pour x 2 2 et |z| <R, ou R<2, F étant la fonction méromorphe

définie par (2) (cf. [13] et, pour une version détaillée, [14]).

- Transition entre k moyen et k grand : une idée trés précise em est donnée

par le théoréue suivant, ad 3 H. DELANGE (non publié).
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Pour tout A >0 , quand x tend vers + « , on a uniforuénent pour

2 log log x - ANlog log x Sk £ 2 log log x + A’Vlog log x ,

N(x,k)=<:G1““21°glog")’_‘l°lfx(1+oA

1
2 Tog log X 5 (Vfog Tog x))
~0?/u

A,

ou C = %— T%>2(1 + 5T5£:“§7) et G(t) =.v%ﬁ Ifm e

I1 en résulte que si g est une fonction positive telle que, quand x tend vers
+ o, glx) = oWlog log x) , on a uniformément pour

du .

2 log log x - g(x) £k <2 log log x + g(x) ,

x log x
N(X ’ k) ~C _——_k""l .
2
- k grand : si & >0, on a uniformémwent pour x 22 et (2+6) log 10€X€k€%%§%
N(x , k) = ¢ X log X + 0, (5 10g° 25)
2 2 X 5

ou C est la méme constante que précédeument et b une constante € Jo , i ne

dépendant que de & .

k
Une reuarque sur cette formule : le terme principal est nul si x =2 , alors que
N(Zk , k) = 1 . Ce phénontne est dfi au reuplacement de la fonction exp E(x) par

la fonction log x , comme nous le verrons plus clairenent dans la suite.

Ce résultat est dd & J. L. NICOLAS. I1 en a donné deux dénonstrations. L*une
(1982, cf. [9]) est analytique et utilise la fornule de Selberg, nais donne un reste
noins bon que l'autre (1985, cf. [10]) qui utilise des techniques élénentaires suggé-
rées par G. HALASZ.

Passons naintenant au cas d'un ensenble E uelconque naisg pas tro etit.
q q T

(b) Résultats quand E est quelcongue (avec zIﬁE % = + co).

Sont actuelleuent publiéds les résultats suivants.

ire formule de Halasz : Si 6 > 0 , on a uniformémnent pour x 2 2 et

6 BE(x) <k (2 -6) E(x) ,

k
W (e, 10 = x o0 Bl oa<k—g-(-§-<g>) + 0,y

(cf. [5] et [3], chapitres 19 et 21).

BEncadrenent de Halasz et Sarkozy : Si 6 > 0 , on a unifornément pour x 2 2,

k ‘ k
- ~B E
w0 Bl o, ) <<x0 = 22,

la majoration ayant lieu pour O <k g (2 - 8) E(x) et la ninoration pour
5 B(x) <k <(2-8) B(x) (cf. [6] et [11]).
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Enfin P. D. T, A. ELLIOTT dans soh livre "Probabilistic Mumber theory" (3], page
312 du tome 2) raconte avoir regu en 1975 une lettre ou G. HALASZ lui indique une

nouvelle foruule.

2e formule de Halasz ¢ Si 6 >0 , on a unifornénent pour x =2 2 et
6 B(x) sk s (2-8) E(x) ,

Nk (n)
B 'Elixg"‘ Znsx rQE (1 + Oé(ﬁ%ﬂ')) P o0 T EEG

G. HALASZ donne dans cette lettre le principe d'une déuonstration de sa 2e formule,

NE(X , k) =e

mais cette déuonstration n'a pas encore été publiéde.

Conme on le voit, il s'agit de résultats portant sur des valeurs de k petites ou

moyennese
Pour dénontrer ses deux formules, G. HALA3Z part de 1'égalité

(1) NE(X , k) = ST §|Z|=r M(x , z) 51 4y

choisit r = E%E) et :temarque que la contribution prépondérante dans 1'intégrale
est due aux z proches du point r . I1 établit alors deux théorémes : l'un estine
M(x , z) pour z proche du point r , et 1'autre majore H(x , 8) pour =z sur
l'arc de cercle restant. Ces théorémes (19.2 et 19.1 de [3]) concernent plus généra-

lement les sonues Zn<x gln) ou g est complétement multiplicative, et vérifie

'g(P) - I} &N <1 pour le premier théoreue

0 < |e(p)] €2 - N pour le deuxidne théordue.

Dit grossiérewent : le premier énoncé est de la forue

(2) 2 g(n) = x exp 2 —ji!Li:—£-+ reste, pour x > 2
nx uﬁ‘(n) P p
Dans le cas de g(n) , on obtient alors
(g (n)
z

<x

il

(3) H(x , Z) = n = x exp(z - 1) B(x) + reste pour x 2 2 et lz - 1| <N <1,

La premidre formule découle alors de ce type d'sstimations. Quant & la deuxicme,

G. Halasz indique qu'il faut remplacer le terme nrincipal x cxp(z - 1) E(x) de

(z) par H(z, r) exp(z - r) B(x) o r = |z| . Pour cela il faut démontrer un
théorzue du type
g(n) = g(n)| x exp = + reste
5 eln) (n) 3 e g(p) le(®)| te,

ou plus généralement

Znsx g(n) =Zn$x h(n) x exp Zp$x g(p) ;h(P) + reste.

J'ei &tabli un théoréue de ce type concernant des fonctions g et h complétement

nultiplicatives, vérifiant
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k, < le(o)] €K, , k, sh(p) <K,

N 1 -
ou O<kl.$Kl et —2-<k2§k2, et

le(p)] <@p, h(p) Leup @ «we Jo, 1

( h est réelle positive). Cela m'aApermis d'étendre la lre formile & tout l'inter-
valle & E(x) <k < (p - ) B(x) des valeurs de k '"uoyennes" et de déuontrer la
2e forrule sur 1'1ntervalle (—+ 8) B(x) sk '(pl - 8) B(x) (e -é—+ 6 provient
de la condition k, >-% du theoreue ci-dessus).

Indiquons naintenant quelques conséquences des fornules de HALASZ. 3i, dens la

lre foruule, on fait k ~ B(x) , on obtient
k-1

~ x0 . ' -E(x) B(x)
I -E{x) B{x ~ El(x x
NE(‘X s k) X6 _}u:_.%._ ou NE(X , k) xe =0T

ce qui généralise le résultat de 1948 de P. ERDOS. La formule donne égalenent la

najoration

k
NE(X , k) <«<x e"E(X) Eé;%—- pour ¢ E(x) €k < (pl - 8) B(x)

En revanche on n'obtient une minoration qu'au voisinage de k = E(x) . La formule

n'assure néue pas que Ny (x , k) 20 pour tout k tel que 6 E(x) £k < (pl-é)E(x)?.

Quant & la 2e formule, son intérét est de rawener 1"t&§f Tsvrptothue de 0 (n)
N (x , k) quand x --> + «© & celle de la sonme i£< «0r n |——>r
est réelle > 0 et coupldteuent rultiplicative, et il y a des théorémes assez précis
qui pernettent d'étudier la sonte en question. En particulier on peut retrouver
l'encadrenent de HALASZ et SARKOZY et néne l'entendre a 1'intervalle

8 B(x) sk <(p, - 8) B(x) .

En effet, on a, par des noyens élémentair?s, 1'encadreuent suivant
O(n)
)2 B .
x exp(r - 1) B(x) << nge T << x exp(r - 1) E(x)

unifornénent pour 6 £r §1p1 - & , ol des constantes effectives de ninoration et

najoration peuvent 8tre données.
On obtient donc, pour -% +6&r & P, - & et x assez grand,

—E(x) E(x)k

k
-rE(x) Eix? x exp(r - 1) B(x) = <

NE(X 1 k) ";’\/e

La formule sera trés utile, allide aux théordures classiques de Wirsing (cf. [157),

pour obtenir un équivalent de NE(x , k) quand E est assez régulier, par exemple
quand E a une densité « par rapport & P . A ce propos, si « <1 (E n'est

pas trop gros), H. DELANGE a déuontré dans [2] que
B

e 2 X E(x)k
NE(x , k) ~nf11 %) THx) & ! quand x —-=> 4 @ ( k¥ = constante)

By = EETR
ob By =y 2 pllog(l - AR A
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En ce qui concerne les grandes valeurs de k , j'ai obtenu la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Soit a wun réel quelcongue. On a unifornéuent pour x> 1,
k20 et p B(x) + a E(x)/? <x < (1og x/1og P s

X
No(x , k)= exp(p, - 1) B «
Py Py

Cela généralise le¢ résultat de HICOLA3, wnais ne “ournit qu'un ordre de grandeur
pour NE(X , k) . La dénonstration utilise les idées de [9] pour 1la minoration, et

de [10] pour la najoration.

Post-scriptun. — Depuis la présentation de cet exposé, j'ai obtenu la proposition

suivante.

PROPOSITION 3. - Si & > 0 est fixé, on a uniformduent pour 6 E(x) €k <30ex

_ ~log p;
X xyy ~E(x/p5)
NE(X ’ k),.\—k— ﬁk(pl E(—E)) e i
Py Py
u P (X) est le polynéme sk X
b 7(X) est lo polynfme 2, 3y -

Rappelons quelques propriétés des sommes partielles de la série exponentielle
(cf. [7], théordme 137).

(1) si «@e) 0, 1( est fixé, on a uniforméuent pour k $aox , k€N, x>0,
xk
Pk(X),Y‘H .

(ii) si ae€ R est fixé, on a uniforméuent pour k 2 x + a x1/2 , keN, x20,
x
Pk(x)}:’e .
De (i), on peut facilement déduire

(1ii) 8i @ €)0 , 1( est fixé, on a unifornénent pour k , he ¥, x

hgax et k=2h,

\
o

A

03 X

P ()20 e T
(d'une part Pk(x)‘athoﬂ{ (x'z'/zi) ; d'autre part, si h z 1

\,
A -1 4 h p) 4
- X X «< X > X < >

Ph.l(") + Zh(:,zg{ Wl << h - 1)1 T ngisk T ht * hesk 41 2 h<igk 4}

IN

) .

Coupte tenu de (i) et (ii), la proposition 3 généralise a la fois 1'cncadrement
de HALASZ et SARKOZY et la proposition 2. D'autre part, elle bouche le "trou'" qui

existait entre ces deux résultats.

Indiquons le principe de la déuonstration. Pour k 3 1 n(x) , c'est une consé-
quence de (ii) et de la proposition 2. Il reste & traiter les k £ (p2 - 1) B(x)

(par exeuple). Pour cela on écrit
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k ;
(4) Ny(x , k) =2 W (;{’:‘z , )
1

ol Né(y , 1) = Card{n e gf 5 n<y, n preuier & p, et fi(n) = 4} (1'égalité
(4) s'obtient en groupant dans NE(x , k) 1los élénents divisibles par exactement

la méue puissance de P, ).

On observe ensuite que les néthodes de HA AST et SARKOZY permettent d'obtenir

- 2
(5) Nﬁ(y , 4) <y e-E(y) §%¥l— uniforméuent pour 0 £ 4 £ (p2 - ¢) B(y)

4
(6) Né(y , A) >y e-E(y> E(y) uniforuéuent pour ¢ E(y) <2 § (p2 - ¢) E(y)

ou ¢ est >0 donné.

Les inégalités 4 <k & (p2 - 1) B(z) entrafnent que B(x) - E(—E§7J = 0(1)
J
quand X ==» + @ , done 4 < (p2 - %J E(—E§7) pour x assez granul
1
(4) et (5) donnent alors la majoration
r =414
‘ E(x/p; *)] k
x vk =L, x Py 1 x -B(x/p,) X\ -
Hy(x , k) «‘szg:o e ( =) YA <-pe 1 Pk(pl E(—)) 0
Py Py 1 Py

Pour la minoration, prenons ¢ = 6 , (4) et (6) donnent alors

k-3 k=\ 14
5 x B(x/05) [y /0574
NE(X » k) >> 3B(x)gisk k °© 1 —t ’
Pq
donc
X4
N_( k) > = -E(X/Pﬁ) > Efi_?fggii_ >> X e—E(x/p%) P (p, BE(=2))
E X x © SElx)ik T 4N K k'\Pp VX
P, Py Py
d'apres (iii).
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