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SUR LA FONCTION 03A9E(n)
Michel BALAZARD

Groupe d ’ étude en
THÉORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
lre-2e années, 1984-1985, n° 34, 10 p.

fonction 03A9E .
Nous désignerons l’ensemble [2, 3 , 5 , ...} des nombres premiers par la lettre

P, E sera une partie non vide quelconque P2  *’* 1s- suite 

née des éléments de E .

1~

Pour tout on pose

Autrement dit, 03A9E(n) est le nombre de facteurs premiers eE de l’entier n ,

comptés avec multiplicités. Dans ce paragraphe, nous citons quelques propriétés
bien c onnues de ~p *

Pour commencer, posons pour tout x  2

Notons que, si E = P , on a E(x) = log log x + B + 0 x) où B est la

constante y + I {1 - 1 ) + 1} , y désignant la constante d’Euler (cf. [8], théo-
rèmes 427 et 428).

Il se trouve que la fonction E(x) est l’ordre noyen de la fonction Om (n) . Plus
précisément, il existe une constante absolue A &#x3E; 0 telle que, pour tout x  2 _,

L’idée probabiliste que ce résultat traduit est que, la probabilité pour qu’un

enti er % x soit divisible par étant approximativement ( 1 /% ) , l’espérance

de la variable aléatoire sur N* n (1 , x) est approxiniativement

Un résultat remarquable, dû à HARDY et RAMANUJAN dans le cas de P (cf. [8],
théorème 43l) est que E(x) est non seulement l ’ordre noyen de c~, , mais aussi son

ordre normal si 1 -.2014 diverge . Nous avons la proposition suivante.

(*) Michel BALAZARD, Département de Mathématiques, Université do Limoges, 123 av.
Albert Thomas, 87060 LIMOGES CEDEX..
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PROPOSITION 1. - Supposons = + Alors, pour tout e &#x3E; 0 , l’ ensemble

a une densité naturelle nulle.

Cette proposition est une conséquence de l’inégalité de furan-Kubilius (cf. [3J,
tome 1, ch. 4). Dans le cas où l E 1::.  + cc , il est facile de voir que le résul tat

~ p
devient faux.

L’ordre maximal de )03A9E(n) est la fonction n log n log p, . Su effet, on a, pour
tout n ~ N y 

Bn 
n , donc 

g Pl

et r~(n) = si, et seulement si, n est une puissance de 

Enfin, en ce qui concerne l’ordre minimal de [t(n), on a évidemment

Le but de l’exposé est de présenter quelques résultats concernant la répartition
des valeurs de la fonction Pour cela, nous noterons

On peut faire quelques remarques

2. Méthodes et résultats..

L’ i aée de départ pour évaluer N ~ ~ x ~ k ~ est une a,stuc e classique de la théorie

analytique des nombres. Posons en effet
_ _ r ~~! n

En groupant les termes de même degré on obtient
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d’où

d’après le théorème de Cauchy. Ici r est un réel &#x3E; 0 quelconque. On peut alors

espérer évaluer k) en obtenant une estimation de z) , et en choisi.-

convenablement r.

Or il est bien connu que de z) conduit à la fonction gé-
s 

nératrice z) (z /n ) . Comme la fonction z . est la fonction

conplètement multiplicative définie par la valeur z sur les éléments de E et la

valeur 1 sur les éléments de P B E g on a une représentation en produit eulérien
,

Cette représentation est valable pour )z)  s &#x3E; 1 , domaine où F est

holomorphe. Un calcul Simple conduit à

où

L’intérêt de cette écriture est double. D’une part, z) est holomorphe pour

1 zl  et ~e s &#x3E;-r y d’autre part on connaît le comportement de quand

~e s --&#x3E; 1, Re s &#x3E; 1 . On est donc face à une alternative

- soit 03B6E a de bonnes propriétés (par exemple prolongement analytique pour
Re s ~ 1) , et on pourra alors abtenir par intégration corlplexe une estimation de

M(x , z) permettant d’évaluer NE(x , k) . C’est ce qu’ à fait A. SELBERG dans le

cas E = P (cf. [13])’ H.DELANGE a étendu les résultats de A. SELBERG au cas où E

est un "bon ensemble" de nombres premiers 

- soit n’a pas a priori de bonnes propriétés ( E est quelconque), et il
faut procéder autrement : ô ce sont les methodes de G. HALASZ (cf. [5]). Nous en don-

nerons une description sommaire au paragraphe (b) ci-dessous.

Il se trouve que dans l’étude asymptotique de NE(x, k) , x --&#x3E; + c.c et

0  k  log x , les formules obtenues sont différentes pour k  p E(x) et-pour
sorte les valeurs E(x) sont des grandes déviations

par rapport à"la moyenne E(x) des valeurs de quand n va de 1 à x .

En fait, r une étude complète de k) doit envisager les intervalles suivants
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1° k petit c’est-à-dire k = constante ou k  03C6(x) E(x) y avec (p fonction

de x tendant vers 0 quand x 2014&#x3E;+~~ ,

2° k moyen et est-à-dire 5 (pi - 6) E(x) , où 6 &#x3E;0

30 k grand c’est-à-dire (p. + ô) 

ainsi que les transitions entre ces intervalles.

Dans le cas de E = P , y le tableau est maintenant assez complets Donnons les prin-

cipaux résultats en notant simplement Np(x, k) = N(x y k) .
(a) Résultats quand E=P .

- k = 0 on a ,N(x ~ 0)= 1 ,
- k petit ou moyen : si 6 &#x3E; 0 , alors

uniformément pour x fl 2 et 1  k  (2 - ô) log log x , 9 où F désigne la fonction

définie, pour  2 , y par

Si l’on omet le terme "reste", ce résultat a été démontrer pour k = 1 , à la fin

du siècle dernier par HADAMARD et de LA VALLEE-POUSSIN c’est le théorème des nombres

premiers.

Puis, en 1900, E. LANDAU l’a démontre pour k = constante, comme corollaire du

théorème des nombres premiers (cf [8~j, théorème 437).

Ce n’est qu’en 1948 que l’on a considéré des valeurs de k plus grandes : p.

ERDOS a prouvé le résultat pour k - log log x = log x) (cf. [4]).

Notons que, dans ces trois cas, F(k - 1 log log x) ~ 1 et la fonction F n’apparais-

saient pas dans les formules obtenues.

E1;1. 1953 et 1954, L. G. démontre la formule (sans terme "reste") par une mé-

thode élémentaire assez longue (cf. [l2~j).

En 1954 Allé SELBERG introduit la méthode analytique dont nous avons parlé; ce

qui raccourcit beaucoup la démonstration et fournit le terme "reste". La formule ob-

tenue par A. SELBERG pour z~ , est

uniformément pour x  2 et ) R, où R  2, F étant la fonction méromorphe

définie par (2) (cf. [13J et, pour une version 

- Transition entre k moyen et k grand : une idée très précise en est donnée

par le théorème suivant, dû à H. (non publié).
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Pour tout A &#x3E; 0 , quand x tend vers + ~ ~ on a unifornénent pour

2 log log x - Alog log x  k  2 log log x + A log x ,

Il en résulte que si g est une fonction positive telle que, quand x tend vers

+ ~ ~ g(x) = on a uniformément pour

2 log log x - g(x) ~ k 6 2 log log x + g(x) ,

- k grand: si ô &#x3E; 0 , on a uniformément pour x ¿ 2 et ( 2+ à) log 
, ~ 

° ~ log

où C est la même constante que précédemment et b une constante e JO y le ne

dépendant que de Õ.

Une remarque sur cette formule : le terme principal est nul si x = 2k , alors que
N(2k , k) = 1 . Ce phénomène est dû au remplacement de la fonction exp E(x) par

la fonction log x , comme nous le verrons plus claireuent dans la suite.

Ce résultat est dû à J. L. NICOLAS. Il en a donné deux démonstrations. L’une

(1982, cf. [9]) est analytique et utilise la formule de Selberg, mais donne un reste

moins bon que l’autre ( 1985, cf. [l0j) qui utilise des techniques élémentaires suggé-

rées par G. HALASZ.

Passons maintenant au cas d’un ensemble E quelconque mais pas trop petit.

(b) Résultats quand E est quelconque (avec ~~~ 2014 = + 
Sont actuellement publiés les résultats suivants.

Ire formule de Halasz : Si ô &#x3E; 0 , on a uniformément pour x # 2 et

ô E(x)  k  (2 - ô) E(x) , .

(cf. [5] et [3L chapitres 19 et 2 1 ) .

Encadrement de Halasz et Sarkozy : Si ô &#x3E; 0 , on a uniformément pour x  2 ,

-/ , ~r ,k ~~_1 

la majoration ayant lieu pour 0  k  (2 - ô) E(x) et la ninoration pour

b E(x) ~ k ,~ (2 - s) E(x) (cf. ~6~ et ~11~).
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Enfin P. D. T. A. ELLIOTT dans soh livre "Probabilistic Nunber theory"([3], page
312 du tome 2) raconte avoir reçu en 1975 une lettre où G. HAL.ASZ lui indique une

nouvelle foruule.

2e formule de Halasz : Si ô &#x3E; 0 , on a uniformément pour x  2 et

Ô ~  (2 - ô) E(x) ,

G. HALASZ donne dans cette lettre le principe d’une démonstration de sa 2e fornule,

mais cette démonstration n’a pas encore été publiée.

Comme on le voit, il s’agit de résultats portant sur des valeurs de k petites ou

moyennes.

Pour démontrer ses deux formules y G. HALA3Z part de l’égalité

choisit r = k E(x) etstemarque que la contribution prépondérante dans l’intégrale

est due aux z proches du point r. Il établit alors deux théorèmes : l’un estime

pour z proche du point r, et l’autre majore H(x y s) pour z sur

l’arc de cercle restant. Ces théorèmes ( 19.2 et 19.1 concernent plus généra-

lement les sommes 03A3nx g(n) où g est complètement multiplicative, et vérifie

|g(p) - 1|  ~  1 pour le premier théorème

0  ~.  ~ 1 g( p) 1 ~ 2 - À pour le deuxième théorème.

Dit grossièrement : le premier énoncé est de la forme

Dans le cas de g(n) = z , on obtient alors

La première formule découle alors de ce type d’ estimations. Quant à la deuxième~

G. Halasz indique qu’il faut remplacer le terme principal x oxp(z - 1) E(x) de

(z) par r) r) E(x) où r = z~ . Pour cela il faut démontrer un
théorème du type

, , 1 / "1 t

ou plus généraleuent

J’ai établi un théorème de ce type concernant des fonctions g et h complètement

multiplicatives, vérifiant
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( h est réelle positive). Cela n’a permis d’étendre la 1re formule à tout l’inter-
valle ô E(x)  k  (p - ô) E(x) des valeurs de k et Je démontrer la

2e formule sur l’intervalle (2014+ 6) E(x) * k  (p - ô) E(x) (le - + 6 provient
de la condition k &#x3E;2014 du théorème ci-dessus ) . 

- 1, 2

Indiquons maintenant quelques conséquences des fornules de HALASZ. Si, dans la

Ire foruule, on fait k N E(x) , on obtient 
L .

ce qui généralise le résultat de 1948 de P. ERDOS. La formule donne également la

majoration
....ir

En revanche on n’obtient une ninoration qu’au voisinage de k = E(x) . La formule
n’assure pas que NE (x , k) 3~0 pour tout k tel que ô E(x) ~k ~ ( p ~-4 ) E( x) 1 .

Quant à la 2e formule, son intérêt est de ramener l’étude asymptotique de 03A9/ n
N wC x , y k) quand x --&#x3E; + ~ à celle de la somme 5"" :: x r Or n 1--&#x3E; r 

1:

est réelle &#x3E; 0 et complètement multiplicative, et il y a des théorèmes assez précis

qui permettent d’étudier la somme en question. En particulier on peut retrouver

l encadrement de HALASZ et SARKOZY et même l’ entendre à l intervalle

En effet, on a, par des moyens élémentaires, l’ encadreuent suivant
,, ( - 1

uniformément pour 03B4  r  p1 - 6 , où des constantes effectives de minoration et

majoration peuvent être données.

On obtient donc et x assez grande

La formule sera très utile, alliée aux théorèmes classiques de Wirsing

pour obtenir un équivalent de k) quand E est assez replier, par exemple

quand E a une densité 03B1 par rapport à P . A ce propos, si 03B1  1 ( E n’ es t

pas trop gros), H. DELANGE a démontré dans [2] que
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En ce qui concerne les grandes valeurs de k, j’ai obtenu la proposition suivante, 

PROPOSITION 2. - Soit a un réel quelconque. On a uniformément pour x  1 ,

k 30 et p E(x) + a + k à (log x/log p1) ,

Cela gérénéralise le résul tat de NICOLAS, mais ne fournit qu’un ordre àe grandeur

pour NE(x , k) . La démonstration utilise les idées de [9J pour la minoration, et

de [10] pour 1a majoration.

Post-scriptum. - Depuis la présentation de cet exposé, j’ai obtenu la proposition

sui vante.

PROPOSITION 3. - Si 6 &#x3E; 0 est fixé, on a uniformément pour 6 E(x) $ k § ~ 

- 

. 

~ , 1r.. 
log P~ ,

où est le polynôme 2- 2014 .
~._ k 20142014201420142014~20142014201420142014 

.

Rappelons quelques propriétés des sonnes partielles de la série exponentielle

(cf. [7], théorème 137).

(i)Si 03B1 ~) 0 , y 1( est fixé, on a uniformément pour k  03B1x , k E 11 , x 3 0 ,

(ii) Si a ~ R est fixé, on a uniformément pour k;;:’ x + y x  0,

De (i), on peut facilewent déduire

(iii) Si 03B1 ~)0 y 1[ est fixé, on a uniformément pour k, h~ N , x  0 ,

et k ~ h ,
.

(d’une part (xl/l!) ; d’autre part, si h # 1

Conpte tenu de (i) et (ii) , la proposition 3 généralise à la fois l’encadrement

de BLALASZ et SARKOZY et la proposition 2. D’autre part, elle bouche le "trou" qui

existait entre ces deux résultats.

Indiquons le principe de la démonstration. Pour k ~ p 1 E(x) , c’ est une consé-

quence de (ii) et de la proposition 2. Il reste à traiter les k ~ (p - 1) E(x)
( par exemple). Pour cela on écrit
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où l) = Cardan E N ; n 5 y , n premier à Pl et (l’égalité

(4) s’obtient en groupant dans k) les éléments divisibles par exactenent

la même puissance de pi ) .
On observe ensuite que les néthodes de et SARKOZY permettent d’obtenir

où e est&#x3E; 0 donne.

Les inégalités  k  (p~ - l) E(x) entraînent que E(x) - E(201420142014) = 0(l)
1 Y p~~~

quand x 2014&#x3E; + ro , donc l  (po - 2) E(20142014-) pour x assez granul
2 2 ~-~

(4) et (5) donnent alors la majoration

-1 - 1 -.1

Pour la ninoration, prenons e = ô , (4) et (6) donnent alors

donc

d’après (iii).
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