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PROBLELE DE WARING POUR LES BICARRES :
LE POINT EN 1984

*
par Jean-larc DESHOUILLERS ()

Ce texte, rédigé en octobre 1985, ne correspond pas aux exposés oraux. On trouve-
ra en revanche dans les actes du Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux (an-
née 1984/85, exposén i) la matidre présentée également au Séminaire de Théorie ana-

lytique des Nombres de Paris.

Le probléue original de Waring (1770) concernant les bicarrés, & savoir que tout
nonbre (entier positif) est somme d'au plus dix-neuf puissances quatriémes d'entiers,
vient d'é&tre résolu par R. BALASUBRAMANIAN (Bombay), Frangois DRESS (Bordeaux) et
1'AUTEUR aprés plus d'un sidcle de résultats partiels. Cette note présente 1'état

du probléme avant cette ultime contribution.

1. La méthode élémentaire.
I1 s'agit de variations sur 1l'exploitation de 1'identité

2 2 2 22
(1) l<ri<4 ((y, + ys)4 + (v, - ys)4) = 6(y] +y5 + vy * )

ou d'une identité équivalente.

C'est ainsi que LIOUVILLE (1859) déuontre le premier qu'il existe un entier C
ninimal (on le note g(4) ) tel que tout entier (i. e. entier positif) soit somme
d'au plus C puissances quatridmes d'entiers : d'aprés le théoreme de Lagrange
(1770), tout entier est soume de quatre carrés et donc, par (1), tout entier de la
forme 6x2 est B (i. e. somme d'au plus 12 bicarrés) ; en réappliquant le théo-

12

réme de Lagrange, on montre alors que tout multiple de 6 est B48 et donc tout en-

tier est B53 .
Bn utilisant les formes quadratiques ternaires (e. g. le théordme de Legendre
établissant que tout entier est somme de trois carrés si ct seulement s'il n'est
pas de la forme 4™(8m + 7)), on est parwenu & abaisser la valeur 53 de LIOUVILLE

jusqu'a 37, résultat obtenu par WIEFERICH en 1909.

En 1970, DRESS utilise les sommes de deux carrés et leur relative abondance, et
parvient & nontrer que 34 bicarrés suffisent. Un raffinement de sa méthode, joint a

une utilisation importante du calcul sur ordinateur lui permet en 1972 de montrer
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que 30 bicarrés suffisent. C'est pour peu de temps, le meilleur résultat connu,

nais c'est trés certainement la limite de la méthode élémentaire.

2. La néthode du cercle.

On trouvera dans l'article d'ELLISON (1971) une présentation de la "méthode du
cercle", introduite par HARDY et LITTLEWOOD peu avant 1920. Pour en savoir plus,
les ouvrages de DAVENPORT (1962) et VAUGHAN (1981) sont indispensables.

Dés 1921, HARDY et LITTLEWOOD donnent un équivalent asymptotique du nombre de
représentations d'un entier en somme de 21 bicarrés, et en 1925 ils montrent que
tout entier assez grand est somme de 19 bicarrds ; leur méthode étant effective,
le probléme original de Yaring est rawend & un calcul fini : nous verrons de quel
genre de finitude il s'agit. Mentionnons qu'en 1933 DICKSON déniontre que tout en-
tier est somme de 35 bicarrés, et qu'en 1940 S. 3. PILLAI annonce que 27 bicarrés
suffisent, mais aucune déuonstration n'a été publide et 11 est douteux que ce ré-

sultat ait été accessible & 1'époque.

Signalons ici que DAVENPORT a déuontré en 1939 que tout entier assez grand et
congru & 1, 2,3, ..o ou 14 modulo 16 est sonme d'au plus 14 bicarrés. Il
en résulte que tout entier assez grand est somme d'au plus 16 bicarrés, ce qui est
le weilleur résultat possible puisque XEMPNER a renarqué en 1912 qu'un entier de
la forme 31.16n n'est pas soume de moins de 16 bicarrés. VAUGHAN (1985) vient de

renplacer 14 par 13,

Pour ce qui est du nombre de représentations, HUA (1938) donne un équivalent du
nonbre de représentations comme somme de 17 bicarrés. La méthode de DAVENPORT ne
pernet pas d'obtenir ce résultat, en revanche la unéthode de HUA ne donne aucune

ninoration du nombre de représentations en somme de 16 bicarrés.

AULUCK (1940) déuontre que tout entier supérieur a exp(exp(205)) est somme de

19 bicarrés, ce qui est un nombre parfaiteuent inaccessible pour 1l'instant.

3. La contribution de THOMAS §1QZ§—19742.

Dans sa thése en 1973, THONAS explicite tous les calculs relatifs a la version

"Davenport' de la néthode du cercle. Il obtient ainsi que tout entier supérieur &
lo1409

est sorue de 19 bicarrés. Selon ses estinations, la vérification par le

calcul de la conjecture de Waring pour les bicarrés prendrait environ un 'juintil-

lion" d'anndes, ce qui est beaucoup, méme s'il ne s'agit que d'un quintillion amé-
ricain. Avec les différentes astuces connues a ce jour et les rmoyens de calcul ac-
tuels, cette valeur est toujours inaccessible aujourd'hui (de wéne que toute valeur

supérieure a 10600 ). THOMAS déuontre égalenent dans sa thése que tout entier su-

lo568

périeur a est somme de 22 bicarrés et que tout entier est somme de 23 bi-

carrés.

L'année suivante, THOMAS (1974) reprend la partic numérigue de son travail en
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basant son "escalade" sur des sormes de 6 bicarrés, & la place des soumes de 7 bi-

carrés utilisées dans sa thése. I1 ddéuontre ainsi que tout entier inférieur a
68 7 3 7 N z ’ -
lO5 *"  est somue de 22 bicarrés ; avec le résultat de sa these précéderment cité,

cela implique que tout entier est somwe de 22 bicarrés. Il annonce également que

tout entier inférieur a lO310

est somme de 19 bicarrés, mais, comme nous allons

le voir, la déuonstration qu'il indique inmplique seulenent que tout entier inférieur
s 10233,5
a 10 ’

est somme de 19 bicarrés. Cette erreur a une fAcheuse conséquence : la

1023375

borne

MANIAN (1979) que 21 bicarrés suffisent.

ne pernet pas de démontrer par la u.éthode développée par BALASUBRA-

Reprenons les calculs de THOMAS concernant 1'escalade de DICKSON, que 1l'on peut
voir coume une descente gloutonne : pour démontrer que N est sommne k bicarrés,
il suffit de démontrer que N - ([N1/4]4) est somme de k - 1 bicarrés ; on remar-
que que N = ([N1/4]4) ,<\I41\IB/4 + O(Nl/z) . En fait, si 1'on veut arriver sur une
soume de 6 bicarrés, il faut également gérer, a certaines étapes, la parité du bi-
carré que l'on 8te ; dans ce cas, on d8te de N , soit [N1/4]4 , soit ([N1/4] - 1i
et la taille du nombre & représenter coruwie soune de k~1 bicarrés est au plus
8N3/4 + O(Nl/z) . Nous suivons maintenant la dénarche de THOMAS (1974) : la méthode
la plus brutale pour déuontrer les lemres 1.2 et 1.3 conduit a effectuer 1011
additions en stockant les résultats sur 40 Méga-octets, le probléme peut aisément

se fractionner, et il est donc tout a fait accessible ; adnettons-le.

Pour déuontrer le théoréme 3.3, THOMAS nous indique qu'il effectue des escalades
successives de types C , A, 5B, B' , 5B aprés avoir expliqué en détail la si-
gnification de ces différents types et détaillé les 3 premieres étapes. Voici la
signification des syuboles utilisés et le tableau que j'obtiena ; chaque ligne, &

partir de la seconde, se 1it ainsi :

par une escalade de type t & partir de la ligne précédente, tout entier de

1l'intervalle [Sk R lOX] dont le reste dans la division par 16 est entre 4 et
n , est somme de k bicarrés ; ou Sk = 76 124 830 pour k £ 13 et Sk==1.22.uﬁ

pour k = 14 .

veifaen
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t X R k

9,24 et conii%izn; 4mod 5 6
C 10,59 3,4 7
A 13,32 4 8
B 16,55 4,5 9
B 20,87 4, 5’, 6 10
B 26,62 4,5 ,6,17 11
B 34,29 | 4 ,5,6,T7,8 12
B 44,52 4 5 eoe 4 9 13
B! 58,16 1,4, ¢00 , 10 14
B 76,35 1, 2,4, ¢oe, 11 15
B 100,59 1, 2, eee , 12 16
B 132,92 1, eee , 13 17
B 176,02 1, eee , 14 18
B 233,50 1, eee , 15 19
B 310,13 1, eee , 15 20
B 412,30 1, eee , 15 21
B 548,53 1, eee , 15 22

Coume on le voit, la valeur 310 correspond en fait & des soumes de 20 bicarrés,
et non 2 des sounes de 19 : ce tableau nous incite & penser que THOMAS a effectué
un pas de trop dans l'escalade. En revanche la valeur 568,7 annoncée pour les
somues de 22 bicarréds peut &tre atteinte par la méthode qu'il propose : la valeur
548,53 obtenue par un algorithme mal adapté en téuoigne.

143

On notera égalecuent que la valeur 10 qu'annonce THOMAS dans le théoréme 3.4
concernant les soumes de 16 bicarrés me seuble inaccessible par la néthode qu'il
préconise : en effet, en n'effectuant que des escalades de type A (1e glouton

pur) & partir des somues de 6 bicarrés trouvées, on ne peut dépasser 1O128 .
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