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L+ Introduction. Rappels.

Soit 35 1'enscuble des nombres de Pisot clest-a-dire 1'ensenble des eatiers algé-
brigues supérieurs & 1, dont tous les conjuguds, (auires que lui-néue), ont un mo-
dule strictenent infériecur & 1 , et soit T 1'ensecuble des nombres de Salen clest-
@-dire 1l'cnserble des entiers algébriques supérisurs 3 1 , dont tous les conjueuds
(autres que lui-méme) ont un wodule inférieur ou ézal & 1, l'un au noins étant

de nodule 1 .

ou T, A un entier alzéhrique de 2Q(v) , ot si

w2

Si ¢ cst un élément de

1'on note
o (1)

i)

,1:32,.00,8
s = degré de Q(v) )

’ L N} , S
les conjuguds respectifs de J et A (sutres qu'eux-méme), le nombre
AP 4 28 A(“) u(l)n
i=2

est un entier rationnel. Ainsi, si 1'on désigne par |x|j , pour x »del, la dis-
tance de x & l'entier le plus proche, on a, pour v € 3 , 3 partir d'un certain
rang

n/\. Un” = ’st.zz /\(l) U(l)n' ’ :

. n. . s s
et la suite (iAv ) tend vers zéro comme une progression géométrique. S5i A est
un éléuent quelconque de ,3(9) s alors il existe I €N , tel que & A soit entier

7’ 3 3 n . 4
algébrique, et la suite (“A u'y) e, au maxinuu, ) valeurs d'adhérence, toutes
rationnelles (les suites extraitecs convergent vers ces valenrs d'adhérence coume
des progressions géométriques).

Réciproquenent, PISOT a wontré [ 2] que, pour un réel & > 1 , l'existence d'un
réel A non nul tel que soit réaliséde l'unz ou 1'antre des conditinsns
, +< . o n .2
- (1.1) Zn=0 AT <4 e,
ou

n

ir v =0,

(£2) v algébrique et 1lim

noe
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(") tarthe GRANDET-HUGOT, Département de Mathériatiques, Université de Caem, 14032
CAEN CEDEX. '
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entrafnent que Y apoartient & S et A 2 gﬁu) « Cos résultats datent de 1938,
depuis la question dc savoir s'il existe des nombres transcendants tels que la suite
(4 un“) tonde vers zéro est posée. En 1948, PIS0T a établi [3] que, pour un réel
> |, i'sxistence d'un réel A non nul tel que soient réalisées les conditions

(1.3) et (1.4) (resp. (1.3) et (1.5)).
(1.3) La suite (ﬁﬂ u#ﬂ) a un nombre fini de valeurs d'adhérence,

(1.4)

(1.5) la convergence des suites extraites vers les valeurs d'adhérence est en
~{h+1
o(n \ ))

(453

est algébrique,

( h désigne le nombre de valeurs dtadhérence irrationnellas)
=t /9

entroinent que  appartient & S et A 2 ;ﬁe) « Ce résultat appelle la renar-
que suivente : les conditions (1.3) et (1.4) (resp. (1.3) 2t (1.5)) ne neuvent &tre
réalisdes avee h non nul ; elles entrainent en effet que A appaertient & ‘g(u)

et done que 12s valeurs d'adhérence de la suite (ﬂ“ dn“) sont toutes rationnelles;
or, pour h = G , la condition (1.5) est ioins vonne que la condition (1.1). Dans
le uBne article de PISOT [3], on trouve la nreuwidre caractérisation Ao 1'ensenble
SuT par l'existence, pour w ~ 1, d'unréel A > 1 tel que 1l'on ait

< L ¢
X Ze u(u + 1)(L + log A) ?

(1.6) “I\ fJn

PISOT et SALF: ont poséd la question de saveir si 1'on peut trouver une condition

unique rassewmblant les conditions (1.1) et (1.6) ([47, 1964).

A vropos de cette question, CAUTOR a publié en 1977 un article [1] dont nous re-
prerons ici certaines démnonstrations en particulier celle d'un critére de rationalité
(théorare 2.1). vuis nous donnons de nouvelles caractérisations de 5 ot de S U T
elles andliorent les conditions de PISOT (théordmes 3.2, 4.3, 5.1) on peuvent &tre

considérées conue des réponscs 2 la quastion de PISUT et 3.a.Bii (théordmes 3.2, 5.1).

2. Cxritdre algébrigue de rationalitg.

PRSI T I

Btant donné un corps commutatif X , des critdres classiques permcttant de recon-

. . so 'xn "y 4 . . .
naitre si unc série foruelle an c, X € K[[X]] représente une fraction ration-
nelle, & partir des propriétés dc la suite (cn) .

- . . < n
Rappelons rapideuent les plus importantes. La série Lneﬂ e, X" roprésente une
iy

a3
fraction rationnelle si, et seuleuent si, 1'une des trois conditions (4), (B) ou

(C) suivantes est réalisée.

(A) I1 cxiste des coefficients Qg » +=*» 4, TOD tous nulg ot un enticr n, tel

qu2 1l'cn aid

ZS

= i n3 .
1=0 4 %p-3 = 02 nen

Ltintroduction des déterminants de Hankel
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C,1 XX cl:l+]’)
P =] )
n o | .
c oo C
n+p 'Y T2

pernct de déduire de la condition (4) les conditions (B) ot ().

(B) Tl existe un enticr g ot un rang nO tel que

Dn =0, ingz n,
(¢) I1 _cxiste un rang n, el que
Dg =0, Ynzn (KRONT.CKFR)

3i les coefficients c, sont entiers rationnels, il surfit de wonirer que l'on
4

v . B
a |D7] <1 pour en déduire -o0.
L L

Dans le critére de Canbor interviennent des déteridnants 1ids aux déteriinants de

Hankel par 1'intermédisire d'une suite fixde de noubres cowplexes.

»r 3 ’ . -~ n

Fotations. = A une sdrie Torumelle znel[ h X7 telle que c, est non nul, on as-
socie deux fauilles de uatrices, notées ruspectivenent ].-I(Pn) et ;‘.-,(Pn) , }’n
désignant un élénuent de 1'ensenble @n des suites stricterient crnissantes de n + 1

entiers positifs ou nuls. On note un éléiuent Pn € @n sous la forue

Pnz(PO,P]_,H-,P), O-SPO<’LJ L e <

n 1 Ppo»

¢t 1'on désigne par I 12 suite I = (0,1, «. , n) . La uatrice H(Pn) est
définic par 1'ésalité

On wemzarque que l'%on a H(In;) = Dg .

Pour définir la natrice A(Pn;)' , on considére une svite fixée do noubres complexes

x =% 0

m,m  1=0. " j=0 ti:. t‘,j cin+n—-(‘i+j') 4

1a watrice A(Pn) est alors définie par 1'égalité
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Un calcul élénentaire montre que, si 1'on désigne par Tn . la natrice

/;
1 tl XK tn

Tn = O 1 e o tn-—l ’
o 0 L) 1

on a alors

%
A(In) =T H(In) T

THEOREME 2.1 : Critére algébrigue de rationalité de Cantor [2],

At n . P . .
Soit EQEN c, X une série fornelle a coefficients entiers rationnels telle que

ey #0,et Soit (tn) une suite de noubres complexes telle que t; =1 .

On suppoée qu'il existe un entier r > 0O tel que, pour tout Pr € @r , on ait

(2.1) |det A(PT)] <1,

. n ’ . -
alors la série formelle zée c, X" représente une fraction rationnelle.

1=

Plus préciséuent, on wontre qu'il existe un entier s vérifiant 1 <s <r, et

~

des entiers rationnels 4y s e++ s 4 TOD tous nuls tels que

s .
(Rn) Zi:O q Cpy =0, V¥ n2s.

La série E%EN c, X s'éerit alors sous la forme A(X)/Q(X) ou les polynémes A

et 9 appartie;hent a QLX] et vérifient deg A <s et deg Q < s .

Déuonstiration. - On renarque que det H(Pn) est entier, mais non det A(Pn) $ un
des points principaux de la déronstration consiste & montrer, pour une valeur de n,

1'inégalité |det H(Pn)| <1, & partir de la condition (2.1).

Cette condition entratne
r——-
o=

Soit alors s 1l'entier défini par

D det H(Ir) = det A(Ir) =0 .

{bg =0 pour s <n<r.
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ona s»1l, car P - o £0

0
L'égalité Dg = 0 entraine qu'il existe des entiers 4y » e++ » 4  mnOn tous nuls
tel que 1'on ait )
s
(Rn) zi=0 q C 4= O, n=28, ees 4 28 .

Le but de la déuonstration est de montrer que la condition (Rn) est vérifiéde
pour tout n 2 s ; elle se fait par récurrence sur l'entier n , on est amené &

distinguer deux cas n<s+r et n>s +r,

(a) 2s <ngs+r.

Soit m un entier vérifiant s <um £ r ; on suppose (Rn) vérifide pour
n=28, e , 8+m=~ 1, on se propose de uontrer que (Rs+m) est vérifide. Les

inégalitds s <n <r entratnent

I3
Dy = Det H(Im) =0 .
1 < ] °
On note ('j)Osﬁsm les vecteurs colonnes de la natrice H(Im) ; on les remplace

successiveuent pour j=mn , m -1, ... , 8 par les coubinaisons linéaires

V3 ==Z§_O a9 Vj—i s la watrice obtenue a un déterninant nul et s'éerit

/
co L3N Y cs_l O LN ) o
cs-l LN ] ch—2 O L N ] Zg
®s ottt Cpgp O 520 U Csenei :
. [ S
Sttt Coimn im0 & Com-i Zis=o 9 op-i
On a donc
g-1/v8 S+Li=-1
Do (%0 % Cgrng) =0,
d'ol, conue Ig_l 70,
> =0 .
(Rs+m) i=0 qi Cs+m—i

(b) n>s+r1.

On suppose la relation (Rh) vérifide pour h =8, «e. , n = 1 , nais on ne dis~
pose pas de l'hypothése de départ Dg =0 couue dans (a) ; aussi on introduit la
natrice Kn définie par

Kn=H(O,1,.-.,S—l,n—I‘,..-,n—S),
et 1'on se propose de montrer que det Kn est nul puis d'en déduire la relation
(Rh) « Pour uontrer que le déterninant de Kn est nul, on transforne Kn en fai-

sant des conbinaisons linéaires entre lignes et colonnes de facon 3 obtenir la na-

trice Mo,l,.”,s—l, N =T, eeo , 0 ~28) ,
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On note Wi 1'éléuent de éf+l qui s'éerit ;
LA (ci ) eee Ci+r) .
Les vecteurs lignes de Kn sont WO g ese ws—l , Wn“r y see wn—s ; les vec-
teurs Ns y see Wn el qui ne figurent pas dars les lignes de Kn sont combinai-
sons linéaires de WO g see Ws—l .

On transforne la matrice Kn en reuplacant Wi , successiveuent pour

i=n—S,..-,n—r,...,O,paI'

Wl=2" t W
1

=0 4 i-4°
La natrice Kﬁ ohtenue a comue vecteurs lignes

p = (01 si yi
Wi ( 4=0 tz Cio4? 4=0 tz Civl=2 ? " 740 ts Ci+r~£) ‘

Soient V! , ..., V; les vecteurs colonnes de la natrice Kﬁ , on les remplace

successivenent, pour j=r , r -1, .. , O, par

J
—'yk—O k k ’

on obtient alors la matrice A0 , 1, eee , 8 =1, N =T, ees , 0~ s) . On a

donc 1'inégalité |det Knl <1 qui entraine det K =0 .

La déLonstration se tsruine alors couue dans (a) ; on reuplace successivewent les

vecteurs colonnes Vj de Kn , pour j=r , r+ 1, ses , 8, par

on obtient une uatrice dont le déterminant vaut

s r-s+l _s-1
(270 9 Cn-d) o =9
d'ol
S

) Cas . § )3 n ok _ U ati
Reuiarque. — Si la gérie formelle ngﬂ_cn X~ représente une fraction rationnelle
A/Q ou le polynéme Q est de degré s , alors on voit iunédiatenent qu'il existe

une relation lindaire entre les colonnes de H(PS), et 1'on a donc det H(Ps) =

3. Application du critdre algébrigue de rationalité aux nombres de Pisot et de Salern.

Dans ce paragrashe et dans les suivants, on écrira pour o >1 et MN#£0, la
ol .n
décomposition modulo 1 de A O sous la forme AU = a + € , avec ah.e,é et

1ol PRt
e e (-3, =( de telle sorte que Ienl = AUy .

En ce qui concerne les différentes caractérisations,seules les conditions suffi-
santes sont déuontrées, les conditions nécessaires étant triviales ; d'autre part,

les conditions envisagées entrainent que le rdel A qui intervient appartient a

Q(9) , nous ne le rappelerons pas dans les divers énoncés ; ceci correspond aux
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théorémes 3.1, 3.2, 4.3, 5.1 et aux corollaires 3.1 et 3.2.

o \
THEOREHME 3.1 (CAUTOR)., — Un rdel u supdrieur & 1 appartient & 1'ensemble

SuT si, et sewlerient si, il existe des rdels A, u et ¢ vérifiant respective-

nent
'\>1/21 0<ogl, O0<pgl,

tels que l'on ait, pour w20 et n>1,

2 vmn-1 2 4]
.1 - <
(3.1) (1 + v) Zi— (€i+1 J ei) wn o,

en supposant en outre réalisée 1'indgalité
(3.2) W0 < —
e[ 1og(as +

0 m) + 20’]

La dérionstration utilise le leume suivant.

LENME 3.1 (CANTOR). - Soient p et o deux réels vérifiant 0 <p <1 et
X

. 2 . . X _O . .
0 <6 <1 ; on considere la fonction g =X J~=> p~ x o Il existe un entier k

vérifiant

1 _ 1
;W-ESK \.1+—-—17-U-,

o
tel que l'on ait 1'inégalité

(3.3) log glk) <o (e ul/g

1
-:;17'5).

Déuonstration du lemwe 3.,1. = On a, pour x > 0 ,

log g(x) = x(log w + o log %) ,

et donc

g'(x) |
= lo + 0 logx+ 0,
T‘)’-g X g W g
La fonction adnet un ninimum en x, = 1/9.1/0 et 1'on a 1log g(x )=- =2 .
g 0 K s ¢ ) :;:Eﬂ?
Soit k 1l'entier d4éfini par X £k <x, + 1 ; on a ndcessairenent k 2 1 ; le

_ 0
cas k =1 correspond a epl/o >1, et 1'inégalité (3.3) est triviale. La fonction

g étent croissante pour x > x, , on a log g(k) < 1og g(xo + 1) « De 1'inégalité

glzx. + 1) ox
0 0 g
__§K§57-_ = (1 + ;3) ( o+ )",
X
on déduit, coupte tenu de 1'inégalité (1 + ;%J 0 <o ,
, 0
g(x + l> U o 1/0\0
__2%377__.< p(xo +1) e =(1+ ep / )
0
' N,
d'ou g(xo + 1)

log g(k) < log &(x,) + log(-gr§57—f)
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goit finalenent

(3.3) log g(k) < dfe ul/" - ;—3:;75] .

Démonstration du théoreme 3.,1. — On se propose d'anpliquer le critére de rationa-

1lité & la série entiére 2
neN

"~

n 3 14 . - 14 . .
a X en considérant la suite (tn) définie par

Pour tout entier r > 1 et toute suite Pr € @r , la natrice A(Pr) stéerit

A(Pr) = (xp ), i =0, vee , T3 3=0, eeo, T

i,J
avec
n n
*m,n = Zh=0 k=0 'n "k fmin-(h+k) °
On pose 0 =0 ¢ - €, on obtient alors
n n-1 n
%0,0 = %
= = =
xO,n Xn,O 6n (n>1)
et
= = - 1 2 = .
Xn = Fa,u am+n -9 0 mz21, n>21)

On a ,dans ce dernier cas,
o
2 2 .2 < 2 . 6(62 2 ) + 62 2

xm+n = om+n -~29 6m+n om+n-1 + v 6m+n—1 \‘°m+n B+n om+n—1 om+n—1 ’
soit
2 2 2 . .
< v { i = .
(3.4’) Xm’n ~ (l + 0)(0L1+n + U m-lﬁ—l) ([..I. '; 1 9 n =z 1)

Au lieu de la natrice A(Pr) , on considere la natrice B(Pr) obtenue a partir
de A(Pr) en uultipliant la prenidre colonne par ./l + ¥ et en divisant la pre-
niere ligne par JL + v de telle sorte que l'on ait det B(Pr) = det A(Pr) et

B(PI‘) = (yij) i=~¢C g vee 4 I J=o g see 4 I aVec

¥0,0 = *py,0
. = X . 1 + ] = 1 ee o r
YO’J ( pO’J)/('\/ 0)) J ’ ’ 3
yi,O =,\/1 + 0 Xpi,oj 1 = 1 9y oo I'J
Y. = =1 9 o0 r 3 j =1 9 eece r .

X sg 1
1iJ pi)J

Deps le but d'appliquer la majoration d'Hadamard au déterninant de B(Pr)’ on se

. < 2
propose de majorer Lj=o yij ’

Pour % 2 1 : On a les inégalités successives

i=0, ese , r . On doit distinguer plusieurs cas.

2 ST 2 .2 ST
+ 27 L L (L+9)o. +4, o
Piyo J=1 XPi’J = ( )[ Pi Jj=1 (

2 2
.+ v b . ],
P +J pi+3—l
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Pour i =0 et p0.= 0;

r 2 2 1 ST 2 1 2
=0 90,5 = %0,0 TTF7 v “i=1 0,5 " TTT O Z§=1 %5
: g
(3.6) S P TN c-E. ) M
J=O O,J ~ 0 (1 + U)2
Pour i=0 et p #0 :
S
2 2 1 r 2 2 1 iy , .2 2
§§ v. .= X+ - 2, . x 65 4 —=— 2. (1+0)[s5 .+v96° ..,
=0 Y0,J pO,U 1+ v Jj=1 pO,j P 1+ 9 j=1 pO+J po+3—l
soit
g
T 2 T 2 w(r + 1)
. . NS ' . L L —_—,
(3.7) zJ:O yC,J S (1+0) ZJ=O 6p0+J 1+ 9

On obtient alors ;

pour p, =0 (en utilisant les indgalités (3:5) et (3.6),

. 2 22 w(r +)1)U r 4 1)9)T
(3.8) | det A(Pr)l < ( o+ z;f:fsgg—)(u< 1)°) ,
pour py # 0,
(3.9) et 4(R)] 2 <y (u(x & 1)%)FE

On peut alors déterminer r , grfce au lenue 3.1, de telle sorte que l'on ait
| det A(Pr)| <1.

On pose pour cela, u =1 + %-log(ag + z———1—330 la condition (3.2) s'éerit alors
1+ 0
eul/o < 1/(1 + u) ; on remarque que 1'on a u >0 , epl/c <1, et
1/o 1 1
. - < —
w+ el —;;I73 u + T+ o (l + u) ’
soit
. 1/o 1
(3.10) wtoep’ - —p75<0.
o
D'aprés le lemue 3.1, l'entier k , défini par
1 1
<k <
o7 S k<14 L

est tel que l'on ait
k . ok - 1fe 1
log(p k) <clep -";‘175),
et vérifie k > 1 (le cas k = 1 correspondrait & epl/u 2 1 ,inégalité incompa~-
tible avec epl/oél/(l+u) pour u >0 %
On pose r =k -1, on a alors
r ar 1/0 1 -
logp (r+ 1) J1<olew -—-ﬁ;]-logu-vlog(r+l),

ep
et 1'indgalité log(r +102-1-1/0 log u entraine
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T or 1/ 1 .
log [ (r+1) " ] <olen - —-+ 1],
o “170
et donc, d'aprés 1'inégalité (3.10),
2 4 L]+ 108 [WF (r+ 1)) <0,

0 (v + 1)3

(3.11) log [a
Coupte tenu de 14négalité (3.8), si P, =0, ou (3.9) si P, # 0 (on remarque
en outre dans ce cas que 1log w(r + 1)° est négatif), on déduit
! <
ldet a(p )| <1 (vE eP).
La démonstration se terunine alors de fagon classique gréce au théordme de Fatou.

La formulation de 1'ensemble des conditions (3.1) et (3.2) ne rend pas aisée 1l'ap-
plication du théoréme 3.1, les corollaires suivants donnent des conditions plus fa-

cilenient vérifiables.

COROLLAIRE 3.1. = Un réel © " supérieur & 1 appartient & l'emsenble S uT si

——
et seulement si, il existe des réels A, 0 et A vérifiant A >1 et 0 <o 1,

1,

-1 . 32
(3.12) th; redf <an’

tels que 1l'on ait, pour tout w =0 et =n

’

en supposant en outre réalisé¢ la condition

_Uy\o 1
22" (5 4+ 1)% (2 + (108 &)

(3'13) A < ( 0/2)2 .

Déronstration. - Il s'agit d'appliquer le théorene 3.1 avec u = (1 + b)4 A . Les
conditions (3.12) et (3.13) entrafnent IeO|< 1/4 et done a. < A+ 1/4 3 on en dé-

0
duit
ag + 1 5 < (hu+-% 2
(v + 1)
et, cinpte tenu de 1'inégalité A =2 1 qui iwplique A + 1/2 < e N on obtient
log(ag + C 5 +20<2logh+ 4 .
(l + u)

Grfce aux indgalités
</
(10g » + 2)7/2 < (1og )2 4 292 ¢ (10g )2 4 2,
on voit alors que 1l'enseuble des conditions (3.12) et (3.13) entrainent 1'ensemble

des conditions (3.1) et (3.2)

by

COROLLAIRE 3.2. — Un réel © supérieur & 1 appartient & 1l'ensemble S UT si,

et seulecent si, il existe un rédel A supérieur & 1 tel que 1l'on ait, pour tout

n=0,
1
, 2 oy
e(v + 1)° (2 + Jlog A)

(3.14) Ao <

Déuonstration. - En reprenant les calculs précédents, avec ¢ = 1 et compte tenu
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de 1'indgalité .56 <e , on voit que la condition (3.14) entrafne

n

Vé;:(l + d)2 J2 + log A

. Li+n-~1 . 2
(1 + 0) Zi:m (€i+ -y ei) < ,

1

on peut donc appliquer le théoréme 3.1 avec o =1 et pu = e ' .
Jeerl + v)° /2 3+ Tog A

Remargues.

(1) La condition annoncée par CANTOR

Vin=>=0,

a6 L
(3.15) A S e T T e )

est plus forte que la condition (3.14), elle a l'avantage d'étre facilenent compara-

ble & la condition (1.6) de PISOT, mais représente de 1'intérét par rapport 2 celle-

ci que pour A > 13 .

(2) Des majorations plus fines pernettent de remplacer dans le facteur 2 + ,Iog X,
2 par 1,2, 0u 1 si A est entier ; on peut encore, pour A assez grand,
conpte tenu de 1'indgalité des accroissenients finis, log(A + 1/2) < log A+ 1/2 ’
renplacer 2 + ./log A par 1 + ,J/log A~ + 1/24 .

(3) Com:e pour la condition (1.6) de PISOT,on peut supposer réaliser pour n2n,

1'une ou l'autre des conditions suivantes

N 1

(3.16) IESCRIIES 2¢ u(u + 1)(2 + iy 1og J + JIog )
ou

(3.17) : TSRS - ‘

e(v + 1)2 (2 + Vho Tog v + ./Iog ~)

C'est dans la présence du terme ”50 log v , au lieu de n, log U dans la formule

de Pisot, que réside 1'intérét de ces cxpressions.

Comme les corollaires précédents, le théordme 3.2 se déduit du théoreme 2.1 ;5 il

caractérise S pulsque la condition entraine que la suite (en) tend vers zéro.

-~ Y
THEOREKE 3.2. - Un réel U supérieur & 1 appartient & 1l'ensemble ( si,,et

seuleuent si, il existe deux réels A et « vérifiant A2 1 et O <w < 1/2,

tels que l'on ait

irn < e
(3.18)
A Gn” e n pour n =21,
avec
oyl
(3.19) .- (1 - ) .

" 2e( + 1)° (2 + (10g A)Y7™)

Dérnonstration. — Les conditions (3.18) entratnent pour n >1

- (‘-.6 € . 7 =
J=t Jj ~ n-1 L& 1

2
R o -1 4t e 1-24
YN 1 2 e2 2?:2 1 3 & 2 yuin 14 € {(o +n _1)1 o (m - 1) 1,
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et, coupte tenu de 1'inégalité

(w+n - 1)1—24 <(n - 1)1-21 1-2«

+ n 2
2
.20 wn-1 2 € 1-2x .
(3.20) Z,j::m E:J"‘J,-Z(.Yn
Par ailleurs, si m =0 , on a
2 l-2x
n-l1 2 _ 2 2sn-1 ~2« _ 2 (n -1)
S <€ <
Zj:O €y St ¢ Z?:l b S% 1T - X ’

d'ol v
n-1 2 2¢
> e o
Zj_C ej T

On peut alors appliquer le corollaire 3.1 avec A = (232)/(1 - 2:) et o=1- &

car la condition (3.13) s'éerit alors

1 - 2 1 - 2 1
e < (BEE g 2 Y =
< (6 + 1) (2 + (1log A) )
et on la déduit de la condition (3.19) coupte tenu de 1'inégalité stricte.
l-cx eﬁ—d

2 <2e .

Remargues.

. (é) Si « =0, cctto condition cst proche de la condition (3.14) qui caractérise
UL ~
n peut encore supposer que l'on a, pour n =n € € n avec
(2) On peut 1'on a, zny, le |l gen™

(1 - )™ o

N 14
2e(v + 1)2 (2 + (Log A)t—a + (nO locg Ukha)
cette condition entraine donc € = ¢ (na ) resultat analogue a celui trouvé pour
« =0 (3.17)

€ =

(3) La condition (3.18) est assez diffdérente des conditions usuelles caractéri-
sant 3 : il s'agit d'une majoration en fonction de x , et qui est réalisée pour
tout n , aussi elle sewble wieux que la condition (3.1) de CANTOR répondre & la

question de PL30T et SALEH,

4. Critére analytique de rationalité. Application 3 .18 caractérisation de S par
la copdition “A-unﬁ = o(1/./n)

Le but de ce paragraphe est de caractériser $ par la condition |jA & = o(1/4A),
caractérisation qui est une conséquence du théordne 4.1. Celui-ci est un critére de
rationalité, qui se déduit du théordme 2.1, mais est basé sur les propriétés de la
somte de la série entieére Zan z" dans C ; c'est en ce sens que 1l'on peut parler
de critére analytique. Dans 1l'article de CAITOR [1] figure un critére dont les con-
ditions sont un peu différentes de celles du théoréne 4.1 ;3 le but de CANTOR est
d'avoir un critére qu'il appliquera aux suites (en) ayant k valeurs d'adhérence
(dont seule la valeur d'adhérence O est rationnelle). Ainsi, CA'TOR considére des

suites (an) prenant k valeurs distinctes modulo 1 mnais dans sa déronstration,
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CANTOR fait une erreur en appliguant le théordme de Dirichlet (page 51). Ne pouvant
utiliser le résultat de Cantor et comume seul le cas des suites (en) tendant vers
zéro nous intéresse, nous avons établi un critdre dont la démonstration s'inspire
de la méthode de Cantor, sans utiliser le théoréme de Dirichlet, et qui concerne

des suites d'entiers rationnels.

TRORT C i . . cy oz .
THEORELE 4.1. - Critére analytique de rationalité. Soit (an) unc suite d'entiers

rationnels ; on considdre la fonction f définie au voisinage de 1l'origine par

l‘,' . ’ - +(D n
egalité f(z) Zn=0 a, z .

On suppose que la fonction f n'est pas constante, et qu'elle peut s'exprimer

coue le quotient de deux fonctions s et t analytiques au voisinage de 1'origine.

+o n +© n
s(z) = Zn:O S, % t(z) = Zn:O tn z
ou les Suites . (Bh) gﬁ_ (th): vérifient kes conditions suivantes

(i) 8 #0, to =1

(ii) Z;; Itnl <+ @,

(iii) 11 existe deux réels « et 3 vérifiant O <« <1

« +P %1 tels que 1l'on ait

(4.1) 220t s, % = o(a™)

2n-1 2_ ~ —B
(4.2) 2ot s, =0 0™

alors la fonction f est une fraction rationnelle. La déuoanstration utilise deux

lennes.

LEMME 4.1. - Soit (yn) une suite de réels positifs tcls que 1l'on ait

-1
(4.3) . 2oy =0(1)
on pose
6 = sup Z?m~1 . e
n | R 1= 1

Soit (il y soe is) une suite strictement croissante d'entiers naturels, on a

alors
s S vs
<4°4) h=1 Lm=1 y'-i-h+111 <4 Jj=1 éj *

. ‘ . . . 2n-1 .
Déuonstration. — Dans la déuonstration interviennent des sonues anﬂl, aussi il

est utile d'introduire, pour certains entiers, la plus grande puissance de 2 qui
leur est inférieure ; soit r 1'ensemble
r={nel; n=2", pelj;

p

l'entier h détant fixé (he {1, 2, «.. , 8}) , on note respectiveuent "

jh,
et g 1les élénents de r tels que

g $sliy <2k, 4 sh<2y, g$s<2%.
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On a alors 0 < Z:zl Y5 inm < 61 + 62. + eco + O, i et la suite (6n) étant dé-
h h h™h
croissante, en tenant compte de ih 2h 2 zh
0 5:28 y. SO + 6, 4+ aee + 0, . K0, +8,, + o0+ 0
=1 1h+u h 2h Ip? n 2 h g

et

zi:L Zm:l Vioam SO+ eee F b T 2(62 4 oeee + bg) + 4(04

+ eoe + O + eee + o

. g) reg o,
< § o
SO+ 302 + T8

4 T eee + (Zg,." 1) 6g .

On utilise alors les indgalités 78, <88, & 4(63 + 64) et, plus généralement,
+1 . A0 . s
(2q - 1)-024 g s 95a §-4\o2q_1+1 + eee + 62q) , on obtient

s 5 g < Zs' A
Zh..l Tt ¥ im S R e REL
Penarque. —~ CANTOR iwmposait la condition 1in oo Z?Z;l v = 0 & la place de la

condition (4.;).

LiliiE 4.2¢ -~ Soit X = (Xij) une matrice carrée d'ordre n telle gue

(4.5) Z 2 2

<
SRR

?

cn @ alors Idet Xl <1 .

Déuonstration. — En utilisant 1'indgalité d'Hadanard et 1'inégalité entre moyenne

arithmétique et géouétrique, on obtient

et X1 TD T It G 8

1] n i=1 ']:l |

(%

|2) <1.

by

Dé.onstration du théoreme 4.1, (™). - On cherche & appliquer le cirtére de rationa-

1ité 2 1s série entidre 2 a, z" , @t donc & montrer qu'il existe un entier r 21
tel que 1'on ait ]det'A(Pr)l <1, VP ef , enutilisant 1'inégalité (4.5).

) RN . s . sr 3T 2 .
On est donc conduit & majorer les expressions n=0 “n=0 prm nl avec
’
X = 3T o £, ©. a
n,n 1=0 "j=0 i ] mn-(i+j) °

-

( ) La démonstration faite ici suppose o<1 et p <1 ; dans 1lc cas o o =1
S Q‘* 1 “1Ou iurlul ( .7, (4.8), (4.9) et (4.10) sont nodifiées. Les formulecs
4,10) Coviemncut en parhiculier.

r~ i
o(r'™ 10g% 1) s a-= 1, 3 <1
r T 2 l-c i -
Zm:@ 25:0 lXP | = Lo(r logr) &i a<1l,B=1
2,1
o(10¢ r) s oa=1=8.

On peut également supprimer la condition (ii).
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Plusieurs étapes sont nécessaires ; on pose

u =20 t., s
n,n  i=0 i nin-i
n-1 }
= - 2 -
vm,n i=0 i tm+n—i (n 2 1) et vm,O 0,
et, aprds avoir démontré 1'égalité
2
(4.6) %un = %an * Voo y (n, n)e §°,
on établira des évaluations distinctes pour
r 2 ST ST 2
Zm=O n=0 |u |7 et n=0 ~n=0 lvp 1=
- fm,n m,n
n 3
On a, pour tout n =20, s =Zi=0 tl -y * OB en déduit
_sh _Sn Zm+n—j
Xoon = %520 ¥5 Smn-j 320 U5 “iemel Ui Pmru-(it) ?
soit
x =u - 2Ry JIMIL g g Loy =1 -2 t,
L,n n,n i=m+l i §=0 J “mtn-(i+d) n,n i=n+l Tmin-i i
d'ol
(4.6) %0 = Ymn * Ymyn °

Afin de donner une évaluation de Zi___o Isil , on écrit gréce & 1l'inégalité de
Cauchy=Schwarz
5 2n-1 [ <n 1/2 [Z.2n—l Is.l2]1/2
i=n i=n i
d'ou, en utilisant la condition (4.1) ;

5 20-1 s, | <n1/2((n-a))1/2 _ 0&(14)/2)

Soit r un entier ; on lui associe 1l'entier X tel que 21’ est le plus grand
dlénent de ' inférieur ou égal & r ; on a alors

clogl + 70y T2 s ] <o (/2

o sl
i=0 '7i i=
d'ol
ST _ (1=)/2
(4o7) i=0 lsil 0 (I‘ ) .
On définit le polyndue ﬂm , par
’

<r k sor J
ﬂm’r.(z) "Lk=0 tk Z Zj:m sj Z

alors, si n est un entier au plus égal & r , up n est le coefficient de
Z B dans 1 , et 1'égalité de Parseval entragne
a,r
r 2 2r1‘ 1ku fm ijo 2
3 do
n=0 Iupm’nl fo %0 b © |

+r
1 2 p2mn jui} iju,2 ..
S5 T 1807 Jo | z§=p sy | av;
, L
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+
en posant T =Zn—0 Itn| s, on a alors

P _+r
p 2 2 <o 2
i u <T . S .
Tl I 1P<0% 57 lal®,
d'ou 1l'on d duit
T T 2 2 <r T _ 2
Zm—O Zn=O lup nl ST 40 3=0 ligpm+jl ’
?
On pose alors
_ \-25—1 2
8 SUPs>i “m=j l h|
et la condition (4.1) entratne S:IL.=O 61 =0 (rl—u) ; en appliquant le lemme 4.1 3
la suite (lshl2) , on ohtient
T T 2 2 sr e
(4.8) 20 %o lupm nl <417 2 o8 =o(T) .
9
De méme, en appliquant 1'égalité de Parseval au polynfme =
, nni’
3 k  sme J
“me %L;:O g 2 j=m t,j 2
on obtient
: . +7 s
F v Bk 2R MTET g 2 g
n=0 " 'py p = J=p,
n +r
< T g2 TR
S k=0 "k J=pp  J
dtoy gréce & 1'égalité (4.7),
r 2 T 2 1w
2 e §;=o lvp 1© < 2;ﬁo “3=0 ltp +jl x o(r ") .

m,n

On pose ici

B 2j-1 2 2j-1 2
8 = Sup.o; Zh:j lthl S SUP; (%1=j [thl) .
d'ou

r 1-2y -
Zi:O 8, =o(r ™),
et finalement, grfce au lemme 4.1,

r v IV

2
(4.9) n=0 "n=0 ''p l
m,n

= 0(1‘2—(1-8) ..

L'égalité (4.6) entrainant

2 2
1%+ 17y 19

(4.10) |x

2
m,nl < 2(ium,n

on aura

r S 2 2-u=Py
Zm:O n=0 prm nl = ofr )3
?

pour r assez grand, cette quantité est inférieure & r+ 1 qui est 1'ordre de la

matrice A , et 1l'on a donc |det A(Pr){ <1, VP.€ @r s la fonction f est une



31-17
fraction rationnelle.

On déduit de ce critére le théordme suivant.

P
THEORHELE 4.2. -~ Soient Uy o Uy s eer s dh des nombres réels vérifiant [Uil > 1

pour i=1, 2, .. , h . On suppose qu'il existe des polynbmes & coefficients

réels Ll y eee 4 Lh et une suite (an) d'entiers rationnels tels gue

(4.11) 22;1 Li(n) u? =a + o(n—l/Q) ,

alors la fonction f, définie au voisinage de l'origine par

+>® n
f(z) :Zn;o an 2 y

1 h

est une fraction rationnelle, et les nombres 9. , «.. , ¢, sont entiers algébriques.

Dénonstration. - On pose h , pour n€ N , ah_==22:l Li(n) d? + oy d'on
by = 0(n~l72) « On a alors f(z) = '\)(z)/V(z) + p,(z) avec

Th(z) SR I N E3 Wi P

+ n
et p,(z) =Zn=0 p,n Z .

Les hypothdses du théorémes 4.1 sont vérifides avec s(z) = v(z) + w(z) v(z) 3

t(z) = V(z) . On a alors Zmzﬂ Sm‘2 =0(1) .

On prend donc « = 0 , comme t est un polynfme, 8 peut &tre choisi quelconque,
les conditions d'application du théordéme 4.1 imposent B = 1 « Le théoréme 4.3 est

un cas particulier ou h =1 .

[4
THEORHIE 4.3, - Un réel 6 supérieur 3 1 appartient & S si, et seulement si,

il existe un réel A non nul tel que l'on ait

(4.12) a0 = o(a”/?) .

Q

5. Carsctérisation de S par une condition asymptotique sur i_\'/\ Un;; . Détexmination

d'une constante effective.

L'intérét du théoréme 5.1 tient dans le fait que la condition asmptotique se tra-
duit par une indgalité faisant intervenir une constante effective ; il se déduit du

critére algébrique,le critére analvtique ne s'anpliquant pas dans ce caS.

, \ 8 3 e ’ . by ) . N 2
THEORELE 5.1. — Soit © wun réel supdérieur & 1 ; © appartient & S 81, et seu~

lement si, il existe deux réels A et a vérifiant respectivement A>0 et
e <1/(2(1 + 0)2) tels que 1l'on ait

4, u, _a
(5.1) A o <%- pour n 2 n, .
o
Démonstration. — En remplacant A par A b , et n par n - ny » on peut sup-

poser que 1'inégalité (5.1) a lieu pour n 20 , soit

a

lenl <7:’1'§"5 pour n >0 .
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On pose

NReS n
f(z) _Zn=0 an z =

A

5t R
1 - vz

+ e(z) avee ¢(z) =2 o€y 2

On conserve les notations du théordme 4.1. Soit s(z) == A + (1 - 8z) «(z) ;
t(z) =1 - 6z et

= A
e . 5 + €,
s(z) =Ln___0 s,z ou
ksn =€, - S €1
>Z+°° n t0=l t1=~d
t(z) =40 tn z ou
tn =0 pour n=>2 .
Les coefficients u et ¥ s'expriment alors sous la “orme
m,n m,n
-5n - G
um,n i=0 ti “nin-i = Smin v Sn+n-1
- _ Zn-—l .
vm,n i=0 °i ‘men-i
On en déduit les égalités
= > = - > =
Vm,n 0 (m 21), vO,n 81 v (n=21), v0,0 o,

1s|<a(1+°) , in30
n n+ ng -
a(l + ©)
lu‘m,nl FOo+ o, y V(w,n)e ExX
a 0(1 + u) ,
< >0 .
|Vo,nl n+n0- ’ Vn‘o
On obtient alors, en majorant
r ' 2 i r 2
ST v % et X w2,
n=0 "m=0 pm,n n=0 =0 pm,n
les inégalités
r r 2 & 2 _ 2.2 2 ST 1
Zn=0 Zm=0 lVp l =Zn=ovo,n\'\a 0°(1 +v) n=0 m+n. -2’
m,n 0
d'ol
2
ST 3E v = 0(log r)
n=0 “m=0 Pnn
et

r 2 2 2
<

20 u, S (1 +9) Zm__ X s
Compte tenu de la majoration

2
2j-1 2 _& i1+ vo o2 2
S0y sk SR o7 e (ie )
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on peut appliquer le lemme 4.1 & la suite (sﬁ) 3 on a donc
5T < !n 2 N2
i:Oéi“'+l)a(1+e)
soit finalement
yTrooyr 2 < g 42 W
ne0 “ 00 upm LS 4 a (1 +06)7(~ 4+ 1) .
?

Le déterninant de la matrice A(Pr) vérifie donc

z:?=o §§=o xg <4 8’ r(1 + 6)4 + 0(1log »)
m,n

et, si la constante a satisfait & a < 1/(2(1 + 0)2) , on a, & partir d'un certain
rang, ldet A(Pr)l <1l.,

N cys +o n 2 . . rh 2 (s oz .
Ainsi, la condition z:n—a A VT <+ @, qui n'avait pas été améliorée depuis

1938, peut &tre remplacée par l'une ou l'autre des conditions

(3.12) [+ 9%y = o(1/vm)

(5.1) (B <7§ (n 2n)
avec a < 1/(2(1 + ©)°) .

Cette dernidre condition doit &tre rapprochée de 1l'ensemble des conditions

( A < e
(3.18)

i HES Gn” Le Y n 21
avec
(3.19) (1= 20"

" 2e(u + 1)° (2 + (10g V)E©

AJ Q

qui caractérisent 8 si O <w <1/2 ,et SuUT si «w=0.

Tn effet 1la condition (5.1) constitue également une réponse & la question de PISOT
et 3ALEN, puisqu'elle exprime une condition asyuptotique faisant intervenir une cons-

tante effective.
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