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THEORIE ANALYTIWUE DES NOMBRES

lre-2¢ annécs, 1984~1985, n° 28, 6 p. 4 mars 1985

SUR LES NESURES D'IRRATIONALITE DE CERTAINS NOMBRES TRANSCENDANTS

*
par Georges RHIN ( )

1. Introduction.

Soit @ wun 4lément de R \ Q . On dit que le réel u = pw(a) est une mesure
d'irrationalité (effective) de « si, pour tout ¢ >0 , il existe qo(e) >0 ef-
fectivement calculable tel que, pouf tout couple (p , q) de Z? vérifiant

Q2 qy(e) , onait |«-p/al 24" .

Nous étudions ici 1log 2 et m , mais cette méthode se généralise & d'autres nam-
bres transcendants ou méme algébriques. La méthode de Baker de minoration de formes
lindaires de logarithmes [2] fournit w(log 2) = 10%% . En 1978, APERY (cf. [11])
obtient u(log 2) = 4,622 ... par une méthode d'accélération de la convergence de
la série définissant log 2 . Les approximations de log 2 obtenues sont liédes aux
approximations de Padé de la fonction 1log(l - (1/2z)) . Cette méthode avait déja
permis & BAKER [1] de donner en 1964 u(log 2) = 12,5 . En 1982, CHOODNOVSKY ([5]
et [7]) annonce u(log 2) = 4,269 654 9 et u(log 2) = 4,134 400 029 .

Nous donnons ici des démonstrations simples de ces deux résultats, et nous don-
nons la valeur u(log 2) = 4,079 154 ...

MAHLER [9] a donné en 1953 p(m) = 42 , puis MIGNOTTE [10] a donné en 1974
p(m) = 20 . Ce résultat a été légbrement amélioré par CHOODNOVSKY en 1979 [4] avec
w(s)

(1)

19,89 . Ce dernier a annoncé en 1982 successivenent p(m) = 17 s puis
14,65 ([6] et [7]). Nous donnons ici la valeur w(m) = 16,2 .

2. Mesure d'irrationalité de 1log 2 .

On étudie les intégrales du type

H (x)
1 n
I =f~q—-—-dx’
n 0 (x + 1)n+1

ou Hh est un polyndme de 2Z[X] de degré inférieur ou égal & 2n appartenant a

1tidéal (X + 1, 2)* . Alors

2n . i -1 n-i i
Hn(X) = Zi=n bi(A + 1)+ §§=0 b, 27 (X +1)

et

In = bn log 2 + a,
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28-02

n-i

i-n th bi i-n
(1-277) + (7™ - 1) .

a = Zn-.-l i
n i=0 i=n+1 i -n

n-1i
Si dn =ppem (1, 2, eus , n) , il est clair que dn a, est dans Z . Pour ob-
tenir une mesure d'irrationalité de log 2 , il suffit alors d'estimer In et de
majorer lbn| qui est donné par
. - 1 Hn(z)
n 21i ¢C (z + 1)n+l

dz ,

ou C est un cercle de centre - 1 , de rayon non nul, et d'utiliser le lemme sui-
vant.

LEMME., — Soit &« un réel. Soient ko >0, £O 2 1/2 3-£1 >0, 1< EO RS E1

et Q> 1 des nombres réels tels qu'il existe une suite (pn ’ qn) de Zf Xéf

rifiant, pour n 20 ,

anl Sko Qn E_-_'_;_ 2’1 EInslan'—pn] S’z‘o Ean .

Alors, pour tous p, q dans Z, q £0,

l« - p/al 2¢cla™,

o = 1;;;&250,) ot o =§% (QEl)—(u(log(zo/zl)/logEo)) )

Dénonstration. - Soit 6 =o - (p/q) , et soit n 1le plus petit des entiers m

tels que

Zl
“— < .
lay = p,| <73
I1 est clair que q # 0 . Nous avons
ala, ®-p | =q p-p a+aba, .
58 ¢ p-pP,a=0,

—~Il

1
| 8| = 4, B
|qn| 171
Puisque n est minimal et que n 2> 1,

-n+1 4@1
i By ey @- el ik

done n <1+ (1og(]ql zo/zl)/log EO),'

De |8 24, E"/k, @, on déduit que
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Si q P-p, q #0 , alors Iq P - P, ql =21 et
|°q%1 1-la lg@-pl 25,

dtaprées le choix de n . On a |6| > 1/2 ko |q| Qn y €t 1'on vérifie que la mino-

ration précédente est encore valable.

On liquera ae & 1!t i =
appliquera le lenue a l'expression d.n In dn hn log 2 + dn a en remarquant

que, d'aprés le théordme des nombres premiers, d = en(1+°(l)) .

(x(1 - x)*

Pour najorer In , 11 suffit de trouver le maxinum de fl(x) =x(1 - x)/(l + x)

sur [0, 1] .

Le résultat d'Apéry est obtenu en prenant Hn(x)

Nous avons fi(x) = - (x2 + 2% - 1)/(x + 1)2 qui s'annule en Xy = Jﬁ -1 et
= 2
£,(x) = (W2 -1)°.

D'autre part, ‘b I 1 y Ou

|z(1 - Z)l

z + 1

W) = mingsg BAX) | =p

La valeur w, est atteinte en un point Xy zéro de fi ’

x, =-1- J2 et w, = (/2 + 1)2 .
La fonction (x(1 - x))*/(x + 1)n+1

quer le lemnie, et 1l'on obtient

étant positive sur [0 , 1], on peut appli-

_41og( 2 + 1)

w(log 2) = ogW2 + 1) =1

= 4,622 100 832 ... .

Pour obtenir le premier résultat de Choodnovsky, on utilise le polyndue

X2 +2X - 1=(X+ 1)2 - 2 , nunérateur de la dérivée de fl . On prend

H (X) = (x2 + 2% - )P (x(1 - x))22Bn) pee 0 <5 <1

la valeur optimale de 3 est 0,06 , et 1l'on obtient

bn
In c, e et ]bnl < c, e

an

/N

avec b = - 1’776 029 24 cee et a = 1,533 870 74‘ eee o

H ~ étant positif ou nul sur [0, 1], on obtient

p(log 2) = 4,265 174 29 ... .

2
Le second résultat de Choodnovsky est obtenu en utilisant le polynéme 6X - 5X + 1
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qui est égal a 6(X + 1)2 - 17(X + 1) + 12 + On prend

Hh(X) = (6X2 - 5% + 1)2[0’0511] (x(1 - X))n—Q[O,OS n) .

Soit f3(x) = |6x° - 5% + 110’1 (1 - N®%(x+1) . sur [0, 1], fé(x)
s'annule en 1/4 , 3/5 et * v@ - 1 . Avec les notations précédentes, nous avons

b =- 1,937 666 495 ... et a = 1,939 021 891 ... qui nous donnent
w(log 2) = 4,134 400 029 ... .

On peut donner une meilleure mesure d'irrationalité de log 2 en utilisant plu-

sieurs polynbues de degré 2 coumie facteurs de Hn . Si

P, = X2 + 2X -1, P2 = 6X2 -5 +1, P,= 7X2 -5 +1

2
. 5 = 13X° - 11X + 2,

’ P4
on prend

1 P 2 3

on. om. om 21:14 n-2n;
E(X) =P ", Py’ B, (x(1 - X)) ,

ob m = [0,00645n] , m, = [0,0554n] , m, = [0,01985n] , n, = [0,002n] et

m_=n +n,+ o, +n

5 1 2 3 4 °
Alors b = - 1,976 013 647 ... et a = 2,005 206 66 ... , donc w(log2)=4079 15434

Ctest actuellement la meilleure mesure d'irrationalité conme de log 2 .

3. Mesures d'irrationalité de n2 et m.

Soit o 1'idéal de Z[X , Y] engemdré par T=1-XY, U=1-X et
V=1-7Y.8S0it P € Z[X , Y] de degré inférieur ou égal & 4n ct appartenant

a an » Alors 1l'intégrale

P (x,y)
1 p1l ' n ’
In - IO 0 n+1 dx dy
(1 - xy)

est convergente. On remarque que
2

1 dx 4
IO IOl—Zy C’(z):%—

et que, pour m 21 et 220,

1 (1 -x)* -y X
Ib (l _ Xy)m+1 d dy e‘z

et

fl (1 _ x)m+l

X dxdy €32 .
0(1 )IZ’].+1

L+4 IO

A 2
Supposons que P~ s'écrive P =Zj20 7 Aj(U,V) avec Aj(U,V)=Qj(U)+Bj(U,V)+Rj(V)
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J
soient d'ordre supérieur ou égal & n - j, et Bj soit homogénc de degré n - j .

ol Aj est de degré infériecur ou égal & n et que, pour 0 £ j<n, Q. et Rj

Si on pose Ah(O , 0) = bn ’

b =1 Pn(x y )

| .__.—-—__—__.dxdy pour p>1
J = =
n 4ﬂ2 le p u’y‘ p (1 - Xy_)n+l
et
— . 2
I =a + Py t(2) avec b €2 et d a €7.
Si 1l'on prend P = (xy(1 - 1)1 - Y))® , on obtient les forrmules données par F.

BEUKERS [3] (voir aussi [11]).

Le maxioum de xy(1 - x)(1 - y)/(l - xy) sur [0, 1]2 est obtenu pour
x=y=0(/5-1)/2 et vaut ((5-1)/2)°.

De plus, |bnl < (G + 1)/2)5n , donc

w(r?) = 11,850 782 2 ...
et
p(r) = 23,701 564 4 <uu .
3i on utilise le polvnéme X - Y , il vient, en prenant

p = xyt 1,075 (1 -%)(1 - Y))n—2[0,075 n] (x - Y)2[0,075 n],

W) = 9,385 630 57 ...
et
‘J:(‘TT) = 18,771 261 14 )

Si 1'on prend le polyndue

P = (XY)[O’97 n] (1 - X)(1 - Y))n—Z[O, 15n] (x - Y)2[_0,1‘5 nj (2xY - 1)2[0’9 n]’

on obtient
u(r®) = 8,099 587 ...

et
p(n) =16,199 174 ... .

Ces résultats peuvent encore &tre un peu audliorés, mais le calcul des umaxima de
Pn(x , /(1 - xy)? requiert 1'utilisation de langages de calcul foruel. Le cal-

cul précédent a 4té réalisé sur LNACSYMA avec le concours du GRECO calcul fornel.
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