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C!'EST BEAU ET CHAUD ()

par Bruno POIZAT ()

[Université Pierre et ilarie Curie]

Comme son titre l'indique, cet exposé est consacré au probléme de classification

des corps différentiellewent clos : on cherche & les trouver tous.

Et puisque j'ai devant moi un public choisi de logiciens, je vous épargne un
laius sur la si importante contribution de la théorie des modeles aux mathématiques
de notre temps qu'a été 1l'invention des corps différontiellement clos ; j'annonce

directement la couleur en vous donnant la liste des choses acquises sur ce sujet :

1° La théorie T des corps différentiellement clos de caractéristique nulle est
complete et élimine les guanteurs (atautres disent "quantificateurs“) ; 11 ¥y a par

conséquent une version différentielle du "Théorizuc des zéros'.

20 T est totalement transcendante, de rang de ilorley égal & oméga ; en consé-
quence, tout corps différentiel X de caractéristique nulle admet une cléture diffé-

rentielle, uniquement déteruinée & K-isomorphisme prés.
30 T n'a pas la propriété de recouvrement fini, de Keisler.
4° Blle éliidine les imaginaires de Shelah ; une fois qu'on 1l'a remarqué, on com-—

prend mieux la théorie de Galois mise au point par KOLCHIN pour les équations diffé-

rentielles dont la solution générale se laisse paramétrer par des constantes.

50 Si K est un corps de constante, sa cldture différentielle n'est pas minimale,

c'est-a-dire admet des K-plongements non surjectifs dans elle-néme.

6° T a la "dope" (dimensional order property), de Shelah ; en conséquence, Hour
tout cardinal lambda non dénombrable, elle a deux-puissance-lambda mod®les non iso—

morphes de ce cardinal.
Et j'ajoute deux choses qui font probléme :

7° Des problémes sur les rangs des types : peut-on caractériser algébriquement
le RU ? a-t'on toujours RU = Ril ? est-il exact que 1'équation différentielle gé-

nérale d'ordre n corresponde & un type de RU =1 ?

(") Contrepdterie belge.
(““) Texte d'une conférence donnée & 1'Université de Gand, le 24 novembre 1982.

Bruno POIZAT, llathénatiques, UER 47, Université Pierre et llarie Curie, 4 place
Jussieu, 75230 PARIS CEDEX 05.
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8° Combien T a-t'elle de modéles dénombrables ? Tout ce qu'on sait, c'est que
ce nomnbre est compris entre oméga et deux-puissance-oméga. Le probléme se résume a
peu de choses prés a ceci : Combien peut-on trouver de types réguliers (1'expresio
est de SHELAH, pas de 1iAC ORLAN), deux-a-deux orthogonaux, et dont la suite de

Morley au-dessus de leur ensemble de définition n'est pas atouique ?

A. Description des types.

Tous les corps seront par couvention commutatifs et de caractéristique nulle ;

un corps différentiel K est un corps muni d'une dérivation, c'est-a-dire d'une

application additive de K dasns K 4 telle que d(xy) = xdy + ydx ; on note a!
pour da , a" pour d(da) , etc. Les constantes de K sont les éléments de K

de dérivé nul ; ils forment un sous-corps de X ,

L'anneau K[X]d des polynbmes différentiels en une variable X et a coefficients

dans K est 1l'anneau des polynfmes a coefficient? dans K en une infinité dénom-~
n)
X

brable de variables, qu'on note X , X' , ... , y v
«(n)

pralmgesntcelle de K 5 ot telle que la dérivée de

quent,

. , nuni de la dérivation

soit X(n+l) ; par consé-

pro T x(1) /() | p¥

1

ou P“ est le polynéme obtenu en dérivant les coefficients de p . L'ordre d'un
polyndue différenticl qui n'est pas dans K (on n'ose dire "polyndme non constant! l)

est 1'indice de la plus haute dérivée de 1'inconnue qui y apparait : un polyndme

d'ordre zéro est polyndme en X seulement, un polyndume du preuier ordre est en
X , X', un polynéne du second ordre ecn X , X' , X" , etc. ; on convient que O

est d'ordre w, et qu'un élénent non nul de K est dlordre - 1.

Si a est un élément d'un corps différentiel cextension de K , les éléments de
K[X]d qui sont annullés par a forment un idéal Ia/K qui est différentiel (i.
e. clos pour la dérivation des polyndmes) et premier ; coume Ia/K est ce qui
déteruine, & K-isomorphe pres, le corps différentiel K(a)d engendré par K et

a , on l'appelle type de a sur K ; tout idéal différentiel premier est un type.

Un idéal différentiel prenier p de K[X]d est déterminé par la donnée de son
polynéne minimal P , qui est irréductible ; et réciproquement, & tout polynéme P
irréductible, est associé un idéal différontiel premier I(P, K) dont P est le

polyndune minimal. L'ordre du polyndme minimal de p est appelé rang de dimension

de p3; p ne contient pas de polyndme d'ordre strictement inférieur & RD(p) ,
et plus précisément c'est le seul idéal différentiel premier contenant son polyné-
me mininmal P et qui ne contienne pas de polynémes d'ordre inférieur ; si

D = Ia/K , RD(p) est aussi le degré de transcendance du corps (ordinaire) K(a)d
au-dessus de K ; cela marche, néme si a est "différentiellement transcendant"

sur K, i. e. si p =0, car par convention RD(0) = w .
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On trouvera le détail et les preuves de ce que j'avance ici dans [Pl], et aussi

dans d'autres excellents ouvrages consacrés 3 ces questions.

Que deviennent les types lorsqu'on étend X en un corps différentiel L ? Un
type q sur L est dit fils, ou encore extension du type p sur K si

= N K
p=q nEX],

mal P de p , on vérifie que I(P

si Pl est un-facteur irréductible dans L[X]d du polynéme mini-

~e

19 L) est bien un fils de I(P , K) ; par con-

séquent tout type a des fils, et méme des fils de méme RD 3 ceux-la sont appelés

fils non déviants de p ; si K est algébriquenent clos, un polvndme irréductible

sur K le reste sur toute extension L de X , et p n'a qu'un seul fils non

déviant (on dit d'un tel type qu'il est stationnaire) ; et dans tous les cas, p

ne peut avoir qu'un nombre fini de fils non déviants, correspondant aux facteurs
irréductibles de P . Les autres fils de p , ceux dont le RD est strictement in-

férieur & celui de leur pére, en sont naturellement les fils déviants.

Un corps différentiel K est dit différentiellement clos si tout systéme

P(X) =0 A Q(X) #0, ou P et Q sont dans K[X]d , Q@ étant d'ordre stricte-

A

ment inférieur a celui de P , a une solution dans K ;7 11 n'est pas plus général
de mettre plusieurs inéquations QS(X) A O N wes N QS(X) #0 : remplacer les Qi
par leur produit. On voit que les corps différentiellement clos sont les modtles
d'une théorie T , obtenue en quantifiant universellement les coefficients de P

et de Q dans la formule
(@ x) P(x) =0nqx)#0 :

il faut un axiome par ordres et par degrés totaux possibles pour P et Q . Un

corps différentiellement clos est algébriquenent clos en particulier.

Et une fois qu'on a décrit les idéaux différentiels prémiers comme nous 1'avons
fait, il est facile de voir que tout corps différentiel se plonge dans un corps
différentiellement clos, et que la théorie T de ces corps est compléte, avec 4li-
mination des quanteurs : c'est la mod®le-complétion de la théorie des corps diffé-

rentiels (de caractéristique nulle).

Bt comme il y a élimination des quanteurs, les types au sens de T sont bien ce
que nous avons appelé "types" jusqu'd présent, c'est-id-dire les iddaux : 1'espace
Sl(K) est donc 1l'ensemble des iddaux preuiers de K[X]d , muni de la '"topologie
constructible" différentielle, obtenue en décrétant que les ensewbles de la forme
(P=0)=1{p; P epj sont & la fois ouverts et fermds (et pas seulement fermés
comme pour la "topologie de Zariski" différentielle). Si on veut parler de types
en plusieurs variables, il faut faire exactement la méme chose en considérant cette
fois des polynfmes différentiels ayant le nombre de variables correspondant : mais,
comme il est général en théorie des modéles, la description des types en une varia-

ble est suffisante pour ce que nous faisons ici.

Et comme la condition (P = 0) , o P est irréductible, isole le type i(p , K)
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des types de méme RD , on voit que RD est un majorant du rang de korley Rl , si
bien que la théorie T est totalement transcendante ; on voit aussi que RD est
une notion de rang au sens de LASCAR, si bien que ce que nous avons appelé fils dé-
viant correspond bien & la notion générale de déviation définic dans le cadre des
théories stables. Et de 1l'existence et unicité du moddle premier pour une théorie
totalement transcendante, on en déduit qu'a tout corps différentiel K est associée

une cl8ture différentielle K , qui est une extension différentiellement close de

K , et qui est uniquement déterminée & K-isomorphie prés par la condition suivante :
tout plongewent de K dans un corps différenticellement clos L se prolonge en un

plongenent de XK dans L .

B. Prewiéres applications.

Une théorie qui n'a pas la propriété de recouvrement fini, de Keisler, c'est une
théorie T qui satisfait un renforcement du théoréme de compacité : & toute formule
f(x , y) est associé un entier n , tel que, pour toute suite Ei de parametres
extraits d'un modéle M de T , 1l'ensemble ... , £(x Ei) , ees st consistant
des que ses parties & n éléments le sont j; cette propriété est étudiée intensive-
ment dans [ P37], ol on montre qu'elle est caractérisée par un critérc modele~théorique

agréable.

Une paire de modeles de T est la structure formée d'un modéle M de T et
d'une de ses extensions élémentaires N , dans le langage de T augmenté d'un pré-
dicat unaire désignant I ; et la paire est belle si I est |T'+—saturé, et si,
pour tout a de N , tout type, au sens de T , sur I u {a} est réalisé dans N .
Eh bien, T n'a pas la p. r. f. si, et senlement si, clle est stable, et si tout

modéle assez saturé de la théorie des belles paires est une belle paire.

Dans le cas des corps différenticllement clos, on considére un polyndme différen-
tiel P(x , Y0 see s ys) d'ordre n en x , et un polyndme différentiel
x , Jy o eee s Tg 9 By oy see s Zt> d'ordre en x strictement inférieur & celui
de P , ainsi que l'axiome qui déclare que "Pour tous Yy oo osee s Voo si P est
bien d'ordre n en x , il existe x qui annulle P , et qui n'annulle aucun des
lx , Yo ees s Vg Zyoy eee zt) , sauf ceux qui sont identiquement nuls, ol
Zyog ees s By parcourent I ". Il est clair qu'une belle paire satisfait tous ces

axiomes, et qu'un modele wl-saturé de ces axiomes est une belle paire.

Un autre petit amuse-gueule, qui repose comue le nrécédent sur la simplicité de
la description des types : Comme vient de le remarquer Angus ![ACTNTYRE, tout corps

différentiellement clos resplandant est saturé.

.0 ...,Rm)

comprenant, en plus des symboles du langage de II , des éléuents 8, 5 eee 5 8y de

11 , et de nouveaux prédicats Rl y ese Rm , qui est consistant avec la théorie de

Rappclons qu'un moddle ii est dit resplandant si tout énoncé f(al,m,an , R

M , est réalisable sur M .
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On sait qu'un modéle M d'une théorie T +totalement transcendante est saturé
s'il a la propriété suivante : Etant donné un ensemble fini a dans N , et un
type sur a , que l'on peut supposer stationnaire, p a dans ¥ wune '"suite de lor-
ley" de méme cardinal que M . Traduit en terues de corps différentiels, cela donne
Ly e a8)
d'ordre N en x , il existe une bijection f de i sur une de ses parties A ’

la chose suivante : Etant donnés 8 9 eee sy B, et un polyndme P(x , a
n

telle que tout a de A annulle P, et n'annulle aucun polyndme d'ordre inférieur
& N & coefficients dans {al y see an} u A - {a} ; comment imposer cela par la
satisfaction d'un énoncé ? Pour A et f , pas de probléme, et pour les polyndmes,
on introduit un fragment fini de 1l'arithmétique, avec un prédicat de satisfaction

des équations, suffisant pour imposer aux polyndmes d'ordre standard et de degré
total standard d'€tre des vrais polyndmes, et & la satisfaction des équations corres-

pondantes d'étre la vraie satisfaction.

I1 semble d'ailleurs que ce résultat ait une portée générale pour une théorie T
totalement transcendante normalement constituéde : la seule chose qu'on a utilisde,
c'est le caractére récursif d'une liste de formules & omettre pour qu'on ait la
suite de Morley d'un type p donné ; et il serait assez étonnant qu'une notion de
récursivité intervint dans un contexte non aritmétique ol il n'est question que de
théories totalement transcendantes ; on ne doit cependant pas &tre trop péremptoire,
car on imagine furt bien un récursiviste suffisament pervers pour construire une
structure totalement transcendante, dénombrable, récursivement saturée et non satu-

z

Iree,

uand & 1'élimination des imaginaires, je n'entre pas dans les détails, et je ren-
voie 2 [P4] ; disons seulement que la construction %% 4e Shelah, qui consiste &
ajouter aux modeles de T des éléuents imaginaires, de manidre & pourvoir chaque
formule & parametres dans ce moddle, ainsi que chaque type sur ce mod&le, d'un en-
semble de définition minimum est inutile dans le cas des corps différentiellement
clos : les imaginaires sont tous déja 1a, et il est inutile de les ajouter. I1 est
d'ailleurs évident qu'un type en une seule variable a un plus petit corps différen-
tiel de définition : c'est celui qui est engendré par les coefficients de son poly-

nfne minimal, une fois celui-ci normalisé.

C. Rangs des types ; types réguliers ; orthogonalité.

Le RD nous donne une idée du nombre de degrés de liberté dont on dispose pour
réaliser un type, puisqu'il nous a permis de voir gque notre théorie T est super-
stable ; mais pour avoir une idée plus wrécise de la situation, il nous faut exami-
ner aussi les rangs qui interviennent naturellement en théorie des modéles, 3 commen—
cer par le plus petit d'entre eux, le rang U de Lascar, qui est défini de la ma-
nidre suivante : RU(p) 2n + 1 si p a un fils déviant q tel que RU(q) 2n
ce rang U mesure combien de fois un type peut dévier avant d'8tre réalisé ; comme

une déviation se traduit par un abaissement de 1'ordre du polyndme minimal, il est
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clair que RU(p) < RD(p) .

Pour des types qui contiennent une équation linéaire, de la forme

+ a X(n-l)

X(n) n-1

r

+ eee + & Azb’

0

il y a égalité entre RU et RD ; on sait, en effet, que si K est un corps dif-
férentielleuent clos contenant les coefficients de cette équation, K contient alors
une solution particulidre g de 1'équation, ainsi qu'un "systéme fondamental"

Wyg eee ¥ de solutions de 1'équation homogéne associde, et que toute solution

de 1'équation se met sous la forme X =¥ + €, «. + +ou + c, %, i on voit que ajou~

ter x a K revient & lui ajouter n const;ntés, et que dire que le RD du type
de x sur K vaut N , c'est dire qu'il y a N de ces constantes qui sont algé-
briquement indépendantes sur K ; et ces constantes qui sont algébriquement indépen-
dantes sur K , si on les ajoute 1l'une aprés l'autre au corps de base, on fait
dévier N fois le type de x . Cela permet au passage de voir que le type diffé-
rentielleuent transcendant, qui a des fils, donc le polynéme minimal est de la forme

)y , est de RU = RD .

La solution générale d'une équation linéaire se laisse donc entidreuent paramétrer
par des paramétres constants ; on pourrait penser que cela se produit pour toute
équation différentielle, car cela est co-forue & l'intnition que nous donne 1'ana-
lyse & savoir que la solution générale d'une équation d'ordre n dépend de n pa-
ramétres constants indépendants ; nous avons 1'impression que si un type est d'ordre
n , nous pourrons abaisser n fois l'ordre de son équation minimale, et que chacun
de ces abaisseuments ou "quadrature", produira une nouvelle constante, qui doit né-

cegsaireuent s'ajouter au corps de base.

C'est une impression tout-3-fait erronée ; il est nontré dans [P1l] que le type
d'équation minimale XX" - X' =0 , qu'on peut écrire aussi X" = X'/X , est de
RU = 1 , bien qu'il soit du deuxi®me ordre ; la raison en est que lérsqu'on integre
Xn = K'/X , on obtient X' = log(X) + ¢, et que 1¢ logarithme ne correspoﬁd a rien
d'exprimable dans notre langage, qu'on ne peut y voir apparaltre cette équation du
preuier ordre ni la constante d'intégration qui y figure ; et on prouve ce fait
assez simplement, en montrant que si le type en question avait un fils de rang 1,
les coefficients de son »0lyndme minimal devraient satisfaire des équations diffé-

rentielles (pour la dérivée partielle) qui n'ont pas de solutions fractions ratiaa-

nelles. Et il est conjecturé dans ce méme article que 1l'équation "générale" d'ordre

n est associde 3 un type de RU = 1 ; cela semble trées raisonunable car il y a peu
de chances qu'un systéme différentiel puisse avoir des solutions qui soient des frac-
tions retiomnelles, et pourtant rien, ou presque, n'a été fait depuis dans cette
direction ; & propos des corps différentiels, on est souvent amené & faire des con-
jectures, dont on est persuadé qu'elles ne peuvent &tre fausses que pour des équa-

tions tras particulidres, et que pourtant on n'arrive & montrer que dans des cas

encore plus particuliers.
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La solution d'une équation lindaire équivaut & un uple de constantes ; & 1'opposé

de cette situation, nous avons la notion d'orthogonalité ; deux éléments a et D

sont dits indépendants au-dessus de K si le type de a sur K(b)d est fils non
déviant du type de a sur K ; c'est une relation ssmétrique entre a et b, car
cela signifie que le degré de transcendance de K(a , b)d sur K est la somme de
celui de K(a)d et de celui de K(b)d . Bt deux types p et q sur K soumt dits
orthogonaux si, pour toute réalisation a de p et toute réalisation b de q,

a et b sont indépendants sur K : une réalisation de q ne peut faire dévier p

s

si p (ou q 1) est stationnaire, cela veut dire que la donnée de p comme type
de a, et dc q comme type de b , déter.ine entidrement le type de (a , b) sur
K (rappclons que si K est différentielleuent clos, ol méme seulement algébrigue-
ment clos, tout type sur K est stationnaire). Cette notion "passe & 1'héritage" :
si p' est fils non déviant de p , et q' fils non déviant de q , alors p' et
q' sont orthogonaux si, et seulecent si, p et q 1le sont ; c'est un fait géné-
ral pour les théories totalement transcendantes, qui a été montré par LASCAR d'une
fagon tout-a-fait peu satisfaisante pour 1l'esprit, car elle ne se généralise pas au

cas des théories stables.

Par cxeulple, si p est différentiellement transcendant et q ne 1l'est pas, ils
sont orthogonaux : le degré de transcendance de K(a R b)d/K devant 8&tre infini,
1'équation minimale de a sur K(b)d ne peut &tre de degré fini ; on voit aussi que
si RD(p) =1 (auquel casRU(p)n 1, car tout type non algébrique peut dévier au
moins une fois, en se réalisant), et si RU(q) =1, RD(q) > 1, alors p et q
sont orthogonaux : en effet, q ne peut dévier qu'en devenant algébrique (dfordre

0 ), et dans ce cas le degré de transcendance de K(a , b)d/K est 1l'ordre de p .

Considérons maintenant un corps différentiellement clos I ; nous éliwinons de la

discussion les types réaliséds, qui sont aussi les types d'ordre O , qui ne peuvent
rien faire dévier ; si p et q sont deux tyvpes sur M orthogonaux, on peut trou-
ver une extension dlémentaire de M qui réalise p et omet q ; en effet, si M(p)
désigne la clbture différentielle de M(a)d , ou a est une réalisation de p , on
sait que tout élément de M(p) a un tvpe sur M(a)d qui dévie sur It . Et comme
1'orthogonalité se conserve par héritage, on peut répéter 1l'opération, et faire un
modéle qui contienne une suite de llorley (i. e. unc suite de réalisations indépen-

dantes de p ) de longueur A de p tout en omettant q .

I1 semble donc qu'éd partir de types orthngonaux on puisse fabriquer différents mo-
déles en jouant sur la longueur d'une suite maximale de réalisations de p indé-
pendantes : si on part d'un modéle, cette "dimension" associde & p sera indépen-
dante de la "dimension" associée & q ; mais pour qu'on ait bien une notion correcte
de diwension, il convient que dans une extension de II toutes les suites de Morley
maxindes de p aient mbme longueur : cela se produit précisement pour les types
réguliers, dont la définition technique est la suivante : ce sont les types dont

1'extension non déviante est orthogonale & toute extension déviante ; mais, rassurez-
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vous, nous n'avons pas besoin iei de choses si compliquées, car, d'aprds LASCAR [L],
commne il y a élimination des imaginaires, tout tvpe régulier d'ordre fini est équi-
valent & un tvpe de RU = 1, i. e. & un tvpe qui ne dévie qu'en devenant algébri-
que. Si bien que si N est une extension éléuentaire de [: , les dimensions asso-

ciées aux types réguliers sont les snuivantes :

- le "degré de transcendance différentiel", qui est la longueur d'une base de trans-
cendance différentielle de N/il , c'est-3-dire une suite maximale de réalisations
indépendantes du type de rang w ; cet invariant de 1'extension est hien connu des

algébristes,

- pour chaque type p sur M de RU =1, le degré de transcendance, au sens or-
dinaire, du corps (et pas du corps différentiel si RD > 1 !) engendré par M et

et les réalisations de p dans N .

On comprend mieux 1l'importance des types réguliers quand on sait que dans une
théorie totalement transcendante, tout type se découpose en types réguliers ; dans
notre cas, cela signifie qu'une extension de corps différentiellement clos se dé-
compose en une tour ou chacune est la clbture différentielle du c. d. engendré sur

le précédent pas un élément de RU 1 ou w .

Si donc on part d'un corps M différentielleuent clos, et qu'on se donne une
fanille de types réguliers deux-a-deux orthogonaux (chacun e¢st alors orthogonal 2
l'enseuble des autres : ce n'est pas uhe faute de raisonnement, mais une conséquence
du passage & 1'héritage), on fabrique des cxtensions différentiellement closes de
M non isomorphes & M fixé en cloisissant dc maniére arbitraire ces dimensions ;
mais pour faire des corps non isomorphes dans 1'absolu, il faut »nartir du corps 9
des nombres rationnels c'est-a-dire d'un corps X non différoentiellement clos : si
p est un type régulier dont le polynlue minimal est & coefficients dans K , sa di-
mension dans une extension différentiellement close de X n'ést pas tout-a~-fait
arbitraire, elle 1'est seulement & partir d'un seuil, qui est sa dimension dans la
cl8ture différentielle de K . Si donc la di.iension de p dans la clbture différen-
tielle de K est un nombre fini ny toutes les dimensions sont possibles & partir
de ny et nous dirons que p est un brave type. Sinon, p est un sale type, sa
dimension dans le modale premier est dénombrable, et seulement les dimensions infi-
nies sont possibles ; on congoit qu'un sale type ne peut guére servir a faire des
nodéles dénombrables ; et on remarquera que cette notion est assez intrinséque : si
p est un sale type, son héritier sur une exteasion de type fini de K 1'est aussi,
car un ensemble fini de paramdtres ne peut faire dévier qu'un nombre fini d'éléments

d'une suite de llorley.

Commne cxewple de braves types, nous avons le différentiellement transcendant, et
le type de constante non clgébrique (équation minimale : X' = 0 ) qui nous donnent

deux dimensions qu'on peut choisir arbitrairement & partir de n, = o .
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D. Les choses sérieuses.

En 1973, de maniére semble-t'il indépendante, KOLCHIN, ROSEWLICHT et SHELAH ont
mis en évidence l'existence de sales types ; le rreuier a montré, par une mithode
éléuentaire en calculant sur des polyndmes, gque des solutions distinctes de 1'équa-
tion x!' = x3 - x° ne vérifient aucune relation de dépendance algébrique & coeffi-
cients constants ; et SHELAH a montré, en prenant un modele formé de fonctions ana-
lytiques dans un certain domaine du plan complexe, qu'il en était de mdme pour les
solutions de 1'équation x'(1 + x) - x =0 , qui s'derit encore x' - x'/x = 0
sa preuve souffre de certains défauts, comme celui de prendre la valeur d'une fonc-
tion en un point ol on n'est pas sOr qu'elle soit définie, mais on pceut la rendre
irréprochable, comue a fait GRAMAIN dans [G].

Cela montre bien que si K st un corps de constantes, le type d'équation mini-
male x! = x3 - x2 ou x'(1 + %) -x=0 estun sale tyne, car dans tout corps
différentiellencnt clos, le systéme forwé d'une de ces équations et d'unc inédqua-
tion de la forume (x - ao) eee (x - an) #0 a wne solution. Par conséquent, dans
la cléture différentielle de K , il v a une infinité dénombrable 8598138, 8 5"
de solutions indépendantes de ces équations ; cela prouve que cette cléture diffé-

rentielle n'est pas minimale : en effet, le type de a, sur K(al,...,an,...)d
n'est pas isolé, si bien que &y ne peut se trouver dans la clbéture différentielle

de ce dcrnier.

La néthode de ROSELICHT est beaucoup moins artisanale, puisqu'elle permet de
montrer que tout type dont 1'équation winimale est de la forue x' = f(x) , Ou
£f(x) est une fraction rationmelle en x & coefficients constants, et qui est or-
thogonal aux constantes, est un sale type. Son résultat technique cst le suivent ;
L'équation s'éerit 1 = x' dv/ox + x' g(x) , ou dv/3x est une dérivée exacte (la
dérivée d'une fraction ratiormelle) et ou g(x) est uno somme de dérivée logarithmi-

que ;3 81 a et Db sont des solutions transcendantes de cette équation au-dessus

de X , qui sont algébriquement lides au-dessus de X , et si K(a , b)d ne contient

pas de constantes transcendantes sur K (hypothése qui est toujours vraie si le

type en question est orthogonal aux constantes), alors v(a) = v(b) + Cte ; et dans
le cas d'orthogonalité aux constantes, on a en fait v(a) = v(b) : cela montre
qu'une liaison algébrique a cocfficients constants entre solutions de cette équa-

tion ne peut 8tre que trés particuvliere, d'oh la saletd du type en question.

La preuve de ROSE'LICHT fonctionne ainsi : il lin‘arise le probléme, en passant
dans le module des K-différentielles de Kdhler du corps K(a , b)d s une liaison
algébrique entre éléuents du corps se traduit par une liaison lindairc entre leurs
différentielles ; il fait apparaitre une certaine quantité bien choisie dont il
montre que c'est une constante (1'analogue d'une constante d'intégration !) ; comme
cette constante ne peut, par hypothése, qu'étre algébrique sur K , sa différentielle
est nulle, ¢t il conclut ; on trouvera daas 1'exposé de GRAIAIN une preuve de tout

cela, simplifide par BRESTOVSKI.
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Venons-en maintenant & la "dope", qui est le dernier sujet de conversation des
théoriciens des woddles : je ne vous explique pas ce que c'est dans un cadre géné-
ral, mais je vous wontre seulement comment, dans le cas des chrps différentiels,
qui ont une "dope!" particulidrement simple, elle peruet de construire beaucoup de
modéles non dénombrables. Tout cela est une invention de SHELAH qui, dans une con-
clusion inspirée de son article de 1973, proclame 1'orthogonalité d'une vaste fa-
nille d'équations (cela est probeblement exact, mais on ne voit pas comment le de-
montrer avec unc néthode de fonctions analytigques, comme dans l'article) et en dé-
duit, comme unc chose allant de soi, que pour tout A non dénombrable il y a 2A

corps différenticllement clos de cardinal deux-3a-deux non isomorphes !

Pour une démonstration 2 1'usage des simples nortels, nous pouveons procéder ainsi :
comie il est montré dans [G], la wéthode de ROSETLICHT reruet de voir 1'orthogona~

lité des types associés respectivement aux équations

E(cl) x!' = c, x/1 + x et E(CZ) x!' = x/1 + x ,

€2
ol cl et 02 sont deux constantes distinctes non nulles (car dans le résultat
technique, on n'a pas besoin que a et b soient solutions d'exactement la méme
équation) ; considérons donc une relation binaire R , définie sur un cnsemble de
cardinal A , et un corps de constantes algébriquement clos, de cardinal A , dont
nous notons une base de transcendance .... , Ci oy see i < i ; & partir de ce
corps C nous fabriquons un corps différenticllement clos KR , ou les équations
E(ci) , E(ci + 1) , ainsi que E(ci + 203) , si le couple (i , j) est dans R ,
ont w, solutions dans K , tandis que toutes les autres équations E(ec) , OU C
parcourt le corps C qui est aussi celui des constantes de KR , n'ont que w so-

lutions : cela est possible gréice aux orthogonalitdés.

Et il est clair qu'a partir de KR on retrouve les s s puis R ; il y a donc
au moins mutant de corps différentiellenent clos de cardinal A que de relations

. 0 3 z ’ N - - \ - /\'
binaires, considérées a isomorvhie prés, soit 25

Pour ce qui st du cas dénombrable, vous pourriez sans probléme faire beaucoup de
modéles si vous disposez d'un stock suffisant de types deux-a-deux orthogonaux, &
condition que ce soicent des braves types. A 1'inverse, vous pouvez conjecturer que
les seuls braves types sont ceux que vous connaissez déjad ; il est expliqué dans [L]
comnent cette conjecture 4quivaut & la suivante : Deux corps différentiellement clos
dénonbrables sont isomorphes dés qu'ils sont ué .e degré de transcendance différen—
tielle, et que leurs corps de constantes ont néme degré de transcendance ; LASCAR
attribue cette conjecture a POIZAT, ce qui laisse penser qu'il n'y croit pas, et
qu'il se réjouit & 1l'évocation de 1'air idiot qu'aura bientét POIZAT pour avoir ris—

qué une hypothése aussi hardie.

C'est dans cette optique qu'il faut apprécier le trés beau iravail de BRESTOVSKI

[B], qui considére une famille d'équations dans le genre de X" = X'/X s 11 remarque
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d'abord que toute ces équations du second ordre définissent un type de RU 1 3 et
ensuite que cc sont de sales tvpes, qu'unc liaison algébrique & coefficients cons-
tants entre lours réalisations ne peut 8tre que trés particuliere ; lea wéthode est
celle de ROSEMLICHT (trouver une quantité constante, et utiliser 1- fait que sa
différentielle est nulle), mais il doit travailler dans la deuxilme puissance ex-
térieure du module des différentielles, qui, comme 1'équation est dv deuxidme ordre,
est de diuension 2 et non plus 1 conmne dans le cas de ROSENLICHT ; ot BRESTOVSKI
doit maltriser une situation bien plus complexe que celle de ROJSENLICHT. Naturelle-
nent, on est encorc loin de la solution .sénérale de la conjecture, dans un sens ou
dans 1'autre ; on ne sait méue pas si elle est vraic pour toutes lcs équations du
premier ordre & coefficients constants, et les seuls cas traités d'équations d'ordre
supéricur au prenier sont coux de BRESTOVSKI ; par ailleurs, toutes les démonstra-
tions utilisent de waniere plus ou moins subtile un néme phénoménc : un mélange de
différenticlles cxactes et de différoentielles logarithmiques. Le travail de
BRESTOVSKI laisse malgré tout penmser que la conjecture n'est pas inabordable au

moins pour les équations & cocfficients constunts ; mais ménme dans ce cas, ce n'est

pas un probléme trés simple, et il n'est pas certain qu'il sera résolu par un

théoricien des modéles.
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