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NON-MININALITE DE LA CLaTURE DIFFERENTIELLE
IT : LA PREUVE DE M. ROSENLICHT

+*
par Francgois GRAUAIN ()

[Université Pierre et Marie Curie]

l. L'espace des différ:ntielles de Kshler.

Soit Q “k <K des corps, et E un K-espace vectoriel.
Définition. — Une application A : K —~» E est une k-dérivation de E si on a

Mx +y)=alx) + aly), alzy) =x a(y) +y alx)

pour tout (x , ¥) e K2 et A =0 .

i
On définit alors (é/k , l'espace des k-différentielles de K (ou différentielles
de Kdhler) et d : K —_)'“?/k comme la solution du problénc universel suivant :
Trouver un K-cspace vectoriel (i, et d : K --> u une k-dérivation tels que,
pour tout K-espace vectoricl E et pour toute k-dérivation A : K -=> E , il

existe une unique application K-linéaire S8 s ==> E telle que & = gA o d .

On peut réaliscr xé/k de la naniére suivante : 30it X 1le K-umodule libre sur

les symboles {%x ; xe€ Ki , et soit M 1le sous-K-module engendré par
{o(x + y) = ox - dy 8(xy) - xby - yéx , da; a€k, x, y€K}.

En d'autres terues, M est le plus petit sous-K-uwodule de ¥ tel que la couposée
d de la projection canonique ¥ ——>¥X M et de 6§ : K ——> X soit une k-dériva-
tion. On vérifie alors facilenent que & =K/M et d sont solution du probléme
universel. Im particulier, le K-espace vectoriel Qé/k est engendré par 1l'ensemble
des dx (x € X) .

PROPOSITTON 1. - On &  diug u‘}: /i = deg tr K . Plus précisénent, si (%, , +.0 , t)

est une base de transcendance de K sur k , alors (dt1 y ees dtn) est une base

1
de ..AK/k sur X .

Dénonstration. — Si Xy g eee s X € K sont algébriquerient dépendants sur k ,

soit Pe k{Xl y ses Xm] un pélyndme non nul, tel que DI(x cee xm) =0 .

1 ?
Quitte & réindexer les X, , supposons que P est de degré nininal en X1 et que

ce degré est 2 1 . Comme d est une k-dérivation, on a

*
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P

O = d(P(Xl 9 oo Xu)) = Sism—d;j—-' (Xl 9 oee XU) dXi L]

I1 s'agit d'une relation de dépendance lindaire entre les dxi , & coefficients
dans K , et elle est non triviale car Eg}- (xl y soe xu) # 0 , d'aprés les hypo-
L v
théses faites sur P .
Cela uontre, en particulier, que si (tl y see o tn) est une base de transcen-

- 1
dance de K sur k , alors (dtl y see dtn) engendre “K/k .

Inverseuent, supposons que tl s ses tn € K sont algébriquenent indépendantsa

sur k . Nous allons montrer que lcs dti sont K-lindaireuent indépendants. Pour

tout i, il existe une k-dérivation Di de K telle que Di(tj) = 6ij (o

6,0 =1 et 0 5 = 0 pour i7 j ). En effet, soit ttjjjel H 14{1,2,...,23)

une base de transcendance de K sur k . Il est facile de construire Di = 3t
1

sur 1l'anneau de polyndues k[ {t.J. I] y de 1'étendre au corps des fractions ration-

, . o .
nelles k({tj}jGI) et, l'extension K/k({tjj

& K ([Bo], chapitre V, 3 16).

Ve ’ 3 ' rd
jEI) étant algébrique, Di s'étend
Soit alors Z?—l Aj dtj =0 avec des A, € K une relation de dépendance lindaire
entre les dtj « La propriété universelle de (‘é/k , d) fournit un {i K -1inéaire

associé a Di « On a donc

. “ -0 = 2
$ (4 gy Ay 885) =0 = 5

<J$n /\.j Di(tJ) = r\.i 9

et la relation de dépendance dindaire est triviale : les dtj sont K-linéairement

indépendants.,

PROPOSITION 2., - Pour toute dérivation D : K ——» K telle que D(k) “k, il

existe une application ot . &é/k _— “é/k vérifiant Dl(w + 1) = pt &+ pt 10

Dl(xa) = (Dx) W+ X Dl

W, Dl(dx) = a(Dx) y pour tous w, i} € ué/k et xeK.

Démonstration. - Reprenons les notations ci-dessus relatives 3 la réalisation de

1 PP ' ) v
‘K/k « On définit d'abord D' : ¥ --> ¥ par

D‘(Zi Xi oyi) = Zi ((Dxi) 6yi + X o(Dyi)) .

I1 est clair que D' M < M, donc que D' induit une application D1 ¥ /T > ¥ /T,

’ . I - 3 1 s 7 ’ rd
On vérifie immédiatement que D~ a les pronriétds annoncées.

PROPOSITION 3. = Soit D wune dérivation de K telle que D(k) “k, et soit

C =kn Ker D le corps des constantes de K muni de la dérivation D . Alors, si

x et y €K sont algébrigquement dépendants sur C , On a Dl(xdy) = d(ny) .

Démonstration. - Cl'est le lemme 1 de [R1], et i1 y en a une autre preuve dans

[R2] (Proposition 5), ou on trouvera tous les résultats de ce premier paragraphe.

1
Par définition de D, on a
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D (x dy) = D(x) dy + x D'(dy) = D(x) dy + x a(Dy)

et d é&tant une dérivation, on a d(x Dy) = D(y) dx + x d(Dy) . I1 suffit donc de
montrer que D(x).dy = D(y).dx .

31 x et y sont algébriques sur C , alors dx =dy =0 (voir la Proposition

1) et le résultat est prouvé.

Sinon, on peut supposer x transcendant sur C . Soit P € c[X, Y] irréductible
tel que P(x , y) =0 . Alors P(x ’ Y) est irréductible sur C(x) et
%% (x, y)#0 . Appliquons d et D & 1'égalité P(x , y) = O . Puisque
C “XKer DNKer d , on obtient

1]

oP oP 1
= (x, y) dx + < (x , y) dy = 0 dans QK/k

oP P
5 (x , y) Dx + rd (x , y) Dy =0 dans K .

Comme %% (x , y) #0 , on en déduit D(x).dy = D(y).dx .

Remarque. -~ Il ne faut »as interpréter cela comme un svsttme lindaire homogéne en
. o oP . . . .
les inconnues —.--12 (x y) et —= (x y) dont le déterminant serait nul, puisque
d}( b dY ? ? p q
1'une des équations concerne des éléments du corps K et l'autre des vecteurs de
q P

“é/k , mais il suffit de calculer D(y) et dy & l'aide de ces deux équations.

PROPOSITION 4. - Soit w, (1 €i <n), et v des éléments de K, avec w; #0

(1 <i gn), et Cis ese sy C D éléments de k , N-lindairement indépendants.

du, 1 . -
Alors ¢, v toeee + o0 o + dv € “K/k est nul si, et seulement si,
duj =.co=du =dv=0 (i. e U 5 eee , u et v algébriques sur k ).

Démonstration. - La parenthése est conséquence de la proposition 1. On peut sup-

oser que K = k(u oo u v) et il suffit de prouver que si u, est trans-
b q y U ’ P

1’ 1
d
cendant sur k , alors w=c¢ - S #0 . Soit
1 wu n Uy

(ul ,

t2 g see tm) une base de transcendance de K sur k . La propriété univer-
. . ’ b 7. . R 1
selle de kk/k appllquie a la dérivation K --> &k

fournit un homomor-
/k(tzy"3tn)

phisme o : kk/k - “K/k(tg’m,tm) , et si @(W) # 0 4 alors w.= 0 + On -peut donc,
guitte & remplacer k par k(tz.,... ,%9, supposer K algébrique sur k(ul). On peut aussi,
quitte & agrandir K , supposer que l'extension K/k(ul) est galoisienne. Alors, si -

w=0, pour tout J€ Gal(K/k(ul)) , on a

QO dOul dU'un
w =c + eee + C ————

1 oy, n vy,

+ dov =0,

et en ajoutant toutes ces égalités on obtient une égalité du type w =0, ou cy

est remplacé par cl[K : k(ul)] et les Uy (pour i 22 ) et v sont remplacés
par des éléments de k(ul) .

PR du du , .
On s'est ramené & prouver que w =&, —= + ... + C L 4+ dv #0 si u, est
1 u; n Uy 1
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transcendant sur k et Uy gy eee , 0, VEKS= k(ul) , clest-a-dire dans le cas
d'un corps de fractions rationnelles 2 une indéterminde. Le résultat est alors immé-
diat si on utilise la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles :
les ¢y étant Q-linéairement indépendants, dans l'expression de w , il restera

Uy

d . .
un terme en —4. Qui ne pourra pas disnaraitre.
1

C. 2. F. D,

Remarque. - L'astuce qui permet de se ramener au cas ou K = k(ul) est un corps
de fractions rationnelles (et qui apparatt dans [R2]) gimplifie énormément la dé-
monstration de ce résultat df & James AX [A] qui devait utiliser la théorie des ré-

sidus sur les corps de fonctions algébriques d'une variable.

2. Le théoreéme de . Rosenlicht [R1].

Nous donnons un énoncé qui généralise un peu (et sans difficulté !) la proposi-

tion 1 de [R1].

/N .
TIEOREnE. - Soit k wun corps différentiel de caractéristique zéro, C 1le corps

des constantes de k , et K une exteasion différenticlle de k dont les constan-

tes sont algébriques sur k . Soit C(x) 1le corps des fractiong ratiomnelles en

une indéterminée sur C , et f un élément non nul de C(x) tel que

3uy
1 ?Ef(X) .

OV N,
TG = le&&h c; E;TET_ + GE(X) y Ou ¢, € ¢ (1 <ig€n), u, et ve c(x) .

t

Soit X et x, € K des solutions respectives de xi = a; f(xl) et

1 — x 34
x} = a, f(xz) y avec a, et a,eC .5 x et x,

dants sur k , alors l'un des Xi (1.$ i £2) est algébrique sur k , ou bien

a2(v(xl))’ = al(v(xz))' .

sont algébriquement dépen-~

Remarque. - Rappelons qu'une extension différentielle K d'un corps différentiel
k , muni de la dérivation D : k --> k , est un sur-corps K de k , muni d'une

dérivation D' : K --> K telle que D! = D . Comme i'habitude, on notera

"
y' = D' (y) si ye K . Dans [R1], Maxwell ROSEVLICHT montre que 1'hypotheése d'al-

gébricité faite sur les constantes de X est superflue.

D'autre part, l'hypothése faite sur f est toujours réalisée si C est algébri-

quement clos. Pour le voir, il suffit de décomposer 1/f(x) en éléments simples.

Démonstration. - Il est clair gu'on peut supposer X = k(x xz) . 31 aucun des

l ’
X, n'est algébrique sur k et s'ils sont algdbriquement dépendants sur k , on a

_ . 1 Vg ‘s s 1
deg trk(K) =1, donc d1mK sk/k =1, d'apres la prop081tlof 1. Ainsi Ck/k est
engendré par dx,. ou par dx./f(xj) . I1 existe donc ¢ € K tel que
dxz/f(xz) =c dxl/f(xl) . On va montrer que c¢ ecst une constante de X.Sf onmote D

la dérivation de K qui en fait une extension différentielle de k , la proposition



5-05

3 appliquée & x = 1/f(xj) et y = Xj montre que

dx . x‘

1
D (f(;?) = (f(X )) = d(a ) =0,

car a. € k .
J

Comme 1'a remarqué Michel BRESTOVSKI, 1la proposition 3 est inutile pour obtenir
ce résultat, mais elle simplifie seulement les calculs : En effet, 1l'application

de la proposition 2 fournit, compte tenu des propriétés de d , le calcul suivant :

———(x)

ledx . '
D (?T:Jc'{? (—(—)) dx . +—(——) D (dx ) = f(x )2 x) dx o+ 3‘_(::_37 d(xj)

EL T o) gy
= - aj f(XJ ;—(—}'{—-)'?- de + ?T)E:]T d(aJ f(XJ)) = - aj —fT};i—— de + aJ. ':-E.T}Zg— de =0 ’
J

ou l'on a encore utilisé d aj =0 (pour le calcul de d(aj f(xj)) ). La générali-
sation de la proposition 3, donnée par Michel BRESTOVSKI [Br], vour 1'étude d'équa-
tions différentielles d'ordre 2 2 , est plus utile car les calculs.qu'elle simpli-

fie sont beaucoup plus longs.

On a donc, d'apras la proposition 2,

1 dx2 1 d.xl dx1 1 dxl dx1
O:D(-f@)=D(Cm)=D(c)H¥I)+CD(-ﬂX—15)=D(c)-f-(-}-q)-,
d'or D(c) =¢' =0 » et ¢ est une constante de K , donc un é1ément algébrique
sur k .

Utilisons maintenant la forme de f

niy )
——| X

dx B ox \7j _5 d(uy (x))

) = 2@ % ajc;ﬁ' drg g (o) g =2y o SR A y))

car d est une k-dérivation de X . On a donc

5 o i‘i}}&% a(v(x,)) = o

1dsn i Uy (Xo 2 1dsn 1

gﬁ%f%gf%),+d(v(xl))) ’

mais c¢ est algébrique sur k , donc dec =0 (proposition 1), et on en déduit

3 c (d(ui(Xa)) d(c ui(xl) ) + d(v(x ) - ¢ v(x )) =

1dsn it uy(xz) u;(x, )

La proposition 4 montre alors que d(v(xz) -c v(xl)) =0, d'ol 1'on tire

d(v(x))

ov v
| - P | - — =

- a c d(V(Xl)) - a]_ a2 -g}%(xl) f(xl) = 32 -ig—(xl).xi = az(v(xl))v ,

1 %2 Tax, /(%)
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clest=a~dire le résultat annoncé.
C- Qo Fo Do

COROLLAIRE., - Soit € wun corps de constantes de caractéristique zéro, et
£(x) = x(1 + x)™" (ou £(x) = x> - x° ). Soit C 1la cléture différentielle de G ,

et Xy g ser , X € C des solutions distinctes non constantes de x{ = a; f(xi) ,

ou a, € ¢ (1 <i &m) . Alors Xy oy ey X sont algébriquement indépendants

Remargue. - Comme on l'a dit dans 1'exposé précédent [G], cela montre que la clé-

ture différenticlle € de C n'est pas minimale.

Démonstration. — On peut appliquer le théorime aux fractions rationnelles
f(x) = x(1 + x)-l et f(x) = x3 g , car
X+ 1 1 *o‘";%(x) 3 1 1 L1 T 1
TRt lE TR o ey TS s xR

X7 - X X =
\ -1
1/x) , d'ou (v(xl))‘ = =a, xl(l + xl)

X!
1
(resp. (v(xl))' = - xi/xf = - al(xi - xf)/xf = - al(xl ~ 1)) . Ainsi 1'égalité

al(v(xz))' = al(v(xl))' se traduit, dans les deux cas, par X, =X, De plus, les

seules solutions constantes de xi = a; f(xi) vérifient f(xi) =0 , donc sont O

(resp. 0 et 1) .

X—l)

On a alors v(x) = x (resp. v(x)

i

~

tlontrons alors le corollaire par l'absurde : 3cit Xy s eee y X € C des solutions
distinctes, non constantes de xi = a; f(xi) et algébriquement dépendantes sur C ,

avec n winimal.

o)

31 n=1, X, € C qui est le corps des constantes de C , ce qui contredit

1'hypothésc.

Al

31 n 2 2, alors X et X sont algébriquement dépendants sur
A

-1

k = C(Xl , «es 5 X_ ) et les constantes de X = C sont les éléments de C , clb-
n-2

ture algébrique de C , donc algébriques sur k . On peut ainsi ap)liquer le théo-

réme, qui, d'apr®s cc qui précéde, fournit X, = ctest-a-dire la contradic-

X
n-1 "’
tion cherchée.

C. Q. F. D.

Dans [R1], laxwell ROSENLICHT donne ce résultat avec des a;, tous dgaux & 1 .
I1 est intéressant d'introduire ces constantes a, car, alors, le théorémi permet
de montrer que si & est un cardinal infini non dénoubrable, il existe 2 corps
différ:ntiellement clos (de caractéristique zéro) non isomorphes ¢t de cardinal « .
La preuve de ce dernier résultat est due & Saharon JIELAH [S], et on peut la trou-
ver dans 1l'article de Carol WOOD [W]. Si # = %, est dénombrable, le probléme du
nombre dc corps différentiellement clos de caractéristique zéro et de cardinal Nb

est encorc ouvert,
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