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NON-MINIMALITE DE LA CLOTURE DIFFERENIIELLE
I : LA PREUVE IE S. SHELAH

par Frangois GRAMAIN ()

[Université Pierre et Marie Curie]

1. Définitions et résultat.
Un corps différentiel K est un corps comuutatif muni d'une dérivation, c'est-a-
dire d'une application D : K —-, K vérifiant

D(x + y) = D(x) + D(y) et D(xy) = X D(y) + ¥ D(x) _(pour tout (x , y) € K2)

.

On a 1l'hebitude de noter =x' au lieu de D(x) . Alors C(K) = {x e K ; x' =0}
est évidenment un corps, le corps des constantes de K . Dans tout cet exposé, on

ne considere que des corps de caractéristique zéro, donc Q c(K) .

Exenples.

- C, un corps de constantes, est un corps différentiel (en abrégé c. d.),

C(X) 1e corps des fractions rationnelles en une indéteruinée,

le corps des fonctions méromorphes sur un ouvert comnexe de C ,

- :U ] 14 1 < < .
F R, >0 tf mnéromorphes sur Re z <t , IIm zl D3 .

Dens ces trois derniers exenples, la dérivation est la dérivation habituelle des

fonctions.

On dit qu'un c. de K est différentiellement clos si tout systeéue formé d'une
équation différentielle P(x , x' , x" , «uo , x(n)) =0 éoﬁ P e K[XO,XI,";xn,m])

n—1)) :

et d'une inéquation d'ordre inférieur, Q(x , x' g ese 9 X # 0 a une solution

x €K .

Un des intér8ts de cette notion est le fait qu'on a un "Nullstellensatz" pour les

corps différentiellement clos.

Soit K un c. d. ; on appelle clbéture différentielle de K un surcorps différen-
tiel XK de K tel que K soit différentiellenent clos et que, pour tout surcorps

différentiel différentiellenent clos L de K , K soit K-isomorphe (en tant que

c. d.) & un sous-corps de L .

L'existence d'une telle clbture a été nontrée par L. BLUM [Bl] en 1968, et son uni-

cité (& K-isomorphisue pres) par S. SHELAH [Sh 1] en 1972. On peut montrer que le
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corps C(K) des constantes de K est la cldture algébrique C(X) du corps des

canstantes de K o

En 1973, indépendarmient les uns des autres, E. R. KOLCEIN [K], M. ROSENLICHT [R]
et 3. SHEL4H [Sh 2] ont montré que la cléture différentielle d'un c. d. de caracté-
ristique zéro n'est pas (en général) minimale, c'est-a~-dire qu'elle est isomorphe 2
un de scs sous-corps propres (onAa donc une chaine infi?ie strictement décroissante

de sous-corps différentiecls de K , tous isomorphes & K, en tant que corps différen-
ticls).

Pour obtenir ce résultat, il suffit de construire une équation différentielle po-
lynSnialc & coefficients constants (par exemple & coefficients rationnels)

P(x , Xx') =0 telle que, si x ooy X sont n solutions distinctes non cons-

1"
tantes, alors clles sont algébriquement indépeidantes (sur Q ). En effet, d'aprés
un résultat de G. SACKS [3a] des éléments algébriquement indépendants sont "indis-

cernables", ce qui peruet de mwontrer la non-mininalité de Q .
Les équations différentielles utilisées sont
x'(1 +x)-x=0 ([R] et [sn2])
et
x! = x3 - X2 ([k] et [R]).

La precuve de E. R. KOLCHIN consiste en de l'algebre éléumentaire sur les polyndmes
(avec des calculs assez compliqués) et semble peu susceptible de généralisations.
Celle de In. ROSENLICHT utilise un "arsenal" algébrique qui peut s'appliquer a un
grand nonbre d'équations et a donné lieu & des généralisations récentes et tres in-
téressantes [Br] ; elle fait 1'objet de 1'exposé suivant de ce recueil. Quant & celle
de 3. SHELAH, elle utilise un moddle de c. d. formé de fonctions méromorphes (le
corps F donné en cxemple ci-dessus) et des résultats de théorie des nombres trans-
cendants. Dans cet exposé, nous explicitons cette dénonstration et les résultats
profonds sur lesquels elle renose. Il s'agit donc de montrer le leume 4 de [Sh2] qui

est le suivant :

-~ N\
THEOREME. - Soit X wun corps différentiel de caractéristique zéro et yl,"yyth

n solutions non nulles (i. e. non constantes) de y'= yA1 + y) . Alors Yy "9y

sont algébriquement indépendants sur la cldture algébrigue Q. de Q.

2. Deux résultats de base et quelques leunecs.

Le premier résultat de base utilisé par S. SHELAH est le théorime de Puiseux.

7/ ~
THBORELE 1, - Soit P e g[xl RTTE S Y] un polyndue de degré =1 en Y.
Si fl y see fn sont des fonctions analytiques sur le disque tz € C ; ]z| <r} ’

il existe un réel r' » 0 , un entier k - O et une fonction (série de Puiseux)
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£(z) ::Z::v a zv/k (ot v, € 2)

v 0 ~
1/k

analytique en la variable z sur {ze C; 0O < Iz] <r';y , telle que
P(fl ) eos g fn : £) =0 pour O <-Izl <min(r , r') . En particulier, f est ana-

lytique en z sur (ze C ;3 0 < Izl <r', Iarg z| <@} pour tout ¢ <7 .

On trouvera la preuve de ce théoréme dans [P] (volune 2, chapitre 13). Il s'agit
d'un théoréme des fonctions implicites, dont la version algébrique (i. e+ si 1'on
ne s'interesse pas & la convergence des séries) est le fait que, si k est un corps
algébriqueuent clos de caractéristique zéro, la cléture algébrique du corps k((T))
des séries forumelles est le corps Unal k((Tl n)) des séries de Puiseux (voir, par

exeuple [V]).

Le deuxitue résultat de base est le théoréue de Lindenann-Weierstrass.

A~ N
THEORELE 2. - Soit «

1
& . = c 7 e o z
Alors les e ' (1 i < n) sont Q-lindairement indépendants.

ce y U € Q - C n nombres algébriques distincts.

On utilisera en fait son corollaire iimédiat.

COROLLAIRE. - Soit o, , ees « € Qv des noubres algébriques Q-linéairement in-

9
dépendants. Alors les et (1 g4 §~n) sont algébriquement indépendants sur Q

(ou Q).

La dénonstration repose sur les propriétés analytiques de la fonction cxponentielle
et géndralise la preuve par HERMITE de la transcendance de e et celle par

LINDEMANN de la transcendance de 1 (voir, par cxeuple, [ Ba] chapitre 1).

Le principe de la démonstration du théoréme de S. Shelah est de wontrer le résul-
tat dans F , puis d'utiliser un argument de transfert pour obtenir le théoréeme gé-
néral. On doit donc &tudier certaines solutions analytiques de 1'équation différen-

tielle considérée.

LEMME 1. = Soit y # O une solution de 1'équation y‘(l +7y) =y analytique sur

un ouvert connexe D < C . Il existe ce C tel que y(z) AL pour tout

7z € D .,

I1 existe une unique solution ¥ (z) analytique sur {Re z < - to} (avee t. >0

0
£o (%) = e et fo(z) —=> 0 quand Re z —=> - ®,

assez grand) vérifiant fo(z) e

De plus, si x € R avec x <-t,, ona fo(x) €ER.

s |

Soit # 0 wune solution analytique sur D =1z2€C; Rez<-1t, IIm z| <}

tye
(gg_ t et ¢ sont deux réels avec ¢ >0 ) vérifiant y —> 0 quand Re z -=> -

Alors il existe c e C tel que y(z) = fo(z +c) et, pour Re z —-> - ® , on a
v =1+ o(1)) .

Lémonstration. — S5i y = y(z) est une solution de 1'équation y' (1L+y) =y,

analytique sur D , alors glz) =3 exp(y) est analytique sur D et

e'(z) = (1 +y) y' exp(y) = v exp(y) = g(z) , donc, puisque g #0 , on a
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g(z) = exp(z + c)

La fonction entidre ¢(z) = z exp(z) a pour dérivée & 1'origine
o1 O. = (1 2!
9'(0) = (1 + 2) exp(z)]

c'est une application ouverte. Elle induit donc un isomorphisme analytique, noté

=1, donc elle est injective au voisinage de 0 , et

encore ¢ , d'un voisinage V de O sur un voisinage de O , par exeuple

{z e C ]zl < exp(- to)} =W . 81 on choisit V assez petit, i. e. to asseg
grand, © et @_1 conservent les réels. En effet, il est clair que o(R) R .
Inverseuent, pour p <1, on a

w(p ) = p explcos v + i(v + p sin o))

et la fonction o [-=> o + p sin o est croissarte s )0 , w( d'image Jo , ml .
Cela uontre que @-l(V nNR) “R.

Soit fo une solution de 1'équation différentielle, analytique sur

D=4{z€C; Rez<- to} , tendant vers zéro quand Re z —=> - @ et telle que
fo(z) exp(fo(z)) = exp(z) . Soit 1log wune déteruination analytique du logarithme
< exp(—"to)} \{z€R; z<0j dans D . Alors

¢ © f, ° log est 1'identité sur W' , donc £, ° log = @-1 ot £, = Q—l ° exp ,

d'ou 1l'unicité de fO et le fait qu'elle soit périodique de période 2i m .

Enfin, si y est une solution analytique sur Dt" , telle que y -=--> 0 quand

qui envoie W'= {z € C 3

Re gz ==> - «, il existe c €C tel que vy exp(y) = exp(z +¢) . Alors
f(z) y(z - ¢) est une solution analytique sur un translaté dc Dt,@ , et elle vé-
rifie f exp(f) = exp(z) et f -->-0 quand Re 2 ——> = @, Un raisonneument ana-
logue au précédent wontre que f coincide avec fo sur son domaine de définition,
donc que y = fo(z +c)

De plus, pour Re 2 ——» - ® , y —-—> 0 , donc exp(y) —-—>1 et y(l+o(1))=exp(z+c),

ce qui achéve la preuve du lemue.
C. Q. F. D.

On utilisera aussi le lemme suivant.

LEMIE 2. - Soit Q € dﬂXl yoeee s X Y] un polynéme de degré 21 en Y . Il

existe des intervalles ouverts non vides I, R (1 <n) et un réel tl tels
. b b
mw,glbieﬁ.(l$1$n)5§ et , ves, e, e) =0, alors

max(bi , Re b) < tl .

Déuwonstration. — Soit bg y vee o bi € R tels que les exp(bg) soient algébrique-

ment indépendants sur Q (leur existence est conséquence du théordme 2). Si les by
restent dans des intervalles assez pcetits contenant respectivement les bg , par
continuité, les coefficients de Q(exp(bl) 9 eee exp(bn) , Y) e Q[Y] restent non
nuls. Alors exp(b) , qui est fonction continue de ces coefficients, reste borné,

d'ou le résultat annoncé. On peut évidewnent remplacer tl par n'importe quel réel
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> tl , donc choisir tl 20 .
C. Q. F. D.

3. La preuve du théoreue.

Expliquons d'abord 1'idée de la démonstration, qui se fait par récurrence sur n .

Quitte & rajouter des constantes & K , on peut supposer que K ° é‘, le corps des
nombres algébriques. Soit Yy s eve s ¥ € K des solutions algébriquement indépen-
dantes sur Q_ de 1l'équation y'" (1 +y) =y, et soit y € K une solution, non nulle
et algébrique sur é(yl y eee yn) . Soit P e E[yl y eee yn][Y] le polynbue mi-
ninal de y . I1 s'agit de voir que, pour un certain i (1 Lig n) , On a

P=Y- vy o Pour cela on réalise cette situation dans le corps différentiel

- : pérow . Le oraph sriet de t
F UTEEJ@)O {f 3 f mwmérouorphe sur Dt,mj Le paragfap e 2 peruet de trouver
fl y sev fn € F , algébriquement indépendantes sur Q et solutions de y‘(1+y)=y ’

et f €F telle que P(f ces fn , f) =0 . On a donc un isomorphisme de corps

1 ’
(pas encore de corps différentiels) entre Qﬂyl yoeee 9 Voo y) et Q(fl,m,fn,f) .
Mais lc premier corps est un sous-corps différeatiel de K , et Egyl ) see yn)

est isomorphe en tant que corps différentiel & é(f cee fn) nuni de la déri-

]. ’
vation des fonctions analytiques, car les s et les fi sont solutions de la

néue équation différentielle du prenier ordre. Or Eﬁf , fn , T) est une

g oo
extension algébrique de Q(fl y to0 4 fn) =‘§(yl , ...l, yn) , la dérivation sur
Qﬂfl g eee fn) s'étend donc de maniére unique en une dérivation sur Q(fl,M,fn,f)
qui de plus, en fait un corps différentiel isouorphe a Q(yl EETEPE S y) (voir
[Be¢], chapitre V, ¢ 16). Or la dérivation, au sens des fonctions analytiques, est

aussi une dérivation de Q(fl yoeee s £ f) . En cffet, si

11 i _ =
P=2, 8 X Qe , ., )X]

est le polynéue uinimal de f , par dérivation (au sens analytique), on a

f'(z)(Z§:O ia fi—l(z)) + 2?20 a{ fi(z) =0,

et comue le degré de f est exactement u , le coefficient de f'(z) est non nul,
et f'(z) e é(fl ey £
g(fl y eee fn , f) ©F est isouorphe Q(y1 SRTERPR A y) €K, en tant que

corps différentiel. Il en résulte que f est, comme y , solution de y'(1 + y) = y.

, £) « Par suite ces deux dérivations coincident, et

I1 suffit donc de wontrer que f est égal & 1'un des fi pour savoir que y = Vs

c'est-a~dire prouver le théorene.
Voici waintenant la déuwonstration du théoréne :

Si n=1, le résultat est imuédiat, car un éléuent algébrique sur le corps

C(K) des constantes de K est lui-uéne constant (soit Xm + al Xm-l + e+ amesc(K)
le polynfuc nininal de y . Par dérivation de ym + a, ym—'l + e +a = 0, on ob-
tient y!'(m y'm_l toees +oa 1) =0, d'ou y' =0 puisque le degré de y sur

C(K) est m ), et car la seule solution constante dc y'(1 +y) =y est y =0 .
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Sinon, soit Yy 9 ese s ¥, € K des solutions algébriquerient indépendantes sur
Q. de y‘(l +y) =y , et ye K une solution non nulle, algébrique sur

Q(yl y eee yn) , de polyndme minimal P e Q[yl ) eee yn][Y] .

~

Soit Q € QLyl yoeee s Y s Y] 1la partie homogéne de plus bas degré de P , con-
sidéré couue polynlue en n + 1 indéteri.indes. Si lec degré en Y de Q est 31,
le lerue 2 lui associe des intervalles Ii et un réel tl >0 ., 51 Q est indépen-
dant de Y (on verra plus loin, 2 la trosiduc étape, qu'en fait ce n'est pas le cas),
on pose t. =0, et on choisit pour Ii (1 N i,f.n) un intervalle ouvert non vide

1
quelconque formé de réels négatifs.

Soit t < - to - tl un réel fixé., Pour 1 £i <n, il existe a; € Ii tel que
m‘-
t = : ;o= N )
fo( + ai) P; +Q; ¥ &vec P, 4 € @, #0 et ws V2 , ot les m,
m,

sont des entiers naturels vérifiant m, > ki et L g = (1 + kx) pour

1

1£ign-1, avec k = degré total de P et 4 = [L:Q], o L estle sous-

corps de Q engendré par les coefficients de P , considéré comme polyndme en

n + 1 indéteruindes.

Nous allons décomposer la suite de la déuonstration en plusieurs étapes (qui ne

sont pas celles du leume 4 de [Sh 2]) :

Premiére étape. — Les fi(z) = fo(z + t + ai) € F sont algébriquenent indépen-—

dantes sur Q .

En effet, les fo(t + ai) € Q et sont Q-linéairement indépendants, car, par
construction, la suite des corps Qﬂwi) est strictement croissante. Le corollaire
du théoréme 2 montre donc que les exp(fo(t + ai)) sont algébriquement indépendants.
Comime les fo(t + ai) sont algébriques et non nuls (car Q-lindairement indépen-
dants, ou car fo ne s'annule pas), les exp(t + ai) = fo(t + ai) exp(fo(t + ai))
sont aussi algébriquement indépendants sur Q . Soit alors R e gxl y ese xn]

un polyndue non nul. Il s'agit de voir que R(f cee fn) # 0 . La fonction

1 ?
g(z) = R(fl(z) ) see fn(z)) €F et, pour Re 2 ~—> - ®, on a

fi(z) = (exp(t + ai + z))(l + 0(1)) —> 0 (1emne 1). La partie principale de g(z)

est donc obtenue a partir de la composante homogeéne de plus bas degré RO de R,

et si deg R, =m , c'est

0

Ro(et+a1+z et+an+z) mz (et+al

= e R

0 y ose et+an) # 0

9 eoe

J(H“al

puisque les e sont algébriquement indépendants. Sa partie principale n'étant

pas nulle, g ne peut &tre identiqueuent nulle et on a le résultat annoncé.

Variante. — On fait la preuve par récurrence sur n , et on est en train de prou-
ver le théoréme au rang n + 1 . Comme les fi(z) ont des valeurs distinctes
f (t + a,) au point z = 0 , elles sont distinctes, et le théoréne au rang ne

0 i

montre gqu'elles sont algébriquement indépendantes.

Deuxiciie étape. — Il existe a €C tel que P(fl(z),"yfn(z),fo(z+t+a))=0 .
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Le théoreme 1 montre 1l'existence d'une fonction f € F telle que
P(fl g eee fn , £) =0 . Il suffit en effet de 1l'appliquer aux fonctions fi(z)
considérées comne fonctions de la variable exp(z) . Cette fonction f a un déve-

loppeuent (de Puiseux) de la forme

_ rz Z SZ
f(z) =a e~ + op By ©

ob r et les s sont des rationnels et « # 0 . D'anrés le deout du paragraphe,

f est solution de y'(1 + y) = y , donc
f(z) exp(f(z)) = exp(z +b) pour un b € c .

On en déduit que r - 0 . D'abord si r =0, quand Re z ——> - ®, f(z) —>« ,
mais f(z) exp(f(z)) = exp(z + b) =——>0 , et 0  « exp(w + b) , donc r #0 . Si
r <0, quand Re z —> - = on a f(z) =« exp(rz) (1 + o(1)) , donc
: 1 £(2) ef(z)l - |« R éxerh(1+o(l)) (1 + o(1))]
n'est pas de l'ordre de croissance de Iexp(z)|, et r <0 est exclu. par suite r > 0
et f(z) ==»0 quand Re z ——> - ©® , le lemme 1 montre qu'il existe b € C tel

que £(z) = fo(z +b) , et il suffit de poser a=b -t .

Troisidme étape. — La fonction f(z) = fo(z +t + a) est définieen z =0 .

Quand Re z ——> - ®© , la partie principale de O = P(fl y see fn , ) est

identiquement nulle, et elle est donnée par la partie homwogeéne de plus bas degré

Q de P :O0na Q(ez+t+al y see eZ+t+an y ez+t+a) = 0 , donc, par homogénéité,

le™ , vo., ™, ®) =0, et aussi Q(et+al y see oten , et+a) = 0 . Comme
t

les e "8 sont algébriquenent indépendants, Q(Xl g ses Xn , Y) a un degré

21 en Y , on peut appliquer le lemme 2 & Q et aux exp(ai) , ce qui fournit

Rea gt d'ot Re(t + a) <-t. et f est définieen 2z =0 . On a donc :

1°? 0
& -
(++) P(fo(t + al) , eee fo(t + an) , fo(’c +a)) =0 .
Quatridue étape. — fo(t + a) est algébrique sur Q .

3i la relation (¥) ci-dessus ne s'évanouit pas, c'est une relation de dépendance
algébrique de fo(t + a) a coefficients dans Q'. Soit n, le plus grand indice

i tel que X, apparaisse dans P(X1 yoeee s K Y) . Un tel ny

existe bien,
sinon P e Y Y] et f£(z) = fo(t + a + z) serait algébrique sur Q , corps de cons-
tantes, donc constante. 5Si tous les coefficients des puissances de fo(t + a) dans
(#) étaient nuls, alors uno serait de degré <k sur L(« _1) , donc de degré
<k mns—l sur Q , ce qui n'est pas, puisque mho = (1 + k4 mno-l . Cela montre
que fo(t +a) €Q .

~

efo(t+a) fo (t+ay) ) .

1dsn’

Cinquitne étape. - eat algébrique sur EKie

On a vu dans la troisieéme étape que

t+ay et+an

Qle g see o et+a)

=0,

’

que l'on peut aussi écrire
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folt fo (t+a, folt
Q(fo(t + al) e o (t+a1) , eee fo(t + an) e o (t+ay) , fo(t +a)e o ( +a)) -0 .

Mais on a vu a la preniére étape que les fo(t + ai) exp(fo(t + ai)) sont algé-
briquement indépendants, et la quatri®me étape montre que O # fo(t +a)e Q_; on

a donc le résultat voulu.

Sixidme étapes - P =Y -2 . r, X, ,olles r € Q.
ldssn 101 i =

Les fo(t + ai) et fo(t +a) €Q, et les exp(fo(t + ai)) et exp(fo(t + a))
sont algébriquement dépendants (quatriduc et cinquidme étapes). D'aprés le corol-
laire du théordme 2, les fo(t + ai) et fo(t + a) sont Q-lindaircment dépen-
dants. liais les fo(t + ai) ont été choisis Q-linéairement indépendants, donc on

a une relation de dépendance de la forme

=2
fo(t + a) s i fo(t + ai)

ou les r, €Q . La relation (*) s'éerit alors

P(fo(t + al) y eee fo(t + an) , 2 ry fo(t + ai)) =0 .

l1sisn

Ainsi, les fo(t + ai) annulent un polyndme de degré < k a coefficients dans
L . Un raisonnenent analogue & celui de la quatriéme étape nontre que ce n'est pos-—

sible que si ce polyndue est identiqueuent nul, c'est-a-dire que

P(X Xi) =0 .

LN ] y
1! v Aga
Par suite, P est divisible par Y - zl<i<n r, Xi et, comme P est un polynéme

nininal, on a P =Y - 2 T, Xi , & un facteur constant pres.

RS R

Septiéune étape. - Il existe i tel que P =Y - Xi .

Le début du paragraphe montre que y =§:1<i TV d'ol 1'on déduit, par déri-

S
vation,

-1
| - | B
V' = ge T YT ZlSiSn r, v (g )T

D'autre part, on a y'(1 +y) =y , donc

Sicign T3 V(1 y) T = (2

-1
1 Ti )2 g qm v

9% i <

Comne les y, sont algébriquement indépendants sur Q , on peut considérer cette
derniere égalité coutie une identité dans le corps des fractions rationnelles en n
indéterninées ‘g(yl gy see yn) . I1 en résulte que tous les T, sont nuls sauf un
qui vaut 1 . En effet, si r, T, #0 (avee i # j) , on peut spécialiser 1'iden-
tité en y; =-1+¢€, Vs # -1 et ;s £ - (1 + r, yi) rgl , ety =0 pour
k#i et j . On obtient alors

-1 -1 ‘ -1
(- 1+ ¢) Te 4Ty yj(l + yj) =((~ 1+ ¢) T+ T yj)(l TV F T yj) ,

et, si ¢ —-> 0 , le second nembre est borné alors que le premier meuwbre ne 1'est
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pas. Par suite, un seul des r, est non nul, par exeuple T, et on a
-1 -1
r oy (1 + yl) =r yl(l + yl) , dome r =1.
Cela acheve la preuve du théordue.

Reuarque. - On peut, quitte & modifier légereuecnt cette démonstration, obtenir un
résultat un peu plus général : Soit, pour 1 L£i <n, V; € K tels que y; #0
et ¥; 7 yj pour i # j . Si, pour tout i , v; est solution de l'une des équa-

tions différentielles y'(1 + y) = cj y, ou {c.} est une partie de K for-

Jlk
née de réels positifs Q-lindairement indépendants, alors les ¥i (1 £4i €n)

sont algébriqueuent indépendants sur Q

I1 parait cependant difficile d'obtenir par cette uéthode le lemme 6 de [Sh 2].
En revanche, on verra dans 1'exposé suivant que la uéthode de ROSENLICHT vermet
d'obtenir le résultat ci-dessus en supposant seuleuent que lcs cy sont des cons-

tantes non nulles de XK .
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