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DﬁVIATION DES TYPES DANS LES CORPS ALGEBRIQUENENT CLOS

par Chantal BERLINE (w)

[Université Paris-7]

Cet exposé est destiné & clarifier , pour le lecteur, diverses notions liées & la
stabilité des types sur des enseubles de paraudtres dans le cas de la théorie des
corps algébriquement clos. Dans ce cadre, la notion algébrique essentielle est celle
de diuension de Krull d'un idéal, directezent relide & la déviation des types.

Des compléments sont donnés dans deux appendices : le premier est consacré 3 la
définition et & une caractérisation de la "bonne définition" d'un type d'une théorie
stable quelconque, le second & 1'existence du plus petit corps de définition d'un
idéal d'un anneau de polynéme sur un corps.

Déviation des types dans les corps algébriquement clos. — Dans tout ce qui suit,

8 est un gros corps algébriqueuent clos de caractéristique p ou O , ou "gros"
signifie coume d'habitude : contenant tout ensemble A de paraétres que 1l'on con-
sidérera et |A|+-saturé. Comue tout type sur un enseuble de paramétres A a une
extension unique (et done non déviante) au sous-corps de s engendré par A, il
suffit de regarder ce qui se passe pour les types sur les sous-corps k de & . De
néuwe, du point de vue de la déviation des types, 1Smporps k de caractéristique p
ne se distingue pas de sa cldture définissable k” ; nous nous contenterons donc
la plupart du tenps de regarder ce qui se passe pour les types sur des corps k
parfaits et indiquerons les modifications faciles permettant de passer au cas géné-

ral.

Ceci dit, & tout type p e Sn(k) , ou k est un corps quelconque, cst associé ca-
noniquenent (et bijectivement grice & 1'élimination des quantificateurs modulo T=T(1))

1'idéal preuier I(p) de K[X], o X = K,y ees , X, défini par
I(p) = {P.e XX] ; P(a) = 0}

ol a est une réalisation quelconque de p dans s . Bt réciproquenent, tout idéal
prenier I de K X] est un I(p) pour un p Sn(k) . Notons qu'un idéal J=I(p)
de K[X], K2k, est associé 2 une extension de p seulement si J nk[X] = I(p) .

Par définition, la dimension de Krull d'un idéal prenier I de k[X] est le de-

gré de transcendance du corps des fractions de kK X]/I .

S5i I1=1I(p), pEe Sn(k) , la dimension de Krull de I est donc le degré de

transcendance de k(a) sur k , ou a est une réalisation quelconque de p .

(") Chantal BERLINE, Att. Rech. CNRS, lMathénatiques, Université Paris-7, 2 place
Jussieu, 75251 PARIS CEDEX 05.
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Notations. — S(k) = Un Sn(k) et X = (Xl y see Xn) la longueur de X dtant

déteruinde par le contexte.

PROPOSITION 1. - Soit pe S(k) , o k est un corps quelconque. Alors

°e

RM(p) = RU(p) = dim Krull I(p) ’

ou RH désigne le rang de lMorley et RU 1le rang U .

Déuonstration. — Une déuonstration de 1'égalité de Ril et RU pour les types

d'une théorie ﬁi—catégorique cst donnée daas [1]. Il suffit donc de montrer
BU(p) = R(p) , oo R(p) = dim Krull (I(p)) . 8i p €8,(k) , et a réalise p dans
@, il est clair que, R(p) =U(p) =0 si a est algébrique sur k , et

R(p) = U(p) = 1 sinon. Utilisant la formule
w(z ~ B/k) = Ru(3/k) + RU(B/k u &)  [2]

et rcuarquant que le rang RU d'un type sur k u a et celui de son extension &
k(a) sont les ulues, il suffit alors de faire une récurrence facile sur le nombre

de variables de p .

COROLIAIRE 2. - Soient k , K deux corps, k<K, p esS(k), qes(k).Ily

a_équivalence entre :

(i) q est extension non déviante de P,

(1i1) 1(q) » I(p) et dim Krull (I(q)) = dim Krull I(p) .

Dénonstration. — Dans une théorie w-stable, les extensions non déviantes d'un

type sont exactement ses extensions de méme rang. La seule chose & montrer est donc :
(ii) implique " q est extension de p , i. e. I(q) n k[X] = I(p) ", Ce sera fait
plus tard (Prop. 5(a)). Nous aduettons provisoirenent ce résultat, ¢t utilisons le
corollaire 2 pour donner une déuonstration directe de 1'existence de la définition
globele des extensions non déviantes d'un type dans la tudorie des corps algébrique-

ment clos.

Notations. — Soit I wun idéal preuier de k{i] et K 2 k . Nous noterons EI K
- y

1'enseuble des idéaux prewiers de K[X] qui contiemnent I (et donec I ©K ,
1'idéal qu'il engendre dans K[i] ) et ont utme dimension de Krull que 1lui. EI,K
est donc, d'aprés ce qui précéde, 1l'ensemble des idéaux de K[ X] associds aux ex-
tensions non déviantes sur K du type de 3(k) associé & I . En particulier,

EI K est fini ( T est w-stable) et non vide. E est aussi 1l'ensemble des
, =i

I,
idéaux preniers de K[X] minimaux parii ceux qui contiennent I (un sens est donné
par 5(b) et 1'autre est conséquence de la proposition 7 et de son analogue pour k

non parfait, et de 1'unicité de 1l'enseuble des radicaux des idéaux qui interviennent

dans la décomposition primaire d'un idéal).
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COROLLAIRE 3 (Théordme dec bonne définissabilité pour T ; of. Appendice II). -

p € 3(k) étant donné, on peut associer 3 toute formule o(x , ¥y) sans paramdtre,

du langage des corps, une formule dp @(5) é‘paramétreSlgEg k et telle que :

Pour tout y € Q y Q=4 @(?) si, et seuleuwent si, toute extension non déviante

de p & u satisfait o(x , y) .

LEMHE 4 (Cas simple d'un théordue de Heruan). — Soient K un corps quelconque,

I un idéal fixé de K[X], et P(X, ¥) un polynéue de K[X , Y] . Alors il y a

une foruule ¢ telle gue :

"ye kK, PEX , y) el si, et seuleucent si, K = i(y) .

Déuonstration. ~ On peut supposer, sans restreindre le probléme, que y est la

sulte des coefficients des monbues en X , supposds dcrits dans un certain ordre.
Soient fl y eeo fs des générateurs de I et ¥y la forrule en y et a para-

uetres les coefficients des fi , définie par

Yn(§) = {y ; il existe des polyndmes fy s =oe » 8y de degré snm

N

tels que P(X, ¥) = 2 g ;).

Les ' définissent des sous-K-espaces vectoriels de K* od r est la longueur
de ¥y , donc a partir d'un certain ny la suite des vn(K) est stationnaire, et
Vo= convient.

o

Déuonstration du corollaire 3. - Utilisant 1'élimination des quantificateurs dans

T , et renarquant que les conjonctions ne font pas de problémes, on peut supposer

® de la forme :

o, §) =Wa (p(x,7) =0),

ol i varie sur un enseuble fini, et ¢, ecst i ou M " Il est clair que

o(x , ¥) est dans toute extension non déviante si, et seuleuent si, on a :
Ax\JEEI éﬁyi €i[Pi(x » V) £ J] (Cor. 2) ;
?

(I et donec) les J é&tant fixés, et E fini, ceci est en fait une formule du

I,X
premnier ordre en y . Comuwe elle est invariante par tout k-automorphisme de @ ,

elle est équivalente & une formule ¢ & parandtres dans k .

C. Q. F. D.

PROPOSITION 5. - Soit I wun idéal premier de K ZX] et ¥ 2k , alors :

(a) Pour tout idéal J de EI grona I=Jn kX7,
9
(b) Tout iddal de EI X est minimal parni les idéaux preniers de K[i] qui con-
’

tiennent I .
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Avant de dénontrer la proposition 5, il convient d!énoncer quelques propridtés
plus éléuentaires de la dimension de Krull. Nous laissons leur déuonstration en

exercice.

FAITS 6. -~ Soient I et I' deux idéaux preumiers de k[ X] . Alors :

(1) I&1I' implique dim Krull (I) > dim Krull (I') ,
(ii) I & I' impligque dim Krull (I) > dim Krull (I') ,

(iii) Si K est une extension de k et si I @K est premier, alors
dim Krull (I ¢ K) = dim Krull (I) .

(iv) Si K est une extension de k et I un idéal premier de K[i] , alors
din Krull (J nk[X]) = dim Krull (J) .

Déuonstration de la proposition 5. — Soit J un idéal de EI g » alors :
’

din Krull (J n ¥[X]) = din Krull (J) = dim Krull (I) (par 6 (iv))
dim Krull (J n k[X]) < din Xrull (1)  (par 6 (1))
donc :
Jak[X]=1" (par 6 (ii))

ce qui déuontre (a). Supposons maintenant que J' est un idéal preuier de K[X]
tel que I < J' “J ., On a, par 6 (i) et (iv) :

din Krull (I) > dim Krull (J'n K X]) 2 diw Krull (J') 2 dim Krull (J) .

Donc les quatre dimensions sont égales, en particulier :
dim Krull J' = dim Krull J
donc :

J' =7J (par 6 (ii))

PROPOSITION 7. - Soit I wun idéal premier de K X] et K2k . Si k est par-

fait, on a :

I 3K=0N J .
JFEI,K

Déuonstration. — Notons provisoirement IK l'interscction en question, et occcu-

pons-nous d'abord de I“ . IQ est clairement invariant par tout k-automworphisme

de i, donc il a un systéwe dec générateurs dont les coefficients sont invariants

par tout k-automorphisme de @ [cf. Appendice II], et donc dans la cldture définis—
sable K de k , c'est-a-dire dans k si k est parfait. Comume &3 nk[X] =1

4

(Pr0p. 5 (a)). Ceci montre bien que

(e



3-05

Toujours par 5 (a), chaque J de EI K est 1l'intersection avec K[X] des idéaux
’

de ([X] qui le contiemnnent et ont méme diuension. Il en résulte que

I =KXl nI, =KX] n(I®0) =1I0K.

COROLLAIRE 8. - Soit p €S(k) , k K . Si k est parfait, les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

1° p a une seule extension non déviante & K

20 I(p) ® K est preuier.

Définitions. ~ Soient K et L deux extensions d'un corps k , K, L<EQ.

K et L sont k-algébriquement disjointes si toute (rOSp. une) basc de transcen—

dance de K sur k reste algébrique.ent libre sur L .

K et L sont k-lindaireuent disjointes si toute (resp. une) base du k-espace

vectoriel K reste lindairement libre sur L .

Ces deux notions sont en fait parfaitecuent symétriques en K et L , et il est
facile de voir que " k-lindairewent disjointes" implique " k-algébriquement disjoin-

tes",

COROLLAIRE 9. - Soit q € S(K) , ¥ 2k, k parfait, p=q N k . Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

1° q est seule extension non déviante de p & K,

2° q aduwet une bonne définition & parawétres dans k [cf. Appendice I1]

30 I(q) aduet k pour corps de définition, i. e¢. a un systéue de générateurs
dans KZX] ,

40 1(q) = 1(p) & K ,
50 I(p) ¢ K est prenmier, et din Krull I(p) = dim Krull I(q) ,

60 I(p) & K est prenier, et k(q) et K sont k-algébriqueuent disjoints,

7° k(q) et K sont k-lindeirenent disjoints,

ol k(q) désigne toute extension de k par un uplet réalisant q , k(q) est donc

unique a K-isoworphisme prés.

Conmentaires. - L'équivalence 2° et 30 et 1l'existence d'un plus petit corps d'un

idéal d'amneaux de polynémes (App. II) implique 1'existence d'un plus petit ensemble
de bonne définition définissablement clos pour chaque type de la théorie des corps
algébriquement clos. Il s'agit 14 d'un comportement trés particulier de T . Dans

le cas général d'une théorie T stable quelconque, on aura toutefois un résultat

analogue a condition de faire intervenir des élénents "imaginaires" du gros modele

saturé Q.
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Déuonstration. - 19 --> 2° par la proposition B de 1'appendice I ; 3° <==> 4° est

imaédiat puisque I(p) = I(g) ak[X] et 1° <> 4° puisque les deux assertions
sont équivalentes, par la proposition 5, & EI K = {I(q)} 3 4° —=> 50 ost clair et
50 ~-3 4° vienmt du fait 6 (iv). Soit a une realloatlon de q dans Q . La deuxidme
partie de 5° affirme que les degrés dc transcendance de K(S) sur K et k(a) sur
k sont égaux, ce qui est exactement dire que k(a) et X sont algébriquemnent dis-

Joints. Il ne nous reste donc qu'a nontrer, par exemple, T7° «—-> 4°,

70 —> 4° : soit P = 2 c; M, (X) un polyndme non nul de I(q) - I(p) @K faisant
intervenir un noubre mlnlmal de monénes M(X) . Les éléments ¢y de K qui inter-
viennent sont donc non nuls et en noubre fini. Si a rdalise q dans (&, on a
2 c; Mi(a) =0 . Par 7°, il y a des di dans k , non tous nuls, tels que
> di Mi(a) =0 o+ I1 en résulte que Q = 2 di Mi(i) est dans I(p) « Supposons
dl #0 . Alors P - c, Q/d1 est dans I(q) - I(p) ® K et contredit la mininalitd

de P .

by

40 ——> 70 :goient Mi(i) y, i de 1 & n, tels que les Mi(g) soient K-lindai-
reuent dépendants (o a rdalise q ), et soient des c; dans K , non tous nuls,
i de 1 a n, tels que cs Mi(a) =0 . Alors 2 cy Mi(i) est dans I(q) , donc
dens I(p) &K .

Soient £ eee f. un systeue de générateurs de I(p) dans k[ X] et
g

S des polyndues de K[X] tels que :

L e
Yoy M, (T) = To (D) £.(%) .

Cette équation entre polyndumes, considérée comue un systéme lindaire & coefficients
dans k : les coefficients des fj y & une solution dans X : les s et les coeffi-

cients des s, . Le systéuc a donc une solution dans k y et il existe des ci €k,

ss € K[X], les c; n'étant pas tous nuls, tels que
t v (%) = 1 (X e
> el M, (X) = Zsj(X) fj(X)
I1 ¢n résulte que
2 ! X
c! Mi(X) e I(p) .
?

> el Mi(a) =0

et les Mi(a) y 1=1 & n, sont k-linéaireuent liés. Par conséquent, toute base
de mnondues Mi(a) y 1 €I, du k-espacs vectoriel k(a) reste lindairement libre

dans K(a) et k(a) et K sont lindairement disjoints.

COROLLAIRE 10, - p € S(k) y k parfait. Alors, sont équivalentes :

1° p est stationnaire,

2° I(p) ¢ B est preuier,
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30 k(p) et k sont E-lindairewent disjoints, ol k(p) désigne toute extension

de k par un uplet réalisant p .

Commentaires. — La deuxidme assertion nous dit que I(p) est un idéal absolument

premier, c'est-a-dire que I(p) & K est premier pour toute extension K de k
(utiliser par exeuple 1'équivalence avec 1° ot le corollaire 9). Une extension L

de k cst une extension régulidre de k si, par définition, L et k sont k-

lindairenent disjoints. Considérant alors le multi-type p de L sur k 1le corol-
laire 10 nous fournit une caractérisation modéle-théorique, pour % parfait, de
la régularité.

Quand k n'est pas parfait ... — Tout idéal I de ¥ X] a une extension canoni-

5 —3
que I & kP [X], oo p = car k , définie par :
. — n
I =Pekf [X]; 4 ne N, PP e 1} .
-0

3oit K wune extension quelconque de k , k = kP A K, et IT 1'idéal de
k'[X] défini par

-1 . KR .

. . + . PN . . +
3i I est premier, I  est premier et associé a 1l'unique extension sur k  du
.z . . + . .
type de S(k) associé & I . En particulier, I et I  ont méme dimension de
Krull, et les idéaux premiers de K[X] qui contiennent I sont exactenent ceux qui

. +
contiennent I .

I1 en résulte que la proposition 5 reste vraie si on remplace I ®@K par I' ®K .

Dans le corollaire 8, on peut remplacer le 2°, au choix, par
I+(p) & K est premicr,

ou, en remgrquant que dans 1'anneau noetherien K[X] , tout idéal de radical premier

est primaire, par
I(p) « K est prinaire .

Les assertions 3° et 7° du corollaire 9 restent bien sr équivalentes mais, si on
veut conserver leur équivalence a 1° et 2°, il convient de reuplacer dans leur
énoncé k par k' et I(p) par I(p)+ « On finira par des wodifications analogues

pour le corollaire 10.

APPENDICE I : Bonne définissabilité

Supposons que T est une théorie compléte stable d'un langage L quelconque, et
.2 un gros moddle saturé ("gros" signifie comme d'habitude : contenant tout ensemble
A de parauétres que 1l'on considérera et IAI+ saturé). T étant stable, & tout
type p de T est associde une définition globals de ses extensions non déviantes
a .
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(e

THEORELE A. - Un ensemble de paramétres A et un type p e Sn(A) , n>1, étant

donnés, on peut associer 3 chaque formule o(x , y) (sans paramdtre.) de L 2

n + r variables libres, une foruule dp o(y) 2 parandtres dans A telle que

Ve s &= dp o(Db)

si, et sevleuent si, toute extension non déviante de 34 Q (ou & n'importe quel

P
enseuble de paraudtres contenant b ) contient o(x , b)

Remargues :
(i) dp cst une "définition" de p en ce sens que

Vvae A, p|— w(x , a) si, et sculement si |= dp @(5) .

(ii) C'est une "bonne définition" en ce sens qu'clle s'étend dc maniére consistante

3 tout modéle M contenant A , et y définit le fermé des extensions non déviantes
de p a M .

(iii) dp est unique (& équivalence dans & prés). Nous pouvons donc reforuuler

le théoréue précédent sous la forue :

PROPOSITION A. — Dans la théorie stable T , tout type p sur un ensemble de

parauétres A adwet une bonne définition & parametres dans A , et deux bonnes dé-

finitions de p sont équivalentes dans i .

PROPOSITION B. - Soient A < B et q € Qn(B) , n>1, alors les deux assertions

suivantes sont équivalcntes :

°

N
(1) q est seule extension non déviante de q' A a2 B

(ii) q a une bonne définition 3 paraudtres dans A .

Déuonstration : 3i (i) est vrai les extensions non déviantes de q & . et les

extensions non déviantes de q' A coincident, donc on peut prendre pour bonne dé-
finition de q une bonne définition de q' 4 , et (ii) est vrai. 5i (ii) est vrai

et (i) faux, deux cas se présentent :

Cas (a) :+ q dévie sur A . - Soit a € {4 réalisant q et b' e u de udne type
que b sur A et indépendant de B u {a} sur A (i. e. Db' réalise une exten-
sion non déviante de t(b , A) a B u{a} ). Comie les types de Sn(B) qui dévient
sur A foruent un ouvert, il y a unc foruule (x , b) , b €B, telle que
o(x , b) € q, et tout type sur B, qui contient o(x , b) , dévie sur 4 . Il en
résulte que tout type sur bu A qui contient o(x , b) dévie sur A et, puisque
b et b' ont méme type sur A , tout type de b' U A contenant m(§ , b') dévie
sur A . Or, par choix de b', t(a, A Ub') ne dévie pas sur A, donc on a
- p(a , E’) .
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En résuné :
1° q , et donc toute extension non déviante de q & &, contient o(x y %) H
2° il y a une extension non déviante de q & & qui ne contient pas @(x , 5‘) H

30 b et B' ont wbne type sur A .

I1 est alors clair que q ne peut pas &tre bien définissable sur 4 .

Cas (b): q ne dévie pas sur A . - 30it q; un fils non déviant de q' A & B ’

by

T et U des prolongements non déviants de q et q & {2, et ¢ un automor-
phiswe de 2 tel que O(ﬂl) =1 .81 q# q,; » il y a une foruule o(x , y) de L
telle que q |— 9(x , b), b eB, et q, - - o(x, b) . Alors

ml—@(x, 3) A= p(x, ub)

contredisant 1l'existence d'une définition a-paraudtres dans A .
APPENDICE II : Plus petit corps de définition d'un iddal.

30it I wun idéal de K[X] = K[Xl y eee Xn] ( K corps quelconque). Un sous-

corps k de K est un corps de définitionde I si I est engendré, en tant

qu'idéal, par un systéme de générateurs situds dans k[ X] .

7 \ -
THEOREME. - A tout iddal I de K[X] est associé un unique sous-corps kb de

K ayant les propridtés suivantes :

1° k. est un corps de définition de I ,

0
20 kO est inclus dans tout corps de définition de I ,
30 ko est une extension de tvoe fini du sous-corps premier de K ,

<§° pour_ tout autoworphisue o de K , on a : o(I) =1 s5i, et seuleuent si,

Déuonstration. - Soit (Ms , s €3), une base du K-espace vectoriel K[X]/I

formée de monbmes. 4 tout mondme M de K[X] , on peut donc associer des éléments
& 5 de K , presque tous nuls, tels que :
’

I"l - a’I-'l”S I\IS € I .

On prend, pour k. , le sous-corps de K engendré par tous les ay o ¢
. ’
1° C'est un corps de définition de I ; en effet, tout polyndue f de K[X]
s'éerit 2 b, M, ou les M sont des mondumes et les b, des élénents de K , donc

aussi sous la fornme :

_ _ > y
f = bM(M 2 %, s MS) + 2o M.

Si f est dans I, comme les M - 2 ay o MS sont dans I aussi, tous les ¢
b
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sont nuls, et

£=2n0-2a H).

Ceci montre que I est engendré par les M - ZaM s MS y polyndmes de kb[i] .
?

2° Soit k un autre corps de définition de I , et fl y oo fk un systeme de

générateurs de I & coefficients dans k[X] . Pour tout M , on a
M-ZaM’SMS=Zgi £,

pour des g de K[X] . En regardant cette équation comme un systéme d'équations

ayant pour inconnues les ay o et les coefficicnts des g et pour coefficients
’

dans k 1les coefficients des fi , on voit qu'il a une solution dans K , donc

qu'il en a une dans k : il y a des ay , dans k et des g! dans k[X] tels que :
b

En particulier :
. . ‘
M- 2 oy g Ny €1
i . v indé =al €
et, puisque les MS sont indépendants modulo I , aM,s aM,s k pour tous
M, s.
€. Q. F. D.

3° vient du 2° et de ce que I a un corps de définition de type fini ( K[i] est

noethérien).

4° I1 est clair que tout automorphisme de K , qui laisse ko invariant point

par point, laisse I globalcuent invariant. Réciproqueuent, si ¢ est un automor-

phiswe de K tel que o(I) =1, on a, pour tout W ,

o(M - ZaM’S MS) =M - o(aM,S) M €T,

donc, par unicité des & o
1,8

O(aM,s) = aM,s '

C. Q. F. D.
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