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STABILITE ET ALGEBRE

4. Groupes

par Chantal BERLINE (*)

[Université Paris-7 ]

A. Préliminaires

Soit G wun groupe, et A un sous—ensemble de G . Le centralisateur de A dans

G est l'ensemble des éléments de G qui conmutent avec tous les éléments de A
on le note CG(A) « Le centre de G est le centralisateur de G dans G ; on le
note Z(G) . L'indice dans G d'un sous-groupe H de G est le nombre de classes
4 gauche (= nombre de classes 3 droite) de G modulo H si ce nombre est fini,

" o " sinon ; on le note [G : H] . Le groupe G est abélien-par-fini (resp.

nilpotent-par-fini) s'il a un sous—groupe normal abélien (resp. nilpotent) dtindice

fini. Pour les définitions de résoluble et nilpotent nous renvoyons & [7]. G est

localement résoluble (resp. localeuent nilpotent) si tous ses sous—groupes de type

fini sont résolubles (resp. nilpotents).

L est ici le langage des groupes, avec ou sans symbole pour l'inverse ; comme

dans les exposés précédents, définissable sous-entend : sans parametres, G-défi-

nissable signifie définissable par une forrule de L & parametres dans G , c'est-
a-dire par une formule de L(G) . Le groupe G sera dit connexe s'il n'a pas de
sous-groupe G-définissable d'indice fini (cette notion de connexité "définissable"
est introduite dans [2] ; voir aussi [3] et [4]). Il est clair qu'un groupe G
quelconque a au plus un sous—groupe G-définissable connexe d'indice fini ; s'il

en a un c'est l'intersection de tous les sous—groupes G—-définissables d'indice

fini de G ; c'est un sous—groupe caractéristique de G , c'est—a~dire invariant

par tout automorphisme de G , en particulier c'est un sous—groupe normal de G j

on l'appelle composante connexe de G , et on le note GO . I1 doit 8tre également

clair que si G a une composante commexe , G n'a qu'un nombre fini de sous-

groupes définissables d'indice fini. Enfin GO est définissable sans paramétres

dans G : supposons en effet GO définissable par la formule ¢(X ,'E) y @ €G ,

alors Go est aussi définissable par la formule
v §'E"¢(. y ¥) est un sous—groupe d'indice no" - @(x y 7)1 s

ou nO est 1t'indice de GO dans G .

(*) Chantal BERLINE, Mathématiques, Université Paris-7, Aile 45-55, 2 place
Jussieu, 75251 PARIS CEDEX 05.
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B. Condition de chalne des groupes stables,
AR R I R I R R DT

application aux groupes %%—catégoriques stables

Nous savons déja qu'une structure steble n'a pas de suite infinie strictement dé-
croissante de sous—ensembles uniformément définissables (exposé 1, Corollaire 12).

Pour les groupes, on dispose d'un théoréme plus puissant.

YR
THEOREME 1 [6]. - Soit G un groupe stable, ¢(x y ¥) une formule de L a m+l

variables libres., Alors il existe un entier n tel que toute intersection de sous-

groupes de G définissables & 1l'aide de ¢ est intersection d'au plus n d'entre

SUX,.

Démonstration. - Supposons le contraire. Il existerait alors, pour tout n , une

suite E& ? eee 3 bn de m-uplets telle que, pour tout Jj £ n , le sous-ensemble

Gj défini par @(X ’ 33) soit un groupe, et

Gln G1 n G2 G oeee 3 Qn .

Montrons qu'il existe alors dans G des éléments a9 eee @) tels que

GF@(&i ’ T)'.) si, et seulement si, j < i .

Pour n =1, c'est clair, Esquissons la démonstration pour n > 2 :
ne-1 n

a_ dans ﬂl i ﬂLz 1 » puls on prend un élément Chrm1 .E?ns F&=
1 n-1 » bj) si

et 7 ¢(c ’ bn_l) . hep ! bn) ponprend a ., =c . s

sinon on prend 81 = Cpoq B ¢ Pour un n > 3 , il faut encore deflnlr 8o

..-3 - -2 s 1 . .
Soit o € nn Gy ﬁ§=1 G, 8L ¢ . mn est ni dans Gh—l ni dans G, on

n'y est pas, et on pose

n

(on convient que rﬁ G ). Dans G , on a donc glc

1
i
Si de plus on a | @(c

-— 14
prend & 5= Cp o+ 8 il est dans Gh—l v o
alors a

pep = Bpq Cpon O & 8, C o suivant que 81 Cpep est dans G, ou

pas. Si Cheo est dans Gn et pas dans Gn—i » On prend 85 =Cpo 8 . Et si
n> 3, on continue ! (la formalisation rigoureuse de la démonstration est laissée
au lecteur qui pourra dlailleurs la trouver dans [6].) G a donc la propriété de

llordre et est par consédquent instable (exposé 1, théoréme 10).

COROLLAIRE 2 [6]. = Tout groupe stable 1y-catégorique G a une composante

connexe.

Démonstration. = Il suffit de montrer que l'intersection GO des sous~groupes

G-définissables d'indice fini de G est intersection d'un nombre fini d'entre eux.
Associons & toute formule libre @(X » y) de L , l'intersection q? des
sous-groupes de G d'indice fini définissables & 1l'aide de la formule ¢ . Puisque
G est stable, G est intersection d'un nombre fini de ces sous-~groupes (théoréme
1), donc G est d'indice fini n dans G ., Il s'ensuit aussi que Gr(p est défi=-
nissable par la formule sans parametres :

v §'E"¢(. » ¥) est un sous—groupe d'indice nm" - oz, y)].
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Go est par définition, 1'intersection de tous les G . Comme G est -
catégorique, 11 n'a qu'un nombre fini de sous-ensembles définissables, et tous les

G¢ sont égaux & un nombre fini d'entre eux. Q.E.D.

COROLLAIRE 3 [1]. - S1i G est un groupe stable le centralisateur dans G de

tout sous-ensemble H de G est (-définissable., Plus précisément, il y a un

entier =n > 1 tel que

VECG, 3h y»eee sh €I, CG(H) = CG(h1 y veo 3 h ) W

1 n

Démonstration. - CG(H) = Mg CG(h) = Negl* s xh=hx}.

COROLLAIRE 4 [1]. = Un groupe stable localement nilpotent est résoluble.

Démonstration. ~ Admettons qu'un groupe localement nilpotent G , dont tous les

centralisateurs différents de G sont 2k - 1 résolubles, est 2k + 1 résoluble
(démonstration dans [1]s p. 273), et montrons par récurrence sur n qu'un groupe

G localement nilpotent qui n'a pas de suite strictement décroissante du type
Gﬂ? CG(al)/? PR % CG(a1> N eee N CG(an)
est 2n - 1 résoluble. Pour n =1 c'est clair, supposons-le vrai pour n - 1 ,

Soit beg-2z(g) , H= CG(b) s et D

tout 1 <ign=-1,

N

9 eee 3 D des éléments de H . Pour

1 n-1

. (b.) = CG(bi) NH = CG(bi) n CG(b) ,

H( i
done aucun H = CG(b) n'a de suite du type :
H ;ch(bl)I? es 2 (o) neeency(o ) .
Par hypothése de récurrence, tous les Cp(b) y bec-12(Gg) , sont 2n - 3

résolubles, et G est donc 2n - 1 résoluble.

On peut comparer avec les deux résultats suivants de Felgner :

THﬁORﬁME 5 [5])s = Un groupe stable ﬁo—catégorigye localenent nilpotent est nilpo-

tent. Un groupe stable gb—catégorique localement résoluble est résoluble.

Ces résultats et le corollaire 2 servent, avec de nombreux autres ingrédients, a

dénontrer le théoréme suivant que nous nous contenterons d!'énoncer.

THEOREME 6 ([6]s [2]). = Tout groupe gb—catégoriqpe stable est nilpotent-par—

fini.

On comparera avec le résultat suivant, dont la dénonstration est longue et tech-

nique ¢

THEOREME 7 [2]. - Tout groupe }b—catégorique w-stable est abélien-par-fini,

En fait, BAUR, CHERLIN et MACINTYRE donnent, dans [2], une caractérisation totale
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des groupes w-stables de rang de Morley fini et i -catégoriques ainsi que des

£
groupes totalement catégoriques.

Notons que 1l'on ignore toujours s'il existe des groupes (ou plus généralenent des

structures) go—catégoriques et stables mais non (~stables.

C. Connexité ; application aux groupes ~stables

LEMME 8 [2]. - Tout groupe w-stable G a une composante connexe.

Démonstration. — Un groupe G , -stable, ayant la condition de chafne décrois-

sante sur les sous-groupes G définissables (exposé 1, théordme 18), il est clair
que l'intersection o des sous-groupes G-définissables d'indice fini de G est

intersection d'un nombre fini d'entre eux, donc G a un plus petit sous-groupe G-

définissable d'indice fini, GO .

Soit G wun groupe w-stable, «, son rang de Morley, et deg(G) son degré.

G

Rappelons que deg(G) est le nombre de types de rang o, & paramdtres dans

G
un & g-saturé élémentairement équivalent & G . D'autre part, si H est un sous-
groupe G-définissable d'indice fini de G , alors deg(G) =[G H] deg(H)

(exposé 1, lemme 19).

THéORﬁME 9 [3]. -8i G est un groupe w-stable,

[G GO] = deg(G) .

En vertu de ce qui précedes et en rappelant qu'un groupe G est connexe s'il n'a

pas de sous-groupes G-définissables d'indice fini, le théoréme 9 s'énonce aussi

THEOREME. - Tout groupe w-stable connexe est de degré 1 .

(La réciproque étant trivialement vraie, toujours d'aprés ce qui précdde.)

Démonstration du théordme [cf. aussi [9])] - Soit G un groupe w-stable connexe,

d son degré. On veut montrer que d = 1 , Comme le degré et le fait d'&tre connexe

sont préservés par équivalence élémentaire, on peut supposer G w-saturé.
(a) On commence par montrer que, pour toute formule @(x y ¥) de (@) ,
A={ye6; Rlylx 7)) <a)

est G-définissable. Soient Py s eee 2 Dy les d types de rang & de G .
Comme G est stable, ils sont définissables. En particulier, il y a des formules

8y U 1 wee 2 g Y de L(G) telles que, pour tout y de G ,
p; + w(x » ¥) si, et seulenent si, & }= 85 y(}) .

Comme RG(¢(X y ¥)) est strictement inférieur & « exactement si w(x ' V)

G
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ne contient aucun des types p; »on a

A={yec; ¢ E/M_ T8 ¢,
(b) Une formule v de L(G) et un élément g de G é&tant donnds, la transla-

tée g de ¢ est définie par

¢k (go)(x) & olgx) .

Elle a m&me rang que 0] (démonstration par récurrence sur la longueur de ¢

laissée en exercice) et méme degré.

4 une partition de G (is e. de x = x ) en formu-

les de rang 9 et de degré 1 . Pour tout i< d et tout g€ G, il y a un

(¢) Soit alors Gy 1 aee 2

J £ 4 unique tel que
RG(g(Pi n CPJ) = OZG_ ’
a savoir le seul J tel que 805 et 5 contiennent le méme type de rang Ay oo

On associe ainsi & chaque g € G la permutation p(g) de {1 » oo » 4} , définie

par
e(g)(i) =]j si, et seulenent si, RG(gpi n @j) = aG .

@ est un morphisme de G dans le groupe des permutations de {1 » e«. 5 4} »
Ker § est donc un sous-groupe d'indice fini de G . Il est G-définissable,

puisque
Ker ¢ = a {v €63 Rlyp, No;) = oy}
Mg 13 ; vy 0Py @l
Corme G est connexe, Ker 6§ = G et, pour tous 1, jgd , 1#J,o0na:
(1) v e, R(gcpincpi)zaG et V¥ g » R(g@in@j)<aG,

de méme

(2) Ye&s Rlo; enog) =ay et Veo Rlog & ngy) <o o

*
Soit p le type sur G de rang oy qui est dans ®; et G une extension
*
élémentaire de G qui réalise p . Soit a € G réalisant p . En particulier,
* 3

compte tenu de (1), pour tout g€ G, G F (gwl)(a) ou encore G F: ml(ga) .
-1\G*
a ")

I1 en résulte que G est inclus dans (¢1 » le sous—~ensemble de ¢*  aéfini

par la formule 9y afl « En particulier,
%
G -1 G
D'autre part, ¢, & pour rang ag sy et ®q afl n ¢, & un rang strictement infée
rieur & o, (par (2) appliqué & G ) 3 pour aboutir & une contradiction si

G
d> 2, il suffit donc de montrer le résultat suivant

LEMME 10 [ 3]. - Soient M <M~ deux réalisations d'un langage L , A un sous-—

¥
ensemble M-définissable de M et B un sous—ensemble M -définissable tels que

AcB . Alors R(A) < R(B) oi R est le rang de Morley calculé dans r()=1(u") .
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Esquisse de démonstration., - On peut supposer la paire (M% y M) w-saturée, ct

travailler avec le rang de Cantor-Bendixon. On montre alors par induction sur
l'ordinal o que
R(A) > @ inplique R(B) >a .

Nous allons maintenant passer en revue les résultats de Cherlin sur la classifi-
cation des "groupes de petit rang de Morley", "petit" signifiant : égal & 1, 2
ou 3 . Nous nous contenterons de donner la démonstration du plus simple d'entre

eux. Pour les autres nous renvoyons & [ 3]

LEMME 11. - Tout groupe infini (r~stable contient un sous-groupe abélien infini

définissable avec paramétres.

Démonstration ([ 3], [8]). = On raisonne par récurrence sur les couples (rang,

degré) des groupes munis de llordre lexicographique. Supposons le lemme faux. I1
existe alors un contre exemple G de (rang, degré) ninimal. Par suite, tout sous-
groupe propre G-définissable de G est fini (utiliser le lerme 19 de l'exposé 1
pour montrer qu'tun sous-groupe propre 0-définissable de G a toujours un (rang,
degré) strictement inférieur & celui de G ). En particulier, G est connexe et son

degré est 1 . De plus,

(a) Le centralisateur c(g) de tout élément g de G = 7z(¢) est fini, en par—
ticulier tout élément non central de G est d'ordre borné, et par compacité il

existe un entier n> 1 tel ques, V g€ G gn =1.

(b) Soit p wun type sur G de rang de Morley maximum, et a un élément qui
réalise p deans une extension élémentaire de G o Soit g un é1lément non central
de G, et b=aga . Comme C(g) est fini, la formule b = xex b est satisfai-
te par un nombre fini d'éléments, donc a est algébrique sur G U {b} ; de mdme D
ost algébrique sur G u {a} » il en résulte que les types de a et b sur G ont
méme rang de Morley (exercice). Come G est de degré 1, a et b ont néme
type sur G . En particulier a et g sont conjugués. Par suite, tous les élé-
ments non centraux de G sont conjugués. Comme 7(G) est fini, tout élément non

central de G a donc une infinité de conjugués.

(¢) ¢/z(¢) a pour centre {1} . En effet 1'image T Ad'un élément h de G
dans /2(6) est demns 2(¢/2(G)) si, et seulement si, ¥ g €G , nen~ ! g lez(a) .
8i h £ z(aq) , {gh-l g_l ;s g & 0} est infini, et n~t z(G) est fini,

Contradiction.

(d) En résumé, Gl = G/7(G) a pour centre {1} , et a tous ses éléments conjugués
et de m8me ordre fini n . Nous allons montrer que si G1 est différent de {1} »
alors n = 2 5 et en déduire rapidement les contradictions souhaitées. Soit g € G1 'y
g# 1. Sit x tel que g = x¢ L x! . 0n a alors

- n
I Y
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(-1)"

est pair et égal 4 2 puisque tous les éléments de G1 ont méme ordre. Gl est

alors commutatif, et son centre est différent de {1} , contradiction. D'autre

-1

donc g =g « 51 n est impair g =g et g2 = 1 y contradiction. Donc n

part, si G1 est trivial, G = z(¢) est fini, et 14 encore contradiction.

Note. — Ce résultat reste vrai pour les groupes superstables.

THEOREME 12. ~ Tout groupe de rang de Morley 1 est abélien-par-fini,

I1 revient au m&me de montrer que tout groupe connexe de rang de Morley 1 est
abélien, Soit G wun tel groupe. Le sous—groupe abélien G(-définissable fourni par
le lemme ne peut pas &tre propre (regarder son rang et son degré). G est donc

abélien,

PARERY
THEOREME 13. - Tout groupe de rang de Morley 2 est résoluble-par-fini.

I1 en résulte que tout groupe connexe de rang 2 est résoluble.

Soit K un corps, SL2(K) désigne le groupe des matrices marrdes 2 x 2 3
coefficients dans K et de déterminant 1 , PSL2(K) le quotient de SL2(K) par

son centre,

THﬁbREME 14. - Un groupe G non résoluble de rang de Morley 3 , qui a un sous—

groupe définissable de rang 2 , a un centre 2(G) fini, et G/Z(G) est isomorphe

\

a PSL2(K) pour un corps K algébriquement clos.

On ne sait pas s'il existe des groupes non résolubles de rang de Morley 3 sans

sous~groupe définissable de rang 2 . La classification des groupes de rang n > 4

red

est entidrement ouverte.

Note. = On trouvera des compléments a cet exposé dans les exercices de 1l'exposé
11,
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