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STABILITE ET ALGEBRE
2. Groupes abéliens et modules

par Chantal BERLINE ()

[Université Paris-T7]

La section A est réservée au rappel de résultats classiques sur les groupes
abéliens. La section B peut 8tre considérée comme une initiation & 1l'application
des techniques présentées dans 1l'exposé 1. Nous y démontrons, en détail pour les
groupes abéliens, des résultats parfois valables pour des classes beaucoup plus
générales de modules. La section C est consacrée aux modules. Nous nous contentons
la pluspart du temps d!'énoncer les résultats ou d'en esquisser les preuves. Le
lecteur intéressé par les démonstrations consultera les articles de GARAVIGLIA

([5]s [6]) et les articles qui y sont mentionnés.

Conventions et notations. - Dans cet exposé, L désigne le langage des groupes

abéliens (= , + 5 0), et T est la théorie des groupes abéliens exprimée dans L.
R est un anneau unitaire, et Ty la théorie des R-modules & gauche exprimée dans
le langage LR qui s'obtient en ajoutant & L un symbole de fonction unaire A

pour chaque A de R . Ly n'est donc dénombrable que si R lui-m&me l'est.

Pour tout module M et tout cardinal « , M(a> désigne la somme directe de o

4

copies de M . Rappelons que M @) et M* sont élémentairement équivalents [8].

Enfin, tous les modules considérés ici sont des modules & gauche et tous les

groupes sont abéliens.

A, Préliminaires sur les groupes abéliens.

1. Elimination des quantificateurs.

Clest un résultat classique de SZMIELEV [12] que la théorie des groupes abéliens
admet 1'élimination des quantificateurs dans le langage L' = LL{Pn ; n €N}, on
les Pn sont des prédicats unaires, et Pn(x) est interprété par 3 ¥y (ny=x) .
En particulier, toute théorie compléte de groupes abéliens (dans L ), telle que
" divise x " se dit sans quantificateurs, admettra 1'élimination des quantifi-

)

quelconque, c'est aussi le cas des groupes divisibles, i. e. des groupes abéliens

cateurs dans L . C'est le cas des groupes de la forme (Z/pn Z)(Q o cardinal

D tels que nD =D pour tout n €N .

# ‘ . .
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2. Groupes divisibles ([4], vol. I).
Un groupe divisible est facteur direct de tout groupe qui le contient. Tout
groupe G a un plus grand sous-groupe divisible, D ; G est donc de la forme
D®R , o R n'a pas de sous-groupe divisible non trivial., D est unique, R

est unique & isomorphisme prés. D est inclus dans A= ﬂn>1 nG 4 et en général

les deux groupes sont distincts ; ils cofncident exactement’quand A est divisible.

LEMME 1. - Si G est grsaturé, alors D = A e

Démonstration, - I1 faut montrer que, pour tout x de A et pour tout n >1
1'équation ny = x a une solution dans A , c'est-d-dire vérifier que 1l'ensemble

suivant de formules & une variable libre y s

p(y) : fay =x}u{az (y=mz) ; m3 1)
est réalisable dans G . Il suffit de voir qu'il est finiment réalisable dans p .
Or, si r est le plus grand les entiers m qui interviennent dans un sous—ensemble

fini q de p , et si x

o € A est tel qe x = nrlxo » alors rlx. satisfait
a(y) »

0

LEMME 2 ([4], I, pe 104). - Les groupes divisibles sont, & isomorphisme prés, les
groupes de la forme D==€£? Z(pm)(ab) C)ﬂﬁa) s ou & est le grouﬁe additif des ra-

tionnels, Z(pm) le p—-groupe cocycligue infini et « , ap des cardinaux quel=-

congues.

3. Groupes d'exposant borné.

On dit qu'on groupe G est d'exposant borné s'il y a un entier n > 1 tel que
nG = (O) . Pour les groupes abéliens d'exposant borné, comme pour les groupes divi-

sibles, on dispose d'un théoréme de structure :

LEMME 3 ([4], I, p. 88). - Les groupes abéliens d'exposant borné sont, 3 isomor-

phisme prés, les groupes de la forme e%ﬁnie(g/pn E)(ap;n) , o les p sont

premiers, les n entiers quelconques, et les ap n des cardinaux arbitraires.
?

4, Invariants de Szmielew (pour mémoire).

Les ap y @ (resp. les ab,n) constituent des systémes d'invariants permettant
de caractériser les groupes divisibles (resp. les groupes d'exposant borné) & iso-
morphisme prés. On ne connatt pas d'invariants permettant de caractériser, 3 iso-
morphisme prés, un groupe abélien quelconque. En revanche, on en connait a équiva~
lence élémentaire prés. Wanda SZMIELEW [ 12] a montré que tout groupe abdélien @

était élémentairement équivalent & un groupe de la forme :

() (8.) («
o) @, 2(p") k. ®, Zy P @F'n(g/pn z) °°

ou Ep est le groupe additif des entiers p-adiques ([4], I, p. 17), et elle a mis



en évidence des invariants qui se calculent simplement & partir des o, o s B_»
ap,n . Notons que les cardinaux o , ap » oo ne sont pas, eux, déterminéz de
fagon unique par la donnée de G , m@me en supposant, & l'aide de Feferman-Vaught,
qu'ils sont tous < w ; par exemple, tout groupe G d'exposant non borné et é1é-
mentairement équivalent & G @ % , o o est un cardinal quelconque (cf.

Lemme 5).

Nous ne nous servirons pas ici de la théorie de Szmielsv car nous nous raménerons
toujours & des groupes divisibles ou d'exposant borné, et appliquerons les lermes 2
et 3 (notons que ce ne serait plus possible si nous nous occupions de superstabili-
t4).

B, Stabilité et catégoricité des groupes abéliens.

THEOREME 4. — Tout groupe abélien est stable.

Démonstration (BERTHIER). - Grfce & SHELAH ([107, [11]), il suffit de voir que
tout (1 4 =) type de la théorie de G dans L! est définissable. Soit H é1é-

mentairement équivalent & G , et p un type sur H: p est réalisé par un élé-

ment a d'une extension élémentaire X de H , et il faut trouver pour toute for-

mule W(X y ¥) de L' une formule ¢C§) de L'(H) telle que
VobeH, K }: cp(a N -5-) si, et seulement si, H l—-— \t;(-f)-) .

Puisqu'on a 1'élimination des quantificateurs dans L' , il suffit de regarder
les formules ) atomiques de la forme mx + y =0 ou Pn(mx + y) (m s n € E%) .
S'ily aun ¢ € H tel que ma+ c =0 (resp. Pn(ma +¢)) » on choisit y(y)= y=c
(resp. Pn(y - ¢)) , sinon on prend pour ¢(y) : y £y .

LEMME 5. - Pour tout premier p et tout entier n > 1 ,

(a) (E/pn E)(a) est totalement catégorique quel que soit le cardinal o .

(v) Eﬂpw)n est Rl—catégorique.

Démonstration. — Le (a) est laissé en exercice. Pour (b), il suffit de remarquer,

en utilisant le lemme 2, que la théorie T, des groupes divisibles ayant pn é1é-

ments d'ordre p et aucun élément dlordre g premier avec p a tous ses modeles

de la forme E(pm)n ® k‘l<a) .

()

Notons qu'il en résulte que T, est compldte, et donc que Z(p~) et gﬂpwkaﬂ(y

sont élémentairement équivalents pour tout o .

’ \
THEOREME 6 [7]. - Un groupe abélien G est @-stable si, et seulement si, il est

de 1a forme D@ R avec D divisible, et R d'exposant borné.
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Démonstration.

=) : la suite décroissante des sous-groupes définissables n!G est stationnaire
puisque G est @-stable (théordme 18 de 1'exposé précédent). Soit r tel que
niG soit constante pour n>r , 8i G' =G, on a aussi riG' = (r+ 1)1 = ouuy
done si G!' est g-saturé, r!G! est divisible (lemme 1). Par transfert, D=rlG
est divisible, donc facteur direct de G . G=D@R et »!IG NnR= (O) implique

riR = (O) » donc R est bien d'exposant borné.

———
—

e

L' w-stabilité étant conservée par somme directe finie (théordme 8 de 1'expo-
sé précédent), il suffit de voir que tout groupe divisible (et tout groupe d'expo-
sant borné) est -stable. Le deuxidme cas est réglé par les lemmes 3 et 5 (on sait
méme qu'lun tel groupe est de rang de Morley fini puisqu'il est somme finie de grou-
pes Nl-catégoriques). Soit D un groupe divisible, et D' =D , D! dénombrable,
Un type sur D' est déterminé par les formules de la forme nx =Db et nx # b

(n € E.’ b € D) qu'il contient (utiliser 1'élimination des quantificateurs dans
L ). I1 suffit alors de compter les types possibles. On vérifie qu'il n'y en a pas
plus de @ : un seul type ne contient aucune équation, et si un type p contient
une équation nx =b , n étant le plus petit entier pour lequel cela se produit,
alors le type est déterminé par cette équation et toutes les inéquations mx # ¢ ,

m<n, ¢ €D',

THEOREKE 7 [7)e = Un groupe abélien G est Rl-catégoriqpe si et seulement si,

il est de l'une des deux formes suivantes :

(a) XK@H avec H fini et K = (g/pn z)(o‘) » « fini ou non.

(b) D®H avec H fini et D divisible n'gyant pour tout p qu'un nombre

2}
fini d'éléments d'ordre p 5 1. e. D =fCéa) Cb z(p") P ol tous les np sont

finis.

Démonstration.

=y : On sait déjd que G=D@R , D divisible, R d'exposant borné. Supposons
qu'un Z(pm) intervienne avec un exposant infini o dans G . Alors, en utilisant

la remarque qui suit le lemme 5 et plusieurs fois Feferman-Vaught, on a :
Z(pm)(a) oL (L sans facteur Eﬁpm) et de cardinal < w )

w
267 W o a ¥ oL

g(p“’)(wl) oa g1

G

1t

]

Il

et les deux derniers groupes sont manifestement de cardinal et non isomorphes.

1
Le m&me argument montre que si D # (0) » R ne peut contenir aucune composante en

(g/pn E)(a) y « infini, et que si D = (O) » i1 ne peut y en avoir plus d'une,

&= : Une démonstration analogue a celle du lemme 5 (b) montre. que les groupes

n
EEﬁ Z(pm) P, ou tous les np sont finis, sont gl—catégoriques. Dans le cas (a)

—~
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comme dans le cas (b), G est donc produit d'un groupe &1-catégorique par un
groupe fini, Nous verrons dans l'exposé sur les groupes que G est alors &1—
catégorique. Dans les deux cas qui nous préoccupent ici, une dénonstration directe,

et simple, est possible., Nous la laissons & titre d'exercice.

d \
THEOREME 8. -~ Un groupe abélien est Nb-catégorique si, et seulement si, il est

d'exposant borné,

Démonstration.

=» : On utilise le fait que les formules y =nx , ne N, sont équivalentes &

un nombre fini dtentre elles.

&= ! si un groupe est d'exposant borné, on voit en utilisant les lemmes 3 et 5

qu'il est somme finie de groupes Gb—catégoriques, done Ro—catégorique lui-méne,

C. Modules.,

On appelle formule existentielle positive de LR (en abrégé, e. p. formle)

toute formule de LR de la forme

mn
m(xl 9 ees 9 Xn) =3 y1 ? ses YP M\Lzl ai(xl,...,xn,yl,...,yb) ,
ol les ai sont atomiques. Sﬁ @(X) est une e. p. formule & une variable libre x
et M un R-module, alors ¢ = {a€l; N F: @(a)} est un sous-groupe additif
de M (et un R-module si R est cormutatif), Soient @0, et 9, deux €. pe.
formules & une variable libre, on notera [@1 H 9, n Ps 1l'indice de 94 n ¢g

M. A . .
dans v, si cet indice est fini, < sinon. ;

Les noms de BAUR, FISHER, GARAVIGLIA, MARTYANOV, MONK, SABBAGH, sont associés aux

résultats suivants ; pour avoir des références précises on pourra consulter [5] et

[10] (p. 294-302).

THEOREME 9 [2].

(a) Deux R-modules M et M' sont élémentairement équivalents si, et seulement

. M MY
si, pour toutes e. p. formules ®, et o, [ml : wlnmzj = [wl : ¢1nm2]r .

(b) Modulo une théorie compldte quelconque de modules, toute formule de LR est

édquivalente & une combinaison booléienne de e. p. formules.

(a) fournit donc des systimes d'invariants qui permettent de caractériser un
module & équivalence élémentaire prés, et en particulier de montrer que pour tout

M , et tout cardinal o , M(a) et M* sont élémentairement équivalents.

(b) permet d'éliminer en partie les quantificateurs quand on travaille, ce qui

est notre cas, avec des théories complétes de modules.
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THéOREME 10. = Tous les modules sont stables.

Esquisse de démonstration. - On procéde comme pour le théordme 4 : on cherche &

montrer que tout type est définissable. Grfice au théoréme 9 (b), il suffit de
fournir des définitions aux formules existentielles positives du type ; nous le

laissons en exercice, ce n'est gudre plus difficile que pour le théordme 4,

Nous avons vu qu'une structure ~stable (resp. superstable), M , n'admettait
pas de g-suite de sous-groupes NM-définissables strictement décroissante (resp.
d'indice infini les uns dans les autres). La réciproque est vraie dans le cas des
modules. Avant de 1l'énoncer, remarquons que la notion d' g-stabilité n'a de sens
que pour un langage dénombrable. Pour inclure le cas R non dénombrable, il nous
faut donc utiliser la notion plus générale de théorie totalement transcendante
(i. e. tout l-type a un rang de Morley) les deux notions cofincident dans le cas
dénombrable, de plus si M est totalement transcendant, il n'a évidemment pas non
plus de w-suite décroissante stricte de sous-groupes, car une telle suite fourni-
rait une g-suite strictement décroissante d'ordinaux (utiliser le lemme 19 de

1'exposé précédent).,

VRS _
THEOREME 11 ([5], [6]). - Un R-module M est totalement transcendant (resp.

superstable)_gé et seulement si, il n'a pas de @-suite de sous—groupes définig-

sables (Qar €. p. formules de LR ) strictenent décroissante (resp. d'indices

infinis les uns dans les autres).

Démonstration. —~ Nous nous contentercns de traiter le cas de 1' wstabilité.

L'idée de base est la méme pour la superstabilité. Pour la totale transcendance, il
faudrait bien slr faire un raisonnement par récurrence sur les rangs. Supposons
donc que R est dénombrable et que le R-module M n'a pas de w-suite stricte-
ment décroissante de sous-groupes définissables par des e. p. formules, alors il
n'a pas non plus de grsuite strictement décroissante de sous—ensembles M-définis-
sables par des e. p. formules : soient @(X y V) et ¢(x y z) deux e. p. formules
a4, respectivement, m + 1 et n + 1 variables libres ; soient Ten et

Se M des parametres, Il suffit de montrer que ¢(x ’ F)M:F W(X ’ 3)M implique

¢(X ’ 8)M ? Q(x ’ 8)M s et pour ¢a de remarquer que, pour tout a €M ,
M F: v X(¢(x ’ B) A @(a ’ ?) «> @(x - a 3) A ¢(a ’ ?)) .

Soit M' un R-module dénombrable élémentairement équivalent & M . Il nous faut
montrer qu'il n'y a pas plus de @~types & paramétres dans M . On commence par
énumérer les e. p. formules & parametres dans M . Soit ¢r5n(x ’ ?n) » n €N, une
telle énumération. A tout type p , on associe le plus petit entier n tel que la
formule @n(x s 3n) soit dans p et que le sous-ensemble défini dans M par
¢n(x ’ fﬁ) soit minimal parmi les sous—ensembles définis par une e. p. formule de
P . Soit f(p) cet entier. Hous allons montrer que f est injective. En effet, si

f(p) = f(q) y et si @ﬂ(x ’ bh) est une e. p. formule quelconque de p »
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wn(x ’ Eh) A ¢f(p>(x ’ Bf(p)) est une e, p. formule de p (& équivalence preés).
D'aprés le choix de f(p) , elle est équivalente & @f(p)(x , bf(p)) comme

f(P) = f(q) ’

1 - -
M cpf(q)(x ’ bf(p)) - cpn(X ’ bn) ’
done @n(x ’ En) est dans q . De néme, toute e. p. formule de q & parameétre

dans M'!' est dans p , on conclue avec le théoréme 9(b) que p = q & C.Q.F.D.

COROLLAIRE 12. = Tout module gb—catégorique est totalement transcendant.
En effet, un tel module n'a qu'un nombre fini de sous-groupes définissables sans
parametres.

La notion de R-module injectif (i. e. facteur direct de tout R-module qui le
contient) généralise celle de groupe abélien divisible. On a vu que tout groupe

divisible est -stable ; plus généralement on a le théorsme suivant,

THéORﬁME 13 ([6], [9]). -S8i R est noethérien, alors tout R-module injectif

est totalement transcendant (et la réciproque est vraie).

Nous terminerons par 1'énoncé, sous une forme un peu plus forte, d'un théoréme de

Baur :

7 ~
THEOREME 14 ([1J, [6]). = Un R-module M est p-catégorique si, et seulement

si, il y a des R-modules finis M, , ... Mh et des cardinaux Ay 1 oeee s o

1
tels que

Oll O!n
M.:-Ml @ 000®Mn .
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