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STABILITé ET ALGèBRE

1. Pratique de la stabilité et de la catégoricité

Chantal BERLINE

[Université Paris-7]

Théories stables
(B. POIZAT)
2e année, 1978/79 , n° 1 ~ 1 3 p.

Conventions. - L est un langage dénombrable du premier ordre. Dans les applica-
tions pratiques, L sera en général le langage des groupes (avec ou sans symbole
pour l’inverse) ou le langage des anneaux. Si M est une réalisation de L (on
notera également M son ensemble sous-jacent), T(M) désigne la théorie complète
de M dans L ~ c’est-à-dire l’ensemble des formules closes de L satisfaites par

M. L(M) est le langage L u (c ; m E M) où les c sont des symboles de

constantes réalisés dans M par les m correspondants. "Définissable" sous-

entendra presque toujours "sans paramètres" i. e. définissable par une formule de

L ). " M-définissable" signifiera en revanche "définissable par une formule de

L(M) ". Le rang de Morley d’une formule (p (resp. d’un type p) , calculé dans la
théorie T(M) , sera noté (resp. R~(p)) ~ W désignant ici la réalisa-

tion M et non le nom du fondateur du rang. Le rang de Morley de M, 

sera noté Enfin un n-uplet a~ , ... , a~ d’éléments de M sera souvent

no té a .

A. %-catégoricité.

Par défihition. M est ~-catégorique si T( M) l’est, c’est-à-dire si T (M) a

un seul modèle dénombrable à isomorphisme près. Tout M fini est donc ~-
catégorique. RYLL-NARDZEWSKI a montré qu’une théorie T était ~-catégorique si,
et seulement si, pour tout n ~ 1 , l’ensemble (noté par ailleurs S (~) ) des n-

types de L consistants avec T était fini. Puisqu’un n-type est déterminé par

l’ensemble des formules qu’il contient, et qu’une formule est déterminée, à équiva-
lence modulo T près, par l’ensemble des types qui la contiennent, le critère pré-
cédent s’énonce aussi :

THEOREME 1. - M est E0-Catégproqie si, et seulement si, pour tout n ~ 1 , il

n’y a qu’un nombre f ini de f ormules de L à n variables libres, à équivalence
modulo T (M) près. ,

En d’autres termes, pour tout n ~ 1 , N9 n’a qu’un nombre fini de sous-ensem-

bles définissables.

(*) Chantal BERLINE, Mathématiques, Université Paris-7 , Aile 45-55, 2 place
Jussieu, 75251 PARIS CEDEX 05.
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COROLLAIRE 2. - Si M est ~-catégorique~ les valeurs des termes de L sur un

même n-uplet de N9 sont en nombre fini.

Démonstration. - Il est clair qu’un peut ~relativiser" le théorème 1 à n’importe
quel ensemble ~ de formules à n variables libres, et donc affirmer que si M

est ~-catégorique il y a des formules ~1 ’ ... ~ ~/ B dans 2 telles que,

pour toute formule cp de ~,

Il suffit alors d’appliquer cette remarque à l’ensemble 2 des formules 

où t est un terme à n variables quelconque de L . On a en fait montré un peu

plus que ce qu’on a énoncé.

Nous dirons qu’une réalisation M de L est de type fini et engendrée par les
n éléments ... a de M si tout élément x de M est la valeur en a,
d’un terme t de L (i. e. x = t(a) ). M est localement f inie si toute sous-

structure de type fini de M est finie. Enfin M est uniformément localement finie

s’il y a une application f : N -+ N telle que toute sous-structure de M

engendrée par $ n éléments est finie et de cardinal ~ f(n) . On a donc montré
en particulier le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. - Si M est -catégorique, M est uniformément localement finie.

Exemples d’applications.

1° Un groupe 0-catégorique est uniformément localement fini au sens algébrique,
en particulier il est d’exposant borné, i.e.ilyaun n ~ 1 tel que, pour tout

x on ait x n = 1 .

2° Tout corps ~-catégorique est (commutatif et) fini. En effet, il est locale-
ment fini, donc localement commutatif, donc commutatif, et de plus tous ses élé-

ments non nuls sont racines d’une même équation x n = 1 .

THEOREME 4. - Si M est dénombrable, alors M est % -catégorique si, et seule-
wrn 

ment si, pour tout n ~ 1 , tous les éléments de MP sont isomorphes à un nombre

f ini d’ entre eux (par un automorphisme de M ) .

Démonstration.

~ : Si M n’est pas ~-catégorique, on peut trouver, pour un certain n et

pour tout m , m formules à n variables libres de L non équivalentes modulo

T(M) . Il est facile d’en déduire, pour tout m , m formules consistantes et 2 à 2

inconsistantes à n variables libres. Soient alors a , ... , a des éléments de

ji 
1 m 

-Mn satisfaisant respectivement ces formules ; il est clair que si i ~ j , a, 1 et

a. J ne s’échangent pas par un automorphisme de M .
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~ : Réciproquement si M est dénombrable et 0-catégorique, M est saturé,

donc homogène, ce qui revient exactement à dire que, pour tout n ~ deux n-uplets

de même type (sur ~ ) sont isomorphes.

Le théorème suivant exprime en particulier que l’ 0Û-catégoricité est préservée :
par appauvrissement de L, par enrichissement de L par un nombre fini de cons-

tantes et de symboles définissables, par sous-structure définissable, par quotient

par une congruence définissable.

THEOREME 5. - Soient ... , des formules à paramètres dans la réali-

sation M de L telles que 03C61, ... , cp. définissent des relations ou des
1
fonctions sur le sous-ensemble N de défini par cp ( n = nombre de variables
libres de n &#x3E; 1 ). Soient b , ... , b des éléments de N . Alors si M
, ,. ,2 20142014201420142014201420142014201420142014- 2014-2014201420142014

est 0-catégorique, N , muni des relations, fonctions et constantes précédemment

définies, est ~-catégorique.

Exemples.

(a) M est un anneau, N son groupe additif. On en déduit qu’un anneau tb-
catégorique est toujours de caractéristique finie (ce qui se voit tout aussi bien

directement).

(b) M est un anneau unitaire, N l’algèbre de Boole de ses idempotents cen-

traux (la multiplication de N est induite par celle de M , mais la somme des

idempotents centraux u et v est u + v - uv ).

(c) M est un anneau, N le quotient de M par son radical de Jacobson.

(d) M est un anneau unitaire A , N l’anneau de matrices mr (A) .
(e) M est l’anneau de matrices N est l’anneau A .

Démonstration du Théorème 5, pour n = 1 (Le lecteur est invité à vérifier

qu’elle marche dans le cas général modulo quelques modifications de détail).

En fait, on a ajouté à L un nombre fini de constantes de M , puis ajouté ou/et
retranché des symboles définissables sans paramètres, puis on s’est restreint à un

sous-ensemble définissable de M . Donc, en gros, si M vérifiait le critère de

Ryll-Nardzewski, N le vérifie aussi. Nous allons toutefois donner une démonstra-

tion précise qui nous servira par la suite.

A toute formule du langage L’ f de on peut associer une formule g(X)
de qui a le même nombre de variables libres que 5 et telle que

? a E M ~ M )==?C~) si et seulement si N et §5) .

De plus, les g ont pour paramètres au plus les constantes b. J et les paramè-

tres qui intervenaient dans cp et les cp. , c’est-à-dire un nombre 
fini r

d’éléments de M . Il est alors clair que s’il existait une suite infinie S n de

formules de L’ non deux à deux équivalentes module T(N) et à k variables
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libres, on obtiendrait facilement à partir des 03BE 
n 

une suite de formules de L à

k + r variables libres non équivalentes module T(M) . On aurait pu aussi compter
directement les types (cf. la démonstration du théorème 7).

N ,
Remarque. - Il doit être clair que 1’ ,-catégoricité est toujours détruite par ~

l’adjonction d’un nombre infini de constantes distinctes. D’autre part, ajouter un ~B
nombre quelconque de relations et fonctions définissables, où seul un nombre fini

de paramètres intervient, à une structure H0-catégorique revient toujours à n’en 
ajouter qu’un nombre fini puisqu’elles sont toutes équivalentes à un nombre fini s de

d’entre elles. de
/ B

réalisations non vides de L, et

M = Si chaque M. est ~-catégorique, M l’est, ons

ion

Démonstration. - Si tous les Mi sont dénombrables, on applique le théorème 4. à
Sinon on choisit des M! IL élémentairement équivalents aux M. et dénombrables. Par 

’ 

Feferman-Vaught/Ehrenfeucht-Ilraisse, le produit des est élémentairement équi- nS

valent à M, et on est ramené au cas précédent. Remarquons que là aussi on aurait

pu compter directement les types (cf. la démonstration du théorème 8).
! sur

B. Stabilité.

Soit À un cardinal infini. Par définition, M est x-stable si T(M) l’est. 
en

M est donc À-stable si et seulement si pour tout M’ élémentairement équivalent Il

à ]Y! Ir et de cardinal ~ À l’ensemble S ( M1 ) des 1-types à paramètres dans M1 t 
( les

est de cardinal ~ 03BB . Tout M fini est donc x-stable. Remarquons que contraire-

ment à ce qui se passe pour 1’ Ho-catégoricité, le résultat sur les 1-types impli- J an a

que le résultat analogue sur les n-types pour tout n ~ 1 . M est stable si elle

est x-stable pour un À.
, le

1. Théorèmes de préservation. 
38

ara-

Le théorème suivant exprime en particulier que la stabilité est préservée : par alors

appauvrissement de L , par enrichissement de L par un nombre dénombrable de

constantes et de symboles définissables, par sous-structure définissable, et par

quotient par une congruence définissable. 
la

THÉORÈME 7. - Soient 03C6 , 03C61 , ... , 03C6k ,... des formules à paramètres dans la

réalisation M de L , telles que ... , ~ ’ ... définissent dew relations avec

et des fonctions sur le sous-ensemble N de M~ défini par m ( n = nombre de
variables libres de n &#x3E; 1 ). Soient b ~... ~b~... des éléments de

N . Alors

(a) Si ij est ~2014stable~ 1BT, muni des relations, fonct ions et const ant es précé-
demment définies, est x-stable.



(b) plus précisément 

Démonstration.

(a) Appelons "bon modèle" de T(N) , tout N’ élémentairement équivalent à N ,

et "placé" dans une extension élémentaire M’ de M comme N est placé dans M ,

à savoir s si N est l’ensemble des x de Ffi tels que Fi 1= (~M),
on demande que N’ soit l’ensemble des x de M’ tels que J a)

pour le et que les fonctions et relations de lI’ soient H’-définissa-

bles par les mêmes formules qui définissent dans M les fonctions et relations de

N . Alors, tout modèle de T(N) se plonge élémentairement dans un bon modèle de

même cardinalité (c’est un exercice de diagramme).

En conséquence, pour démontrer (a), il suffit de compter les types sur les bons

modèles. Nous utiliserons la traduction ~ ~ introduite dans la démonstration

du théorème 5 (il intervient ici éventuellement une infinité de constantes). Là

encore nous écrivons la démonstration pour n = 1 et invitons le lecteur à la mo-

difier pour atteindre le cas général. A tout type p de S(:N 1) , nous associons

P= ("Èj(x , b) j b eN’ , ~(x, b) E p} .

p est finiment réalisable dans M’ et se complète donc en au moins un type sur

M’ . D’autre part, l’application p ~ p est clairement injective, donc

card(S(M’) ) .

(b) Le rang de M étant en fait une propriété de T(M) ~ on peut supposer, en

changeant de FI au besoin, que M est w-saturé. Auquel cas N l’est aussi. Il

suffit alors de regarder les rangs des types à paramètres dans M (resp. N) (les

range de Morley et de Cantor-Bendixon coïncident). 
’

On va montrer que J pour toute formule ,j(x , n) à paramètres n dans N ~ an a

R~(x , Ïi») ~ R~(1(X , n) A 
en montrant par récurrence sur l’ordinal a que si le premier terme est # le

deuxième l’est aussi. Si a est limite, c’est clair. Sinon a = S + 1, * se

scinde pour tout k E IJ en k formules n~) , i= J. , ... , k , à para-

mètres dans N , inconsistantes deux à deux, et de rang ~ ~. ~ se scinde alors

en les et il suffit d’employer l’hypothèse de récurrence.

Avant d’énoncer le théorème suivant rappelons qu’on définit par récurrence la

somme naturelle a @  de deux ordinaux (X et p : c’est le premier ordinal

strictement supérieur à tous les SI tels que et ~  j3 , où

~1  c~ et ~’ ~ ~ . Cette somme est symétrique en a et Elle coïncide avec

la somme ordinale usuelle sur les ordinaux finis. Nous conviendrons que

8. - Soient M , ... , ~ k réalisations non vides de 
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~=~=i~i . Alors,
(a) si chaque M. est ~-stable, M est ~-stable,

~ 

(c) si, de plus, les Mi sont M-définissables, la réciproque de (a) est vraie,
et 03B1M = ki=1 03B1M .

Remarque. - L’hypothèse qui figure dans (c) est automatiquement vérifiée si les

M_ sont des anneaux unitaires.

Démonstration du théorème 8 y avec k==2 .-Soit ? la réalisation M=M xM
enrichie de ses deux projections n. et n sur M et M . Les modèles de

sont de la forme M’ ==M’ xM* avec M1 ~M1 et M2=M2 , M’ étant muni

de ses projections sur M1 et M’ . A tout type p de S(M) , on associe ses pro-
jections p ~ et p ~ S(M ) qui sont telles que, pour toute formule m.
de L(M.) / B à ’ une variable libre , 

si et seulement si p ~(p.(ïT.(x)) .
Cette application, h , est continue surjective. Elle est injective par Feferman-

Vaught, c’est donc un homéomorphisme du compact S(H) sur le compact

S(M~) . Soient L(N ) et L(M ) , deux une variable

libre. Notons cp x ~ la formule de L(Ë) définie par :

Puisque h-l est continue, S(M) a une base de voisinages de la forme 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème.

(a) Supposons Ml et M2 03BB-stables. Avec le théorème 7, il suffit de démontrer

que M est astable. Soit donc M, un modèle de T(M) de cardinal ~ À . Alors
Mf = Mi x M2 ’ où Mi et M2 sont respectivement modèles de T(Ml) et T(M2) et

de cardinal ~ À . Diaprés ce que nous venons de voir,

A

et M est x-stable.

(b) Compte tenu du théorème 7, il suffit de montrer

Si M~ et M 2 sont w-stables, la démonstration de (a) montre que M l’est

l’est aussi ; réciproquement, si M est w-stable, M et qui sont définis-
sables (au sens du théorème 7) dans sont aussi ~.-stables. Si l’un des rangs
est infini, est donc automatiquement vérif iée et nous n’avons plus à nous pré-
occuper que du cas où M~ , S sont w-stables, c’est-à-dire du cas où tous

les types ont pour rang un ordinal. Nous supposerons de plus que M est ~..saturé ~

auquel cas M1 et 112 le sont aussi, ce qui revient là encore à travailler avec
les rangs de Cantor-Bendixon. Pour montrer (*) , il suffit de prouver que, pour tout



1-07

type p = p x p2 de on a

Par récurrence sur le second membre de (i~)t, on montre qu’il est toujours &#x3E; au

premier. Soit ~ une formule de qui isole p parmi les types de 

et 2 une formule analogue peur p . 2 Si

~ ~ p , on a clairement

et, en appliquant l’hypothèse de récurrence,

donc ~1 
x 
(p isole p parmi les types de rang supérieur ou égal à

C’est également par récurrence sur le second membre de (%’.l ’ qu’on montre qu’il
est toujours  au premier. Soit m isolant p des autres types de S(M) de

rang ~RM(p) . 0n peut supposer 03C6 de la forme (p 
x 

03C62 avec Pl et

cp 
E P2 . Il faut montrer que, pour tout c~  R~ 1 (Pl) , on a

Puisque M 1 est 03C9-saturé, il y a un type q 1 dans m tel que 03B1 = RM1 (q1) .
Soit q P2) . Avec l’hypothèse de récurrence et le fait que q est dans

9i x ~2 ’ on a

De même, pour tout 03B2  RM (P2) , on a
2

et il suffit alors d’utiliser la définition de ~.

(c) Si M1 et M 2 sont M-définissables, 03C01 et n le sont aussi. Donc, par

double application du théorème 7, on a

et

2. Conditions de chaîne et d’arbre.

Soit T une théorie complète du langage dénombrable L, et M un modèle de

T . Dans la définition qui suit " M-formule" signifie formule à paramètres dans M

et consistante avec le diagramme élémentaire de M, 0(M) ~ i. e, satisfaisable
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dans une extension élémentaire de M .

Nous appellerons arbre de M, tout ensemble de M-formules indexé par20142014201420142014201420142014 
’

un ensemble de la forme 03BD  x  (où  et v sont des cardinaux quelconques mais
fixes) , et satisfaisant les conditions suivantes : pour tous 03C3 , T ~ 03BD  et tous

i , j  p ~

Nous dirons que l’arbre est de hauteur ~, et branche v fois à chaque noeud.
Nous dirons est au niveau i et appartient à la branche cr . (i) expri-
me donc que chaque branche de formules est consistante avec ~(M) , et (iii) que
deux branches distinctes sont mutuellement inconsistantes.

..

THEOREME 9. - Si un modèle M de T a un arbre de hauteur infinie dont toutes

les formules sont identiques, â un changement de paramètre près, alors T est

instable.

Démonstration. 2014 Par compacité et Lowenheim-Skolem, on peut trouver, pour tout

cardinal , un modèle de T et un arbre de M’ de hauteur On peut
également supposer que l’arbre branche exactement 2 fois à chaque noeud. Soit x

un cardinal quelconque, et ~ le plus petit cardinal tel que 2~ &#x3E; X . Alors

)j, ~ B ~ et un arbre de hauteur ç_ fera intervenir 21J..$ À paramètres,
et fournira 2  &#x3E; À types distincts.

. B

THEOREME 10 (Propriété de l’ordre). -S’il existe une formule 03C6 à paramètres
dans un modèle II de T et à k + Q variables libres (k, 1., ~ 1) , une suite
a (n E N) d’ éléments de et une suite b (n E N) d’ éléments de 
n - ’""*" 2014--2014-2014--201420142014-~~--t n - ’ " ’ ~ ’

telles que

si et seulement si i  j ,

alors T est instable.

Démonstration. - Soit (l ~ ~:) un ordre de cardinal x ayant au moins X cou-

pures (il en existe : si ~ est le plus petit cardinal tel que x" &#x3E; x , alors

  03BB, et 03BB =U03B1  03BB03B1 est de cardinal x et est dense dans x" ordonné lexi-

cographiquement). Soit S l’ensemble des coupures s de 1 .

est consistant par hypothèse , y donc il existe dans un modèle M~ de T des a. ~

i~ 1 ~ et des b ~ se S ~ tels que

si et seulement si 
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L’ensemble A des a. , est de cardinal x et les °°°1°° , réa-
+ 

l s

lisent au moins À+ types distincts sur tout modèle de cardinal x contenant A .

COROLLAIRE 11. - S’il existe une formule ~ à paramètres dans un modèle M de

T et à 2k variables libres, k &#x3E; 1 , et une suite a (n e tl) d’éléments de

M telles ue 
~ 20142014201420142014201420142014 n ~ 20142014201420142014201420142014~2014

a.) si et seulement si r 1 J

alors T est instable. En d’autres termes, si M est stable, il n’y a d’ordre M-

définissable sur aucune partie infinie d ’un ~, k e N .

Exemple d’application. - Tout anneau de Boole infini est instable. En fait , un
tel anneau est très fortement instable (cf. théorème 14).

COROLLAIRE 12. - Si M est stable, M n’a pas de suite infinie strictement

croissante ou décroissante de sous-ensembles définissables par une même formule de

L (et des paramètres différents).

COROLLAIRE 13 (Propriété de l’ordre strict). -S’il existe une formule 03C6
ramètres dans un modèle M de T et à k + l variables libres (k y 1) , et

une suite a (n E N) d’éléments de Mae telles que"" 

n ~"’~’"~~"~"~~~""’"~ 

M F :il a.) ~ 03C6(x ,j)] si et seulement si 

alors T est instable.

THEOREME 14 (Propriété d’indépendance). -S’il existe une formule (p à aram-
tres dans un modèle M de T et à k + ~ variables libres (k, ae 2 1) , et une
suite a N) d’éléments de M l telles qu’aucune combinaison booleienne (non
évidemment contradictoire) des sous-ensembles de fif définis par les formules

M~~~~) ne soit vide, alors T est instable.

Démonstration. - Si T satisfait aux hypothèses du théorème , on peut trouver,

pour tout 03BB, un ensemble A de l-uplets ayant la même propriété que les a
pour 03C6 et de cardinal À (compacité et Lowenheim-Skolem). Sur tout modèle de T

de cardinal À qui contient A , on a alors 2’ types.

Remarques.

10 Les réciproques des théorèmes et corollaires 9 , la, 11 sont vraies et une théo-

rie instable a toujours la propriété de l’indépendance ou celle de l’ordre strict.

Ces résultats, comme d’ailleurs tout ce qui précède dans cette section B.2, sont

dus à SHELAH.

2° Les énoncés de cette section se rencontrent également sous des formes Tinies".

On passe facilement des unes aux autres à l’aide de la compacité.

Rappelons que "superstable" signifie "stable en tout cardinal ~ 2w ".
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THEOREME 15. - Si un modèle M de T a un arbre de hauteur w , branchant inf i-

niment à chaque noeud, et tel que, toutes les formules libres d’un même niveau

soient identiques (seuls leurs paramètres diffèrent) , alors T _pas supersta-
ble.

Démonstration. 2014 Par compacité et Lowenheim-Skolem, on obtient sur un = M un

arbre ayant les propriétés indiquées et branchant x fois à chaque n~eud. Il fait

donc intervenir  ~ paramètres, et produit ÀW types, on a donc instabilité en

tout cardinal x tel que 

, ,

THEOREME 16. - Si un modèle M de T a un arbre de haut eur infinie, T n’est

pas w-stable.

Démonstration. - On en extrairait un arbre à w paramètres et 2w branches.

Aplication aux sous-groupes d’une structure. Nous travaillons

maintenant dans une structure M de langage L (par exemple un groupe). Nous
dirons qu’un groupe G est un sous-groupe de M, si G est un sous-ensemble M-

définissable de M , et si sa loi est également M-définissable. Quand nous aurons

affaire à deux "sous "-groupes G et H de M nous dirons que H est un sous-

groupe de G s’il 1 t est au sens usuels i8 e. et la loi de H est induite

par ceUe de G . H c G signifiera alors que H est d’indice infini dans G .
co

THEOREME 17. - Si 1’1 est superstable, M n’a pas de suite infinie décroissante

de sous-groupes M-définissables tels que

C’est un corollaire du théorème 15. On construit un arbre de hauteur w tel que

toutes les formules du niveau n + 1 s’obtiennent à partir des formules de niveau

n dont elles sont issues en prenant les classes module H . La seule difficultén+1

réside dans l’écriture des détails, nous laisserons donc la démonstration en

exercice.

THEOREME 18. - Si M est w-stable, M n’a pas de suite infinie strictement dé-

croissante de sous-groupes M-définissables

C’est un corollaire du théorème 16.

Nous allons maintenant affiner un peu ces résultats dans le cas où M est de

rang de Morley o~ fini. Rappelons que le rang de la formule cp est le

sup des rangs des types qu’elle contient (nous disons que 03C6 contient le type p

si p est un type sur un modèle de T(M) qui contient les paramètres de  et si

(p est dans p ) , et que ce sup est atteint. Si R~(p) est un ordinal alars

(p contient seulement un nombre f ini de types de rang on appelle ce nombre le
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degré et on le note Si M est 03C9-saturé , p il suffit de regarder
les types et les formules à paramètres dans M .

LEMME 19. - Soient G ~ H deux sous-groupes M-définissables de M , H

étant sous-groupe propre de G. Soient 03C6 et 03C8 les formules qui définissent
respectivement G et H. Alors y

(a) ~(W) ~ ~(~) ,
(b) si de plus le rang de 03C6 est un ordinal, l’indice de H dans G

est fini si, et seulement si, çp ont même rang, et alors

Esquisse de démonstration.

(a) est trivial. Pour montrer (b), il suffit de vérifier que, pour toute formule

§(x) à une variable libre et à paramètres dans M définissant un sous-ensemble de

G (i. e. T(M) ~ g -~ (p ) et pour tout élément a de G, on a

En effet, les rangs de toutes les classes (à gauche) de G modulo H seront

alors égaux au rang et (b) s’en déduira aisément. La démonstration de (0F9F)
se fait par induction sur le rang de g .

, B

THEOREME 20. - Si e st fini, M n’ a pas de su it e de longueur n &#x3E; ’1J! ’
strictement croissante ou décroissante de sous-groupes M-déf inissables d’indice

infini les uns dans les autres : t

C’est un corollaire du lemme 19. Le théorème suivant est énoncé ici pour mémoire

seulement ; nous le démontrerons dans l’exposé 4 sur les groupes.

THEOREME 21. - Si M est stable, toute intersection de sous-groupes définissa-

bles par la même formule libre m de L (et des paramètres différents) est inter-

section d’un nombre fini d’entre eux~ ce nombre ne dépendant que T(M) .

Nous rappelons sans démonstration deux théorèmes fondamentaux. Comme auparavant,

T est une théorie complète du langage dénombrable L.

y ,

THEOREME 22. - Si T est R1-catégorique, elle est 03C9-stable de rang de Morley

fini.

On dit que T admet une paire de Vaught s ’il y a deux modèles M et de

T , ÎI  FI’ , et une formule a-) , a e telle que le sous-ensemble de M ,



1-12

défini soit infini, et que

THEOREME 23. - T est R1 -catégorique si, et seulement si, elle est 03C9-stable

et s ans paire de Vaught.

L’étude des structures algébriques N1-catégoriques utilise à ce jour fondamenta-
lement le théorème 22. Il est également utile de connaître le théorème de préserva-

tion suivant (Par définition, M est ~ 1 -catégorique 
si l’est, c ’ est-à-dire

si T(M) a un seul modèle de cardinalité 1 à isomorphisme près, et alors ce

modèle 

THEOREME 24. - Soit M une structure -catégorique.
(a) M reste R1-catégorique si on l’enrichit d’un nombre dénombrable de rela-

tions et fonctions M-définissables,

(b) M reste R1-catégorique si on oublie, quand c’ est possible, un nombre dé-
nombrable de constantes,

(c) M ne reste pas nécessairement 1~-catégorique. si on oublie des symboles de
relations ou de fonctions.

Démonstration.

(a) Il est clair qu’on ne change rien à 1’ ~ -catégoricité de H si on lui ajou-

te des fonctions ou des relations définissables sans paramètres. Il suffit donc de

voir ce qui se passe quand on distingue dans M une suite dénombrable de constan-

tes. Soient ( M’ , C’) et Ü1", C") deux modèles de cardinal R1 de T(M , C) .

Les suites dénombrables de constantes C’ r et C" ont même type (sur ~ ) que C ; J

d’autre part, M’et M" sont R1-catégoriques, donc R1-saturés, et par consé-

quent il y a un L-isomorphisme de M’ dans qui envoie C’ sur C". Q.E.D.

(b) Soit C un ensemble fini ou dénombrable de constantes figurant dans le lan-

gage L de M. On veut montrer que si est ~-catégorique, sa restriction MO

à L - C l’est encore. Compte tenu du théorème 7, 1IC est w-stable. Il reste

donc à voir que T(MO) n’admet pas de paire de Vaught. Si elle en avait une, elle

en aurait une partant d’un modèle qui réalise le (multi-)type de C (exercice). On

aurait donc une paire de Vaught pour M . Contradiction.

(c) Soit M un ensemble infini muni d’une partie P infinie et d’une bijection

f de P sur M - P. M est ~ 1 -catégorique, mais la théorie obtenue en oubliant
f a clairement plusieurs modèles de cardinalité R1.

Remarque 25. - Soit M une L-structure ~-catégorique, F une L-structure

finie. En général, il est faux, que M x F soit ~-catégorique : prendre par
exemple L constitué d’un prédicat unaire R, F la réalisation à deux éléments

a et b tels que a E R et b ~ R , et M une réalisation infinie de L dont
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tous les éléments sont dans R ; M x F n’est pas R1-catégorique puisque R et

son complémentaire y sont infinis. Toutefois ce résultat est vrai dans le cas des

anneaux unitaires, dans le cas des modules et dans celui des groupes (voir les expo-
sés correspondants) , i. e. dans tous les cas qui nous intéressent ici , cf. aussi

l’exercice 12 de l’exposé 11.


