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Théories stables 11-01
(B. POIZAT)
2e annde, 1978/79y n® 11, 5 Do

EXERCICES EN STABILITE

par Bruno POIZAT (%)

Exercice 1. -~ Soit T wune théorie instable,

1° Pour tout cardinal » , montrer l'existence d'une suite croissante Ma ’
@ < un» de noddles de T |Ma| = max(|a| ’ |T|) sy avec un type p € Sl(Mn) y de

restriction p a N, » tel que pour tout o <n s P ne soit pas cohéritier

o1
de pa .
20 Montrer que si )\ est singulier et supérieur ou égal a lTl s T n'a pas de

moddéle saturéd de cardinal ) (Par l'absurde 3 u = cof()) M=y A s

o<n o

réaliser dans M 1la suite Ma s de sorte que le type de Aa+1 sur Ma+1 soit

e

cohéritier de sa restriction a Ma )e

Exercice 2. = Soit T wune théorie stable ; on rappelle que w(T) est le plus
petit cardinal infini tel qu'il n'y ait pas dans l'ordre fondamental de T de
suite descendante indexée par ce cardinal. Montrer que si A > |T| et cof(n)<u(T),

T n'a pas de modele saturé de cardinal A .

Exercice 3. - T est stable.

1© 8i M est lT|+-saturé, lSl(M)l < IMIw .

20 8i p € Sl(M) , on lui associe la structure M(p) obtenue en ajoutant & M ,
pour toute forrmule f(x , ¥) » un prédicat af(y) interprétant 1l'ensemble des b
de M tels que p ~f(x , D) . Montrer que p € Sl(M) et q € SI(N) sont équiva=
lents dans 1l'ordre fondamental de T si, et seulement si, M(p) et N(q) sont

élémentairement équivalents.
30 A toute formule f(x ’ 5) on associe la formule

_ W =
d.f(?y- ? Zl ? ese0 2 Z2n+1) = io<...<i.n f<zio H Y) A see A f(zin ? ;) ’

ou n est le plus petit nombre tel que pour tout % une suite indicermable ne

puisse avoir n + 1 éléments satisfaisant f(x , ) et n + 1 éléments satisfai-

sant — f(x , ©) (voir Théories Stables, 1978, ex. 16). Montrer que tout

p € Sl(M) a une définition de la forme df(y , 8 1 ese s a2n+1) .

Exercice 4 (LASCAR)s = D e-sn(¢) s et il existe deux réalisations a et b de

p s le type de b sur a étant isolé par une formule f(a » b) » tandis que le

type de a sur b n'est pas isolé. On construit une suite a , By 9 see 2 8 1 ees
) .

(*) Bruno POIZAT, 11 parc d'Ardenay, 91120 PALAISEAU.

telle que pour tout =n k-f(an ' 8y
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1° Montrer que la suite al 0eeer 2 geee est atomique sur a .

2° Montrer que RU(p) > w (Hint p est instable, ou bien le type de a sur

{ai ? eee s an} dévie sur {ai+1 ? eee 3 an} )e

Exercice 5 (PILLAY).

1° On considére un moddle M de la théorie T , a et D dans une extension
élémentaire de M , tels que le type de a sur M u {b} soit héritier non-
cohéritier de sa restriction & M ; soit f(x , D) une formle, a paramdtres dans
M , isolant le type de a sur M u {b} des éléments de M . Construire dans le
moddle M une suite (Eﬁ , 55) telle que M r-f(gh ’ %ﬁ) si, et seulement si,

n>m .,

2° On suppose que M ne contient pas d'ensemble infini de n-uples ordonnés par
une formule. Montrer que tout p € Sl(M) est définissable, et qu'il n'a qu'un seul

cohéritier, qui est son héritier.

Exercice 6,

1° Soit M wune chatne (i. e, un ordre total) ; soient N wune extension élémen~
taire de M , A un segment initial de M , A' le segment initial de N engen-
dré par A . Montrer par un va—et-vient de Fraissé (si votre religion ne vous en

interdit pas llemploi) que A' est extension élémentaire de A .

2% Soient c¢ wune coupure de M , N une extension élémentaire de M , N' 1la
chafne formée des éléuents de M et des éléments de N qui sont dans c¢ ; montrer

que M <W!'<N.

3¢ Montrer que dans Sl(M) il y a au plus oW types correspondant 4 la méme
coupure ; en déduire, par un dénombrement de cohéritiers, qu'une chaine n'a jamais

la propriété d'indépendance (voir Théorie Stables, 1978, ex. 15).

4° Généraliser ce résultat aux structures formées d'une chatne et d'un certain
nombre de prédicats unaires, ou d'un certain nombre de relations d'équivalences

ayant toutes un nombre fini de classes,

Exercice 7. = On considére une théorie compldte T , et un type p sur un moddle

M de T j; pour tout fragment fini i du langage de T , Ti s DP. Mi s sont

i
co qu ' onobtient & partir de T , p s M, lorsqu'on jette tout ce qui sort de
i.

1° Montrer que T est stable si, et seulement si, chaque T, 1'est.

2° On suppose qu'il existe un entier n et iO tels que pour tout i contenant

iO ’ RU(pi) =n au sens de Ti s montrer qu'au sens de T , RU(p) =n ,
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Exercice 8.

1° Hontrer que la théorie d'une relation d'équivalence est totalement transcen-—

dante .

2° On considére la structure formée d'ensembles disjoints Ao ’ Al ? eee 3 An s
de relations d'équivalence EO ’ E1 ? ee 3 En définies sur ces ensembles respec-—
tifs, et de bijections fi » pour 1 compris entre 1 et n , entre les classes

de EO et celles de Ei . liontrer que sa théorie est totalement transcendante.

3° On considére une structure formée d'un certain nombre de relations d'équiva—
lence, dont toutes sauf au plus une n'ont qu'un nombre fini de classes ; montrer
qu'elle est superstable, et qu'elle est totalement transcendante s'il n'y a qu'un

nombre fini de relations d'équivalence,

Exercice 9 (GAIFMAN, PILLAY). — M est 1l'ensemble des couples (n s m) d'entiers

naturels tels que n divise n E1 est la relation d'équivalence "avoir méme

premiére coordonnée¥ g E2 est "avoir méme deuxieme coordonnde C1 est la

chafne obtenue lexicographiquement, en comparant d'abord les premidres coordonnées,

puis les deuxiémes ; C2 en comparant d'abord les deuxiémes coordonnées, puis les

premidres ; D est l'ensemble des (n , n) .
1° Montrer que C1 interpréte D , et El .

2° Montrer que (M ; E s E2) y ainsi que (M 5 C, , E2) » ont la propriété

1
d'indépendance.

30 Montrer que (M j C1 ’ 02) a la propriété d'indépendance.

Exercice 10 (SABBAGH). - Soit Gi un ensemble de groupes, dont une infinité sont

non-abéliens ; montrer que la sorme des Gi s et le produit des Gi sy ont la pro-

priété d'indépendance.

Exercice 11. - Un groupe abélien par fini est stable (Hint : un F-module est

stable).

Exercice 12, -~ Soient G un groupe, F un groupe fini j; montrer que tout groupe

élénentairement & G x F et qui réalise le type de F est de la forme G' x F ,
avec G! élémentairement équivalent & G ; montrer que G x F est wl—catégorique

gsi, et seulement siy G 1l'est.

Bxercice 13, -~ Soit G un groupe totalement transcendant j; si p € Sl(G) est

réalisé par x s et si g € G, gp est par définition le type de gx sur G .

Soient p et q deux types de rang de Morley maximum.

1° Soient a réalisant p s b réalisant q , de fagon indépendante au~dessus

de G (le type de a sur G U {b} ne dévie pas sur G ) 3 montrer que a et
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~1

ba sont indépendants au~dessus de G .

2° Soient G! wune extension éléuentaire de G contenant ba - y p' et g

les héritiers respectifs de p et q sur G' ; montrer que q' = ba -

3° Montrer qu'il existe g dans G tel que gp = q .

Note. — Ce phénoméne est un cas particulier d'une propriété des groupes stables,

Exercice 14 (CHERLIN). - Soit G un groupe superstable, et soit f un homomor—
phisme définissable de G dans G de noyau fini s montrer que f(G) est d'indice

fini dans G (Hint : sinon, pour tout =n , fn+1(G) serait dtindice infini dans
£(q) ).

Exercice 15 (CHERLIN), — Soit V un Fp—espace vectoriel, et soit f wune applica-
tion linéaire de V dans V ; soit k 1'anneau de dimension 3 sur Fp » engenw

dré par 1, a s b, avec a2 = b2 = ab =ba =0,

1° Montrer qu'en fait de W=V x V un k-module en posant a(x,y) = (y,O) ’
b(x 5 y) = (£(y) 5 0) .

2° lMontrer qu'on définit une structure d'anneau unitaire stable sur A =k x W
enposant (A, u) + (psv) = +psu+v) s (Aw)(psw) = (\psdutyv) o Définir
dans A les ensembles V x 0 5 F(V) x 0 5 wee » THV) x 0 5 ous

30 Construire un anneau stable avec une suite décroissante d'idéaux définissa-

bles.,

Exercice 16,

] 3 . N\ . n
1° Soit o wun ordinal ; on considere l'ordre partiel o

(Bl Seee) Bn) < ('Yl 9e0e) 'Yn) si Bl S.Yl» et ..o eF Bn \<'Yn s
nontrer que si A est un ensemble infini extrait de o" il contient une chatne
infinie de type ® «

20 On considdre une théorie superstable T , une skolémisée T' de T , M(T)
un modéle d'Ehrenfeucht associé & un ensemble d'indicernables dans l'ordre, pour

7' , indexé par llordre I , et a un élément de MN(I) de la forme f£(i) , ou

ieI etou f(x) est une fonction & un seul argument du langage de T!

Appelons '"bon modele™ une restriction élémentaire de M(I) de la forme M(J) ’
ou JcC I . On considére deux bons moddles M(Jl) et M(JZ) tels que @
(1) 1 £7, 4 1£7,,
(i) {3/ 3 € T 0 d< i} est infini, ou de cardinal supérieur &
i/ 3€3,,3 <1}
(iii) {3/ j € I 03> i} est infini, ou de cardinal supérieur &

{3/ 3€3,,3>1} .
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Montrer que le type de a sur M(J2) est supérieur, au sens de 1l'ordre fonda-

mental de T , au type de a sur M(Jl) .

Montrer que les classes, au sens de l'ordre fondamental de T , des types de a

sur des bons modéles sont en nombre fini.

3° Généraliser 2° au cas ou a est de la forme f(il Y eee 3 in) o

4° Soient T 1la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique nulle H
soient M un tel corps, X et Y des éléments transcendants et algébriquement
indépendants sur M ; soient N 1la cl8ture algébrique de M(X , Y) , et Nn la
cl8ture algébrique de M(x" + Yn) « Montrer qu'il est impossible de plonger X

dans un modéle d'Ehrenfeucht de sorte que chaque N soit un bon modéle.

Exercice 17 (HODGES). - Toute skolémisde de la théorie des corps algébriquement
clos de caractéristique donnde est instable (Hint : un corps algébriquement clos

n'a pas d'automorphisme dlordre fini différent de 2 ),




