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FORKING ET RANGS LOCAUX SELON SHELAH

Zoé CHATZIDARIS

Théories stables
(B. POIZAT)
2e année, 197 8/79 , n° 10 , 12 p.

Toutes les notions introduites et tous les théorèmes démontrés proviennent du
livre de S. SHELAH [2J. Le but de cet exposé est de familiariser le lecteur avec
les notions de rang et de forking, en regroupant certains théorèmes et démonstra-
tions.

Dans cet exposé, les types considérés ne seront pas supposés complets, mais seu-
lement consistants avec T. On se placera dans un modèle de T suffisamment

saturé.

Quelques notations.

= [types complets à paramètres dans A~ .

Soit p un ensemble de formules, toujours supposé clos par négation,
= a) 1 ) E b. , P 1- a)} .
w S(A)} .

Un a-type est un type ne comportant que des formules de Ó..

Définition 1. - Soient p un un ensemble de formules (clos par néga-
tion) , x un cardinal ou 00.

On définit le rang par induction R(p , Ó. , OE 1

1° R(p, 0394 , 03BB) &#x3E; 0 si, et seulement si, p est consistant,

2° R(p , 0394 , 03BB) &#x3E; a pour 0153 limite si, et seulement  0153 ,

R(p ~ À) ~ ~ ,
3° R(p, 6 , ~~ ~ a + 1 si, et seulement si, Y p  À, v q fini ~ p , il

existe une famille (q. ) . 1 1sp de p-types explicitement contradictoires (e, c. ) ,
c’est-à-dire V i ~ j , E 03C6( x,y) ~ b., 3 a l q. et

tels que R(q u q. , ~ , ~~ &#x3E; ~ , ~ 1 5 p . 
i j

On définira alors R(p, Ô , À) = a pour 03B1 le premier ordinal tel que

R(p , 0394 , 03BB)  03B1 + 1 , s’ il existe, et « sinon.

Définition 2. - p , 0394 , À comme dans la définition 1, et tels que 

03B1 ~ 00 .

b. , À) = le premier p~ tel qu’il existe q f ini ç p n’ayant p as

plus de 0 a-extensions qi e, c, et de rang  cx .

(*) Zoé CHATZIDARIS, 19 rue Trétaigne, 75018 PARIS.
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Ó , x) = le premier tel que p n’a pas plus de 0 a-extensions

q. e c. et de rang &#x3E; 0153 .

Si R(p , 0394 , 03BB)=~ , on définit 03BB) = Mlt2(p , 0394 , x)= ~ .

Remarque 1. -Si R(p ~ ~ , alors

Si p est fini, alors À) = À) .

Définition 3. - P J- q si toute suite réalisant p réalise q .

~ "

THEOREME 1.

10 Si p Jo- pl, alors R(p, Ô , x) $ R(p t , 6 , À) .

2° Si l’égalité est vraie, alors 6 , Mlt1,2(p’ , 6 , À) .

Démonstration. - On va montrer que R(p, 0394 , À) &#x3E; cy -+ R(p’ , 0394 , À) &#x3E; a ,
/ /

OE = 0 ou a limite; évident, a + 1: R(p, 6 , x) ~ 0153 + 1 .

Soit q’ fini ~ pt , soit   À. p j- pl donc p i- q’ , donc il existe q

fini cI p tel que q &#x3E; q ’ . On choisit alors une famille (q.). de 0394-types1. J.~~
e. c. tels que R(q u qi , 0394 , A) &#x3E; a . Donc, par hypothèse d’induction

R(q’ u qi ’ 6 , X) &#x3E; 
’

Supposons maintenant que R(p, 6 , À) = R(p’ , 6 , À) = OE , = 0 .

Soit q’ fini c p’ j il existe alors q fini C p tel que q p g’ . Deux cas
sont possibles:

1° q a 0 6-extensions e. c. de rang? a , dans ce cas là, qt aussi.

20 »o est le premier ordinal tel que q n’ait pas &#x3E;o 0394-extensions e. c. de

rang  Of . Alors rv p  0 , q a 1-1 0394-extensions e. c. de rang "3 OE , et q t

aussi.

THÉORÈME 2. - V P , Ü , À il existe q fini ~ p , tel ue R(P,6,À) = 
et 6 , À) = À) .

Démonstration. - Si q z P , alors R(p, 0394 , x) $ R(q , 0394 , À) . Si 
on peut prendre q = JlÉ . Si R(p , 6 , À) = a alors R(p, 0394 , 03BB)  a + 1 . Donc

il existe q fini ~ p , p  À , tels qu’il n’y ait pas de famille (q. ) , de
l 1.~~

6-types e. c. tels que R(q u 6 , OE . Donc R(q, 6 , À) $ OE + 1 , donc
R(q , 6 , ~~ ~ ~ ’ et le théorème 1, "0 ~ Mlt1(Q,6,À) = "q ’

6 , À) = donc il existe q fini ~ p , tel que il n’existe pas plus

de 0 0394-extensions de q e. c. et de ran,g ? CI.. Donc il existe q fini z p

tel que: R(q, ü , À) = OE et 6 , À) = p~ .

Remarque 2. - 03942 , x i K , P Un type. R(P,61,À) $ R(P,62,K) .
S’il Y a égalité (p , 6 , x) 5 62 ’ K) .
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LEMME ,3.

1°S~ R(p, b. , 2) =o~ ~ , alors il n’y a pas de cp(’X’, ) j~ ~, tels
que

2° Si R(p , ~, x) = X)= 1 , alors il n’y a pas de
Y) " Ô de a, tels que

30 Si R(P , a , À) = a / 00, À) = n  alors ii n’y a pas d
cp(’X , y) e à de a, tels ue

Démonstration. - Il est évident d’après la remarque 1 que 3 - 2 -+ 1. Nous

allons donc démontrer 3~. Supposons qu’un tel (p(T ~ existe.

Soit q fini c p , soient (q.). et deux familles de 0394-types
e, c, tels que ? i  n

alors la famille (q. 1 Il ë:) , qt i U 1 rn(X’ , a)) 1n est une famille de a-

types e. c. Comme q était choisi arbitrairement, on a que 2n .

= 

R( q , 0394 , 2) == 

alorsPÎb. peut être défini de la façon suivante à partir de q:

cpCX’ , a) E p  0394 (-) ç(x , y) E b., a E A et R(q U a) , b. , 2) = OE .

COROLLAIRE. - Si q ç p, P ~ S6(A) , R(P ’ 6 , 2) = R(q , 6 , 2) = 03B1 , alors

p est l’unique type de S 6 (A) étendant q et de rang OE .

THÉ0RÈME 4. - Soient p type sur A, x &#x3E; XO’ R(p, 6 , À) = 03B1 , alors ii

existe q E S(A) , p z q tel ue R(q, 0394 , À) = a .

Démonstration. - Soit r = im + (Z ,a); R(*(X, X) , 6 , À)  03B1 , X E àj . Si
p ~ 0393 est consistant, il existe q E S(A) , q &#x3E; pur. Pour un tel q on aura

R(q , 6 , À) = 03B1 . En effet, p cI q ~ R(q , 6 , x) $ 03B1 . Prenons un q’ fini cz q .
On a que R(q’ , 0394 , À) = R(~q’ , 0394 , À) . Donc R(q! , 6 , À)  m(Aq’) Er.
Contradictiono Il suffit donc de montrer que pur est consistant. Sinon, il
existe r fini CI p , qu 1 on peut prendre de même rang, Î CPo ,..., l 03C6n E r telles

6 , ~~ ~ ~ " ~l~0 V... V °n *
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Décela, on tire R(r , 0394 , 03BB) = 03B1 &#x3E; maxin R(03C6i , 0394 , 03BB) ,
R(r , 0394 , 03BB)  R(vi n 03C6i , 0394 , 03BB) car r - Vin 03C6i .
-~R(v~~ ~ A ’ A ~ X) ."

On aura une contradiction en démontrant le lemme suivant.

Démonstration. - D’abord V i , R(03C6j u r , p , À) R(V. 03C6j u r , p , À) car
1 l~n 1

03C6i - V. rn . ,
~ max R(r u R(r u cp. , p À) .1~~ 1 1~~ 1

On va maintenant montrer que  S ,

- ~ = 0 p ~. 1 u r est inconsistant, alors r u ~. 1 est incon-

sistant.

- fl limite : évident par hypothèse d’induction.

- 03B2 + 1 . Supposons le contraire : R(r u Vin 03C6i , 0394 , À) &#x3E; S + 1, V 1 ’  n

R(r u cp. , à , À) $ Q + 1 ,donc vi, 3 11..  À, q. fini cr, tels qu’il n’y
ait pas de suites (r ij de a-types e, c. , tels que R(q. ~ 03C6i u &#x3E; S ,

Soit q = q.. q est fini et inclus dans r. Soit II. = (n + 1) maxin
p  À car 03BB est infini. D’autre part, il existe (rj) j  a-types e, c, tels que

R(q u U p ~ ~~ &#x3E; f3, ’ri j ~ !J.. 

’

Par hypothèse d’induction, maxin R(q u ç. u r. , Ô , x)  03B2 , donc
tel que R( q u u rj , 0394 , 03BB)  03B2 . Il y a !J. + 1 j et seule-

ment n i , donc il existe un i ~ n atteint par plus de p, i j . Contradiction.

LEMME 6. - Il y a un 03BBT dépendant de T tel ue, V 03BB  03BBT , V p, V 0394 ,

R(P ~ d ~ À) = R(p , 6 , 

Démonstration. - Choisissons g(x , a~ et 6.

1er cas : R(g (x i -a) , ~ , ~~  p . Comme R(e(x, -a) , ~ , x) est une fonction

décroissante de À (Remarque 2) , il existe un x = À(e(x ,a) ,~) tel que

Il

On remarque facilement d’autre part que 8:’) , ô. , ~) &#x3E; ~ si, et seule-

ment si, R(o(x , a) , a , K) ~~. Donc

D’ autre part, comme la rang est préservé par les automorphismes, on voit que
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a) , t.) ne dépend que de e(x , y) , t. et t(a , ÇÉ) . Le nombre de tels
triplets est au plus ITI x x = 2 ~ ~ ~ , donc il y a un
~ =sup(B(e(T,’a) , t.) .

Comme d’autre part, tout type a un sous type fini de même rang et que si p est
fini R(p, t. , x) =R(Ap , a , x) donc pour tout type p, ~&#x3E;B on a

que R(p , A ~ À) =R(p , Ô , ~) .

Soit t. fini c= L , alors il existe m rL telle que201420142014 201420142014 2014201420142014201420142014201420142014- A 2014201420142014~2014

Démonstration. - a = [ C/B:(x , y~) ; k  tU} ,

On rappelle que 0394 est toujours suppose clos par négation. Voir la démonstration
dans Shelah. Classification theory ..., p. 29.

Donc pour ~ fini, on peut toujours se ramener à une formule.

LEMME 8.

1 0 Soient p un type ~ cp une formule de L. Soit

alors R(p, ~ ’ 2)~n~r((p ~n ~ 2) consistant.

2~ Soient p un type~ ~ une formule, k~, . Soit

alors R(p , (p ~ n , k) consistant.

==n -1 y k si 1~ ensemble de formules donne

ci-dessus est inconsistante mais devient consistant si l’on ne considère que les

suites ~ et p de kn vérifiant 1]( a) k~ , p(o) k~ .
3° Soient p un type, cp une formule. Soit
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R(p , ~ ’ n - rp(~ ’ n , Xa) Consistant .

R(p , 03C6 , x0) = n - 1, x0)  ka  W si l’ensemble des formules

donné ci-dessus est inconsistant, mais devient consistant xi l’on ne considère qge
ies suites ~ , P E 03C9n vérifiant p(0)  ka .

Remarque 4. - R(p, 9 ’ k) ) n , ’ïj n  w -1 11.(p , cp , k) = ~ , Si k 5 w .

, ,

THEOREME 9. - Les cinq conditions suivantes sont équivalentex :

1° T est stable.

2° Pour toute formule Cf) , R( {x = x} , cp , 2)  tU .

3° Pour toute formule 03C6 , tout type p , R(p, 03C6 , 2)  w .

4° Tout type complet est définissable.

5° T est stable en tout cardinal À vérifiant À = 03BB|T| .

Les démonstrations du lemme et du théorème se trouvent dans [2J, exposé n° 7.

Définition 4. - On dit que l’ensemble de formules (ç (x , a) ; m E I) est n-
m m

inconsistant si V m , ... , m OE l distincts deux à deux,
- 1 n

Définition 5. - La formule ~~x , a) se divise sur A , s’il existe m  (~ ~ et

une suite tels que

2° a ) ; l  uj) est m-inconsistant.

Définition 6. - Le 1-type p en T dévie sur A s’il existe des formules

-~ telles k  n . ~ d~ . 
se divise ~k~ °

Remarque 5. - Si I est fini, on peut supposer x- 
= x .

LEMME 10. - se divise sur A  E n03C9 , et une suite I = (a ; 
d’indiscernables sur A telle que et a) ; ~0)) est n-

inconsistant.

Démonstration. - ~2014 évident.

- Soit a) se divisant sur A, donc 8zg&#x3E;,w telle que = 

et {03C6(x , al) ; l  (D) est n--inconsistant. Soit
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La consistance de r garantit l’existence d’une suite d’indiscernables (b )
- - - - ae £~1v

telle que ba = a et {03C6(x, a£} ; g  w) soit n-inconsistant

En effet, si (ë) est une suite réalisant r, et si F est un A-isomorphismeae
tel que FOE ) = a , alors la suite l03C9 

est la suite cherchée

Si F est inconsistant, c’est à cause d’un nombre fini de formules. Soient

tp~ , ... , ç~ 
E L(A) . une formule de L(A) .

Supposons, par exemple, que cp ait £(Z) x m variables libres. Soit l = 

Soit F : wn ~ (o , 1}, (jl ,... , jm))~ 0 Si p m ,... , a. ) ,

D’après le théorème de Ramsey, il existe X infini c w tel que F Xm est

constante sur les uplets croissants et vaut donc 0 , ou 1. Donc B J cz 1 ,
.J infini = tel 

On applique donc cette technique à (aJ (la suite qui fait que a) se

divise) pour ... , 03C6K et on obtient donc une sous-suite de (aae)aew indis-

cernable pour 03C60 , ... , 03C6k .

F est donc finiment consistant.

LEMME 11. - p type sur A .

1° si 03C6(x , y) El:::., se divise sur A, À?: Xo ’ alors
R(p ~ A ~ ~) ~-~R(pU(pC~ ,~) , ~ ~ ~) R(p ~ A ~ x) .

20 ~ q ¿ p, q dévie sur A, À ~ alors :il no fini tel que V ~ fini
"~0

Démonstration.

1° Soient a) se divisant sur A, À z x~ . D’après le lemme la, il

existe I = ~a ~ ~  &#x3E;il suite indiscernable sur A telle et

a ) ; ~  X) soit n-inconsistant pour un certain n  w .

Soit p~ = P u Z,) 1 Pour £  À . Soit R(p , Ô , x) .

2014~ a~ ~R(p~ ? A ~ x) == R(PO ’ Ô , À) (car les a, par A - automor-

phisme avec a et p ~ 

Supposons R(p ~ A ~ X) = a . Soit B = A u U 1. 3 S (B) tel que

et R(ql , 0394 , x) = 03B1 (diaprés le théorème 4). 
ae b.

ae ae j&#x26;

Comme |{l  À ; a,) ~  n ~ |{l  À ; qK = ql}|  n . Donc il y a

x q différents, qui sont e. c. car complets. Cela entraîne que 0153+l .

Contradiction.
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2° Soit "{Il a~) où ~GE , Q) se divise sur A. Soit

03940={03C6K(x , yK) ; k  fini ~ 03940 . q 1- P ~ Vk
R(q,0394,03BB)  R(p ~ Vkn 03C6k(x,ak),0394,03BB) = R(p u 03C6k(x,ak),0394,03BB)  
(diaprés théorème 1, lemme 5 et 1°).

COROLLAIRE. - Si p est un type sur A et, V f::,. fini c L ,  00 ,
alors p ne dévie pas sur A .

Démonstration. - Supposons que p dévie sur A.

D’après le lemme il et l’hypothèse, il existe f::,. fini tel que 
Contradiction.

/ ,

THEOREME 12. - Si p est un 1-type en xI sur B qui ne dévie pas sur A ,

(A~B) , alors il y a un type complet q~p ~~ ~ , sur B qui ne dévie pas
sur A .

Démonstration. -Soit r= ~r(~~) ;~e 1 ,~EB , .j(1-,l~) dévie sur A)
Soit q’ = p u ( ï a) ; ~(~. ~ a) E r} . Nous allons montrer que q’ est

consistant. Sinon, il existe, n  (D ~c~ , ~ , ... , tels que

Comme V dévie sur A , il existe donc des formules

eQ(T) , ... , se divisant sur ~ Vj  n(k)
que p dévie sur A 0 Contradiction, q’ est donc consistant. Soit q ~ q’ un

type complet en xI sur B.

A . Soit q* fini C q tel que q" 1- Vkn 03C6k(x , ak) , et e(X, 1)) = Âq* .
b~B. q complet, donc E q et dévie sur A , donc 03B8(x , b) Er.
Contradiction.

Définition 7. - p ~splitte" fortement sur A s’il existe une suite d’indiscer-

nables ~)~~. ~ et une formule (p , telles que 

o--1 ç(°°é°°° &#x3E; a) ep.
Définition 8. - A~L , n~, 1= On dit que I est une suite

0394-n-indiscernable si V m  n, V ...i ,

LEMME 13. - Supposons ) stable ~ alors ~ ~ fini, n~ tels que si

1 est un ensemble 0394-n-indiscernable de uplets de même longueur et si 1
est un uplet de même longueur que Je, 
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Démonstration. - Elle se fait par l’absurde.

Pour n  w , A fini ~ L , soit = {03C6(c0 ,..., cn-1)  03C6(ci ,...,co ) ;
pour i , u ... , éléments deux à deux distincts de u) ~ e Ó} 0 n-l

~(B~~ B~~~L~cp(~ ~) A~~G~~~J)) .
Si V n  w , fini r(n y ~) est consistante alors par compacité il existe

l ensemble d’indiscernables, et un a tel que (c e 1 ; |=03C6(c , a)} est infini

et co-infini. Soit l = (ë ) n 
nw 

.

Alors V 03C9 et 0)’ finis et disjoints ~ (i) {03C6(x,cn) ;
est consistante donc

Contradiction.

THEOREME 14. - Soit T théorie stable

1° Si p splitte fortement sur A , alors p dévie sur A.

2° p dévie sur A si, et seulement si, il existe un ensemble B tel que p

soit un type sur B , et, pour toute extension complète de p à B y splitte for-

tement sur A.

Démonstration. - Comme le fait de dévier ou de splitter fortement ne dépend que
d’un nombre de formules fini du type, on peut considérer que p est un m-type,

mw.

1° Par définition et par stabilité, il existe un ensemble I = (~ ) n d’indis-

cernables sur A et une formule (p telle que ao) ep .

D’après le lemme 13, il existe tel que pour tout ë

ou

Soit ~~’2n b~) = a2n) /B ï 
{bn ; n  w) est évidemment indiscernable sur A. D’autre part, V w ç; w,

Iwl = n(,) , alors b) ; new) est inconsistant. Donc 03C6(x , b0) se

divise sur A . D’autre part ao) E p, m E p , donc

p dévie donc sur A.

2° ~. par le théorème 12, si p ne déviait pas , il aurait , pour tout B ~ dom p ,

une extension complète à B qui ne dévierait pas , donc d’après le 1° , ne split-
terait pas fortement.

~ p 1- ~ ~-) où se divise sur A . Donc il existe des ensembles

d’indiscernables sur A (a. ; i  ~ ~ ~ == a, et il existe n(k) tel que

~) ; i  w) soit n(k) inconsistant.
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Soit B = dom p u(a~ ; kn , i  n(k)} et soit q E S(B) prolongeant p .
Comme p 1- ’{n ak) et que q est complet, nous avons un k  n tel que
q ak) . Comme {03C6k(x , a ki) ; i  w} est n(k)-inconsistant, il existe
io  n(k) tel que .., co. (X’ ,a. ) E q . En remplaçant a1 par "8:. , on a donc que
q splitte fortement sur A. 

~O 1 ~

Définition 9. - Soit FE(A) = l’ensemble des relations d’équivalence entre uplets
de même longueur, avec un nombre fini de classes d’équivalence, et qui sont défi-
nissables à paramètres dans A .

Définition 10. - Le type fort sur A , noté st(a , A)

Remarque 6. - A) .
Soit cp(x y b) E t(a , A) . Alors ) = 03C6(x , b’) q&#x3E;(Y , b’) appartient à

FE(A) .

LEMME 15. - p E S(B) , ne déviant pas sur A , réalisé par a , alors
R(st(a , B) , Â , Xo) ==R(p y Â , AO) , et donc, diaprés le lemme 11, B)
ne dévie pas sur A .

Démonstration. - Soit q fini B) ~

donc

Nous allons montrer que si E~ , a) e B) , alors

Choisissons un ensemble a0 , ... , ak , (k  w) maximal tel que

? 0  i  j  k,F , E(a. , a.) et tel que V t(a. , B) == t(a , B) . C’est
possible car E(’X, ) E FE(B) . Alors B) u f. E(X , ai) ; i  k} est in-

consistante donc il existe c) E t(a , B) (= p) tel que

B) =t(~ , B) , on a que

car le rang est stable par automorphisme.

D’après le lemme 5,

donc



10-11

d’ après le théorème 1.

Comme V q fini c st(a , B) y R(q ~ ~ ~ ~ ) ~R(p ~ ~ ~Xn) ~ que d’autre
part st( a , on a

~ "-

THEOREME 16. - Soient T théorie stable, p , q p / q , As M , p ,

q ne déviant pas sur A , et M étant ((JAJ +2)’ ’)~ saturé. Alors il existe

E(" , 5) eFE(A) telle que u q(y) - -~ E~°°~°°’ , 5) .

Démonstration. - Voir SHELAH ([2], p. 96).

Définition 11. - Un type p est stationnaire sur A s’il ne dévie pas sur A ,

et si p et p sont deux extensions e. c. alors p ou p dévie

sur A .

PROPOSITION 17. - Soit T théorie stable, V a , v A , st(a , A) est station-

naire sur A.

Démonstration. - Soit p = st(a , A) . D’après le lemme 15, p ne dévie pas sur

A .

Soient p 1 et p 2 deux extensions e. c. de p qui ne dévient pas sur A.

D’après le théorème 12 on peut les choisir complets sur M , A et I"1

((lAI +2)’ ~)~ saturé. Donc p , P2 ~ SeM) . D’après le théorème 16, il existe

telle que p~(?) up~(7) h--tE(T ~ P2 ’
E("X , a) P2(~) h- " y ~) A E(X" , a) A E(~ , a) . 
tion car E est une relation d’équivalence.

THEOREME 18. - Soit T théorie stable.

Soit p As B , alors p ne dévie pas sur A si, et seulement si,

’if cp formule,

Démonstration. -~2014 C’est évident d’après le lemme 11.

~ . Supposons que p ne dévie pas sur A . Soit a réalisant p. D’après le

théorème 12, A) et B) ne dévient pas sur A.

D’après le lemme 15, si ç est une formule quelconque ,

Il(~ ’ W ’ Xo) = R(p , ~ ’ xo) à R(PÎA ’ 9 ’ XO) = R(q , ~ ’ XO) .
On va montrer que XO) = R(q ~ (p ~ ~) . Supposons = n  (jo
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Cet ensemble de formules est consistant. On le réalise par a ~ a .

Soient T , bi,j tels que == st(bn , A) (i. e. 

.) ==stC~-~ ,A) . B) ne dévie pas

sur A. 
~ 

C’est possible car u U a -i,j , A) ne dévie pas sur A et que

A) , st(-ai,j , A) ne dévient pas sur A , cf. les preuves du théorème 12

et du lemme l5.

D’après la proposition 17~ r est 1 ~unique extension non déviante de q sur

A y donc ~ réalise r ~ car si t(T ~ B) ne dévie pas sur A ~ comme r est

stationnaire r 13 B) . 
’

Remarque. - a réalise A) .
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