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Théories stables 10-01
(B. POIZAT)
2e année, 1978/79, n° 10, 12 p.

FORKING ET RANGS LOCAUX SELON SHELAH

par Zoé CHATZIDARIS

Toutes les notions introduites et tous les théoremes démontrds proviennent du
livre de S. SHELAH [2]. Le but de cet exposé est de familiariser le lecteur avec

les notions de rang et de forking, en regroupant certains théorémes et démonstra-
tions,

Dans cet exposé, les types considérés ne seront pas supposés complets, mais seu—
lement consistants avec T . On se placera dans un moddle de T suffisamment

saturé,

Quelques notations.,

s(a) = {types complets & paramdtres dans A} .
Soit A un ensemble de formules, toujours supposé clos par négation,
PI\A={(_QGC-,§); (p(;s};)eAipl—qp(E,g)}.

SA(A) = {pfa; pes)y.

Un  A-type est un type ne comportant que des formules de A .

Définition 1., = Soient p wun type, A un ensemble de formules (clos par néga—

tion), A un cardinal ou o« .
On définit le rang par induction R(p » Ao » A) >« :
10 R(p s A s X) > 0O s8i, et seulement si, p est consistant,

20 R(p s A s X) > o pour « limite si, et seulement si, V B < & ,

R(PrA»K);ldt
30 R(p s A s K) >o+ 1 si, et seulement si, V¥ w<As Vgfinicp, il

existe une famille ( de pA-types explicitement contradictoires (e. Cu)y

qi)iSu de plicitene e
clest-a~dire V i #J 2 1 ¢<X’y) €Ay Ja @(Xva) € q; ] @(E,a) € qj et

tels que R(q uay ? A X) >a , ¥ i<
On définira alors R(p r A s K) =« pour o Ile premier ordinal tel que

R(p » A5 \) %@+ 1, s'il existe, et « sinon,

Définition 2. - p » A s A comme dans la définition 1, et tels que R(p,A,x)=a ’
(17500.

Mltl(p s A » ) = le premier ko tel qu'il existe q fini < p n'ayant pas
plus de ko Aextensions q; €. Ce et de rang > o .

(*) Mlle Zoé CEATZIDARIS, 19 rue Trétaigne, 75018 PARIS.
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Mltz(p y A 9 X) = le premier ko tel que p n'a pas plus de ko Aextensions
q; €. Ce et de rang > o .

Si R(D s A s A) = s on définit Mti(p 5 o 2 A) = MIt°(p » A 5 )) =

Remarque 1. = Si R(p » A » A) # « 5 alors
0 <Mt (pspsn) cMti(p s py) <.

Si p est fini, alors MIt1(p , po s 2) =M1t%(p 5 A s A)
Définition 3. = p = q si toute suite réalisant p réalise q .
THROREME 1.

1851 prop' s alors R(p» s ) <R(®' 5> 85 A) .

20 8i 1'égalité est vraie, alors Hltl’z(p y A M) < Mltl’z(p s A3 A) .

Démonstration, = On va montrer que R(p s A s A) >a - R(p' , A M) >a

=0 ou « limite ; évident. «o + 1 : R(p s A2 M) >a+ 1.

Soit q' fini < p' , s0it <A . prp' donc pi-q' , donc il existe g
fini Cp tel que qm q' . On choisit alors une famille (q1)1< de A-types
e. ¢, tels que R(q Vg s A A) > & . Donc, par hypothése d'lnductlon

R(q’uqi’A’}\.)Zao
1
Supposons maintenant que R(p 5 A » &) =R(p' » A » A) = a » MLt (prpod) = Mo *
Soit ' fini < p' ; il existe alors q fini Cp tel que q F q! . Deux cas
sont possibles :

1° q a Ko p-extensions e. c. de rang >« , dans ce cas la, q' aussi,

20 ko est le premier ordinal tel que q n'ait pas Ho A—-extensions e, c. de
rang > o . Alors ¥V < o 2 4 & A-extensions e, ¢. de rang >, et q'

aussi,

THREOREME 2¢ = Vp s A2 N 1l existe q _fini < p , tel que R(psash) = R(qsnsN
et mtl(p, a0 0) =mtl(a s a0 2) .

Démonstration. -~ Si q < p » alors R(p s A 9 X)‘S R(q s A h) . O1 R(p,A,x)=m ’
on peut prendre ¢ = ¢ . Si R(p s A s A) =ca alors R(p s A » A) é o + 1 . Donc
il existe q fini € p s p <A s tels qu'il n'y ait pas de famille (ql)l< de
A~types es c. tels que R(q Udy 2 Ao A) > o Donc R(q vy A s ) % o+ 1, donc
R(q + A s \) = s et d'aprés le théoréme 1, Mo = M1t (p,A,x) Mt (q,A,x) = p

Mltl(p v Ay A) = o 3 donc il existe g fini < p , tel que il n'existe pas plus

de ko A-extensions de q e. co et de rang > o . Donc il existe q fini < p

tel que @ R(q y A s k) =qo et Mltl(q s A s h) = Ho

Remarque 2. = A, € A% + A>K, p un type. Alors R(p:Alyk) R(p:A2:K) .
S'il y a égalité mtl? (psas )< 14172 (p s A, s K)
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LEMME 3.
1° 81 R(p,A,2)=Q;éoo,alorsiln'yapasde QP(EE,EFA de a , tels
que

Rpuo(Xsa) s 0s1) =«

RouloxE,2) sas0) =a.

Il

20 8Si R(p:A;}\)=Olyé°°, l‘llltl(p,A,)\)
X »¥) e de a 5 tels que

1, alors il n'y a pas de

Rpuo(X,3) »8s2) =a
Rpulo(xsa) »ard) =a.

381 RpsrasA)=afo, Mt (p, A,
o(x »7) en de &, tels que

Il
Il

n <Xy oo alors il n'y a pas de

Rouo(xsa) »as M) =ROUToE+3) a1 =«

Mltl(PUCPG:E) ’A:?\)=Mlt1(PU-]ch€-r_a-) v A A) =n.,

Démonstration. ~ Il est évident d'aprds la remarque 1 que 3 — 2 =3 1, Nous

allons donc démontrer 3°., Supposons qu'un tel cp(;c- y a) existe.

et (q!) deux familles de A-types

Soit q fini < p , soient <qi) i’ien

i<n
€. Co tels que V i<n

R(qum(;g:z)uqi’L\.’?\)=R<qu_\cp<;::‘;)b‘q]{’A»)\):-Of’

alors la famille (qi Up(x s a) qf vl olX s E))i<n est une famille de A=

types e. c. Comme ¢ était choisi arbitrairement, on s que Mltl(p:A:).) >2n .

Remarque 3, - qcp s, plAe SA(A) v Rlpsns2) =R(@sars2) =wo, alors
p[A peut 8tre défini de 1a fagon suivante & partir de q :

cp(;:;)EPrA\‘“>cp(;r§)€A’ ae A et R(chp@7_a.) v A 2) =a.

COROLLAIRE. - S8i o< p » DESA(A), R(p s A»2) =R(qg s pAs 2 =a, alors

p est l'unique type de SA(A) étendant q et de rang o .

THEOREME 4. - Soient p type sur A, )\ > X%y 1 R(p » A s M) =« » alors il
existe q € S(4) , P < q tel que R(q y A2 N) = .

Démonstration, - Soit I'= {-4(x ,a) 5 R(y(x,3) »as» A) <o, &ea}.si

p ul' est consistant, il existe q € S(A) , q>p Ul . Pour un tel q on aura

R(q » A » A) = o« Bn effet, pCq—>R(q, a , \) <@ . Prenons un q' fini C q,
On a que R(q' s A s \) =R(/\q’ s A s A) . Donec R(q’ s A s \) <oz-—-9-—.(/\q’) el .
Contradiction. Il suffit donc de montrer que p uI est consistant. Sinon, il
existe r fini Cp , qu'on peut prendre de méme rang, | Py 2eeer ] @, €T telles

que Vign, R(ggi,A,)\)<cv et rr-cpov...vcpn.
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De cela, on tire R(r s A x) = ¢ > max. R(@. s A A)

1<n
R(r » A » A) & ROV, s A s \) car T = v,
— R(v

in cpl

i<n P41 ign P ¢

,A,x)>max< R(Qpl’Av)\)

On aura une contradiction en démontrant le lemme suivant.

LEMBO"VI‘,VKZXO? V(DO'OOQSCPHEL’ VACL'

R( (v, O)UI‘;A')\)=maX- R(tpiUI"A’?\).

i<n Vi ign

Démonstration, - D'abord V i , R(cpl UT 3 A s A) < R(V in 94 UT » A s A) car

05 h'\&<n 5

R(r U P ? A s K) < R(r ) V <n 01 ? Ao k) .

?

m
- ax1<n

On va maintenant montrer que V B ,

R(r U V «n ®i? Ao K) >B = max (r Ugy » Ao x) >08 .

-~
- =0 ¢ 8iy, V i . Ur est inconsistant lor T . . t i -
B ’ Py ant, alors U Vlsn p; est incon

sistant,
- B limite : évident par hypothése d'induction.

- B+ 1 . Supposons le contraire : R(r u Vi, ©5 * B 9 A) > B+1, ¥ign
R(r U » A K) % B+ 1, donc Vi, 37 by < A + 94 fini Ccr , tels qu'il n'y

ait pas de suites (rj)j<p de A-types e, c., tels que R(q Uy U r :A:k) >8>

. SHi

Soit g = Uign a4 » 4 est fini et inclus dans r . Soit p = (n+ 1) maxl<n T
p <A car )\ est infini., D'autre part, il existe <rj)j<p A-types e. c. tels que
R(quvlmcplUrjaA:?\)BB: VIispue

Par hypothdse d'induction, V j & p » max R(q Ug; UTs » 8 s \) > B » done
V3Jias 1 1(3) tel que R(q u @1(3) U rJ s A k) BeIlya p+1 J et seule=-

ment n i , donc il existe un i < n atteint par plus de by J « Contradiction,

LEMME 6, - I1 y a un Ap dépendant de T fel que, ¥ A > Ap 2 Vps VA
R(p»as ) =R(P s Ay o).

Démonstration., — Choisissens 6(x , &) et 4 .

ler cas R(e(f ,.5) s Ao ©) < » , Comme R(e(x 5 @) » A s K) est une fonction

décroissante de )\ (Remarque 2), il existe un ) = A(6(X 5 &) s A) tel que
Vp,?)\

R(e(x s a) » o s p) =R(6(xs2) » a s ) .

On remarque facilement d'autre part que R(8(xX , &) 5 A » ) > o si, et seule=-

ment si, V K , R(e(§ ’ E) 2 A s K) >a . Donc
Vu;?\(e(;’;) » A) » R(e(x » @) :Asu)=R(9(—£’E) )

D'autre part, comme le rang est préservé par les automorphismes, on voit que
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r(e(x E) » A) ne dépend que de 6(x ) s A et t(a, @) . Le nombre de tels

ol Sl

triplets est au plus |Tl x 2 Z,T‘ s donc il y a un

M = sup(A(6(x , a) s A)

Comme d'autre part, tout type a un sous type fini de méme rang et que si p est
fini R(p,A,)\) R(/\p,A,}\) donc pour tout type p , pAcClL, }\>)\ on a
que R(psasA)=Rp,apn,=.

LEMME 7. - Soit fini C L alors il existe e L telle que
A ’ CDA ~E2C que

1 Vp s VA, R(P:A:)\>=R(P:cp s A) .

2°_ch(§,-§) _(_gg__cp(;c—,-f)eA), gz'cgu{co,cl} tel que
h@(XiE)H(szya’).

3 ¥ tel que =3 x cp(:z,?)_), q1a, 1¢ €A tels que
Folx 1 2) &9, 7) .

Démonstration, = A = { cpk('{ R Sf'k) 5 k<4 <w)
CPA= CPA(—}Z 2 yo ? eseo 3 Y'e_l » 2 ZO 9 eee ZZ""]_)
= k—o(z“zk"’q’k(x ’ yk)) /\\/ zk/\/"kmd—n(z=zk/\z=zn)

On rappelle que A est toujours supposé clos par négation, Voir la démonstration

dans Shelah. Classification theory ..., p. 29.

Donc pour A fini, on peut toujours se ramener & une formule.

LEMME 8.

19 Soient p wun type, ¢ une formule de L . Soit

Fp(cp,n92) = {le(g,n)-;.) H \I;(-}-C-,g) €Dy 'n S 21‘1} U {(Q(X ,y r )'n< ) : T] e 21’1 y k < n}
alors R(p ' Q0 2) >néed l"p(cp s Ny 2) consistant.

2° Soient p un type, ¢ une formule, k < . Soit

Tp(cppn:k) = {w(;,n:_a-) ; \LG’_a-) €p s € kn}

U {CD(';{ o—Zt"j) "")“IQOG{-p’Ez:,J> 3 Mep € k" s v € K" s <Ny

il
=nfm=pfm,i=n(m) » 3 = p(m) s 14 3)
alors R(p ' Q9 k) > né&s l"P(cp P k) consistant.

R(p Y k) =n-1, Mit(p, ¢ k) > ko <k si l'ensemble de formules donné

ci-dessus est inconsistant, mais devient consistant si 1'on ne considére que les

. n PR
suites n et _»p de k= vérifiant T](O) <kO s p(O) <kO .

3° Soient p un type, o une formule. Soit

TP(C{J:H:XO) = {¢Gc-n,-§)‘; 4(xs2) e p 'n e o)
U{Q‘O(Envzzw)(’?ﬂtp( ) ’ﬂ:p€w ,\)ewm,m<n,

r=ofm;i=n(m),j=n(m),i¥-.ﬂ.
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R(p » Q2 XO) > ne Fp(cp ) 0y ,xo) consistant.,

R(p ' Q@ xo) =1n -1, Mlt(p ' P xo) > ko < @ si l'ensemble des formules
donné ci~dessus est inconsistant, mais devient consistant si 1'on ne considdre que
. no_ o
les suites T s p e w vérifiant 7(0) <Xy 0(0) <ky .

Remarque 4. - R(p,g,k);n, '&/n<w—-)R(p,(p,k_)=oa, si k L we

THEOREME 9. = Les cing conditions suivantes sont équivalentes :

1 T est stable.

2° Pour toute formule ¢ » R({x =X} , I 2) <w .

3° Pour toute formule o , tout type p » R(p » Q9 2) < w e

4° Tout type complet est définissable.

50 T est stable en tout cardinal )\ vérifiant )\ = )\|’1| .

Les démonstrations du lemme et du théordme se trouvent dans [2], exposé n° 7,

Définition 4. - On dit que l'ensemble de formules {(Pm(; ’ Em> s me I} est ne

inconsistant si V m1 ? see 3 I € I distincts deux & deux,

b"'I(H—:zz(Pm(-}z.’z:m)/\-oo/\CPm(;i-a-.. )).
1 1 n n

Définition 5, =~ La formule cp(;c‘ s &) se divise sur A , s'il existe m < g s et

une suite Ez s 4 <w Ftels que

1° Vye<w t(EE;A)=t(€,A):
20 {cp(i R Ez) ;5 4 <w} est m-inconsistant.

Définition 6, = Le I-type p en ;I dévie sur A s'il existe des formules

QPO(;O ’ _a-o) 7 ese 3 cpn—l(;n—l s Zn-l) telles que, V k <n , ;ZkCEI ’ (pk(‘ik,é'k>
se divise sur A 5 D l-\'/k<n cpk(xk ’ ak) .

Remarque 5. — Si I est fini, on peut supposer ;k =X .

LEMME 10. - qp(-)z ’ -z;) se divise sur Aéd» g n<w s et une suite I = {Ez s A<w}

d'indiscernables sur A telle que aj=a et {o(x aﬂ) i L <w} est n-

inconsistant,

Démonstration, = = évident,

— Soit (X 5 &) se divisant sur A , donc H(E.%)z«u

et {o(x » ;,6) s 4 <@} est n-inconsistant. Soit

telle que t(gz’A) = tG,A) 9

F={t(_5£’:A)=t(-5,A); 4 < w}
U {¢(EO’.'.’-Em—1) > q;(gio,-.oy-gi ) :v e L(A) ’ iO < 12 Lo as L im}
m
ViHE T A eE T}

j<n
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La consistance de [' garantit l'existence d'une suite d'indiscernables (?6.6),6
telle que T)-O =a et {o(x, .a.il} s 4 < w} soit n-inconsistant.
En effet, si (3) est une suite réalisant ' , et si F est un A-isomorphisme

tel que FGO) = a , alors la suite (F(E")),Kw est la suite cherchée,
~

Si I' est inconsistant, c'est & cause d'un nombre fini de formules, Soient

Py 72 e 2P € L(A) « Soit © une formule de L(A)

Supposons, par exemple, que ¢ ait 4(a) x m variables libres, Soit I = (_ )

Soit F w -~ {0, 1} » (31 ,...,J)l-—)O si t:-—,cp( Yeoad aJ)
(-—-‘1 sinon. U1 n

< *

D'aprés le théoréme de Ramsey, il existe X infini < g tel que Fer est
constante sur les uplets croissants et vaut donc 0 , ou 1 . Donc JcI,

J infini:(ﬁz)z<w tel que v31<...<j » on ait

cp(-E).O Y ese )é")(p(_ ? eece ¥ Ejm> .

On applique donc cette technique & (7 ) (la suite qui fait que o(x , @) se

20 a<w

d1v1se) pour Po ? e P et on obtient donc une sous~suite de (a ) indis~

47 4<w

cernable pour Po ? eee 2 P e

I' est donc finiment consistant.

LEIIRVIE 11. - p tZEe sur A .

1° Si cp(x ,'f)eA, cp(E,E) se divise sur A , )\>xoyalors
R(P:A:)\)<°""‘)R(Puq§(—ta)’A’)\><R(P’A:7\)

2081l g=2p, q dévie sur A , )\;xo,alors 1A, fini tel que V A fini

> &g

R(p s AsN) <o—R(gsasnr) <R(p,asr)

Démonstration.

19 Soient cp(x » a) se divisant sur A , A 2% * D'apres le lemme 10, il

existe I = f{a ; 4 < A} suite indiscernable sur A telle qQue, a = an et

{cp(;c_ ’ Ez) 3 4 <A} soit n-inconsistant pour un certain n < g .

Soit p =pu{q;(;,gz)} pour 4 < A . Soit a:R(p,A,)\).

Y
- o ZR(Pz s Ay A) = R(PO » A s \) (car les ZJZ s'échangent par A -automor-

phisme avec a et p & Py ).

Supposons R(pz,A,}\)=a.Soit B=AuyUTI. queS(B) tel que

et R(qz s A s A) =0 (d'aprés le théordme 4).

Il

o
U =P
Comme |{2 < A § o(x , aﬂ) eqk}l <n = |[{s<; qkzq,e}l <n, Donc il y a
A 1, différents, qui sont e. c. car complets., Cela entratne que R(psas)) > o+l .

Contradiction.
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20 Soit ¢ = k<n ka(X ’ ak) ol (kaf ’ se divise sur A . Soit
by = {cpk(x,yk),k<n} Soit A fini DAO. q)—pu\/kq@kx,ak>k-p.

Rla:800) s B(p 0V 0 (X58) sand) = max __ R(p o (xv8 ) 2092) < R(pspsd)
(d'apres théoréme 1, lemme 5 et P,

COROLLAIRE. - Si p est un type sur A ety VAo fini <L, Ripspi®) <o ,

alors p ne dévie pas sur A .

Démonstration, -~ Supposons que p dévie sur A .

D'apres le lemme 11 et 1'hypothdse, il existe A fini tel que R(p,A,oo)<R(p,A,oo) .
Contradiction,

Ve N\ —
THEOREME 12, -Si p estun I-type en X

(A S B) , alors il y a un type complet qDp , en EI s sur B qui ne dévie pas

sur B qui ne dévie pas sur A ,

sur A .,

Démonstration, ~ Soit I = {Q,(Eﬁ,g) s uel,ac€B, q,(-)?a,-é) dévie sur A} .

Soit q'=pu { 4 ‘1'(;11 y a) 3 ﬁ,(?ﬁ y @) € I'} . Nous allons montrer que q' est
consistant. Sinon, il existe, n < g , EC—CEI Y Yy 2 ese 2 €' tels que
P Vieen ‘Vk(;) *
Comme V k , ‘J (-) dévie sur A , il existe donc des formules
<_) b eee s 5 (_) se divisant sur A et telles que =y, (X) = v/ o (—')
n(k ) ‘ Ve (k)
donc \/ (X) -\ \/ k(x‘ Donc p l- \/ k(x) c'est-a—dlre
<n Vk ‘k<n jen(x) © ) jen(k) © ’
que p dev1e sur A . Contradlctlon. q' est donc comlstant 801t g 2q' un

type complet en EI sur B .

Si q dévie sur A alors q)—-\ <ncpk(§ ’ 'a—k) ;C;I ' @ Se divisant sur

A . Soit ¢* fini cq tel ue oY _ o (X, T) et o(x , ) = Ag*.
beB. q complety, donc ¢(x , b) €q et dévie sur A , donc o(x »y D) eT .
Contradiction,

Définition 7. ~ p "splitite" fortement sur A s'il existe une suite d'indiscer—

nables S-l-l-r A, I= (_a-n)n<w s et une formule @ telles que qp(x ’ ao) €D
—1(P(X ’ al) E D o

Définition 8, = AS L, n<w, I= Gz)zq» . On dit que I est une suite
A-n—indiscernable si Vo €Ay VYmgn, V¥ iO < i1 < eee < im-l ’

)@Cp(gl 9 eee ,_af. )-

’= CP(E 3 e e ;
0 0] m-1

m~1

LEMME 13. - Supposons (p(i' ’ _3;) stable ; alors 3 A fini, n <y tels que si
I est un ensemble A-n-indiscernable de uplets de m@me longueur que Y setsi @

est un uplet de mdme longueur que X j,on a

eeTikoE o)}l <n o [(eljlkagE,o)} <n.
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Démonstration, -~ Elle se fait par 1'absurde,

Pour n<gy s A fini €L , soit I'(n,p) = {\b(go reess C_ ) Hwy(gi ""’E‘i )3

n-1
pour iO ? eee 9 in__1 éléments deux & deux distincts de o , Y e A} n-1

— — I — — — —
VT aE s Ay (0 o) Ane(z s e))) .

Si Van<wgw, ¥ po fini I(n, A)  est consistant, alors par compacité il existe
I ensemble d'indiscernables, et un a tel que f{c € I ;|=¢(c , a)} est infini

et co~infini, Soit I = (cn)n<w .

Alors YV w et ' finis et disjoints & o {cg(?c,'én) 3 new}u{— c_o(?c,'En) ; new')

est consistant, donc

- X0 B
(Uney %l 227 > % = IU

I

< | .

S
P n<gy n

Contradiction,

4 A
THEOREME 14. = Soit T +théorie stable

1° 81 p splitte fortement sur A , alors p dévie sur A .

2° p dévie sur A si, et seulement si, il existe un ensemble B tel que p

soit un type sur B , et, pour toute extension compléte de p a B, splitte for-

tement sur A .

Démonstration. =~ Comme le fait de dévier ou de splitter fortement ne dépend que

d'un nombre de formules fini du type, on peut considérer que p est un wm-type,

m<wo

1° Par définition et par stabilité, il existe un ensemble I = Gn>n<w d'indis-
cernables sur A et une formule ¢ telle que cp(sc- ’ EO) ED s cp(-i? ’ _a-l) €ED .

D'apres le lemme 13, il existe n(cp) tel que pour tout ¢
fn<wikole s a)}l <nlp)
ou
[fn<wir-ae(E,a)}l <nlp) .

Soit bn = &31.211A a2n+1 ’ Q;GC— ’ bn) e gp(—X. ’ a2n) A cp(X s a2n+1) ’

{-‘En ; n< @} est évidemment indiscernable sur A . D'autre part, V w < g ,
lwl = n((p) s alors {(p(';c- ’ fn) 3 n € w} est inconsistant. Donc ¢(§ ’ -SO) se

divise sur A . D'autre part (% EO) €ps —o(xsa,) ep, done

— 1
P q,(x ’ bo) « p dévie donc sur A ,

29 ¢~ par le théoréme 12, si p ne déviait pas, il aurait, pour tout B D dom p,
une extension compléte a B qui ne dévierait pas, donc d'aprés le 1°, ne split-

terait pas fortement,

-3 D '—\'l/cm P X ;k) ou P Se divise sur A . Donc il existe des ensembles

d'indiscernables sur A {Zli ;s 1< w}o E-lé = —a'k et il existe n(k) tel que

{(pk(_}z » ?i) ;1< w} soit n(k) inconsistant,
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Soit B =dom p U {-51; 5 k<n,i<n(k)} et soit q € S(B) prolongeant p .

Comme p '—\{Kn q;k(_ic' R _a—k) et q:e; q est complet, nous avons un k <n tel que
q = cpk(x s ak) . Comme {cpk(;c- . ai) ; 1 <w} est n(k)-inconsistant, il existe

iO < n(k) tel que - (pk(f y 8, ) € q « En remplagant a par a. , on a donc que
i, i

1 0

q splitte fortement sur A .

Définition 9, = Soit FE(A) = 1'ensemble des relations d'équivalence entre uplets
de méme longueur, avec un nombre fini de classes d'équivalence, et qui sont défi-

nissables a paramdtres dans A .
Définition 10, - Le type fort de a sur A , noté st(z , A)
st(a , 4) = (E(x , &) ; BGx,7) erFB(a)}.
Remarque 6. - st(_é ’ A) - t(_é ’ A) .
Soit cp(; s b) €t(a , A) . Alors E(x , _37) = ;p('i y D) &3 cp(—f s D) appartient a

FE(4) .

LEMME 15. - p € 3(B) , ne déviant pas sur A , réalisé par a » alors
R(st(a , B) , A s x,O) = R(p s A s ;go) » et donc, dlaprés le lemme 11, st(a , B)

ne dévie pas sur A .

Démonstration. - Soit q fini < st(z , B) ;

q={EO<_}Z’ a 2 oo ’Em(;'-a,-)} Vjsm ’Ej(;c-,;) gFE(B)
donc
Nq = Eo(X »3) A euo AE (T, 3) €FE(B) .
Nous allons montrer que si EG ’ E) € st(g ’ B) » alors
R(EGE:E),A:XO)ZR(PvA:XO)o

Choisissons un ensemble EO ? eee 3 é_k y (k < @) maximal tel que
i Osi<j\<k,t=—1E(§i »a,) et tel que Vigk, t('a'i s B) =t(a 5, B) . Clest
possible car EB(x , y) € FE(B) . Alors (7 , B) u {—= E(x , -Ei) ;s 1<k} est in-
consistant, donc il existe ¢(x 5 ¢) € t(a , B) (=p) tel que

oF 9 F Y 5E, T .
Comme V i gk » ’c(gi ’ B) =t(_a_, B) y On a que
R(E(x , &) » 4, xg) = R(B(x » 8) » & s )
car le rang est stable par automorphisme,
D'aprés le lemme 5,
R(\/lsk E(?:_,Ei),mxo) = maxisk R(E(E:Ei)m:xo) = R(E(-fa_éf):A’xo)
donc

R(p 5 89 %g) < Rlp(X 5 ©) » 85 x,) S REEF ,E) 58 xy)
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d'apres le théoréme 1.

Comme Y q fini < st(a , B) , R(q » A s XO) > R(p » A » XO) et que d'autre

part st(a y B) =p , on a

R(St(; ’ B) » Ao XO) =R(t(; ’ B) s A XO) .

THEOREME 16. — Soient T théorie stable, p s, q € S(M) » p#£qs» AS M, D,

q ne déviant pas sur A , et M étant ((lA| + 2)'T )+ saturé, Alors il existe

E(x » 7) e FE(4) telle que p(x) Uuqly) =—EE ,7) .

Démonstration, - ¥oir SHELAH ([2], P. 96).

Définition 11. = Un type p est stationnaire sur A s'il ne dévie pas sur A ,
et si p, et P, sont deux extensions e, c., de p , alors Py ou  p, dévie

sur A .

PROPOSITION 17, — Soit T théorie stable, Y a » Y A , st(a , A) est station-

naire sur A ,

Démonstration. = Soit p = st(a , A) . D'aprés le lemme 15, p ne dévie pas sur

A,

Soient P, et P, deux extensions e, ¢, de p qui ne dévient pas sur A .,
D'aprés le théordme 12 on peut les choisir complets sur M , M2 A et N
((|A| + 2)|T!)+ saturé. Donc P, 1 P, € s(M) . D'aprés le théordme 16, il existe
E(x » y) e FE(a) telle que p,(¥) up(¥) ~-EB(x ¥)» DS s 0,0
EGC- ’ E) € p y donc pl(;) U p2<§r—) = EG— ’ }) A E(x , E) A EG; ’ E) . Contradic-

tion car E est une relation d'équivalence,

THEOREME 18. — Soit T +théorie stable.

Soit p € S(B) s Ac B, alors p ne dévie pas sur A si, et seulement si,

v 0] formule,
R(P’QP')(O)’—'-R(P[\Atcp;xO).

Démonstration, — &= C'est évident d'aprés le lemme 11.

—> . Supposons que p ne dévie pas sur A . Soit a réalisant p . D'apres le

théoréme 12, q =st(a » ) et r =st(a , B) ne dévient pas sur A .
D'apres le lemme 15, si ¢ est une formile quelconque,
R(r s 9 9 %9) = R(® » 0 5 %) <R[, 109 x5) = Rla s 90 %) -
On va montrer que R(r '@ 9 XO) = R(q 'y Qo XO) « Supposons R(q'W’Xo) =n<yw
Fq(cp 711’)(0)’-‘-'{\};(;,“.'.3) H T]Gwnrq;(.;rg) € q}
u{@(?ﬂ,?\l)’a)é-)—qq;@p,‘z—\l)'j);'ﬂ;pewn:\)ewm;

m<n,\)=‘ﬂrm=prm"ﬂ(m)=i)p(m)=j?iiéj}‘
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Cet ensemble de formules est consistant, On le réalise par Eﬂ ’ -51"] .
v

Soient b, 'b‘i';’ tels que st(a_ , &) = st(®,_ » 4) (i. e. ¥ E € FB(4) ,
E(E,n , fn) .) st(z\i)’j y A) = st(®0d , 4) . (U b,n U U T)'i’a » B) ne dévie pas
v

sur A .

C'est possible car t(U a uu =Y » A) ne dévie pas sur A et que
— ;s v
st(a,_ 5 &) , st(—él"] » A) ne dévient pas sur A , cf, les preuves du théoreme 12
v

et du lemme 15,

D'aprés la proposition 17, r est l'unique extension non déviante de g sur
A, donc b_ réalise r , car si t(fn s B) ne dévie pas sur A , comme r est

stationnaire r O t(ﬂn y B) .

Remarque. - a réalise st(_a- ’ A) .
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