
Groupe d’étude de théories stables

BRUNO POIZAT
Exercices sur la stabilité
Groupe d’étude de théories stables, tome 1 (1977-1978), exp. no 9, p. 1-5
<http://www.numdam.org/item?id=STS_1977-1978__1__A9_0>

© Groupe d’étude de théories stables
(Secrétariat mathématique, Paris), 1977-1978, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Groupe d’étude de théories stables » implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=STS_1977-1978__1__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


9-01

EXERCICES SUR LA STABILITÉ

réunis par Bruno POIZAT

Théories stables
(B. POIZAT)
Ire année, 1977/78, n° 9, 5 p.

Exercice 1. - Si T est dénombrable et totalement transcendante, son ordre fonda-

mental est fini ou dénombrable.

Exercice 2. - T stable; soit M un modèle de T À-compact, c’est-à-dire que
tout ensemble consistant de moins de À formules à paramètres dans 1:1 es.t réalisé
dans 1.1 .

(a) Si f. (.x , yi) est un ensemble de moins de À formules dont p E S 1 (IiI) re-1 l. 1
présente toutes les conjonctions finies, montrer qu’il existe a. E Fl tels que

p t- f. (x , a~) . 
1

(b) M  N, P E ne dévie pas sur M ; soit f.(x, a.) une famille de

moins de À formules à paramètres a. 1. dans lI satisfaites par p j montrer qu’il
existe et dans 11 tel que 1- AA f. (cr , a. ) .

1. 1

Exercice 3. - P&#x3E;i - N - P modèles de T , P E Si (n), , q cohéri tier de p sur N,
N est |M|+-saturé.

(a) Si q F f(x , à) , où à EN, et si al ~ N a même type que à sur M,
q f- f (x , a 1) .

(b) Montrer que q n’a qu’un seul fils sur P qui soit cohéritier de p ; cons-

truire à partir de q une suite d’indicernables.

(c) 011 dit que pt est fils non spécial de p s’il existe un modèle où tous les

fils de pl ont au moins deux conjugués par M-automorphisme ; montrer que p’
est spécial si, et seulement si, on peut l’étendre en un type sur un modèle
saturé qui a la propriété de Ca) ; montrer que cette notion a la propriété d’exten-
sion, mais qu’elle n’est pas transitive, qu’elle permet de construire des suites
d’indicernables. Donner des exemples de fils spéciaux qui ne sont ni héritiers ni
cohéritiers de p.

Exercice 4. - T Stable ; si tout type de est stationnaire, A est algé-

briquement clos; c’est suffisant dans le cas des corps différentiellement clos de

caractéristique nulle, mais ça ne l’est pas en général.

Exercice 5. - Si T a ùn modèle M, avec un uple a et une formule f, et deux

restrictions élémentaires î’I formées d’éléments satisfaisant tous f(x , a) , et

(*) Bruno POIZAT, 1 1 parc d’Ardenay, 9 1 1 20 PALAISEAU
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N’ formée dJéléments satisfaisant tous 1 f(x , a) , T est instable.

Exercice 6. - T stable ; a et b ont même type fort sur A si, et seulement

si, il existe un modèle II contenant A tel que a et b aient même type sur 

Exercice 7. - T stable ; si p E est adhérent aux types réalisés dans A ,
p est stationnaire (de multiplicité 1 ).

Exercice 8.- A c B 9 f(x , a , b) , a E A y b E B est dite presque (définis-
sable) sur A (almost over A ) s’il existe un cardinal À tel que, pour tout mo-

dèle B , 9 il y ait moins de À formules f(x , a , 03C3b) , y où 03C3 parcourt l’en-

semble des A-automorphismes de M qui aient des interprétations deux à deux
distinctes. Montrer qu’en fait B est fini, et qu’il existe un fragment 
du type de b sur A tel que la relation d’équivalence

ne découpe sur g(y) qu’un nombre fini de classes. En considérant la formule

montrer que f est presque sur A si, et seulement si, sa satisfaction ne dépend
que du type fort de x sur A.

Exercice 9. - T s table, A c B ; se divise sur A (splite over A)
s j il existe b et b’ 1 dans B, de même type sur Ji, et une formule f telle

que p 1- f(x , b) A f (x , b’) ; il se divise fortemeht (strongly splite overA )
si, en outre y b et b’ t peuvent être pris comme les deux premiers termes d,’une

suite infinie d’indicernables sur A . Montrer que p dévie sur A si, et seule-

ment si, tout fils de p sur un modèle |M|+-saturé se divise fortement sur A.

Exercice 10. - T stable, dans laquelle tous les types sont de multiplicité 1 ;

p E ~ q E S (N) , pj’~ _ q/~ ~ 9 on réalise p et q en x , et on complète
de manière à ce que le type de N sur M u (x) ne dévie pas sur (x) ; on appelle
coproduit p * q de p et de q la borne du type de x sur M u N ainsi placés.
Montrer que p * q ne dépend que de la borne de p et de celle de q , donc que

c ~ est une opération sur les classes de type. Montrer que le coproduit est commuta-

tif et associatif, que p ~p ~ q , que si p est réalisé, p.k q = p , et que si

p est la borne de y p * q = q .

Exercice il. - T est la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique

donnée.

(a) Montrer que, y pour définir le coproduit9 on a des problèmes avec les types
forts (Considérer (11 + Y , XY sur k(X) ).
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(b) Montrer que, dans l’ordre fondamental des 3-types, pour les types au-dessus

de la même réalisation, il n’y a en général ni borne inférieure, ni borne supérieur

re (Hint : un cône et un plan se coupent suivant les cas en une conique ou deux

droites).

Exercice 12. - Soit R une notion de rang ; p E S (A) a une restriction finie de

même rang, sauf si p est rangé et aucune de ses restrictions finies ne l’est.

Exercice 13. - T est w-catégorique et stable ; montrer que tout type sur un en-

semble fini de paramètres est de multiplicité finie ; en déduire que son rang U

est aussi son rang de Morley. Montrer que si T est superstable, elle est totale-

ment transcendante.

Exercice 14. - La somme naturelle de deux ordinaux est la plus petite fonc-

tion telle que, si ~,’ ou p’  p ~ , alors ~’ f ~’  ~ ~ ~3 ; elle est associa-

tive et commutative ; si les développements de Cantor de 03B1 et p sont

03B1 = 03A303C903B3 n03B3, 03B2 == 1 + m03B3) . On suppose T stable ;

on note le rang U du type de a sur A .

(a) RU(b/A u ~~~~ + RU(a " ~b/A) ~ RU(b/A u (~3) ± 

(b) Regarder la signification de cette double inégalité dans le cas des corps

différentiels, a différentiellement transcendant sur A, b dérivée de a ; puis

échanger a et b .

(c) Si a et b sont indépendants au-dessus de A (le type de b sur A u (a3
ne dévie pas sur A), 

(d) Un type de RU, y w , ne peut dévier à cause d’un type de RU fini ; en dé-

duire une démonstration simple du fait que, si T est 03C91-catégorique, tous ses ty-

pes sont de RU fini.

(e) Soit X un ensemble dJéléments qui réalisent sur A des types tous de

RU (tous de RU 1 , ou tous de RU w , ju y etc. ; 9 wO/ n’est jamais somme na-

turelle de deux ordinaux inférieurs). En s’inspirant du lemme de l’échange, qui per-
met de définir la dimension des espaces vectoriels, y montrer que les ensembles indé-

pendants sur A maximaux extraits de X ont tous même cardinal (Si x EX,

on dit que x est ciscendant sur Y si le type de x sur A u Y dévie

sur A ; g on dit qu’il est transcendant sur Y, dans le cas contraire, x est cis-

cendant sur (x) ; il est ciscendant sur Y si, et seulement si, il l’est sur une

partie finie de Y ; si x et x’ sont transcendants sur Y, et si x est cis-

cendant sur Y u (x’) , x’ est ciscendant sur Y u (x) ; enfin si x est ciscen-

dant sur Y, et chaque élément de Y ciscendant sur Z , y x est ciscendant sur

Z . G est dit générateur si tout x de X est ciscendant sur G ; 9 montrer, par

induction sur A, que si G est générateur et L libre, y on peut remplacer les X

premiers éléments de L par des éléments de G en conservant la liberté).
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Exercice 15. - On dit que T a la propriété d’indépendance s’il existe une formule
f(x , y y) telle que, pour tout ensemble fini 1 ,

1 ° Montrer que, dans ce cas, pour tou t I fini, y

2° contrer que, pour tout cardinal À, il existe un ensemble de paramètres de

cardinal À qui donne 2~ types.

3° On considère un ensemble a. , i e l , de cardinal À , contenu dans un mo-
dèle M de même cardinal, et 5 . , ,j e 2I , , contenu dans une extension élémentai-
re N de Il.f, , tels que 1- É . ) si, et seulement si, i ~ j . A tout ultra-
filtre U sur l , associer un type p de S (N) qui cohérite de sa restriction
à N ; montrer qu’il existe un type de qui a 22À cohéritiers sur N.

4° Montrer que T a la propriété d’indépendance si, et seulement si, il existe
une 03C9-Suite indicernable sécable.

Exercice 16. - T stable.

1° Pour toute formule f(x.y’) , il existe un entier n tel que, pour toute

suite indicernable S = ai , ... , ... , et tout b , le nombre de a
qui satisfait f(x , b) est inférieur à n, ou bien le nombre de a. qui satis-
fait -i f(x b) est inférieur à n . Trouver une définition du type moyen
de S qui n ’ uti lise que 2+1 paramètres.

2° On suppose que T admet l’élimination des quanteurs dans un langage relation-
nel fini ; montrer que Test w-catégorique. Montrer qu’il existe n fini tel

que, si M est 03C91-saturé, tout p e ne dévie pas sur un certain ensemble
de cardinal n ; en déduire que l’ordre fondamental de T est fini, et que la pro-
priété précédente est vraie sur tout modèle M .

17 . - T stable.

1° Montrer que, si, dans l’ordre fondamental, il y a une suite ordinale descendan-

te de longueur ? , on peut trouver une suite a ,    , de uples finis, avec
un type p sur leur réunion A , de restriction~ p 

~ 
à A 

.k 
= y  tels

que p soit toujours extension déviante de p .

2° Montrer que, si À ~  x(T) , T n’a pas de modèle saturé de

cardinal X .

Hint : Par l’absurde : exprimer un tel modèle M comme réunion d’une suite crois-
sante d’ensembles X , )x) 1  03BB ,   x = placer dans le modèle M un

exemplaire de la suite a 
P 

du 1% de manière à ce que le type de a 
F 

sur X 
P 

u A 

ne dévie pas sur A et montrer que p est omis dans M . 
~ t~ 

~
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Exercic e 18 . - T non superstable, dénombrable.

1 0 Montrer qu’il existe une sui te de modè les dénombrables  M1  ...  M n  ... ,
de réunion Fi , avec un type p E de restriction p n à que

pn+1 ne soit pas cohéritier de p .

2° Partan.t d’une extension élémentaire N 0 de K 0 de cardinal À, construire

une sui te ~0 ~ Ni : ... - N TI -... de modèles de cardinal À., tels que î.1 n - 
et que le type de N sur M 

1 
cohérite de sa restriction à M . Montrer qpe la

n n+1 n

réunion N des Nn’ qui est de cardinal À, n’est pas 03C91-saturée.


