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lre annde, 1977/78, n° 9, 5 Pe

EXERCICES SUR Li STABILITE

réunis par Bruno POIZAT (*)

Exercice 1. -~ Si T est dénombrable et totalement transcendante, son ordre fonda-

mental est fini ou dénombrable.

Exercice 2. - T stable ; soit M un modle de T A-compact, c'est-d-dire que
tout ensemble consistant de moins de A formules a4 paremétres dans ! est rdalisé

dans Il .

(a) ol fi(x ’ §i) est un ensemble de moins de A formules dont p € Sl(ﬁ) re-—
présente toutes les conjonctions finies, montrer qu'il existe Ei €M tels que
M £ a.) .
p i— i(X ’ ai)

(b) M<¥, pe Sl(N) ne dévie pas sur M ; soit fi(x , ai) une famille de
moins de A formules & paramétres Ei dans N satisfaites par p ; montrer qu'il

existe o dans M tel que |- AA fi(a , Ei) .

Exercice 3. = M <N <P moddles de T, pe Sl(H) , q cohéritier de p sur N,

N est ||T-saturé.

-
-

(a) 81 q F f(x , a) , o aelN, etsi a'elN améme type que a sur W ,

q i‘f(X 9 g«') .

(b) Hontrer que q n'a qu'un seul fils sur P qui soit cohéritier de p ; cons-

truire & partir de q wune suite d'indicernables.

(c) On ait que p' est fils non spécial de p s'il existe un moddle ou tous les
fils de p' ont au moins deux conjuguds par M-automorphisme ; montrer que p!
est spécial si, et seulement si, on peut 1'étendre en un type sur un modéle |M|+—
saturé qui a la propriété de (a) ; montrer que cette notion a le propridté d'exten—
sion, mais qu'elle n'est pas transitive, qu'elle permet de construire des suites
d'indicernables. Donner des exemples de fils spéciaux qui ne sont ni héritiers ni

cohéritiers de p

Exercice 4. = T stable ; si tout type de Sl(A) est stationnaire, A est algé-
briquenent clos ; clest suffisant dans le cas des corps différentiellement clos de

caractéristique nulle, mais ¢a ne l'est pas en général.,

Exercice 5. = 51 T a un moddle M , avec un uple a et une formule f , et deux

restrictions élémentaires N formées d'éléments satisfaisant tous f(x , a) , et

(*) Bruno POIZAT, 11 parc d'irdenay, 91120 PALATSEAU
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N' formée d'éléments satisfaisant tous = f(x , a) , T est instable.

Exercice 6. - T =stable ; a et b ont méme type fort sur A si, et seulement

si, il existe un modé¢le @ contenant A tel que a et b aient méme type sur M.

Exercice 7. — T stable ; si pe€ Sl(A) est adhérent aux types réalisés dans A ,

p est stationnaire (de multiplicité 1 ).

Bxercice 8. - AcB; f(x,a, b)), a€A, beB est dite presque (définis-
sable) sur A (almost over A ) s'il existe un cardinal A tel que, pour tout mo-
déle M o B, il y ait moins de A formules f(x , a , gb) , ou © parcourt 1l'en-
semble des aA-automorphismes de I , qui aient des interprétations deux & deux
distinctes. lontrer qu'en fait A est fini, et qu'il existe un fragment fini g(y)

du type de b sur A tel que la relation d'équivalence
(vx) £f(x, 2, y)e2t(zx, 2,y
ne découpe sur g(§) qu'un nombre fini de classes. En considérant la formule
(vy) ey) = (tlx, 8,5 esrx,a,y),

montrer que f est presque sur A si, et seulement si, sa satisfaction ne dépend

que du type fort de x sur A .

Exercice 9. ~ T stable, ACBj; pe Sl(B) se divise sur A (splite over A )
s'il existe b et b' dans B, de méme type sur A , et une formule f telle

que p Ff(x, b) A = f(x, b') ; il se divise fortemeht (strongly splite overd )

si, en outre, b et b' peuvent &tre pris comme les deux premiers termes d'une
suite infinie d'indicernables sur A . Hontrer que p dévie sur A si, et seule-

ment si, tout fils de p sur un modéle |M|+—saturé se divise fortement sur A .,

Exercice 10. - T stable, dans laquelle tous les types sont de multiplicité 1
pE Sl(H) , q€ Sl(N) , p/% =q/f ; on réalise p et q en x , et on compldte
de manidre 2 ce que le type de N sur M u {x} ne dévie pas sur {x} ; on appelle
coproduit p *q de p et de gq la borne du type de x sur M uN ainsi placés.
Montrer que p % q mne dépend que de la borne de p et de celle de q , donc que
c'est une opération sur les classes de type. Montrer que le coproduit est commuta-
tif et associatif, que p >p % q , que si p est réalisé, p *q=p , et que si

p est la borne de p/¢ sy P *aq =09 .

Exercice 1. - T est la théoric des corps algébriquement clos de caractéristique

donnée,

(a) Hontrer que, pour définir le coproduit, on a des problimes avec les types
forts (Considérer (X + Y , XY sur k(X) ).
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(b) Montrer que, dans l'ordre fondamental des 3-types, pour les types au-dessus
de la mé#me réalisation, il n'y a en général ni borne inférieure, ni borne supérieu=
re (Hint : un cbne et un plan se coupent suivant les cas en une conique ou deux

droites).

Exercice 12, - Soit R wune notion de rang ; p € Sl(A) a une restriction finie de

méme rang, sauf si p est rangé et aucune de ses restrictions finies ne 1llest,

Exercice 13, = T est w-catégorique et stable ; montrer que tout type sur un en-
semble fini de paramdtres est de multiplicité finie ; en déduire que son rang U
est aussi son rang de Morley. Montrer que si T est superstable, elle est totale-

ment transcendante.

Exercice 14. - La somme naturelle « * B de deux ordinaux est la plus petite fonc-

tion telle que, si o' < o ou B' < B, alors o'+ ' < a+x B ; elle est associa-
tive et commutative ; si les développements de Cantor de o et B sont
a=2uw' n , B=2 w' LV alors o % @8

=2 c.u'Y(n,Y + my) . On suppose T stable ;
on note RU(a/A) 1e rang U du type de a sur A .

(a) mU(b/a u {3}) + RU(a/A) < RU(E * B/a) < RU(B/A u {a}) + RU(3/4) .

(b) Regarder la signification de cette double inégalité dans le cas des corps
différentiels, a différentiellement transcendant sur A , b dérivée de a ; puis

échanger a et b,

(c) 8i a et b sont indépendants au-dessus de A (le type de b sur A u {a}
ne dévie pas sur A ), RU(a * b/A) = RU(a/A) + RU(b/4) .

(d) Un type de RU , w , ne peut dévier & cause d'un type de RU fini ; en dé-
duire une démonstrat ion simple du fait que, si T est uﬁ—catégorique, tous ses ty-
pes sont de RU fini.

(e) Soit X wun ensemble d'éléments qui réalisent sur A des types tous de
RU «* (tous de RU 1, ou tous de RU w , o , etce 3 o n'est jamais somme na-
turelle de deux ordinaux inférieurs). En s'inspirant du lemme de 1'échange, qui per-
met de définir la dimension des espaces vectoriels, montrer que les ensembles indé-
pendants sur A maximaux extraits de X ont tous méme cardinal (i x e X,

Y <X, on dit que x est ciscendant sur Y si le type de x sur AUuY dévie
sur A ; on dit qu'il est transcendant sur Y , dans le cas contraire. x est cis-
cendant sur {x} ; il est ciscendant sur Y si, et seulement si, il 1l'est sur une
partie finie de Y ; si x et x' sont transcendants sur Y, et si x est cis~
cendant sur Y u {x'} , x' est ciscendant sur Y u {x} ; enfin si x est ciscen-
dant sur Y , et chaque élément de Y ciscendant sur 7, x est ciscendant sur

Z + G est dit générateur si tout x de X est ciscendant sur G ; montrer, par
induction sur A , que si G est générateur et L 1libre, on peut remplacer les A

premiers 4léments de L par des é1éments de G en conservant la liberté).
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Exercice 15+ -~ On dit que T a la propriété d'indépendance s'il existe une formule

f(x , ¥) telle que, pour tout ensemble fini I ,

! ¥.) M ¥.) AM, . s VL) e
1° ilontrer que, dans ce cas, pour tout I fini,
- .- v.) m, . £z, , 7, /. C oy Vi) e
T | (Bjezl Xj) (801 7;) 1e3 (XJ » 7)) A Mygs f(xa » 7)
2° lontrer que, pour tout cardinal A , il existe un ensemble de parametres de

cardinal A qui donne 2K types.

3° On consid®re un ensemble a i €I, de cardinal A , contenu dans un mo-

déle M de uéme cardinal, et Ej y J € ZI s contenu dans une extension élémentai-

nr

re N de If, tels que |- f(ai , Bj) si, et seulement si, i € j . A tout ultra-
filtre U sur I , associer un type 1) de Sl(N) qui cohérite de sa restriction

& N ; montrer qu'il existe un type de Sl(M) qui a 22K cohéritiers sur N .

4° liontrer que T a la propriété d'indépendance si, et seulement si, il existe

une w-suite indicernable sécable.

Exercice 16, -~ T stable.

1° Pour toute formule f(x , y) s 11 existe un entier n tel que, pour toute

suite indicernable S = 8y 1 8y eee s Ay

qui satisfait f(x ’ 5) est inférieur & n y, Ou bien le nombre de ai qui satis-

y ess 5, et tout b, le nombre de a;

fait - f(x , B) est inférieur & n . Trouver une définition df(?) du type moyen

de S qui n'utilise que "yl parametres.,

2° On suppose que T admet 1'élimination des quanteurs dans un langage relation-
nel fini ; montrer que T est w-catégorique. Montrer qu'il existe n fini tel
que, si M est uﬁ—saturé, tout p e Sl(M) ne dévie pas sur un certain ensemble
de cardinal n ; en déduire que 1l'ordre fondamental de T est fini, et que la pro-

priété précédente est vraie sur tout modéle M .

Exercice 17. - T stable.

1° lontrer que, si, dans 1'ordre fondamental, il y a une suite ordinale descendan—
te de longueur u , on peut trouver une suite a |, p <un , de uples finis, avec
z . . u' b bl
un type p sur leur réunion A , de restriction p, @ Au = {aY 5 Y <wu}, tels

?
que p soit toujours extension déviante de p .

pr-1
2° liontrer que, si A 2 u(T) , cof(A) <«(T) , T n'a pas de moddle saturé de

cardinal A .

Hint : Par 1l'absurde : exprimer un tel mod®le M comme réunion d'une suite crois-
sante d'ensembles Xp , IXMI <A, p<n=cof(A) ; placer dans le moddle M un

exemplaire de la suite a du 1°, de manidre & ce que le type de Eu sur Xu UA

ne dévie pas sur Ap et montrer que p est omis dans M .
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Exercice 18. - T non superstable, dénombrable.

10 Montrer qu'il existe une suite de modéles dénombrables WM <<Ml<<...<<Mn<1... ’
de réunion M , avec un type p € Sl(M) , de restriction P, a Mn , Tels que

o) ne soit pas cohéritier de P, -

n+1

20 Partant d'une extension élémentaire No de MO

une suite Nb <N <.l < Nn < ees de modtles de cardinal A , tels que Mn<<Nn ’

de cardinal A , construire

et que le type de Nn sur M cohérite de sa restriction a Mn . Montrer que la

n+l

réunion N des Nn , Qui est de cardinal A , n'est pas wl-saturée.




